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Chapitre 1

Introduction a la commande

numérique des processus

1.1 Structure de commande par calculateur

La commande numérique consiste a utiliser un calculateur numérique pour élaborer le
signal de commande appliqué au systeme :

| synchronisation I perturbations
| |
‘ | \ 4 ¢ ' ¢ ¢ ¢ .
consigne ' : sortie
: CAN —>{ calculateur > CNA > systeme >
| |
| |
commande numérique
capteur |«
En pratique, on rencontre la structure suivante :
perturbations
. commande sortie
consigne 3 » CNA |—>|{ systeme >
calculateur
mesure P
< CAN <€ capteur |«
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2 Chapitre 1 - Introduction a la commande numérique des processus

Le calculateur permet 'implantation d’un correcteur numérique sous la forme d’un algo-
rithme :

|
|
| correcteur |
|

consigne . —» commande
I numérique | |
|
! l
: I
L i< mesure
______________ -

calculateur

1.2 Caractéristiques de la commande numérique
Le calculateur nécessite un certain temps pour exécuter des calculs : il ne peut donc pas
traiter les signaux de maniere continue. Ceux-ci doivent donc étre échantillonnés dans le

temps :

A signal

N,

T 2137 . kT temps

T = période d'échantillonnage

L’échantillonnage consiste a prélever la valeur du signal a des intervalles de temps réguliers.
Un signal analogique peut prendre une infinité de valeurs alors que le calculateur possede
une précision limitée pour représenter les nombres. L’amplitude du signal doit donc étre
quantifiée ou codée par le calculateur :

A signal
- ”~ 9
/
Nniveaux de | —# \\! _,04_
quantification /
l/
-
T 2737 -~ kT temps
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1.2 - Caractéristiques de la commande numérique 3

Un signal qui est échantillonné dans le temps et quantifié en amplitude est un signal

numérique ou discret.

Remarque : un signal numérique obtenu a partir d’'un signal analogique est un signal

numérisé ou discrétisé. Il existe des signaux qui sont naturellement discrets, par exemple :

— un écho radar qui renvoie la position d'un avion : I'information est disponible périodi-
quement avec la période de rotation de ’antenne ;

— les images délivrées par une caméra : I'image est disponible avec une fréquence de 24
image /seconde.

Un calculateur peut controler des systemes avec un grand nombre de variables :

démultiplexeur multiplexeur
» CNA }Qﬂ :; systéme > CAN [
—> >

calculateur |«

T 1

consignes
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Chapitre 2

Echantillonnage des signaux —
Transformée en =z

2.1 Principe de I’échantillonnage

L’échantillonnage d’un signal continu f(¢) consiste a remplacer f(¢) par une suite de ses

valeurs f(nT) aux instants d’échantillonnage t = nT, n = 0, 1, ... L'opérateur qui
effectue I’échantillonnage est appelé échantillonneur (de période T).
N S
signal continu échantillonneur signal échantillonné
- T g ¢ ) . ,/,
L ){ 1o W H H
>t 1
T273T - kT

Mathématiquement, le signal échantillonné f*(¢) est obtenu en multipliant f(t) par le
peigne de Dirac :

Sr(t) = f 5(t — nT)

n=—oo

ou 0(t — nT) représente I'impulsion de Dirac a Uinstant ¢ = nT.

S7(2)

» 1

« =T o 2T =T O T 2T -+ nT -

On a donc :

FO=F0 Y st—nD) = 3 F0t-nT)= Y F@T)(t—nT)

n=—oo n=—oo n=—oo
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6 Chapitre 2 - Echantillonnage des signaux — Transformée en z

Remarque : un signal discret peut étre directement défini comme une suite de valeurs fj
disponibles aux instants to, t1, ..., tg, ...

2.2 Analyse spectrale du signal échantillonné

L’échantillonnage entraine une perte d’information par rapport au signal continu f(¢).
Pour évaluer cette perte, on effectue 1'analyse spectrale du signal échantillonné f*(¢).
Décomposition en série de Fourier du peigne de Dirac : le peigne de Dirac dp(t) =

+o0 J . , s
a0 0(t = nT) est périodique, on peut calculer son développement en série de Fou-
rier :
Ry R 27rkt
Z o(t —nT) = Z el T
n=-—o0o k=—o00
avec :
T/2
1 27rkt
C = T 5T(t) dt
—T/2
Calcul des coefficients ¢y, :
T/2 T/2 oo T/2
]_ 2nkt _
c;g—?/(ST e T dt = —/nz_ooétnT Pt = HZ_OO/ (t—nT)e "7 dt

-T/2 —T/2

Dans cette somme, seul le terme pour n = 0 est non nul car sur U'intervalle [-7"/2,T/2],
les autres §(t — nT") sont nuls, d’ou :

1 Tkt 1 -2kt 1 1
Cr =7 / d(t)e™ T = T / 5(t)e’]2Tk dt = T X e = T VEk
-T/2 —00

On obtient ainsi la formule sommatoire de Poisson :

Z(St—nT ZezﬂTm

n=-—o00 k—foo

Transformée de Fourier du signal échantillonné f*(¢) :

400 +oo
/ f —J27wtdt / f 2”“ e—]?wutdt Z / f(t)e_jzﬂ(”_%)tdt
kZ*OO,OO

D’ou :
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2.2 - Analyse spectrale du signal échantillonné 7

Représentation spectrale de f*(t) :

A [FOV)]
[F(O)]
-N +N >V
¢chantillonnage
de période T

L A FFV) L
<€ L >l a >
I FO| [

L B I T | o 0o o0
[ [
1 “1-N TN L T >y

T 2T 2T T

Ainsi, I’échantillonnage a pour effet de dupliquer a U'infini (ou périodiser) le spectre du
signal continu.

On peut restituer le spectre principal (k = 1) en effectuant un filtrage passe-bas idéal a
condition d’avoir :

1
N < —
2T

sinon les spectres latéraux recouvrent le spectre principal (repliement de spectre) et on
ne peut plus récupérer le spectre principal.

On en déduit le théoréeme de Shannon :

Lorsqu’on échantillonne un signal continu, on ne perd aucune information
si la fréquence d’échantillonnage est supérieure au double de la plus haute
fréquence contenue dans le signal initial.

Remarque : en pratique, le filtre passe-bas idéal est irréalisable physiquement ; le théoreme
de Shannon donne un ordre de grandeur pour le choix de la période d’échantillonnage.

J. HAGGEGE - 2012 cours de commande numérique ENIT




8 Chapitre 2 - Echantillonnage des signaux — Transformée en z

2.3 Reconstitution du signal continu

filtrage
passe-bas

AL deal

avec :
Isi —-5<v<b
— ' — 7 <V <3
Iy (v) = fonction porte ‘ 0 sinon
d’ou :
f&) =f(t)* 7 (V)]
Or :
IsinZ 1 mt
-1 T
F oy (v)] = T = = 7 sinc (?)
i dinal
d’ou :

/f (t—1) smc dT——/ Z ft—=7)0 t—nT—T)SlIlC<7;->dT

n=—oo

=T Z /ft—T smc(T) 5(t—nT—7)dT:% f f(nT)sinc(M)

n—foo n=—oo

Ainsi, la reconstitution exacte de f(t) est obtenue au moyen du filtre cardinal :

) filtre f@

cardinal

Réponse impulsionnelle du filtre cardinal :

h(t) = sine (%t)

ENIT cours de commande numérique J. HAGGEGE - 2012




2.3 - Reconstitution du signal continu

A K1)

/\

—TT/\\/ f
VY

Elle est non causale : h(t) # 0 pour ¢ < 0 donc le filtre cardinal est irréalisable en pratique.
On peut cependant effectuer une reconstitution approchée du signal continu en utilisant
des filtres extrapolateurs, par exemple le bloqueur d’ordre zéro (B.O.Z) :

So® FO—>  h® > fy()

signal signal
réel reconstitué

T 2T 3T 4T ST 6r 7T 8T 9T t

Le B.O.Z est défini par :
fo(t) = f(nT) pour nT <t < (n+1)T

Réponse impulsionnelle du B.O.Z :

A ho®) A échelon A échelon retardé de T

1 1 1
> ! > ! > !

T T

Fonction de transfert du B.0O.Z :

1 e Tr 11— Tp

Hy(p) = &£ (ho(t)) = ST T,

J. HAGGEGE - 2012 cours de commande numérique ENIT



10 Chapitre 2 - Echantillonnage des signaux — Transformée en z

D’ou :

{ Jo(t) = f*(t) * ho(t)
Fy(p) = F*(p) Ho(p)

Autre filtre extrapolateur : le bloqueur d’ordre un :

NG FO—> MO = fy)

signal
reconstitué

--—"

Il est défini par :

fi(t) = f(nT) +0

f(nT) = f((n = 1)T)
T

avec 6 = constante, 0 <6 <T.
Réponse impulsionnelle du bloqueur d’ordre un :

A (@

0/T

-0/T

Fonction de transfert :

1—e™\* 14T
Hl(p):( ; ) +Tp pour § =T

T 2T 3T 4T 5T 6T T 8T

(t —nT) pour nT <t < (n+1)T

ENIT cours de commande numérique
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2.4 - La transformée en z 11

2.4 La transformée en z

Soit le signal échantillonné :

F0 =Y st —nT) = Y fT)s(t —nT)

n=—oo n=—0oo

La transformée de Laplace de f*(t) est :

Frp) =2 (t)] = Y fnT)e "™

On pose :
2z =elP
On obtient la transformée en z de f(t) :
+o0o
Z[fW)=F(z)= ) f(ul)z"

Remarque : on peut aussi définir la transformée en z a partir d’une suite fo, f1,..., fr,...:

“+oo

F(z)= Z fr 27"
k=0

Propriétés de la transformée en z :
e Linéarité :
Z(f(t) + o) = Z (/1) + Z(f2(1))
Z(a f(t)) =a Z(f(1))

e Translation temporelle de n périodes d’échantillonnage :

Z(f(t =nT)) ==z"2Z(f(1))

Démonstration analogique :
L(f(t—nD)) =e " P2(f*(t) = (') " L(f*(1))

T.Z

=% F(f(t—nT)) =2"Z(f1)

Démonstration numérique :

+00
Z (fi—n) = Z Joenz = fon A+ fonr 2+ fong o for T ST 4L
k=0

=z"[fo+ fiz"" +...] car fr =0 pour k < 0 (signal causal)

J. HAGGEGE - 2012 cours de commande numérique ENIT



12

Chapitre 2 - Echantillonnage des signaux — Transformée en z
=z "Z(fr)
Ainsi, 271 est I'opérateur de retard d'une période d’échantillonnage :
S S
—» ! >
F(z) z1F(z)

e Avance d'une période d’échantillonnage :

fk+1 ka-i—lz = Zka+1Z

— Z fiz ™t (changement de variable i = k + 1)

(Zfz—%— ) = 2F(2) — 2(0)

e Avance de n périodes d’échantillonnage :

Z (fran) = Z fk+nz =z Z fiz ™t (changement de variable i = k + n)

n—1

=2"F(2) =Y fiZ" = "F(2) = 2" fo— 2" fi— = fa

=0

e Théoreme de la valeur initiale (pour un signal causal) :

f(0)= lim F(2)

z—+00
e Théoreme de la valeur finale :

lim f*(t) = lim f(nT)= hm(l — 2z HF(2)

t——+00 n—-+00

Démonstration :
On pose :

Fo=fo+fiz '+ oz 2.+ friz et Fl=for '+ fiz 2+ ...+ fisiz ®

F(z)= lim F,, 2z 'F(z)= lim F]

k—4o0 k—4o00

lim(1 — 2" F(2) =lim lim (F, — F}) = lim lim(F; — F})

z—1 z—1 k=400 k—+o00 z—1

= hm fr= lm f*(t)

t—4oc0

ENIT cours de commande numérique J. HAGGEGE - 2012



2.4 - La transformée en z 13

e Théoreme de la somme :
+oo
> fi=lim F(2)
z—1
k=0

e Intégration discréte
On pose y, = Z fi = intégrale discrete de f; (approximation d’une intégrale par la

méthode des rectangles) On a:

Ye = Ye—1 + [

Z () = Z(yp-1) + Z(fi)

Y(2) =27'Y(2) + F(z)

(1—z")Y(2) = F(z2) = Y(2) = = F(z)

e Convolution discrete :
“+o0

Soient x}, et vy deux suites. Produit de convolution : v, = Z Tilk—i

1=—00

too oo +oo 400
V(Z) = g(“k) = Z Z xiyk,iz*k = Z Z wiyk,iz*iz’(k*i)

k=—o00 i=—00 k=—o00 t=—00
~+00 A —+00 ‘
= Z zz"" Z yeiz ") = X(2)Y (2)
1=—00 k=—o00
Correspondance entre les plans p (variable de Laplace) et z
0 st—k1) = Ly 3 o
k=—o00 k=—o00
D’apres la propriété de la transformée de Laplace £ (f(t)e™) = F(p — ) :
27k
2 (-2
k— 0

Exemple : si F'(p) possede deux poles p; et py conjugués :

J. HAGGEGE - 2012 cours de commande numérique ENIT



14 Chapitre 2 - Echantillonnage des signaux — Transformée en z

A Tm
........................... 30,
~ P 2
Jm 'xe
~.. F*(p)
p F(p) , . w
1 P ©
x. échantillonnage & ...l @
- . p‘& . 2
—s % NRe k=0 e
It - Re
B P o,
pzx P 2
k = _1 .......................;..’ _a)e
L
........ | 30
2

2 . .
0, = ?ﬂ : pulsation d'échantillonnage

Passage au plan z : la transformation z = e’? transforme le segment [—%=, %] de l'axe
imaginaire en un cercle de rayon unité :

Jm ‘j‘ 131
A
” Transformée en z
pl)(~ 7{‘ T —> 1
» Re > Re
pzx—‘ _0,
2
plan p

plan z

Le demi-plan gauche du plan p se transforme en l'intérieur du cercle unité du plan z.

2.5 Calcul de la transformée en z

+o0o
On peut calculer F(z) a partir de f(¢) d’apres la définition F(z) = Z f(nT) z7".

n=—oo

Exemples :

e Transformée en z d’une impulsion : f(¢) = 6(¢)

ENIT cours de commande numérique J. HAGGEGE - 2012



2.5 - Calcul de la transformée en z 15

J
1

0| 72 ZIT eee 0T oo

A 4

F(z) =Y f(nT)=" = f(0) = 1

e Transformée en z d'un échelon : f(t) = I'(¢) (fonction de Heaviside).

10,
11 A A A A A
» 7
o T 2T nl
“+o0o “+oo

=
&

I
(]
—
{3
=

N
:

I
(]
3

n=0 =1 Vn

1 z
= - = : (somme d’une suite géométrique)
— 2z z—

e Transformée en z d’une exponentielle : f(¢) = I'(t)e”*

S
1
» !
o 7 21 - nT
+o0 . +oo -1 n 1 p
F(z):Ze iz ”:Z[(zea ) } = [T~ T
n=0 n=0

On peut aussi calculer F(z) a partir de F(p). Pour cela, on montre qu'on a la relation
suivante :

. F(¢)
F(Z) = Z résidus m

poles de F(£)

Pour un pole p; de multiplicité n, le résidu r; relatif au pole p; est :

1! n_ F(E)
(n—1)! dén—1 [(’5 Ay

Ty =
§=p;

J. HAGGEGE - 2012 cours de commande numérique ENIT



16 Chapitre 2 - Echantillonnage des signaux — Transformée en z

N(¢)

En général, F(§) = D)

Si F'(§) n’a que des poles simples, alors :

D'(p;) 1 — z"1eTri

pi
Exemples de calcul :

1
e f(t)=1t, F(p) = ol un pole double : 0.

d 1 1 T 271 Tz Tz
SHE ﬁL BT A PRl P
e f(t) =cosat, F(p) = pQLa?’ deux poles simples : ja et —ja.
N(g) = ¢ L,
D(€) =& +a’>= D'(§) =2¢ D) 2

1 1 1 1—z"tcosaT 22 — zcosaT

F(z) =

1
21— z*lejaT+§ 1—z2ledaT 1 —2z1cosal + 22 22—2zcosal + 1

o f(t)=esinbt, F(p) = deux poles simples : —a + jb et —a — 7b.

(p+a)? + b2’
N(€) =b }iN(ﬁ): b
D(&) = (§+a)*+b* = D'(§) =2({ +a) D) 26 +a)

1 1 1 1 B 2 te™T sin bT

(2) = Z 1 Z—le(—a+jb)T_2_j 1 — zle(-a=3T 1 — 95-1e—aT o8 hT + z—2¢— 20T

z e TsinbT

22 — 2z e 9T cos bT + e—2aT

2.6 Transformée en z inverse

A partir de F(z), on ne peut pas déterminer une unique fonction f(¢) car F'(z) ne contient
que les valeurs de f(t) aux instants d’échantillonnage :

. - t
OI T 2T kT e+ ”

ENIT cours de commande numérique J. HAGGEGE - 2012



2.6 - Transformée en 2 inverse 17

fi(t) # fa(t)

F(KT) = fo(kT), k= 0,1 } = la transformée en z inverse n’est pas unique.
1 — J2 ) Rt R

La transformée en z inverse est donc la suite des valeurs f(0), f(T), ...f(kT), ... et pas
la fonction continue f(t).
Calcul par la méthode directe : on montre qu’on a la formule d’inversion :

f(nT) = Z résidus (F(z)2"")

poles de F(z)

2z
(z—1)(z—0.5)

Exemple : F(z) =

”:{““Nz—nt—naf"ﬁﬁﬂ:4

2z ne1 _ "
G-1)(z—05) L% =—4(05)

= f(nT) =4(1— (0.5)")

ros = {(z —0.5)

Division selon les puissances croissantes de 27! :

On a :

N(z) ap+az7t+az 24 ... +apz™ f FRT) 2
= — = z
D(z) bo+biz7t+byz72+ ...+ bz —

Donc f(kT) est le coefficient de 2% dans la division de N (z) par D(z) selon les puissances

croissantes de z7 1.

25 2271
E le: F = =
xemple : F(2) (z—1)(2—05) 1—15"1+0522
277! | 1-1.527'+0.5z
2z =3z 477 | 2z 4322435272 + ...
32—2 _ 3
3z2-45z7+1.5z7"

3.5z°-15z"

= f(0)=0, f(T)=2, f(2T) =3, f(3T) =3.5,...
Méthode de 1’équation aux différences :

On a:

N(z -m
D(z
= F(O) + F(T)=" + FED) 2+ .

= ag+az . amz ™ = (f0)+ f(T)zt + f2T)27 4. ) (bo + brz7 4 .. byz™™)

ap+ a1zt apz
bo+biz7t+ ... bz

F(z) = (n>m)

) _
)

J. HAGGEGE - 2012 cours de commande numérique ENIT



18 Chapitre 2 - Echantillonnage des signaux — Transformée en z

Par identification :
( f(O)bo = Qo
f(T)by + b1 f(0) = as

S bef((p— k)T) = a, pour p < m
k=0

S bf((p— k)T) = 0 pour p > m
k=0

fT) = bio ap, — Z bef((p—k)T)| pour p<m
k=1

f(T) = —b—10 > b f((p— k)T) pour p >m
k=1

B 2271
1 —-1.52"140.522

(IOIO, a1:2
bo=1, by =—15 by=05

Exemple : F(2)

f(0) = b 0
FT) = - far = b f(0)] =2+ 15£(0) =2
FT) = =52 (D) + baf (0) = LSF(T) ~ 0.51(0) = 3

fET)=15f((k—1)T)—=05f((k—2)T)
Méthode itérative de Badgett :

+o00o
Ona: F(z)=> f(nT)z™"
n=0
D’apres le théoreme de la valeur initiale :

f(0) = lim F(z)

z——+00

f(T) = Tim z(F(z) — f(0))

2Z—+00 N\ ~

Fi(2)=Z(f((k+1)T))
F@T) = lm_2(F(2) - /(7))

-~

F(z)

f(nT) = lim 2(Fys(2) — f((n— DT))

z2—+00

Méthode du développement en fractions élémentaires :

ENIT cours de commande numérique J. HAGGEGE - 2012



2.6 - Transformée en 2 inverse

19

Pour les signaux continus, on a :

Pour les signaux échantillonnés :

Pty L 2

1 —zle—aT 7 el

On décompose en éléments simples :

£z

Ainsi, F(z) s’écrit sous la forme d’une somme de fractions élémentaires :

F(z) = Z & _ny' avec 7; tel que e=%T = ~;

D’ou :

f(nT) = Z e vt = Z iyl

Exemple : F'(z) =

F(z) 2 4z 4z
z  (z—=1)(2-05) z—-1 2z-05

= f(nT)=4x1"—4 x 0.5" = 4(1 — 0.5")

J. HAGGEGE - 2012 cours de commande numérique
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Chapitre 2 - Echantillonnage des signaux — Transformée en z

2.7 Table de transformées en 2

F(p) ft),t>0 F(z)
| 5(t) |
e TP d(t —nT) z™"
— 2z
() =1 s
1 t Tz
p? (z—1)2
1 e T?2(2+1)
p3 2 2(z—1)3
1 [0 iy (=D on z
p" n! }LIL% n!  da” (z—e*“T)
1 —at z
p+a € z—e—aT
i —at Tze—oT
(p+a)? te (r—c—aT)2
1 " o—at (=D om z
(p+a)™ a1 © n!  Odan (z—e*aT )
a 1 — et (1—e=9T)z
p(p+a) (z—1)(z—e—aT)
a t— 1—e— Tz (1—e— 2Tz
p?(p+a) a (z—1)2 ~ a(z—1)(z—e—9T)
a 2t 1 T2z (aT—2)T= .
p3(p+a) 7 T a a? (1 € (z—1)3 + 2a(z—1)2 + a?(z-1) a?(z—e—oT)
a : zsinaT
p2+a? sin at 22—2zcosaT+1
p cos at z(z—cosaT)
p2+a? 22—2zcosaT+1
a zshaT
p?—a? shat z22—2zchaT+1
p z(a—chaT)
p?—a? chat 22—2zchaT+1
a? . z __ z(z—cosal)
p(p?+a?) 1 —cosaTl z—1 z2—2zcosaT+1
a? 1 Tz 1 zsinaT
p?(p*+a?) t o S al’ (z—1)2 a z2—2zcosal+1

ENIT
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2.7 - Table de transformées en z 21
F(p) f(t),t>0 F(z)
b—a e~ _ e—bt z _ z
(p+a)(p+b) z—e~ ol z—e 0T
Gty | (=@ — (b —c)e™ o -
e | TTase “ i | T e T wteee
e 1+ (1+ at)e 21— = —
% b—be " +a(a— b)te”™ b b2y a(é—fjgf;;;z
m e~ sin bt 22—2253;;1;522;19*2“T
% e~ cos bt 22_22’228—72‘;7:; g%s—ll-)Z*Q‘lT
J. HAGGEGE - 2012 cours de commande numérique ENIT
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Chapitre 3

Systemes échantillonnés

3.1 Fonction de transfert échantillonnée

Soit un systeme linéaire continu, de fonction de transfert H(p).
T

¢chantillonneur fictif ~7 . Y*(p)
—— =~ ’\‘ _____ _) %
- v ¥
Up) > Utp) _Y(p) = Hp)U*(p)
w Vg > 30

On ne considere que les valeurs de la sortie y(t) aux instants d’échantillonnage, d’ou
I'introduction d’un échantillonneur fictif, synchrone avec celui de 'entrée.
Calcul de la sortie échantillonnée :

+00

u'(t) = > u(nT)s(t — nT)

n=0
C’est une somme d’impulsions de Dirac espacées de T' dans le temps.
Le systeme est linéaire, donc sa réponse a une somme de signaux est la somme des réponses
a chaque signal (principe de superposition).
La réponse du systéme a une impulsion de Dirac (réponse impulsionnelle) est :

h(t) = £~ (H(p))
()

ey
s 1 u(kD)S(-kT)
uw(2T)S(=2T)

0/ 1 ] o [eee kT eee ] Y
hu©)  h(t=Tuw(T)  h(t-2T)u2T) h(t=kT)u(kT)
+o0o
= y(t) = h(t — kT)u(kT)
k=0

J. HAGGEGE - 2012 cours de commande numérique ENIT



24 Chapitre 3 - Systemes échantillonnés

Aux instants d’échantillonnage, on a :

Zh n —k)T)u(kT)

D’autre part, on a :

+oo

Zy (nT)o(t — nT) —>Y* ZynT
n=0
D’ou :
+o0o +oo
=> ) h((n—k)T)u(kT) e """
n=0 k=0

y(an)

On effectue le changement de variable m =n — k :

+oo  +o0o
= ) h(mT)u(kT)e "
m=—k k=0
400 +o00
= Z Z h(mT) u(kT) e™™+HTP (car h(t) = 0 pour t < 0)
m=0 k=0

— (Z h(mT) emTp> <Z u(kT) ekTp>

H*(p) U*(p)

On a donc :
Ainsi :

En prenant z = e’?, on obtient :

Y(z) = H(z)U(2) & H(z) = 002)

On définit ainsi la fonction de transfert échantillonnée H(z) du systéme comme étant la
transformée en z de la fonction de transfert continue H(p) :

T
U*(p) L Y*p) Utz) Y(z)
— V| Y <> ol e

y(kT) y(kT)

ENIT cours de commande numérique J. HAGGEGE - 2012



3.2 - Calcul de fonctions de transfert échantillonnées 25

Remarque : On ne peut pas toujours définir une fonction de transfert échantillonnée :

t r *(t
u(?) Hip) >$ Y1)

Dans ce cas, on peut seulement écrire :

3.2 Calcul de fonctions de transfert échantillonnées

Fonctions de transfert en série :
1°" cas :

T
Ulp) >§ U*(p) X(p) L X*p) Yp) ~\L Y*@p)

I
=
—~
N
SN—
d
—
N

{ X(2) )
Y(z) = Hy(2)X(2) ~ U()

20Me cas

T
Ulp) >; U*(p) X(p) Yip) ~L Y*p)
T;) Hy(p) —> Hy(p) MW

Conclusion :

e Si les deux fonctions de transfert sont séparées par un échantillonneur, la fonction de
transfert échantillonnée équivalente est égale au produit des fonctions de transfert
échantillonnées.

e Si les deux fonctions de transfert ne sont pas séparées par un échantillonneur, la
fonction de transfert échantillonnée équivalente est égale a la transformée en z du
produit des fonctions de transfert continues.

J. HAGGEGE - 2012 cours de commande numérique ENIT



26 Chapitre 3 - Systemes échantillonnés

Fonction de transfert d’un systéme en boucle fermée :
Soit le systeme :

T
e(t (1) e5(1) s) L S*p)
> G »
EQ) TR 2
(Y H <
R0 )

D’apres la linéarité du comparateur :

E T E. 2 T
M @, €) G0 S(p)>$ S(z)

Hp) <
{ "“ )= —EO)
Rle) =HG (2)ez) 1+ HG (2)
S(z) = G(2)e(z) = &E(z) f;(Z) _ ng)
1+ HG (2) (=) 14 HG )

3.3 Représentation temporelle des systemes échan-
tillonnés

Soit la fonction de transfert échantillonnée :

Y(2)  bo+biz ' bz ? 4+ bz

H = =
(2) U(z) a+arz7t+az24---+a,z"

avec n > m.

On a :
1 —2 —n _ ~1 —2 —m
(a0+a1z +asz - anz )Y(z)— (b0+blz +boz "+ -+ b2 )U(z)

d’ou :
aoY (2) + a127 Y (2) + a2 2Y (2) + - + a2 Y (2)
=boU(2) + b1z 'U(2) + boz U (2) + -+ - + bz ™U(2)

En prenant la transformée en z inverse et en posant y, = y(kT') et uy, = uw(kT), on obtient :

oYk + a1Yp—1 + A2Yp—2 + - -+ + ApUp_p, = bop, + biup—1 4+ botp—2 + - - - 4+ b Up—m

ENIT cours de commande numérique J. HAGGEGE - 2012



3.4 - Exemples d’applications 27

ou encore :

n

Z aiYp—i = Z bjug—;
=0

=0

Ainsi, dans le domaine temporel, un systeme échantillonné est représenté par une équa-
tion aux différences ou équation de récurrence
D’autre part, la relation entre l'entrée uy, et la sortie y se déduit de l'expression Y (z) =

H(2)U(2) :
_Uk: = hy * uy,

olt hy = Z71(H(z)) est la réponse impulsionnelle du systeme.
Exemple : Déterminer la réponse indicielle du systeme défini par I’équation de récurrence :

Yr + aYp—1 = Ug

Ona:Y(z)+az'Y(z) = U(z) avec U(z) = — (transformée en z d’un échelon), d’ot :
V(2)(1+ax) = —— = Y (2) = -
1—2z1 (1+az71)(1—271)
22 a oz 1 2

C(z4a)(z—1) a+1 z+a+a+1 z—1
En prenant la transformée en z inverse, on obtient :
1 a(—a)"+1 1—(—a)*
a+1  a+1 N 14+a

(—a)*+

3.4 Exemples d’applications

e Systeme du 1¢ ordre muni d’un bloqueur d’ordre zéro :

T
u(?) >$ BOZ 1 Y1
I+7p

Fonction de transfert du bloqueur d’ordre zéro :

Y

1—eTp

By (p) = D

Fonction de transfert du systeme :

YC) _ o )W) = 2 (1 — ) N g( ) > z <M6Tp)
(p)

U(z) p

o () oe ()0 eoe ()52 (1)
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28 Chapitre 3 - Systemes échantillonnés

:Z_lg( 1 > z—1 <1—e_£>z :1—e’§_ bo boz !

z p+mp)) = (z—l)<z—e—§> c—e T ztay 1+apz!

Remarque : le bloqueur d’ordre zéro ne change pas l'ordre du systeme.
Equation aux différences :
Yr + aoYr—1 = bouk—1

Réponse indicielle :
{ 0, Vk<0
U =

1, VE>0
On a
Yr = boUk—1 — QoYk—1
d’ou
Yo =10
y1 = by
Y2 = by — apbo
ys = by — apby + abo
yn:bo(l—ao—i—a%—...)
Ainsi : L )
w=bp———
4 0 1+ ao

e Systeme a inertie précédé par un bloqueur d’ordre zéro :

u(t) % 1—e 1 y(0)
> > — —>
p p

#(57) -0 () - R

Réponse indicielle (d’apres la table des transformées en z) :

(nT)?
— +00
2 n—-+o0o

y(nT) =

e Systeme asservi échantillonné : exemple d’asservissement de position d’un moteur a
courant continu :

u(t) K Q1 | 1 0 __ u) K 0(1)
— > >y ——> =
tension | p+a |vitesse| P | position p ( pta )

d'induit
avec : K =60, a=5, T'= 0,08 s.
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3.4 - Exemples d’applications 29

Systeme en boucle fermée :

G(z)
I
T — T
t K 0
e(t) e(t) B,(p)l—> e(z)>$ (n1)
p(p+a)
~——
H(p)
Fonction de transfert en boucle ouverte :
—1 H
62 = 2 () = 2 (1)
Calcul de & (@) :
H(p) B K K a

p p’(p+a) a p*(p+a)

d’ou, d’apres la table des transformées en z :

M _ 5 Tz o (1—efaT)Z
2 (%)% oo - e
Ainsi :
2_5 r o 1 — e ol _EaT(Z—e_“T)—(1—e_“T)z+1_e—aT
G(z) = a L—l G(Z—e—aT)} a a(z — 1) (z — e-aT)

K (aT -1+ e*“T) 241 —e T —gTe T 0,169z + 0,148

a? 22— (1+e )z 4 e o7 22— 1,672+ 0,67

Fonction de transfert en boucle fermée :

0(z)  G(z) 0,169z + 0,148
E(z) 1+G(z) 22-1501z+0,818

F(z) =

Réponse indicielle du systeme en boucle fermée :

0(z)  0,16927' +0,14822
E(z)  1-1,5012"140,81822

d’ou I'équation aux différences :
0, =1,5010, 1 —0,8186,,_ 5+ 0,169¢,_1 + 0,148 ¢,,_»
avec :

[0, ¥n<0
"11, Vn>0
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30 Chapitre 3 - Systemes échantillonnés
n [0]1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
en | 1]1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0,10]0,17 10,56 099 | 1,33 | 1,48 | 1,44 | 1,27 | 0,87 | 0,78 | 0,78
11 12 13 14 15 16 17
1 1 1 1 1 1 1
0,78 10,84 10,94 | 1,04 | 1,09 | 1,11 | 1,09
A
1,5+
’ k.
/,/ *\
A .
! 3
! \
1 \
1 \
1 \ -k Kk~
‘ -
1 : \\ ,/“
I \ K
1 \“ ’
II hR g £
. I S ¢
1
1
1
A
0,5t 1
1
1
1
1
1
1
/T
/
’ 1
Ol T 2T 3T AT 5T 6T 7T 8T 9T 10T 11T12T13T 14T 15T 16T 17T >
Remarques :
— Erreur en régime permanent :
i Y 1 _ 5 -1
ngrfooe(nT) = llgi (1—2716(z) ilgr% (1-2"" F(2)E(2)
0,169 + 0,148 0,317
=lim(1-2zHF =lim F(z) = — - = - =
fing (1= 27) F(e) =7 = lim F(2) = — 1501 + 1,818 0,317
lim O(nT) =1 : lerreur en régime permanent est nulle.

n—-+o0o

— Le systeme en boucle fermée a une réponse indicielle oscillatoire peu amortie.
Il faut donc introduire un correcteur dans la chaine d’action pour améliorer la
réponse indicielle.
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Chapitre 4

Analyse des systemes linéaires
échantillonnés : stabilité — précision

4.1 Condition de stabilité des systemes linéaires échan-
tillonnés

Définition : un systeme est stable si, lorsqu’on 1’écarte de sa position d’équilibre, il tend
a y revenir. Il est instable lorsqu’il tend a s’en éloigner davantage.

Pour un systeme linéaire échantillonné, on s’intéresse a la stabilité aux instants d’échan-
tillonnage.

Condition de stabilité d’apres la réponse impulsionnelle du systeme :

e Pour les systemes continus, on a :

avec p; : poles de la fonction de transfert.

Réponse impulsionnelle :

h(t) =27 (H(p) = Z a;e?!

Le systeme est stable < h(t) s 0 < Vi, Ze(p;) <0 : tous les poles doivent étre
—+00

a partie réelle négative.

e Pour les systemes échantillonnés :
;2
H(z) =
0=

avec z; : poles de la fonction de transfert échantillonnée.

Réponse impulsionnelle :

h(nT) = 2" (H(z)) = Z oz
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32 Chapitre 4 - Analyse des systemes linéaires échantillonnés

Le systeme est stable < h(nT) - 0 & Vi, |z < 1: tous les poles doivent étre
n—-+0o0
de module strictement inférieur a 1.

Interprétation dans le plan complexe :

systéme continu systeme échantillonné
Jm(p) JP(Z)
A INSTABLE
z=e”
STABLE |INSTABLE STABLE
) me(p) poles a > %Q(Z)

poles dans le 1 l'intérieur

demi-plan gauche du disque
unité

4.2 Criteres algébriques de stabilité

Ils permettent de localiser les poles d’une fonction de transfert dans le plan complexe sans
avoir besoin de les calculer explicitement.

Critere de Routh modifié :

Pour pouvoir appliquer le critere de Routh aux systemes échantillonnés, on effectue un
changement de variable (transformation conforme ou transformation homographique) en
posant :

z—1 14w

1T T 1w

Cette transformation applique l'intérieur du disque unité du plan z dans le demi-plan
gauche du plan w. Il suffit donc d’appliquer le critere de Routh a la fonction de transfert
().

Rappel du critere de Routh : un polynéme P(x) = a,2" + ap_ 12" 1 + @y 02" 2 + ... +
a1x + ag a toutes ses racines situées dans le demi-plan gauche du plan complexe a deux
conditions :

e tous les coefficients a; sont de méme signe (et donc tous différents de zéro) ;
e tous les termes de la premiere colonne du tableau de Routh sont de méme signe.

Construction du tableau de Routh :

ap, Ap—2 Ap—q
Ap—1 Gp—3 Up—5
b o Qp—10n—2 — QpAp—3 b o Qp—10n—4 — QpQAp—5 b o Qp—10n—6 — QpAp—7
1 — 2 — 3 —
Qp—1 Qp—1 Qp—1
c biay—3 — baan_y ‘ biay—5 — bga,_y c biay—7 — byan_y
b1 b1 b1
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4.2 - Criteres algébriques de stabilité 33

Le nombre de poles a partie réelle positive est égal au nombre de changements de signe
dans la premiere colonne.

Remarque : Si le tableau de Routh possede une ligne dont tous les coefficients sont nuls,
alors le polynome posseéde des racines imaginaires pures (c’est-a-dire situées sur l'axe

imaginaire).
Exemple : asservissement de position d’'un moteur a courant continu :
T T
e(t) K (1) 0(nT)
) > B, (») > —>
p(p+a)
S— —

G(z)

avec : a =5, T = 0,08 s et K variable.
Fonction de transfert en boucle ouverte :

K@ -1+e)z+1-e—ale ™ K 0,072+ 0,062

G(z) = -
(2) = 2 22— (1+eT)z+eal 95 22 — 1,67z + 0,67

Fonction de transfert en boucle fermée :

Equation caractéristique :

1+ G(2) =0« 22+ (0,0028K — 1,67)z + (0,67 + 0,0025K) = 0

1
On pose z = St :
1—w
1 2 1
(ﬂ) + (0,0028K — 1,6T) 1 4+ 0,67 + 0,0025K = 0
1—w I —w

& 142w+ w? + (0,0028K — 1,67)(1 — w?) + (0,67 + 0,0025K)(1 — 2w + w?) = 0
& (3,337 40,0025 K )w? + (0,66 — 0,005K )w + 0,0053K = 0
Tableau de Routh :

3,337 + 0,0025K | 0,0053K
0,66 — 0,005 K 0
0,0053K

0

Conditions de stabilité :

3,337 + 0,0025K > 0
0,66 — 0,006K >0 =0< K <132
0,0053K >0
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34 Chapitre 4 - Analyse des systemes linéaires échantillonnés

Remarque : le critere de Routh modifié reste lourd a appliquer.
Critere de Jury :
Le critere de Jury permet de déterminer si les racines d’un polynome sont de module
inférieur a 1, c’est-a-dire situées a l'intérieur du disque unité.
Soit un polynoéme
P(2) = ap + a1z + ag2® + ... + a,2"

a coefficients réels avec a,, > 0. On construit le tableau a 2n — 3 lignes suivant :

1| ag aq Ap—k Ap—1 | Gn
20 a, | apo1 | ... | ag R A1 ag
31 b by byt b1

4| b,_1 | by_o by, bo

2n — 95 DPo b1 D2 b3
2n—4 | p3 D2 b1 Po
2n —3 qo q1 q2

avec :
ap Qp ap Qp—k Gy a1
0 a, ao '7 » Uk a, a ) s Un—1 Ay Gy
Po D3 _ | Po P2 _ | Po D1
a0 ’ ps po | 7 'pg | P ’ Ps P2

Les racines de P(z) sont de module inférieur a 1 ssi les n + 1 conditions suivantes sont
vérifiées (critere de Jury) :

e P(1)>0
e P(—1) > 0sin est pair ou P(—1) < 0 si n est impair

o |ag| < ay,

|bo| > b1

[pol > |ps]
® || > |
Exemples :

e P(z)=ay+a1z (n=1)
P(l):a0+a1>0
P(—l):ao—a1<0

o P(2)=uap+aiz+axz? (n=2)

P(l):a0+a1+a2>0
P(—l):ag—al—l—a2>0
|CLQ| < a9

}@—a1<a0<a1<:)|ao|<a1
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4.2 - Criteres algébriques de stabilité 35

o P(z)=ap+ a1z + azz* + azz®> (n=3)
P(l):ao+a1+a2—l—a3>0
P(—l):ag—a1+a2—a3<0
’&0’ < as
lag — a3 > |agas — ajas

e Etude de la stabilité de ’asservissement de position d’un moteur a courant continu :
P(z) = 2* + (0,0028 K — 1,67)z + (0,67 + 0,0025K) = 0

Conditions de stabilité :

14 0,0028K — 1,67 4 0,67 + 0,0025K > 0
1 —0,0028K — 1,67 4 0,67 + 0,0025K > 0
10,67 + 0,0025K| < 1

0,0053K >0
& ¢ 3,34 > 0,0008K = K < 11133,3
—1<0,67+0,0020K <1= —668 < K <132

S 0< K <132

On retrouve bien le méme résultat qu’avec le critere de Routh modifié.

e Etude de la stabilité du systeme échantillonné suivant :

E(z) S(z)
—> H(z) >

K(z+0.5)
2(z+1)(z—1)
, K
Equation caractéristique : 1 4+ H(2) =0 < 2° + (K — 1)z + 5 = 0
Application du critere de Jury :

avec H(z) =

P(1) >0
2 5 s K >0
P(-1)=—<0
2
— <1 K<2
K
— K-1 0 1
2 K 2 2
K K
KQ
T_l —(K-1)|1-K
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36 Chapitre 4 - Analyse des systemes linéaires échantillonnés

K2 K2 £2+K—2<0 —5,464<K<1,464
= ——-1<1-K<l——= 4 =
4 4 K <4 K <4

Condition de stabilité : 0 < K < 1,464

4.3 Criteres géométriques de stabilité

Critere de Nyquist :

Le critere de Nyquist permet d’étudier la stabilité d'un systéeme en boucle fermée a partir
de la fonction de transfert en boucle ouverte.

Il est basé sur le lemme de Cauchy :

Si C est un contour entourant Z zéros et P pdles d’une fonction F(z), parcouru dans le
sens des aiguilles d’une montre, alors le lieu des points d’affize F(z) entoure [’origine
un nombre T'= P — Z de fois dans le sens inverse des aiquilles d’une montre lorsque z

parcourt le contour C.
Im (2) 3‘131 (F(2))
O : zéros

X: poles

C X ©
x | o X . .
0 « Re (2) Re(F(2))
bix &7

Application a I’étude de la stabilité d’un systeme échantillonné en boucle fermée :

e
—> —> G >
Hp) |«
La fonction de transfert en boucle fermée est :
F(z) = L@
1+ GH(z)

Pour que le systeme soit stable en boucle fermée, il faut que tous les poles de la fonction
de transfert en boucle fermée soient a l'intérieur du disque unité. Les poles de la fonction
de transfert en boucle fermée sont les zéros de I’équation caractéristique du systeme en
boucle fermée :

1+ GH(z) =0
Les poles de I'équation caractéristique du systéeme en boucle fermée sont les méme que

ceux de la fonction de transfert en boucle ouverte GH(z).
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4.3 - Criteres géométriques de stabilité 37

Pour déterminer le nombre de zéros instables (c-a-d situés a Uextérieur du disque unité)
de I’équation caractéristique, on définit un contour d’exclusion qui entoure l’extérieur du
disque unité :

A Jm (2)

g
t// < Re (2)

On montre que 'argument de la fonction 1+ GH(z) ne dépend que des valeurs de z ap-

partenant au cercle unité. Ainsi, le lieu des points d’affixe 1+ G H(z) lorsque z parcourt le
cercle unité (lieu de Nyquist) entoure 7' = P — Z fois 'origine, avec P et Z respectivement

le nombre de poles et de zéros instables de 1+ GH(z), c-a-d situés a l'intérieur du contour
d’exclusion. Donc le nombre de zéros instables de 1+ GH(z) est Z =P —T.

En pratique, on compte le nombre de tours du lieu des point d’affixe GH (z) autour du
point d’affixe (—1). Pour que le systéme soit stable en boucle fermée, il faut que Z = 0,
c-a-d P =T'. On en déduit le critere de Nyquist :

Pour que le systéme échantillonné dont [’équation caractéristique est 1+ GH (z) soit
stable, le tracé de Nyquist de GH(z) doit décrire autour du point (-1) un nombre de tours

égal au nombre de poles instables de GH(z) dans le sens des aiguilles d’une montre.

Remarque : si la fonction de transfert en boucle ouverte possede des poles de module égal
a 1, c-a-d situés sur le cercle unité, on modifie le contour d’exclusion pour les éviter :
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Jm (2)
A

Exemple : étude du systeme échantillonné a retour unitaire défini par la fonction de
transfert en boucle ouverte suivante (asservissement de position d’'un moteur a courant
continu) :

K 0.07z240.062 K  0.07z+0.062

T 25 22—16724067 25 (z—1)(z—0.67)

G(z)

Le systeme en boucle ouverte possede un pole sur le cercle unité, on utilise donc un contour
d’exclusion qui évite ce pole.
Lieu de Nyquist de G(z) :

Jm (z)
A

~

A
N

AN

T I >

\

Condition de stabilité : P =0 =T = 0 : le lieu de Nyquist ne doit pas entourer le point

K
-1:—-1<—— K <132
(—1) < 132:> <13
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Lieu des racines (Root Locus, lieu d’Evans) :
Soit le systeme asservi échantillonné suivant :

E(z) S(z)
— K > H(z) >

T

La fonction de transfert en boucle fermée est :

S(z)  KH(z)
E(z) 1+ KH(2)

L’équation caractéristique du systeme en boucle fermée est :
1+ KH(z)=0

Le lieu des racines (ou lieu d’Fvans) de cette équation est I’ensemble des points du plan
complexe qui sont les racines de 1’équation lorsque le gain K varie de 0 a 4o00.
L’équation caractéristique s’écrit :

1
H(z)=——
()=
On en déduit :
— la condition des modules : )
H = —
H ()| =

— la condition des angles :
LH(z) =m+ 2km

La fonction de transfert en boucle ouverte peut s’écrire :

:N(z) (z—21)(z —22) ... (2 — z)
D(z)  (z=p)(z—p2) .. (2= pn)
ol n et m sont respectivement le nombre de poles et de zéros de H(z), comptés avec leur

ordre de multiplicité (en général, n > m).
Regles de construction du lieu des racines :

H(z)

1. Nombre de branches du lieu des racines : il est égal au nombre de poles de la fonction
de transfert en boucle ouverte.

2. Points de départ :

N(z)
D(z)

1+ KH(z)=0 < 1+K =0 < D(z)+KN(2)=0

Pour K = 0, les racines de I’équation caractéristique sont les racines de D(z), c’est-
a-dire les n poles de H(z).
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10.

Points d’arrivée :

D)+ KN(:)=0 & =D()+N(z) =0

Pour K — +o00, les racines de ’équation caractéristique sont les racines de N(z),
c’est-a-~dire les m zéros de H(z). Il y a également n — m directions asymptotiques.

Directions asymptotiques : le lieu des racines possede n—m directions asymptotiques
OA, telles que :

™

(Ox,0Ay) = (1+2X), A=0,1,2,...,.n—m—1

n—m
Les asymptotes concourent sur I'axe réel au point d’abscisse o tel que :

m

ipi— 7

i=1 j=1
o= ——
n—m

Parties du lieu des racines sur l'axe réel : un point de ’axe réel appartient au lieu
des racines si et seulement si il y a un nombre impair de poles et de zéros réels
et finis situés a sa droite. Ainsi, les parties du lieu des racines sur l'axe réel sont
entierement déterminées par la position des poles et des zéros réels de la fonction
de transfert en boucle ouverte H(z).

Points de séparation de 'axe réel : les abscisses des points de séparation de 'axe
réel sont les solutions de I'équation :

1 1 1 1 1 1
a—z a—2 O—2Z,m Q—D  a—Dy o — Py
Les points de séparation de I’axe réel sont toujours compris entre deux poéles ou deux
7€10S.

En un point de séparation de ’axe réel, les branches du lieu des racines sont séparées
par un angle de % ol ¢q est le nombre de branches qui concourent.

Intersections du lieu des racines avec le cercle unité : on les détermine en appliquant
le critere de Routh modifié a ’équation caractéristique.

Symétrie du lieu des racines : le lieu des racines est toujours symétrique par rapport
a l'axe réel.

Détermination du gain en un point du lieu des racines : le gain en un point d’affixe
appartenant au lieu des racines est obtenu en appliquant la condition des modules :

Somme des poles en boucle fermée : si n —m > 2, la somme des poles en boucle
fermée est constante.

ENIT
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11. Angles de départ et d’arrivée a un pole ou un zéro complexe : ils sont donnés par la
condition des angles appliquée en un point voisin du pole ou du zéro considéré.

Etude de la stabilité d’un systeme échantillonné en boucle fermée : cette étude se fait
en tracant le lieu des racines de I’équation caractéristique et en cherchant les valeurs du
gain K pour lesquelles le lieu des racines est a l'intérieur du disque unité dans le plan
complexe.

Notations :
— poles : x
— 7zéros : o

— racines de I’équation caractéristique : O

Exemples :

— un pole p; =1 — n =1 = une branche

— pas de zéro - m =10

— n —m =1 = une direction asymptotique (Ox, OA) =«
point de départ : pole p; =1

point d’arrivée : direction asymptotique (Oz, OA)

Jm
4

cercle unité

K-+ K

I
()
=
I
S

— intersection avec le cercle unité : z = -1 = K = ﬁ =2

Le systeme est stable en boucle fermée ssi le lieu des racines est a l'intérieur du
disque unité, c’est-a-dire K < 2.

— un pole p; =1 — n =1 = une branche
—unzéroz;=0—>m=1

— n—m = 0 = pas de direction asymptotique
— point de départ : pole p; =1

— point d’arrivée : zéro z; = 0
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cercle unité

) K — oo VK=0
-1 1
\ II

> Re

Le lieu des racines est toujours situé a l'intérieur du disque unité donc VK > 0, le
systeme en boucle fermée est stable.
z

Hz)=+— (>0

0= @>0)
— deux poles p; = ps = a — n = 2 = deux branches
—unzéroz=0—-m=1
— n —m = 1 = une direction asymptotique (Oz, OA) =7
— point de départ : poles p; = ps = a
— points d’arrivée : zéro z; = 0 et direction asymptotique (Oz, OA)
— point de séparation de I’axe réel :

1 1 1 2

1
[0 o —a a—a [0 o —a

— gain au point de séparation de ’axe réel :

1
K=—"—=4a
|H(—a)]

— parties du lieu des racines sur ’axe réel :

point de
séparation

< a0 P> \ X » Re
0 a

_—
3 poles et zéros a droite

— lieu des racines complexes : d’apres la condition des angles :

arg H(z) = m + 2km avec z = x + jy

& arg(z) — 2arg(z — a) = ™ + 2k7 & arctan (g) — 2arctan ( J > =7
T xr—a

y_ Y
< arctan <y> — arctan ( Y ) = arctan ( Y ) +tre — 0 = y
x r—a r—a 1_1_95(5_[1) T —a

1 1 1 y? —ax +a®* 2% —ax+y? 9 9 9
Aadbuin = + <~ = Sty =a
r zx—a z—a wz(x—a)® x(r—a)? x(r —a)?

ENIT
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= le lieu des racines complexes est un cercle de centre O et de rayon a.

cercle unité

Le systeme est stable en boucle fermée ssi le lieu des racines est a l'intérieur du
disque unité, c’est-a-dire K < (1 + a)?.

0,5
o H(z)= Z+9
2(z=1)(z+1)
— trois poles : p; =0, po =1, p3 = —1 — n = 3 = trois branches
— un zéro z; = —0b - m =1
— n—m =2 — deux directions asymptotiques (Oz,0A;) = %, (Oz,0A,) = 3%
— intersection des asymptotes :
— 0+1—1-(-05
_phitpetp—zn U+ ( 7)20’25
n—m 3—1
— points de séparation de 'axe réel :
1 1 1 1 1 3a? -1
= - 4+ + PEN — @ <:>2043—|—1,5042—0,5:0

a+05 a a+l1 a-—1 a+05 a—a

cette équation admet une seule racine réelle : o =~ 0,455
— gain au point de séparation :

= ———— ~ 0,378
|H(c)]

— parties du lieu des racines sur 'axe réel :

point de séparation ’—>1 pole a droite

=0 > Re

1 \__}0 5 lo 455
3 poles et zéros a droite

— intersections avec le cercle unité : on applique le critere de Routh modifié a I’'équa-
tion caractéristique :

1+ KH(2)=0& 2+ (K —1)2+ 05K =0

on pose z = % = 0,5Kw’ + (4 + 05K )w? + (4 — 2,5K)w + BK =0
Tableau de Routh :
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0,5K 4—-25K
4+050K | 15K
16—8K—2K~ 0
405K
1,0K

2 est sur le cercle unité < w est imaginaire pur < 16—8K —2K? = 0 & K = 1,464

Jm
A K — +oo
1 \k=1.464
e . cercle unité

! K)—>+: K|=0 K=0378 \K =0 D&
-1 \ _(\).JS 0.25 0.455 [
el -1FK =1.464

K — +oo

Le systeme est stable en boucle fermée ssi le lieu des racines est a 'intérieur du
disque unité, c’est-a-dire K < 1,464.

4.4 Précision des systéemes échantillonnés en boucle
fermée

Soit le systeme échantillonné suivant :

G(z)

e(t) (1) ! e%(1) 0 ! )
* Wt ¥

E(z) £(z) “w >$ Y(z)

Ce systeme est d’autant plus précis que l'erreur £*(¢) est faible.
Fonction de transfert de 'erreur :

e(z) 1

E(z) 1+G(2)
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Erreur en régime permanent :
g(o0) = lim e(nT)

n—oo

D’apres le théoreme de la valeur finale :

z—1 z

£(00) = lim {"‘ - 15(2)] — lim [

L’erreur en régime permanent dépend :
e du systeme;
e du signal d’entrée.
La fonction de transfert en boucle ouverte peut s’écrire :

N(z)

N FE VT

avec n > 0 (n entier), nombre de poles z = 1.
On applique au systeme des entrées canoniques :

e(t) =T(t) (échelon) — FE(z)= o
e(t)=t (rampe) — FE(z)= z——zl)Q
et) =2 (accllération) — E(z) = T(j(_z 1+)31)
o(t) = ¢ S E(z) = (Zizﬁifjl avee R(1) £ 0
Ainsi :
c(o0) = Tim z—1 T"zR(z) 1 — lim [ "R(z (z—1)"D(z)
BT Gt Ty e | TR Gy G- rDe) + NG)
T e TREDE)
= lim [< A Py TR N(z)]
Donc :
0 sin>m
g(c0) =< cste sin=m

o0 sin<m

Exemples d’erreurs statiques :
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, Nbre de poles z =1 n—0 n—1 n—9
Entrée
D(1) 1
échelon (m =0 = 0
( ) D(1)+ N(1) 1+4+G(1)
( 1) TD(1) 0
rampe (m = 00
0 N(1)
272 D(1
accélération (m = 2) 00 W())

ENIT
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Chapitre 5

Synthese des systemes asservis
linéaires échantillonnés

5.1 Principe

ntheé un em rvi consi a introduire un ur améliorer
La synthese d’un systeme asservi consiste & introduire correcteur pour améliorer les
performances du systéeme en termes de :

e stabilité;

e précision ;

e rapidité.
Correcteur continu :

€ €

Y,

G(p)

Y

—>Bo(p)

Y

R(p)

Fonction de transfert en boucle fermée :

S(z)  ByRG()
E(2) 11 ByrG(2)

Probleme : la fonction de transfert R(z) du correcteur est indissociable de celle du proces-

sus, donc a chaque modification du correcteur, on doit recalculer la fonction de transfert

en boucle fermée pour évaluer les performances de I’asservissement : difficile en pratique.
Solution : séparer la fonction de transfert du correcteur de celle du processus :

e e L r s

=25, (P)—>R(p) Y8, () G(p) >

~— — —— —

) H(z)

avec :
e ((2) : correcteur échantillonné;

e H(z) : modele discret du processus continu G(p).
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On peut également définir directement un correcteur numérique, sans passer par
I’échantillonnage d'un correcteur continu :

E(z) £(2) o Ue)

G(2) gKZ)

avec :
e ((2) : correcteur numérique (calculateur);
e H(z) : processus discrétisé.

On obtient ainsi un schéma de commande numérique directe.
Le correcteur numérique C(z) est défini par sa fonction de transfert :

U(z)  bp2™+bp12™ '+ + b
£(2)  ap2" Fap_12" ..+ ag

C(z) =

avec a,, # 0 et n > m (causalité du correcteur).
Un correcteur numérique est un calculateur sur lequel est programmée ’'équation de ré-
currence obtenue a partir de C'(z) :

W(kT) = f (e(KT), e((k — 1)T), ..., u((k — D)T),...)

Exemples de correcteurs numériques :

e correcteur proportionnel : C(z) = by ;
blz .
z2—1"

e correcteur intégral : C'(z) =

_b12—|—b0‘
o oz—1
B 6222+blz+bg.
o z2(z—1)

e correcteur proportionnel intégral(PI) : C(z)

e correcteur proportionnel intégral dérivé (PID) : C(z)

b b
e correcteur proportionnel dérivé (PD) : C(z) = 12 + bo :
z

b222 + blz + bo
= = .
Remarque : la régulation numérique est plus efficace que la régulation continue car on
n’est pas limité par des contraintes de réalisation matérielle des correcteurs puisque ce
sont des algorithmes programmés sur un calculateur.
Il existe différentes méthodes de synthese des correcteurs numériques :

e correcteur PD2 : C(z)

e extension des méthodes du continu;
e méthode des poles dominants ;
e synthese a temps de réponse minimum ;

e régulateur RST ...
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5.2 Extension des méthodes du continu

Le principe de I'extension des méthodes du continu consiste a transformer I’asservissement
numérique en un asservissement continu équivalent, puis a effectuer la synthese de cet as-
servissement continu et enfin déterminer un correcteur numérique par une transformation
inverse :

—
C(2) H(z2) . C(p H'(p)
s G transformation
a determiner
zZ—=0p

— calcul de C'(p) en utilisant ~ — transformation = correcteur C(2)
les méthodes du continu inverse p — 2
(abaque de Black, marge de
gain, marge de phase, ...)

Y
Y

Exemple de transformation z — p :

T e N1+%©pwzz—1
e_% 1—& Tz+1

. transformation homographique (Tustin)

T
Si on pose w = 7p, on obtient la transformée en w :

14w z—1
r=— S w=
1—w z4+1

La transformée en w constitue une approximation de la variable z dans le plan p.
Pour z = e’P et p = jw, on obtient :

-1 T 1 &% 0% —
—= —= - = = an —
z+1  ewT+ 1 &% 4 e 0% J 2
En posant :
wT
v = tan —
2
on obtient :
w = ju

La variable v joue donc le role d'une pulsation qui varie de 0 a 400 lorsque w varie de 0
a & = % (we : pulsation d’échantillonnage).

On calcule donc H(w) = H(z)| _1w puis on prend w = jv et on trace les lieux de
Bode ou de Black de H(jv), ensuite on corrige la fonction de transfert H(jv) a Iaide
d’un correcteur C'(w) qui permet d’'imposer des marges de stabilité spécifiées et enfin on

détermine de correcteur numérique C(z) = C (w)|w:zﬂ.
z

z
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5.3 Meéthode des poles dominants (Méthode de Zdan)

Cette méthode consiste a déterminer un correcteur C(z) tel que le systeme en boucle fer-
mée se comporte comme un systeme du second ordre défini par ses parametres £ (amor-
tissement) et wy (pulsation naturelle), en imposant I'existence de deux poéles dominants
complexes conjugés, les autre poles étant de module négligeable (< 0,1 par exemple).

Si la fonction de transfert en boucle fermée est :

on doit avoir :
B(z)=(z—po)(z—po)(z—¢€1)...(2 — &)

ol pg et po sont les poles complexes conjugués dominants et les €; sont les poles de module
négligeable.

La méthode des poles dominants consiste a déterminer un correcteur C(z) tel que :

e ('(z) compense les poles et zéros stables de la fonction de transfert en boucle ouverte
H(z) (poles et zéros de module inférieur a 1) ;

e ((z) comporte autant de poles & z = 1 que nécessaire pour annuler 'erreur en
régime permanent pour une entrée échelon donnée (position, vitesse, ...). Les poles
a z = 1 sont introduits sous la forme de facteurs (intégrateurs) ;

z
z—1
e ((z) contient un gain ajustable;

e ('(z) contient une fraction rationelle du type zig apportant les parametres de ré-
glage permettant de satisfaire les spécifications imposées en boucle fermée.

Exemple d’application : asservissement de position d’'un moteur a courant continu :

______________ Hz) .
N :
E(z) £(z) U(z), K | 5@
—> C(z —>B > >
avec K =60, a=>5¢et T = 0,08.
On a :
0,169z 4 0,148 z+ 0,876

H(z) =

=0,169

22— 1,67z + 0,67 (z— 1)(z — 0,67)

Spécifications imposées : le systeme en boucle fermée se comporte comme un second ordre
caractérisé par wy = 15 rad/s et £ = 0,6, avec une erreur nulle pour une entrée rampe.

ENIT cours de commande numérique J. HAGGEGE - 2012



5.3 - Méthode des pbles dominants (Méthode de Zdan) 51

Structure du correcteur :

Clz)= K, - £ 000 _ _
~ z+ 0,876 z—1 -+ B
N—— N——" e~
gain ' ' 7 \
ajustable compensation des ajout d’'un  parametres

poles et zéros  polea z =1  de réglage
stables pour annuler
I’erreur a une
entrée rampe

Fonction de transfert en boucle fermée :

C(2)H(z)

P& =1 emne

On doit identifier les racines de I’équation caractéristique en boucle fermée :
1+C(2)H(2)=0
avec celles d'un second ordre continu d’équation caractéristique :
p* 4 28wep +wi =0
Les racines de cette équation sont :

{ p1 = —&wo + jwo/1 — &2 = -9+ 12j
P2 = —&wy — Jwoy/1 — &2 =-9—-12 =

Ainsi, le systeme échantillonné en boucle fermée doit posséder les deux poles complexes
conjugueés :
{ 2 = TP — ¢=072+096

2y = TP — o=072-j096 _ =

Equation caractéristique du systeme en boucle fermée :

z z+A
(z—1)22+B

1+ C(2)H(2) =0< 1+ 0,169K.
& (2= 1)*(z+ B) +0,169K, 2(z + A) =0
Si on choisit le troisieme pole égal a 0, alors on a :
B=0
et I’équation caractéristique en boucle fermée devient :

(2= 1)+ 0,169K,(2 + A) = 0 = 2% + (0,169K, — 2)z + 0,169K.A +1 =0
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On identifie cette équation avec I’équation caractéristique imposée en boucle fermée :
(z—2)(z—2) =2 — (51 + 20)2 + 212 = 0
Ainsi :
0,169K, —2 = —(21 + 25) = —2e %2 050,96 = —0,56 = K, = 8,5

et
0,169 K, A+1=220 =2 =024 = A= —-0,53

d’ou la fonction de transfert du correcteur :

(z—0,67)(z — 0,53)
(z+0,876)(z — 1)

C(z) =85

On en déduit ’équation de récurrence de la commande a programmer :

C(2) = U(z) 852°—102z+3,02 85—102z""+ 3,02z 2

e(z)  22-0,1242—0,876 1 —0,124271 —0,87622
= w(kT) = 0,124u((k—1)T)40,876u((k—2)T")+8,5¢(kT)—10,2e((k—1)T")+3,02e((k—2)T)
Effet du correcteur sur le lieu des poles du systeme en boucle fermée :

e lieu des poles sans compensation :

E(z) S(z)
—> K. > H(z) >
A Jm
limite de stabilité :

K.=22

| Re
E(z) T 1 : S(z)
—> P K> C'z) > H(z) >

avec

(2 — 0,67)(z — 0,53)
(24 0,876)(z — 1)

C'(z) =
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Fonction de transfert en boucle ouverte avec compensation :
z— 0,53

H(z) = O(2)H(2) = Ko x 0,160 53

AJm
gain du correcteur :
=" =~o_ ,Kc=385

- ~

limite de stabilité: . .
s poles imposés

Ke=15,5 ,'en boucle fermée
I
1-0,876 ) Re
& < >

|
1
\
\ LA
v compensation

AR .
\ poles et zéros
\
~ stables

~
~

~ - -

5.4 Syntheése a temps de réponse minimum

Cette méthode consiste a déterminer un corecteur tel que I'erreur s’annule en un nombre
fini et minimal de périodes d’échantillonnage (systéeme dead beat) et reste nulle par la
suite :

A consigne
T t
T 2T 3r - nl - >
Le systeme est dit a réponse plate ou réponse pile.
Détermination du correcteur :
E(z) £(z) S(z)
—> Cz) > H(z) >

Fonction de transfert en boucle fermée :
C(2)H(z) S(2)

(Z) g g
1+C(2)H(z) E(z)

& F(2)+C(z)H(2)F(z) =C(2)H(2)

1 F(z)
H(z) 1—F(z)

S F(z)=C()H(2)[1-F(2)] e C(z) =
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On recherche la fonction de transfert en boucle fermée F'(z) a imposer pour annuler I'erreur
pour des entrées de référence :

e échelon de position : e(t)=T(t) — E(2)=

z—=1
T
e échelon de vitesse : e(t) =t & B(z) = : 21)2
z J—
T? 1
e échelon d’accélération : e(t) = 2 — B(z) = %
Z —
TR Tmy—m=1p
* - e(t)y=t" = EB(z)= (z) _T"z (2)

(z — 1)m+1 o (1 — z=1)m+l
avec R(z) : polynome tel que R(1) # 0
En régime permanent :

e(2) = E(2) = 5(2) = E(2) = F(2)E(z) = [1 = F(2)] E(2)
= ¢(0c0) = lim(1 — 2z He(z) = lim(1 — 271) [1 — F(2)] E(2)

z—1 z—1

~lim(1— =) 1~ P e

Pour avoir ¢(c0) = 0, il faut que :
1= F))=(1-2")""Q()

Pour que l'erreur s’annule en un nombre fini de périodes d’échantillonnage, Q(z) doit
étre un polyndme, et pour que ce nombre soit minimal, il faut que le degré de Q(z) soit
minimal, d’ou :
Qz) =1

Ainsi :

F(z)=1—(1—z1mt!
Ces polynomes sont appelés prototypes minimaux.
Exemples de prototypes minimaux :

e crreur de position nulle (m = 0) — F(z)=2z"1
e erreur de vitesse nulle (m = 1) — F(z)=2z"1—-272
e crreur d’accélération nulle (m =2) — F(z)=32"1 =322+ 273

Exemple : pour m = 0 (entrée échelon de position) :
S(z) =2"'E(z) = s(kT) = e((k — 1)T)
d’ou :
s(0) =e(=T)=0
s(T) =e(0) =1
s(2T) =e(T) =1

s(nT) = e((n — T) = 1
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o0 e(t)

I A g

> /

ob 7 2r3r - nlT -

La sortie suit I’entrée avec un retard d’une période d’échantillonnage : temps de réponse
minimum.

Remarque : 'erreur est nulle seulement aux instants d’échantillonnage : il peut y avoir des
oscillations cachées entre deux périodes d’échantillonnage :

A s(t) /sortie continue

1L- A N N e N

0 TzTﬂfu-nTm > !

sortie échantillonnée

Exemple d’application : asservissement de position d’'un moteur a courant continu :

S@z)

- :
&(z) U(z): K |
C(z) 22—y —>{B,(p) >

E(z)

Y

avec K =60, a=>5¢et T = 0,08.

On a:
0,169z 4+ 0,148 0,1692’*1 +0,148272

2—1672+067 (1—2z1)(1—06721)
Spécification imposée : temps de réponse minimum pour une entrée échelon de vitesse,
d’ou le prototype minimal :

H(z) =

F(z) =221 — 272

Fonction de transfert du correcteur :

C(2) = 1 Flz) 1 270 =272 (1—-z1(1-0,67z7") 2271 — 272
CH()1—-F(2) H(z) 1—-2z1422 0,169z~ +0,148272 (1 — z71)2
2711 =052 ) (1= 0677 | 1- 1171 4083572 U(2)

T 0,169z (1 + 0,876z 1)(1— 2 1) 1—0,1242"1— 087622 (=)

d’ou I'équation de récurrence de la commande a programmer :

w(kT) = 0,124u((k—1)T)+0,876u((k—2)T)+ 11,85 (kT)—13,8¢((k—1)T) +3,95¢((k—2)T)
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5.5 Régulateurs RST

Un régulateur RST permet d’imposer les poles en boucle fermée. Sa structure est la
suivante :

P, , perturbation

lu, Vi
—> 7(z7) o > H() —>
référence: S (Z ) ! sortie
I
I I
I I
I - I
| R(Z 1) <|
I I
régulateur RST
ou :
-1 B(zil) N . N
e H(z7") = A1) : modele discret du processus a commander ;

Rz =rg+rzt+rmz 24 . 4 ry,2 "k
o ¢ Sz =so+s127 + 5272+ 48,2 ™ poyndomes en 2z~ & déterminer.
Tz =ty+tiz7 +tz?+ ...+t 2"

ny = deg(A), np = deg(B), ng = deg(R), ng = deg(S), nr = deg(T)
La loi de commande u; appliquée au processus est telle que :

SEHUET) =T(EHVET) -REHY ()

——
commande référence sortie
d’ou :
1
uk = [—S1Up—1 — SaUg—2 — ... — SngUk—ng + toUk + t1Uk—1 + . . + L Vk—nyp
0

+royk + r1Yk—1 + - - - + TnpYk—ng)

Fonction de transfert en boucle fermée :

_ - 1 B _ _
Py < YED _ TE Dsemaey T(z")B("")
V(z—1) 1+ R(Z_l)s(zl—l) igj; A(z"HS(z7Y) + B(z ) R(z71)

Le principe du régulateur RST consiste a imposer les poles du systéeme en boucle fermée,
c’est-a-dire le polynome caractéristique désiré P(z71). On doit donc chercher R(z71) et
S(z71) tels que :

A HSE N +BEHREY =Pz
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C’est une équation polynomiale ou équation diophantienne dans laquelle A, B et P sont
donnés, S et R sont les inconnues.

Résolution de I’équation polynémiale AX + BY =(C :

Définitions :

e On appelle degré de I’équation polynomiale le nombre :
N = sup(deg(AX),deg(BY),deg(C))
e [’équation AX + BY = C est dite réguliere si
deg(C)) < deg(A)) + deg(B))

e La solution de AX 4+ BY = C dans laquelle au moins un des deux polynomes X et
Y est de degré minimal est appelée solution minimale.

Théorémes :

e Sil’équation AX + BY = C est réguliere alors les solutions minimales X et Y} sont
de degrés respectifs :

{ deg(Xo) = deg(B) — 1
deg(Yp) = deg(4) — 1

e Une équation polynomiale non réguliere admet deux solutions minimales :

— une solution minimale en X, (Xj, Y;) telle que :

deg(Xo) = deg(B) — 1 et deg(Y1) = deg(C) — deg(B)
— une solution minimale en Y, (X1, Y}) telle que :

deg(X;) = deg(C) — deg(A) et deg(Yy) = deg(A) — 1

e Etant donnés un polynome Z et un couple de solutions de I’équation AX + BY = C,
le couple (X + BZ,Y — AZ) est aussi une solution.

Application au calcul des polynéomes R et S du régulateur RST :
L’équation polynomiale réguliere A(z71)S(27!) + B(27')R(z7!) = P(z7!) peut s'écrire
sous forme matricielle :

aop 0 ce 0 b() 0 c. 0
X . . . So Po
aq ap . . b1 b() $1 D1
a9 aq . 0 bl . 0 :
: a9 Qo bQ S”S . Pnp
n, @ bay || ;
(&1 .
O aTLA as O an
. ° . . . . ,r,nR O
O N O anA O “e 0 an H—/ N——
N d T p
M
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58 Chapitre 5 - Synthese des systemes asservis linéaires échantillonnés

La matrice carrée M de dimension (na+ng) X (na+npg) est appelée matrice de Sylvester.
Dong, les polynomes A(z71), B(z7!) et P(27!) étant donnés, les coefficients des polynomes
R(z71) et S(z7!) contenus dans le vecteur x sont donnés par :

x=M"p

La matrice M ~! existe si et seulement si les polynomes A et B sont premiers entre eux.
Calcul du polynéme 7' :

Cas de la régulation : la référence vy est constante et on veut avoir y, = v en régime
permanent et en présence de perturbations.

La fonction de transfert en boucle fermée est :

V(=) _ T()BEY
Ve PE

F(zY) =

Pour avoir y; = vy en régime permanent, on doit avoir F/(1) = 1 (gain statique unitaire en

boucle fermée). On peut donc choisir par exemple T'(27) = to(= cste) tel que : t(}fég) =1
d’ou : P(1)
Tz =ty = ==+
SR 6

Pour rejeter les perturbations, on peut imposer la forme du polynome S(z71) :
Sz =(1—-2zHm9(z), avec deg(S’) = deg(S) —m

en introduisant m poles z = 1 (intégrateurs) pour annuler une perturbation de type
échelon (m = 1), rampe (m = 2), ...
application d'une  rejet de la

Y A ' perturbation perturbation
consigne
< |
_ T . dynamique
sortie = consigne imposée par
en régime permanent RetS
(imposé par T) >

t

Cas de la poursuite : on veut que le systeme en boucle fermée se comporte comme un
modele de référence imposé, défini par la fonction de transfert :
B (271
Hm( Z—l) — m( )
A (z71)
On impose ainsi la dynamique de poursuite d’une consigne y;, variable.
La référence vy est telle que :

avec H,,(1) =1

V(z™) = Hu(z ) Y= 7))

consigne
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A ¢perturbation

Vi B Vi o (s 1 Uy . Vi
= (=) référence (") _>®_> NEN H(Z ) T:0rtie
:

I L

| R(z")
[

[

Y

A

A
L

K

< y
< >

F(Z’l)
Si on choisit T'(z7!) = BP(271) alors Fy(27!) = 8B(27'). On prend 3 = ﬁ pour avoir
un gain statique unitaire en boucle fermée. On a alors :
B(z"")Bu(2™")

F<Zil) =0 An(z 1)

Si les zéros du systeme a commander sont stables, alors on peut les simplifier en choisissant
S(z71) tel que :
Sz =8Bz

d’ou la fonction de transfert en boucle fermée :
P = gt

Ainsi, un régulateur RST permet de régler de maniere indépendante la dynamique de
régulation (rejet de perturbations) et celle de poursuite (suivi d’une consigne variable).

Remarque : I'implantation directe d’un régulateur RST conduit souvent a un signal de
commande dont I'amplitude peut étre tres importante. Afin de garder cette amplitude
dans un intervalle admissible [Upin, Unax|, o0 ajoute un dispositif d’anti-windup :

Dy | perturbation

v, Vi
—> —>
référence sortie

anti-windup

>

o

L
X

avec S*(271) tel que :
Sz =sp+ 2719 (27
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