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Automatique Linéaire 1.

l. Introduction, définitions, position du probléme.

I.1. Introduction.

Définition : L’automatique est la discipline scientifique qui étudie les systémes
dynamiques, les signaux et I’information, a des fins de conduite ou de prise de

décision.

Pour étre compréhensible, cette définition de 1’automatique doit étre complétée et précisée en

définissant les termes : systéme, dynamique, et conduite.

En automatique, on appelle systéme 1’objet étudié, par exemple, la voiture représentée figure

I.1. La définition d’un systéme est liée aux grandeurs d’entrée et de sortie considérées.

do

Fig. I.1 — Systéme constitué d’une voiture.

Dans ce cas, la grandeur de sortie étudiée est la distance d séparant le véhicule du trottoir, et
la grandeur d’entrée (ou commande) I’angle de rotation 8 du volant. La notion de dynamique
est liée a I’évolution des grandeurs étudiées au cours du temps. Cette évolution peut étre due a
une modification de la commande (I’angle du volant, le conducteur étant distrait ou assoupi)
ou a une perturbation extérieure (une rafale de vent, par exemple) entrainant une diminution
de d. C’est ici qu’entre en sceéne I’automatique, en tant que science permettant de maitriser (ou
conduire) le comportement d’un systéme. Il existe en effet, depuis peu, des dispositifs
permettant de corriger automatiquement la trajectoire d’une voiture risquant de mordre sur le
bas-c6té de la route.

La commande est alors ¢élaborée en fonction de 1’écart entre la distance d et une valeur de

consigne dy (cf. Fig. 1.2).



On parle dés lors de contre-réaction (ou feedback), la contre-réaction permettant de faire
évoluer la commande en fonction de son action sur la valeur de sortie du systéme et
¢galement en fonction de la consigne désirée. Elle est utilisée pour optimiser la conduite du
systeme. On dit alors que le systéme est en boucle fermée, par opposition a la boucle ouverte

qui correspond au cas ou la commande est élaborée sans utilisation d’une contre-réaction.

do ' . 9 d
élaboration de .

— aboratio > systeme

la commande

Fig. 1.2 — Schéma fonctionnel d’un asservissement en boucle fermée.

La conduite d’une automobile s’effectue bien évidement et naturellement en boucle fermée (il

est déconseillé de conduire les yeux fermés).

Domaine d’application.

Le domaine d’application de [D'automatique est extrémement vaste: I’industrie
oy .. . 1 , . 5 . 5 .

manufacturiere, la chimie, la robotique’, la mécanique, 1’électronique, 1’aéronautique,

I’économétrie, etc.

Objectifs de cours.
L’objectif du cours d’automatique lin€aire 1 est I’étude des systémes lin€aires, continus,
invariants dans le temps (ces termes étant définis dans la partie suivante). Il s’agit

schématiquement de 1’automatique classique formalisée pendant la premicre moitié du

vingtiéme siecle.

Pré requis.
Le cours « Mathématique du signal » du premier semestre est un pré requis nécessaire a la
compréhension et au suivi du présent cours. En particulier en ce qui concerne :

- les signaux types (Dirac, échelon de Heavyside, etc.),

- le théoréme de convolution,

- et le formalisme de Laplace.

! Une illustration des capacités étonnantes (dépendant pour une part essentielle de 1’automatique) d’une main
robot peut étre trouvée sur le site du Ishikawa Komuro Laboratory : http://www k2 t.u-tokyo.ac.jp/papers/index-e.html




I.2. Définitions.

Cette partie rappelle, ou donne, un certain nombre de définitions permettant d’aborder

rigoureusement la suite du cours.

Définition 1 :

Définition 2 :

Définition 3 :

On appelle modele d’un systéme (ou processus) la loi qui relie ’entrée (cause)

a la sortie (effet).

On distingue deux régimes dans le comportement des systémes :
* le régime permanent ou établi, caractérisant la réponse stabilisée du
systéme a une entrée quelconque,
* le régime transitoire, caractérisant 1’évolution de la réponse avant que
le régime permanent ne soit atteint.
Le régime statique est le régime permanent dans le cas ou I’entrée est

constante.

Un systéme est causal si sa sortie y(?) a un instant ¢y ne dépend que des valeurs

de son entrée u(z) pour t < ¢ (cf. figure 1.3).

u y
—>— systeme |—>—

Fig. I.3 — Systéme.

Un systéme causal ne répond pas avant d’étre excité (systéme non anticipatif). Les systémes

physiques temporels réalisables sont causals.

Un signal x(2) est causal si V< 0 x(1) = 0.

En pratique un signal temporel est toujours causal, a condition de bien choisir I’origine des

temps.

Définition 4 :

Un systéme a temps invariant a un modele identique a tout instant (un retard ©

ne change pas la loi du mode¢le) :

systéme

u(t) —2—s (1) u(t —7)—2= (1 - 1)



Définition 5 : Un systéme est dit instantané si a un instant donné sa sortie ne dépend que de
I’excitation a cet instant : y(t) = a.u(t)
Dans tous les autres cas, il est dit, 8 mémoire ou dynamique, par exemple
pour : y(t) = a.u(t-7)
ou: V() =au(t) +by’'(t)

Définition 6 :Un systéme est stable si et seulement si toute entrée bornée génére une sortie

bornée.

Un systeme physique est stable s’il retourne spontanément vers son état d’équilibre lorsqu’il
en est €carté. Il est instable si sa sortie n’a pas de valeur fixe (asymptotiquement) lorsque son

entrée est nulle.

Définition 7 : Un systéme est linéaire s’il satisfait au principe de superposition :

au (1) +ba, (1) —2 qy () + b.y, (1)

Ce cours traite des systémes causals, linéaires et a temps invariant : les S.L.T.I. Les systémes
¢tudiés sont analogiques, leurs signaux d’entrée et de sortie sont continus a la fois en temps et
en amplitude.

La relation qui lie leur entrée et leur sortie” est dés lors une équation différentielle linéaire a

coefficients constants.

I.3. Position du probléme.

a — La commande automatique ou comment remplacer ’homme.

La finalité de I’automatique, telle que nous venons de la définir, est de remplacer ’homme ou
de suppléer a ses limites dans la conduite d’un systéme (cf. figure 1.4 si ’on revient a
I’exemple de la partie I.1 concernant une automobile).

La problématique se réduit des lors a I’étude et a la modélisation du systéme considéré dans le

but d’¢élaborer une commande automatique.

% Au singulier, on se limitera en effet a 1’étude des systémes monovariables, ¢’est-a-dire ayant une entrée et une
sortie.




Yec u ) y
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Fig. [.4 — Remplacer I’homme.

Pour se faire, 1’utilisation d’une rétroaction est nécessaire. Le systéme est placé en boucle
fermée, ce qui introduit les notions d’asservissement (lors de la poursuite d’une consigne
variable) et de régulation (concernant la compensation de perturbations® externes).

Le paragraphe suivant donne I’exemple de I’asservissement d’un chauffage central individuel.

b — La boucle d’asservissement.

Considérons le systéme de chauffage central d’un logement représenté figure 1.5.

Qe
+

T 6
—>—{ systéme —>—

Fig. I.5 — Systéme de chauffage central.

Avec : 0 température intérieure,
T température de 1’eau chaude envoyée dans les radiateurs,

6, température extérieure (considérée comme une perturbation).

T est réglée par le chauffagiste pour obtenir une température de consigne donnée 6, = 19°C.

Cependant, le réglage est a refaire a chaque variation de 6..

3 On définira comme étant une perturbation une entrée du systéme imprévisible et/ou sur laquelle on ne peut agir.



Une premicre tentative de réglage automatique en boucle ouverte est représentée figure 1.6.

T 0
—>—1{ systéme —>—

Fig. 1.6 — Asservissement en boucle ouverte.
Une sonde est installée afin de mesurer 6, et la mesure est soustraite a la température
souhaitée 6, (la consigne) pour élaborer la loi de commande fixant la température 7 de 1’eau :
T=a(6.-6,) a : constante réglable.

Ainsi, toute évolution de la température extérieure est prise en compte et la température de
I’eau du circuit de chauffage ajustée en conséquence. Le savoir-faire du chauffagiste réside
alors dans le choix de la constante a, 1’ajustement pouvant &tre fait par essai-erreur.

Cette premicre approche présente une amélioration notable. Malheureusement, elle n’est pas
encore optimale. En effet, lors d’une journée d’hiver ensoleillée (6, faible), T va étre réglée a
une valeur élevée, alors que le soleil entrant par les fenétres va surchauffer le logement. Les

habitants vont alors ouvrir les fenétres entrainant un gaspillage d’énergie important.

La solution consiste a réaliser un asservissement en boucle fermé (cf. figure 1.7) du systéme
de chauffage en exploitant une mesure de la température intérieure 6 plutét que d’essayer

d’anticiper 1’effet de la température extérieure 6, sur le systeme.

0

e

—>— systeme

\'4

Fig. 1.7 — Asservissement en boucle fermée d’un systéme de chauffage.

Le recours a une loi de commande proportionnelle est alors adapté :

T=a(b. -6 a : constante réglable.



Réalis¢ ainsi, I’asservissement est 8 méme de réagir aux variations de la température

extérieure et aux changements de la consigne.

La figure 1.8 donne une vue plus générale d’un asservissement en boucle fermée.

n

Ye € u . y
systeme

o
Y

A4

Fig. 1.8 — Asservissement en boucle fermée.

Avec :
Ve consigne,
y sortie (ou image de la sortie obtenue par un capteur),

commande ou action,

£ erreur ou écart, telque e=y. -y
n perturbation extérieure,
P systéme automatique de commande.

La loi de commande étant  u = P(¢).

¢ — Qualités d’un asservissement, nécessité de la boucle fermée.

Les principales qualités d’un asservissement sont au nombre de trois : stabilité, précision, et

rapidité.

Concernant la stabilité, si on consideére une loi de commande proportionnelle telle que :
u=K.(y,-y) avec K constante

Si K est choisi trop grand, une petite valeur de I’erreur € =y, —y > 0 suffira a créer une

commande u ¢€levée. La correction apportée pourra alors étre telle que la consigne soit

dépassée : y > y., et que la nouvelle erreur, ¢’, soit telle que |&’ | = |y.—y | > ¢ entrainant

une correction inverse elle aussi disproportionnée. Dans cette hypothese, il y a apparition

d’oscillations divergentes (croissantes), le systéme devient instable. D’autres sources



potentielles d’instabilité sont le retard a I’exécution des ordres regus, ou pire 1’existence d’une
contre réaction positive (¢ =y, + y). La stabilité des systémes asservis est étudiée au chapitre

II1.

La précision s’exprime par I’écart € entre la consigne y. et la sortie y du systeme. Dans le cas
d’une loi de commande proportionnelle du type u = K.¢, I’obtention d’une bonne précision
nécessite d’avoir un gain élevé (en effet pour obtenir une valeur de commande u donnée, K
devra étre d’autant plus importante que & sera faible). De méme, une perturbation n sera
d’autant plus efficacement corrigée (erreur résiduelle faible) que K sera grand.

Or, on a vu qu’un grand K peut étre source d’instabilité.

D’ou le fait (2 mémoriser) que la stabilité et la précision soient des parametres potentiellement

contradictoires.

La troisieme qualité essentielle d’un asservissement est sa rapidité. La rapidité d’un processus
peut se mesurer par son temps de réponse a un échelon de commande comme défini au I'V.2.

Les notions de précision et de rapidité des systémes font I’objet du chapitre I'V.

D’une fagcon générale, la synthése d’un asservissement résulte d’un compromis stabilité —

précision — rapidité.

L’automatisation des processus requiert 1’utilisation d’une boucle fermée (rétroaction), celle-
ci est nécessaire afin de pouvoir :

- stabiliser un systéme instable en boucle ouverte,

- compenser des perturbations externes,

- compenser des incertitudes liées au systeme lui-méme (vieillissement, imprécision du

modele, etc.).



Il Modélisation des systémes linéaires.

La caractéristique statique (c'est-a-dire la relation entre D’entrée et la sortie en régime

permanent) d’un systéme linéaire est une droite (cf. figure I1.1).

4

—>—1 systétme —>—

el

LN 2

Fig. II.1 — Caractéristique statique d’un systéme linéaire.

Cela ne doit pas amener de confusion avec le comportement dynamique du systéme en

régime transitoire. La figure I1.2 représente la réponse en sortie d’un systéme linéaire a un

échelon u(?) sur son entrée (on constate bien que le tracer de y(¢)en fonction de u(?) ne serait

pas une droite).

u

T

entrée au sortie au
repos repos

N\
/
t | t

A\

Fig. I1.2 — Réponse de la sortie d’un systéme linéaire a un échelon en entrée.

Nous avons déja énoncé précédemment que 1’équation liant la sortie et I’entrée d’un systéme
linéaire, continu et invariant dans le temps est une équation différentielle linéaire a
coefficients constants. Cette équation traduit aussi bien le comportement dynamique du
systéme que son comportement statique (il suffit pour cela d’annuler les dérivées). Les parties
suivantes traitent de la modélisation et du comportement des systémes du premier ordre, du

second ordre et d’ordre supérieur.

Cependant, les systémes physiques (réels) ne sont pas nécessairement linéaires. Il est
néanmoins souvent possible de les étudier avec les outils classiques de I’automatique linéaire
apres avoir linéarisé leur comportement autour d’un point de repos. Cette facon de procéder
est familiere aux électroniciens, ils I'utilisent par exemple, pour étudier les transistors en
amplification ; la figure I1.3 donne ’exemple de la linéarisation autour d’un point de repos,
My(Vy, 1y), d’une diode. Le modele linéaire obtenu permet d’étudier les variations de i, et v,

autour de M), des lors que ces grandeurs restent dans le domaine de validité du modele.
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Fig. I1.3 — Linéarisation d’un systéme autour d’un point de repos.

Il y a deux facons d’obtenir le mode¢le linéaire d’un systéme :
- par la mise en équation du systtme a partir de ces lois physiques (équations
¢lectriques, mécaniques, etc.),
- ou par identification, le modele étant déterminé expérimentalement en étudiant la

réponse du systeme a des stimuli classiques.

I1.1. Systeme du premier ordre.

Définition 8 : Un systéme est dit du 1¥ ordre si la relation entre son entrée et sa sortie est une

équation différentielle du 1° ordre.

Exemple : établir I’équation différentielle du circuit RC de la figure I1.4.

R i(t)
— T
u(t) =ve(t) C == | vs(t) =y(1)

3

T

Fig. I1.4 — Circuit RC.

Les équations électriques du systéme sont :



D’ou I’équation différentielle du premier ordre liant I’entrée et la sortie du systéme :

d
RC§+VS =V,

La forme générale de I’équation différentielle d’un systéme du premier ordre d’entrée u et de

sortie y est :
040 = Kutr Eq ILI
t
Avec :
T constante de temps du systéme,
K gain statique.

a — Fonction de transfert.

Définition 9 : la fonction de transfert (ou transmittance) d’un systéme linéaire est le rapport
entre la transformée de Laplace de sa sortic et celle de son entrée, en

considérant des conditions initiales nulles.

Le lecteur trouvera en annexe 2 quelques rappels utiles sur la transformée de Laplace (TL) et

les TL usuelles.

Par application de la TL a I’équation II.1 :
t(pY(p) - y(0))+Y(p) =K U(p)
: K T .
soit Y(p)=7—-Up)+7——y0)
l+T.p l+T.p

Ainsi, Y(p) dépend non seulement de I’entrée, U(p), mais aussi de la valeur de la condition
initiale y(0).

On en déduit I’expression de la fonction de transfert, H(p), en considérant y(0’) = 0 :

_Yp) __K |4

) =G " Teep

Eq. 11.2

4 Attention p est noté s dans la littérature scientifique anglo-saxonne.



Rappel : la réponse impulsionnelle (i.e. réponse a un Dirac), /(?), d’un S.L.T.I. vérifie :
y(1) = (u=h)(1)

Ainsi, comme suggéré par 1’équation I1.2, pour déterminer la réponse d’un systéme linéaire
(quel que soit son ordre) a une excitation u(?), plutdt que de résoudre 1’équation différentielle
associée, il est souvent plus simple de passer en représentation de Laplace. Il faut alors
calculer la TL de u(?) : U(p), la multiplier par H(p) pour obtenir Y(p), puis repasser dans le
domaine temporel pour obtenir y(?). La détermination des TL et TL inverses, est facilitée par
I’utilisation des tableaux de TL usuelles donnés en annexe 2. Les paragraphes b, c, et d

illustrent ce mécanisme.

b — Réponse impulsionnelle.

La détermination en trois étapes de la réponse a une impulsion d’amplitude 4y d’un systéme

du 1°" ordre est illustrée ci-dessous :

u(t) = A, 0(1) y(t) = %e'”’ Eq.11.3
! £
2 KA
U(p) = A, = Y(p)=H(p)U((p) = °

l+Tp

Le tracé de y(t) est donné figure 11.4 (son allure en ¢ = 0 est caractéristique d’un systeme du

1" ordre).

y(1)

t=1 3T

Fig. I1.4 — Réponse impulsionnelle d’un systéme du 1° ordre.

Pour ¢ = 7, la réponse a décru a 37% de sa valeur initiale ; a ¢ = 37, elle n’en représente plus
que 5%. Sa dérivée a I’origine coupe 1’axe des abscisses pour t = T (la pente de la tangente a

’origine vaut : -KA(,/IZ).



¢ — Réponse indicielle.

La réponse indicielle, c'est-a-dire a un échelon (d’amplitude 4y), d’un systéme du 1% ordre

est (on note I72) 1’échelon unitaire’) :

u(t) = A, I(t) Y(0) =K. A1-e") Eq. 1.4
I f°
_A4 : __ K4
v ="y it Yo

La réponse indicielle est représentée figure 11.5.

~Y(1) K.A, = 100%
957%
63%

T 3T
Fig. I1.5 — Réponse indicielle d’un systéme du 1¢ ordre.

La valeur finale atteinte en régime permanent par y(?) est K fois la valeur de I’entrée (K est le
gain statique).

Pour t = 7, y(7) atteint 63% de la valeur finale. Le temps de réponse a 5% (le temps au bout
duquel y(?) approche la valeur finale a 5% pres, et y reste) est # = 3.

La tangente a I’origine (cf. Fig. 1I.5) a une pente de KAy/7, on observe effectivement une

cassure assez nette de y(?) qui est caractéristique de la réponse indicielle d’un systéme du 1

ordre.

d — Réponse a une rampe.

La réponse a une rampe de pente @ d’un systéme du premier ordre est :

u(t) = at I(1) YO =Ka(t-t+7e™") Eq. IL5
I (N
2 Ka
- a/, Y(p)=————
U(p) A = D)= i)

> Le lecteur trouvera en annexe 1 quelques rappels sur les signaux type.



Le tracé de la réponse a une rampe est donné figure 11.6.

a.t
\y(f) A Ka(t-1)

€4

Vv

Fig. I1.6 — Réponse a une rampe d’un systéme du 1% ordre.

En régime permanent (¢t >> 7)on a y(t) = Ka(t - 1) : la sortie tend vers une rampe de
pente : Ka.

Pour K = 1, y(?) suit la rampe d’entrée avec un retard 7. La différence entre I’entrée et la sortie
est appelée erreur de trainage, &, elle vaut ¢ = at.

Pour K = 1, les pentes étant différentes, ¢ tend vers I’infini (divergence).

e — Réponse harmonique.

La réponse harmonique d’un systéme est sa réponse a une sinusoide permanente,

u(t) = Uy.sin(w.t) , le régime transitoire étant éteint.

Rappel : La réponse harmonique d’un systéme linéaire (quel que soit son ordre) est une
sinusoide de méme pulsation, d’amplitude Y,, déphasée d’un angle ¢ par
rapport a ’entrée :

y(t) = Yy.cos(wt +¢)

Les signaux étant périodiques, 1’analyse de la réponse harmonique se fait en complexe
(p =jw), et plus précisément en étudiant H(jw).

Soit :

Y(jw)=H(jo)U(jo) =

U(jw) (ﬂ(jw) =1 jwr)

1+ jor ™~

qui donne :



K
Y, =[Y(jo)=——=U (Module)
m 2 2 m
l+ot

Q= Arg(X( ja))) = —arctan(wr) (Argument)

L’¢tude des propriétés fréquentielles des systémes linéaires (c'est-a-dire leur réponse a une
action sinusoidale permanente dont on fait varier la fréquence) permet d’en déduire les
propriétés dynamiques temporelles (c’est-a-dire leur évolution dans le temps en fonction des
actions subies) comme nous le verrons par la suite. C’est la raison pour laquelle on attache

tant d’importance a cette étude.

En général les paramétres étudiés sont le gain et le déphasage :

Gain = [)]]—'” = |Ll(ja))| Déphasage = ¢ = Arg([;l(ja)))

m

que I’on représente sous forme de diagramme de Bode, de Black, ou de Nyquist (cf. ci-apres).

Diagramme de Bode.

Le diagramme de Bode d’une fonction de transfert comporte deux courbes :

+ son module exprimé en décibels (dB),

H,, =20.loglH(jw)|

* et sa phase (ou argument),
Arg(H(jo))

tracées en fonction de la pulsation w (axe gradué suivant une échelle logarithmique).

Pour un systéme linéaire du 1* ordre :

H(jw) =

1+ jot

On en déduit :

H,y = 20IoglH(j0)| =20 JoglK| - 20 log/1 + *7?

ArgH = —arctan(wt)
La pulsation de coupure a -3 dB, w,, est la pulsation pour laquelle le gain exprimé en dB est
inférieur de 3 dB au gain statique (gain pour w = 0).
Les tracés du gain et de la phase sont donnés figure I1.7 en pointillés rouge, pour un axe des

abscisses gradué en pulsation réduite v/ w.. On trouve w, = I/7.



20.log(K)frz=egg=—""x

0 : - : >
dt 100 0/, (log)

-90 °

Fig. I1.7 — Diagramme de Bode d’un systéme du 1% ordre.

Le tracé du diagramme de Bode est simplifi¢ par une étude asymptotique préalable (en bleu
sur la fig. I1.7) :
- pour @ << @, : H(jo)=K soit  H, =20.loglK|
et ArgH =0

- pour @ >> @, : H(jw)=— soit H, = 20.10g|K.a)C| -20.log(w)
jojo,
et ArgH = -7 /2
- pour @ = @, : H, =20.logK|-3
ArgH = -m/4

Pour w >> w,, la décroissance du gain est de -20 dB/décade, c’est-a-dire que le gain diminue
de 20 dB chaque fois que la pulsation du signal d’entrée est multipliée par dix ; ce qui
correspond également a une décroissance de -6 dB/octave, une octave correspondant & un

doublement de la pulsation.



Représentation de Black.

La représentation de Black de H(jw) consiste a tracer H;z en fonction de Arg H en faisant
varier la pulsation de zéro a I’infini. Cette représentation permet d’avoir les deux grandeurs

caractérisant un systéme (gain et phase) sur un méme graphe.

Une étude asymptotique (cf. Bode) facilite le tracé de la représentation de Black du systeme

linéaire d’ordre 1 de la figure I1.8 (la courbe est graduée en pulsation réduite @ / w,).

<
E
% »
% ° H,g
(AN \/\
5 20.10g(K)
i | 20.10g(K)- 3 dB
-90°i \
» 7
5 Arg H
|/, > +0o

Fig. I1.8 — Représentation de Black de la réponse harmonique d’un systéme du 1 ordre.

Représentation de Nyquist.

La représentation de Nyquist consiste a tracer H(jw) dans le lieu de Nyquist (c’est-a-dire
Im[H(jw)] en fonction de Re/H(jw)]) en faisant varier la pulsation de zéro a I’infini. Cette
représentation permet, comme nous le verrons plus tard, d’étudier rapidement la stabilité d’un

systeme.

La représentation de Nyquist (appelée communément lieu de Nyquist) de la fonction de
transfert d’un systéme du 1® ordre est un demi-cercle (cf. figure 11.9) de centre (K/2,0) et de
rayon K/2.

En effet, on démontre aisément que :

2

K : » K
(Re(ﬂ(jw)) —3) +Im(H(jw)) -



0 k/z K__yRe(H(jw))
=
w =0

o, = 1/t

Fig. I1.9 - Représentation de Nyquist de la réponse harmonique d’un systéme du 1 ordre.

A la pulsation de coupure pour w = w. = 1/7: |I;I(ja))| —K/\2
Arg(H(jw)) = -m /4

f— Relation temps — fréquence.

La rapidité de la réponse d’un systéme linéaire du 1% ordre est liée a sa fréquence de coupure

(c’est-a-dire a sa bande passante, telle que, f. = 1/(2nt) ; d’aprés w. = 1/T).

Le temps de montée, t,, , d’un systéme soumis a un échelon étant le temps mis par la sortie
pour passer de 10% a 90% de sa valeur finale est une facon d’exprimer cette rapidité.
Or on démontre que ¢, = 2,2.T
On en déduit que :

Eq. IL6
Ainsi plus la bande passante d’un systéme sera large (f. ¢levée) plus il sera rapide (z, faible),

et inversement.



I1.2. Systéme du second ordre.

Définition 10 : Un systéme est dit du second ordre si la relation entre son entrée et sa
sortie est une équation différentielle du 2™ ordre.
La forme générale de 1’équation différentielle d’un systéme du deuxiéme ordre d’entrée u et

de sortie y est (on prendra toujours un second membre indépendant de u’(?)) :

2
% + meo.d); (tt L v 0, y(1) = Kod u®| g s
Avec :
K gain statique,
m coefficient d’amortissement (parfois noté &),
Wy pulsation propre non amortie.

a — Fonction de transfert.

Par application de la TL a I’équation I1.7 (en prenant des conditions initiales nulles) il vient :

K
H(p) = . 5 Eq. I1.8
l+—p+ p—z

w, w,

b — Réponse indicielle.

, . .. N , o . \ d
La réponse indicielle (a un échelon unitaire), d’un systéme du 2" ordre est :

u(t) =I(z)
Ul
2 K Kw,?
U(P)=%7 =  Y(p)-= TRTAR S — ]
p(1+p+pz) p{p* +2ma,p+w,
w, w,

La derniére étape de détermination de y(z) nécessite 1’étude de trois cas en fonction de m :

* m > ], régime apériodique.

Le discriminant réduit de 1’équation caractéristique du dénominateur est alors

A =(m*-Dw,” >0



Le dénominateur posséde donc deux pdles réels distincts :
Py = —mw, =0 \Nm’ -1
négatifs (car p, + p, = 2mw, <0 et p,.p,= a)02 >0) tels que :

2
Kw,

plp-p){p-p,)

Y(p) =

On cherche alors a exprimer Y(p) sous la forme :

_a B Y

afin de calculer aisément la TL inverse de Y(p).

On obtient :
1 1 1
Y(p)=K|—+ P R
p D—=DP, PP PP P—D;
D’ou par TL™ :
y(1) = K.[l R - S Y e”ﬂ} Eq. L9
Pr— P> P>~ P
Ona:
lim,_ _y(t)=K (p1.2 pOles réels négatifs)
y'(0) =0 la tangente a I’origine est nulle

Dans I’hypothése ou m >> I, ona p, - p, =2w,\Vm’ -1 grand en valeur absolue.

C’est-a-dire |p1| << |p2| et donc | b | <<| P , ainsi le terme P
p2_pl‘ |p1_p2 Py, =D
devient  trés  rapidement  négligeable  devant Py o d’ou
Pr— P
y(t)=K.[1+ P2 "] ce qui correspond a la réponse d’un systéme du 1 ordre.
2

P

On parle alors de péle dominant, ici p,, c’est le pdle qui a le plus d’influence sur le
comportement du systeme (I’influence de p, étant comparativement négligeable). Les
poles sont représentés figure 11.10, le pole dominant est le pole le plus proche de

I’axe imaginaire.



Im
T p, = —mw, +w,Nm’ -1

Re =-mw, —w,\m* -1
* N P 0 0

Pz P1
Fig. I1.10 — Lieu des poles pour m >> |.

A la différence d’un premier ordre le tracé de y(z) (en trait plein) est caractérisé par

I’absence de cassure a ’origine (y'(0) = 0), cependant, trés rapidement, il rejoint le

tracé du premier ordre (en pointillés) exprimé précédemment (cf. figure I1.11).

()

3.171

S\

Fig. I1.11 — Réponse indicielle d’un 2" ordre pour m >> |,

Détermination du temps de réponse a 5% pour m >> [ :

0 (1) = K =K ~Ke "™
na Veg)=—— K =K —Ke ™"
Y5%) =100
2 2
Soit tr, =" 120~ =2 3
w, w,
tre, 3m
D’ou Yoo Eq. II.1
ou Zi . q 0
w,

* m = [, régime critique.

Le discriminant réduit de 1’équation caractéristique du dénominateur est nul A = 0, le
dénominateur possede donc une racine double réelle p; = p, = -wy d’ou
Ko, K
p(p + wo)z - p(l + p/a)o)2
On en déduit d’aprés les tables de TL™

Y(p) =

y(®) =K[1- 1+ w,t) e ] Eq. IL11




L’allure de y(?) est similaire & celle obtenue pour le régime apériodique de la figure

I1.11 (cas limite entre les régimes apériodique et pseudopériodique).

m < 1, régime pseudopériodique.

Le discriminant réduit de I’équation caractéristique du dénominateur est négatif. Le
dénominateur de Y(p) possede deux pdles complexes conjugués :

Py =—Mw, * Jo V1 - m*

tels que |pl| - |p2| =w,
. Ko, ,
Pour 0 < m < I, la transformée inverse de Y(p) = 5 P -y est donnée

p(p +2mw,p+w, )
dans les tables de TL™ :
(=K1 !
y(t)=K|1-
V1 -m?

e .sin(cuo Nl-m’t+ (p)]

Eq. I1.12
@ = arccos(m)

La figure I1.12 présente la réponse en régime pseudopériodique amorti (0 < m < I)
16+ yit)

d’un systéme linéaire du second ordre pour K =1, wy = 0,22 rad/s, et m = 0,18.

| |
12+ J

| ‘.' ./\ 5%
St e
08+ JE I.|| | Tr
I"l ; \/ "

04+ / .

D% = 57T%
1,5% = B4 s
Jl t , =3s
|
; |
% f . L’!“ . . t,5%
0 40 BO

- Ng)

120
Fig. I1.12 — Réponse indicielle d’un systéme linéaire du 2" ordre 0<m<]I).
Ona:

lim,_,, y(1)=K

: Perreur statique est nulle.
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On note 7, la pseudo période des oscillations amorties :
oo 2
P 2
w,N1-m
(pourm =0, T, = Ty = 2w/wy, d’ou le nom de pulsation propre non amortie de wy).

Le premier dépassement correspond a :

T ) i kr
Ly =—F—— et d’une facon générale | ¢, =
V1= m? w, N1 -m’
—m —mkm
D, = Ke''™" D, = Kel'™

Le temps de réponse a 5%, frsy, est donné par I’abaque de la figure I1.13. Il est

minimal pour m =0,7et vaut trf"%ﬂ Jo, =0,44.

e Temps de réponse a 5%
2n -
10—
[ ]
A
*g“‘\ P
A
-
2= M -
S /
1k _ 1 , bsw
b= - il // -+ 4
——— V.
L A
0.“'__— S —— G — p—
- — - —— v o v ad
e | e
! |
b el H
04 1 I— i
i
i |
7§ N [ l
0,1 07 1 2 10 m

Fig. 11.13 — Temps de réponse a 5% d’un systéme linéaire du 2™ ordre.

Pour m petit on a I’approximation (les oscillations durent longtemps) :

ryq, 3
S%JT/CUO - énm

Pour m < 0, un calcul similaire au cas du régime apériodique nous ameéne a :

P oMy P
P~ D> P, — D

1+ e

y(t) =K.
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Or Re(p;2) = -mawy > (0 donc

lim Re(pia)t

t—> +%

= 400

Les termes exponentiels divergent, le systéme est instable.

La figure 11.14 donne une synthése de la réponse indicielle d’un systéme du second ordre en
fonction de son coefficient d’amortissement m. On y retrouve les régimes apériodique,

critique et pseudopériodique (stable et instable).
Position des phies Réponse indiciclle

ﬂum y

*—o—*—lr—-’ﬂc ¢

iy

A m

——-—*—-—-’ Re

Jm

Figure I1.14 — Synthése de la réponse indicielle d’un systéme du 2" ordre en fonction de m.
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¢ — Réponse harmonique.

La réponse harmonique d’un systéme du 2" ordre est sa réponse a une sinusoide permanente,

u(t) = Uy.cos(w.t), le régime transitoire étant éteint. Partant de 1’équation I1.8 (p = jw) on

trouve :
) K
H(jw) = 5 Eq.1L.13
. w LW
142 jm—+ (] )
W, w,
Etude asymptotique :
Pour w —0 H(jw)=K d’ou H,, =20logK]|
Arg H =0
) -K ,
Pour @ —+ H(jw)=—— d’ou H,= 2010g|K| - 4010g(a)/a)0)
w
w,
ArgH =-n

La figure II.15 donne le tracé asymptotique de Hyp pour K = /. La valeur de m n’a d’influence

sur le tracé de H 3 qu’au voisinage de wy.

HdB

N\
] ] AN

1 7
, 10.0, @ (log)
-40 dB / décade

-40+

Fig. I1.15 — Tracé asymptotique du gain d’un systéme linéaire du 2™ ordre.

Pour m = 1, le dénominateur de H(jw) a deux racines réelles positives telles que :
K
(1+jw/a)l).(1+ jw/wz)

2
avec | w,, =mw,xw,NVm" -1

2
W, 0, =W,

H(jw) =



Ce qui conduit au tracé asymptotique de la figure I1.16 1égérement modifié¢ autour de wy.

S HdB
] al)o l AN
1 1 /
, w, @ (leg)
-20 dB / décade
-40 dB / ccade

Fig. I1.16 — Tracé asymptotique du gain d’un systéme linéaire du 2™ ordre pour m = 1.

K
Pour m < 1, I’étude détaillée du dénominateur de |I;I ( jw)| = ; 7
([1—(a)/a)0)2] +4m*(w/w,)?

met en évidence 2 sous cas :

* pour 0 < m < V2 /2, on constate I’apparition d’un phénoméene de résonance a la

K
pulsation @, = w,\1-2m’ tel que H,, =20log————— (cf. figure I1.17).
a O e

K

2

H, H,;, =20log

N / 2m 1- m
/ w, w
-40 dB / décade

Fig. I.17 — Phénoméne de résonance d’un systéme du 2™ ordre pour m < V2 / 2.

* pour \/5/2 < m < [, 1l n’y a pas de résonance, la courbe reste sous le tracé

asymptotique.

Le lecteur trouvera en annexe 3 les tracés des différents diagrammes de la fonction de

transfert d’un systéme linéaire du 2™ ordre et plus généralement tous les résultats et abaques

s’y rapportant.



Pour w = wy,on a:
K
H(jw,)|==—— ArgH = -n/2
2m
On note Q = 2L le facteur qualité du systeme (Q est utilisée pour qualifier les
m

systémes de filtrage).

Pour o =w, = w,\V1-2m*, on adans le cas 0 <m < ﬁ/z :
K

H(jw,)|=—"F——=
| 2mN1-m’
. 1
On définit le facteur de résonance par M =
2m\1-m’

Représentation de Black.

La figure I1.18 donne la représentation de Black d’un systéme linéaire du 2" ordre résonnant

pour m =0,5 et m = 0,34 (le gain statique est unitaire).

A |H|

o Arg H

- — 3dB

m=0,35

- 90°

Fig. I1.18 — Représentation de Black d’un systéme linéaire résonnant du 2™ ordre.



Le tracé permet de retrouver et d’identifier un certain nombre de points caractéristiques : le
régime statique (w = 0), la résonance (pour @ = w, on obtient M), la pulsation propre wy

(elle donne Qy3p), la pulsation de coupure w, a -3 dB, et I’asymptote vers -z pour @ — oo.

Représentation de Nyquist.

La figure I1.19 donne la représentation de Nyquist d’un systéme linéaire du 2" ordre pour

différentes valeurs du coefficient d’amortissement : 0,3 < m < 5 (le gain statique est unitaire).

Le tracé est obtenu a partir de I’expression :

K. 1—(0)/(00)2
H(jo) = | ) pj K {ofo,)

(1 _ (w/w0)2)2 + 4m2(a)/w0)2 (1 - (a)/a)o)z)2 + 4m2(a)/w0)2

Elle-méme calculée a partir de I’équation I1.13.

Pour w —+ ona H(jw) —0 par les valeurs négatives (le gain tend vers 0 et la phase vers

-Tr).
0 0 K=1
[ | T I! |
1 1 ./'9-17’;/,~' 1 i )
: A /7 |,~” | :\ : R
5 ] R 1 i W v e 1
DATARSURN [\
I S07 L8 I Tl N TR al ot
e R 2 I B T e e A
4 N 1 1 i \
i {121 i |\-Y i J \
B e B T B R fomfmtfeo\
g i b\ o g I 1) |
[ M NE R Yl 2 I
08 -----l-o----%{----‘-;n-----f---'—"—‘f—u— e f===-1
) i ) N i =05 1| -0 /i .
0] AN 17N 1 1 Vg Tl S |
" (R TP R A PRI ¢ (WL YOI L IO LSNP .00 ) SRR
Hy | e o TEATIREEC T‘{ T iz r/‘ T 7
1 1 \ 1 1 " 1 1;/ ]
1 1 ] | m=041 [P 1
1 1 ™~ 1 | 1 N (2
12 F---- [ O D T T P [ R SO PR SR
] I T VAT T O D aa R
; e /
EN G T
B I T
1 | \\,J 1 ?”=03 1 1 A 1
o baiaa Y P s, NG, Ldaceelancadaaaa | Iy IR PEpEp—
8 R R oo S I 5 <R
| | 1 I E——— 1 | |
: H : H : H : : H
-1.8

08 08 04 02 0 02 04 06 08 1 1.2

Fig. II. 19 — Lieu de Nyquist d’un systéme linéaire du 2™ ordre (0,3 < m < 5).



I1.3. Systémes d’ordre supérieur a 2.

D’une fagon générale, I’équation différentielle représentative d’un systeme linéaire d’ordre

supérieur a 2 (S.L.T.1.) peut s’écrire :

dy(t) d"y(1) du(t) d"u(t)
y(t . . =b,u(t)+b,. tb . L
aO }’( )+a1 dt + +an dtn Ou( )+ 1 dt + + m dtm Eq II 14
avec a;, b; coefficients constants réels,

n = m , pour les systémes physiques réalisables (c’est-a-dire
respectant le principe de causalité),

n est ’ordre du systeme.

On en déduit I’expression de la fonction de transfert correspondante (conditions initiales

nulles) :

m-1

+..+bp+b,

— N(p) _ bmpm +bm—1p

H -
() D(p) a,p"+a, p' +..+ap+a,

Eq. 1115

Les racines du numérateur, N(p), sont les zéros de la fonction de transfert H(p), et, les racines

du dénominateur, D(p), ses poles.

Les coefficients étant réels, les n pdles (p; a p,) de H(p) sont soit réels, soit complexes
conjugués deux a deux.
Ainsi, le dénominateur peut s’écrire sous la forme :

D(p)=a,(p-p)(p-p,)--(p-p,)

D’ou la possibilité d’exprimer H(p) comme une somme d’éléments simples :
n A
H(p) = E;’ avec 4; complexe
i=1 P—D;
Soit une décomposition additive en sous-systémes du 1°" ordre (pour les poles réels) et du 2™

ordre (pour les pdles complexes conjugués).

Dés lors, la réponse du systeme complet est la superposition des réponses de chacun des sous-
systémes qui le composent (par application du principe de superposition), comme illustré

figure I1.20 par la réponse a un échelon.
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K,. T,
— s(t)
t 1
elt) K. T,
[
r---—
K,m résultat final
)
LS ages s

plan P réponse temporelle
position des pdles a l'echelon

Fig. I1.20 — Réponse indicielle d’un systéme linéaire d’ordre supérieur a 2.

En termes de stabilité, il suffit d’un seul pole a partie réelle positive pour entrainer I’instabilité

de I’ensemble.

Les poles dominants sont situés a proximité de 1’axe imaginaire. Pour un podle réel cela
correspond a une constante de temps élevée ; pour un couple de poles complexes conjugués a
un coefficient d’amortissement faible.

La réponse globale du systéme dépend principalement des poles dominants.
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lll. Stabilité des systémes asservis.

III.1. Schéma général d’un asservissement.

a — Notion de bouclage.

La figure III.1 donne le schéma général d’un systéme asservi selon le principe introduit au
chapitre 1.

Chaine directe / d'action

A
- I

organe de y
processus
commande

N4
A\ 4

r perturbation

N

capteur

~
Chaine de retour

Fig. ITI.1 — Schéma de principe d’un asservissement.

Avec
x. . grandeur de consigne,
y : sortie,

x, : grandeur de retour (image de y),

£=x.-x, :signal d’erreur.

On distingue 1’étude de la stabilité lors :

- des variations de consigne : probléme de consigne ou de suivi,

- de la présence de perturbations sur le processus : probléme de régulation.

Dans le cas particulier du retour unitaire, y et x. sont de méme dimension (tel que x. =y, = y).



b — Fonction de transfert en boucle ouverte et en boucle fermée (FTBO / FTBF).

La figure II1.2 (a) donne la représentation d’un asservissement sous forme de schéma bloc

(chaque bloc est remplacé par sa fonction de transfert, ou transmittance de Laplace).

X, E(p)
(») P ) Y(P)>

X.(p)

B(p)

(a) Schéma bloc d’'un asservissement

X.(p) é(p) Y(p)
> Alp) X.(p) Y
X.(p) pﬁ F TBF(p)—>(P)
(P
T— B(p)
(b) Calcul de la FTBO (c) Représentation en BF

Fig. I11.2 — Représentation sous forme de schéma bloc d’un asservissement.

Fonction de transfert en boucle ouverte.

Lors de la détermination de la fonction de transfert en boucle ouverte, la boucle est ouverte au

niveau de la grandeur de retour (cf. Fig. I11.2 (b)), méme si cela peut sembler non intuitif :

FTBO =T(p) = %
FTBO=T(p) = A(p).B(p)| Eq. L1

Fonction de transfert en boucle fermée.

Le calcul de la FTBF permet de mod¢liser le systéme asservi dans son ensemble (cf. Fig. I11.2
(c)).Ona:

FTBF = H(p) = Y

X.(p)
Tel que
Y(p)=A(p)e(p)
Y(p)= Ap)[X.(p) - X,(p)]
Y(p) = A(p)[X.(p) - B(p)Y(p)]

Y(p)[1+A(p)B(p)] = A(p) X.(p)



Dot FTBF = — 2P Eq. 1.2
1+ A(p)-B(p)
Soit :
1+ FTBO
La figure I11.3 présente le cas particulier du retour unitaire.
X.(p) €(p) Y(p)
T(p) >
Fig. I11.3 — Cas du retour unitaire.
On a alors :
T FTBO
FTBF = H(p) = (p) FTBFretour unitaire ~ 1 . 1/
1+T(p) 1+ FTBO

Structure équivalente a un retour unitaire.

Il est possible de ramener tout systéme asservi au cas du retour unitaire (cf. figure I111.4) a
partir de la FTBF du systéme réduit (le systeme réduit correspond au systeme pour lequel la

sortie est X,(p) au lieu de Y(p).

X, &(p) X,
(r) I, ) Y(p) (p)‘)(?_k A(p) {’(p) B(p)
X.(p) : :

B(p)

X, Y
,r(p) 1/B(p)_(’>’)

Fig. I11.4 — Structure équivalente a un retour unitaire.

Avec :
FTBO, = A(p).B(p) =T,(p)

Ap)B(p) _ _T,(p)
1+A(p)B(p) 1+T.(p)

FTBF, =H (p) =



I11.2. Interprétation géométrique du passage de la boucle ouverte a la boucle fermée.

Dans le cas d’un asservissement a retour unitaire tel que

I(p)
H(p) =
1+T(p)
Avec
T(p) - GBO (p)e.i¢so(p)
tel que Gpo soit le gain et ¢po soit la phase en boucle ouverte.
Soit
GBO (p) e J9Bo(P) GBO (P)
H(p) = B0 P) ~i080 ()
1+ Gy, (p)e’ Gyo(p)+e 7w
G
H(jo) - @
Gyo(w) +cos oy, (w) — jsing,,(w)
En notant
ﬂ(]w) — GBF(O))Ej¢BF((U)
On obtient

Gpo()
VG (@) +1+2G iy (0).cO8 Gy (0)

Gyr(w) =

sing,,(w)
Gyo(@) +cos Py, (w)

¢pr(w) = arctan

Ainsi, connaissant le FTBO (G0, ¢50) pour un o donné on en déduit la FTBF (Ggr, @sr).

a — Abaque de Black-Nichols.

L’abaque de Black-Nichols permet de repérer par un systéme de doubles coordonnées les

valeurs de la FTBO et de la FTBF correspondante (pour un retour unitaire uniquement) dans

le plan de Black.

Dans le systeme de coordonnées rectangulaires (@zo, Gpo 48), on trace les courbes isomodules

Gprap = cte (en traits continus) et isophases ¢pr = cte (en pointillés) de la FTBF.

Courbe isomodule Ggr 45 = cte , tracée d’apres :
__H(jo)  Gye

1-H(jo) 1-Gy e
GBF

~Gpyp +COS Py — jSingy,

I(jw) =
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Soit
G
GBO = - BF
\/GBF —2Gy COSPy +1
¢z = arctan 0 P

Co8 Py — Gy

Le tracé des courbes isomodules (traits continus verts sur la figure III.5) se fait pour
Ggrag = cte , dans le repére (¢zo, Gpop) en faisant varier @pp.
Le tracé des courbes isophases (traits pointillés rouges, fig. I11.5) se fait pour ¢pr = cte , dans

le repére (¢po, Groas) en faisant varier Gpr 5. Voir également I’abaque donné en annexe 4.

125

F—_isomodule
il \Her as

. isophase
Por 1

I

| - -
I { 1 !
| I I | 1
b 1 ' )
| [ i \

I
L |
(I
I—1- —+ - —|
I 1 |

Fig. II1.5 — Courbes isomodules et isophases de 1’abaque de Black-Nichols.
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b — Analyse des résonances.

On considére dans cette partie un asservissement a retour unitaire résonant en boucle ouverte

et en boucle fermé. Sa FTBO est tracée (en bleu) dans I’abaque de Black-Nichols de la figure

I1.6.

Le suivi point a point du tracé de la FTBO, pour w variant de 0 a + o, permet de déterminer la

FTBF ; son gain en dB étant lu a I’intersection avec les isomodules et sa phase a I’intersection

avec les isophases pour un w donné.

15

T, dB

FTBO
FTBF

10

- Teo dB( Wp BO)

M Facteur de
BO dB résonance

0 TBO dB(o)

;DBO

Fig. I11.6 — Analyse de la résonance.

Pour w = 0, on lit le gain statique en boucle fermée Hpr 45(0) =-5,5 dB sur I’isomodule

correspondante (en rouge fig. II1.6) et ¢pr = 0° sur I’isophase (confondue avec 1’axe des

ordonnées).
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L’existence d’un maximum de gain en BF, c’est-a-dire d’une résonance a la pulsation w, gr,
est attestée par I’existence d’un point de contact entre la FTBO et I’isomodule Hgr 45= 2,3 dB
(plus précisément la FTBO est tangente a cette isomodule, et celle-ci correspond a un gain
supérieur au gain statique).

Attention a ne pas confondre les fréquences de résonnance en boucle ouverte, w, go, et en
boucle fermé, w; gr.

On peut alors tracer (figure II1.7) I’allure du diagramme de Bode de la FTBF (en prenant au
besoin quelques points intermédiaires). Avec :

HBFdB(a)rBF) = HBFdB (0) + MBFdB

Mpr 45 étant le facteur de résonance de la BF.

Fig. I1I.7 — Module en dB de la FTBF.

L’abaque de la figure II1.6 permet de relever deux autres pulsations utiles :

- wr: la pulsation de transition telle que 750 4p(wr) =0 dB,

w, : telle que gpo(w,) = - 180°.

¢ — Bande passante en boucle fermée.

L’abaque de Black-Nichols permet également de déterminer rapidement la bande passante a
-a dB en boucle fermée, c'est-a-dire la pulsation de coupure correspondante, w, (cf. figure

11.8).

Hyr 440) _—/\ W,
S

: ‘w
HBF dJo) -a dB------------------------------.\:\_.

Fig. I11.8 — Bande passante a -a dB de la BF.
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La méthode a suivre est illustrée figure I11.9 : partant de I’isomodule correspondant au gain

statique (Hpr 45(0) en rouge), on cherche le point d’intersection de la FTBO avec 1’isomodule

Hgrap(0) - adB (en bleu) qui donne la pulsation de coupure correspondante ..

v ’ - < \
N 2dBr P = / . \

1720 ap

Hil-15

Deo
4

Fig. I11.9 — Détermination de la bande passante a -a dB en BF.

I11.3. Réponse impulsionnelle d’un systéme bouclé en régime linéaire.

\

L’étude de la réponse impulsionnelle (réponse a un Dirac) d’un systéme bouclé permet

d’aborder la question de la stabilité. D’aprés la définition 6, un systéme stable écarté de son

point de repos doit y retourner.

En exprimant la FTBF, H(p), sous forme d’une fraction rationnelle (cf. équation II.15, partie

I1.3) :
m m-1
) e
Et d’apres :
x (=6 —— X.(p)=1
Ona:

b, p"+b, p"" +..+bp+bh,

Y(p)=H(p)1= n n-1
a,p +an_1p +...+a1p+a0

(tqn =m)
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Ce qui nous conduit a (cf. partie I11.3) :

A A
Y(p)=——+ .+ — A; complexe
p - pl p - pn
Ainsi, lors du retour dans le domaine temporel, on a pour chaque péle p; de H(p) :
A ! Ael!
p-D;

Pour que ces exponentielles ne divergent pas vers + oo il faut que la partie réelle de chaque p;

soit strictement négative.

Conclusion : un systéme de transmittance H(p) est stable si et seulement si tous ses poles
sont a partie réelle strictement négative (c’est-a-dire que les zéros de

D(p) = 1 + T(p) sont a partie réelle négative).

On remarque donc qu’il suffit de connaitre les zéros de / + T(p) pour conclure sur la stabilité

d’un systéme. D’ou la régle fondamentale de I’automatique :

La connaissance de la FTBO permet de conclure sur la stabilité du systéme en boucle

fermée.

En dehors du calcul direct des pdles (par ordinateur), il existe deux grandes familles de critére
pour étudier la stabilité d’un systéme :
- les critéres algébriques,

- les criteres géométriques.

I11.4. Le critére de Routh-Hurwitz (critére algébrique).

Considérons un systéme de FTBF® :

_Np) _ N(p)
D(p) aﬂp"+an_1p""1+...+a1p+a0

H(p)

L’¢étude du polynome caractéristique D(p) = 0 (ou polyndme d’Hurwitz) permet de conclure

sur la stabilité du systéme (le criteére est énoncé ci-apres sans étre démontré).

6 L attention du lecteur est attirée sur le fait qu’il s’agit du seul critére basé sur ’étude de la FTBF (les critéres
géométriques présentés ci-apres reposent sur 1’é¢tude de la FTBO).



Le critere de stabilité de Routh se décompose en deux conditions :

* Une condition nécessaire : la stabilité exige que tous les coefficients a; soient de méme
signe et non nuls.

* Une condition nécessaire et suffisante : le systéme est stable (i.e. les zéros de D(p),

c'est-a-dire les poles de H(p), sont tous a partie réelle strictement négative) si et

seulement si tous les termes de la 1 colonne du tableau de Routh sont de méme

signe.

Construction du tableau de Routh :

P a, a, 4
n-1
p an—] an—S an—S
a .a —-a.d a _.d —-a.d
n-2 n-1"n-2 n"n-3 _ n-1"n-4 nn-5 _ _
p =b, =b, by =
an—l an—l
w3 | b4, ;-a, b _ _
1
1
p
0
p

Les deux premicres lignes du tableau de Routh sont obtenues en reportant les coefficients du
polynome caractéristique (les emplacements vides correspondent a la valeur zéro).

Les coefficients des lignes suivantes sont calculés a partir des coefficients des deux lignes
lére

immédiatement supérieure et correspondant plus précisément a la colonne et a la colonne

suivante (le cadre et le gamma inversé gris clairs ajoutés au tableau illustrent le calcul de b;).

Exemple 1 : conclure quant a la stabilité du systeme de FTBF :

1
PP +pt=2p+2p7+p+5

H(p) =

Solution : les coefficients associés au polyndme d’Hurwitz ne sont pas tous de méme signe.

La condition nécessaire de stabilité n’est pas vérifiée. Le systéme associé est donc instable.

Exemple 2 : conclure quant a la stabilit¢ du systeme de FTBF :

K(1+r.p)
p4 +5p3 +3p2+6p+1

H(p) =



Solution : D(p) = p* +5p° +3p”> +6p+1=0

Tous les coefficients sont de méme signe, la condition nécessaire est vérifiée.

p 1 3 1
p’ 5 6 0
p2 5.3—6.1=9/5 5.1—0.1=1
5 5
6-5.1
o [ 236251099 0
. 9/5
p 1

Tous les coefficients de la premiere colonne sont de méme signe, le systeme est donc stable.

Exemple 3 : conclure quant a la stabilit¢ du systeme de FTBF :
K

H =

(P = s v 3+ 16p+1
Solution :

ptl 1 31

PPl 5 16 0

prl-1/5 1 0

p1 41 0

p’| 1

Il y a deux changements de signe ce qui indique la présence de 2 pdles instables.

Exemple 4 : le critere de Routh présente é¢galement un intérét lorsqu’il faut déterminer la
valeur d’un parametre pour lequel le systéme franchit le seuil de stabilité.

On considére un systéme a retour unitaire de FTBO :

T(p) = telque K> 0, 7> 0

T.p. (p2 +2p+2)

A quelle condition ce systéme est-il stable ?

Solution : calcul de la FTBF :
T(p) K ,

Hp)= 1+T(p) Tp° +2tp* +2tp+K dou:

p’ T 2t 0

p’ 2T K O

P 4t1-K 0 stable si 4T;K >0 soit si I% <4
| K




IIL.S. Les critéres géométriques de stabilité.

a — Le critére de Nyquist.

Théoréme de Cauchy : si un point d’affixe p, décrit dans le sens horaire un contour
fermé (C), a lintérieur duquel on trouve P pdles et Z zéros
d’une fraction rationnelle D(p), alors, la courbe (T) transformée
de (C) par D(p) fait N tours (comptés positivement dans le sens
horaire) autour de 1’origine avec :

N=Z-P

(p-2)(p—2,)....
(p-p)(p-py)...

Justification : en écrivant D(p)=a

les z; étant les zéros et les p; les poles de D(p).
On a Arg(D(p)) =Arg(p-z)+Arg(p-z,)+..— Arg(p-p,) - Arg(p - p,) — ...
Lorsque p se déplace dans le sens horaire sur une courbe fermée (C), si z; est entouré par la
courbe, alors Arg(p-z;) augmente d’un tour (dans le sens horaire), le résultat étant similaire (au

signe pres) pour -Arg(p-p;) on obtient bien N = Z — P. Ce résultat est illustré figure I11.10.

D(p)
Im ~~

ey AP
k/o‘z (C) L

X pbles de D(p)
o Zzéros de D(p)

Fig. I11.10 — Illustration du théoréme de Cauchy.

A(p)
1+T(p)’

Pour I’étude d’un systéme asservi de FTBF, H(p) = le choix de (C) porte sur le

contour de Bromwich (représenté figure I11.11) de facon a englober toutes les racines a partie

réelle positive ou nulle de / + T(p) (a I’exception de 1’origine). Le contour de Bromwich est
constitu¢ de deux demi cercles de rayon r et R, complété par deux segments de droite
confondus avec I’axe imaginaire. Pour r —0et R —+oon englobe bien le demi plan

complexe a partie réelle strictement positive.




R Re

/

ré

Fig. ITI.11 — Contour de Bromwich.

D’apres le théoréme de Cauchy, si p décrit (C), le contour de Bromwich, alors / + T(p) décrit

une courbe fermée (T) faisant N tours dans le sens horaire autour de 1’origine avec :

N=Z-P"
tel que P = poles a partie réelle > 0 de I + T(p)
P" = poles a partie réelle > 0 de T(p)
P’ = Ppo" poles instables de la boucle ouverte
et
Z" = zéros a partie réelle > 0 de I + T(p)
A
Z" = poles a partie réelle > 0 de _Ap)
1+T(p)
Z" = Py poles instables de la boucle fermée
Soit
NV = Pgr' - Pgo’|

Ainsi, connaissant Py et N, on en déduit le nombre de podles instables de la FTBF (i.e. la

stabilité).

Point critique (-7,0) : plutot que de regarder le nombre de tours de (I) = {1 + T(p)} autour de

I’origine, on trace (I" *) = {T(p)} (la FTBO) et on regarde le nombre de tours autour du point

critique (-7,0). Ce résultat est obtenu par une simple translation de -/ selon I’axe réel.

On est alors a méme d’énoncer le :



Critere de stabilité de Nyquist : lorsque p décrit le contour de Bromwich (C) dans le sens
horaire, 7(p) (la FTBO) décrit une courbe (I') dans le plan complexe. Le systéme est stable en
boucle fermée si et seulement si le nombre de tours de (I') autour du point critique -/ comptés
dans le sens horaire est égal a moins le nombre de pdles instables de 7(p) (pdles Re>0 de la
FTBO). Pour un systéme stable en boucle ouverte, le systéme est stable en boucle fermée si

(I') n’entoure pas le point critique.

Rmgq : pour un systéme instable en BF, le nombre de pdles instables est Pgz" = N + Ppo .

La connaissance de la boucle ouverte permet de conclure sur la stabilité en boucle

fermée.

Comportement a Iorigine : le contour d’exclusion a 1’origine (pour p = 0) permet d’éviter les

problématiques d’existence de la FTBO dans le cas ou elle peut s’exprimer sous la forme :

a l+bp+..+b p"
T(p)=_a lp mpn
p" l+ap+..+a,p

avec o> 0

Pour p = 0 (au voisinage de 0) : T(p)= ia
p

Ainsi, en parcourant le demi-cercle de rayon r, ’argument de p passe de -7/2 a +w/2 en
faisant un demi-tour autour de 1’origine dans le sens antihoraire, et donc I’argument de 7(p)
passe de an/2 a -am/2 en tournant dans le sens horaire. Ainsi, on passe de T(0) a T(0") en

faisant une rotation de ot dans le sens horaire.

L’exemple suivant, qui sera corrigé en TD, illustre ce comportement.

K
Exemple : Etudier la stabilit¢ du systéme de FTBO, T(p) = , par application
p(p+D.(p+2)

du critére de Nyquist.




b — Le critére du revers.

Le critére du revers est une simplification du critére de Nyquist pour les systémes simples.

Conditions suffisantes devant étre vérifiées par la FTBO pour pouvoir appliquer le critere du

revers :
- systéme stable en boucle ouverte,
- ordredela FTBO > |,
- T(p) a phase minimale (i.e. pas de zéro a Re>0),
- le rapport des coefficients de plus bas degré du numérateur et du dénominateur est

positif.

Critére du revers : si un systéme vérifie les conditions suffisantes exposées précédemment et
si le lieu de Nyquist de la FTBO, décrit dans le sens des pulsations croissantes (0" a + <o),

laisse le point critique a sa gauche, alors, le systéme sera stable en boucle fermée.

La figure III .12 illustre ’application du critére du revers pour des systémes instable et stable.

Im Im
A A
cercle
e unitaire.-”
T II z, xw 7, *5)
a)ﬂ, v ] Be \ Be

-1 \‘

cercl:c\\

unitaire

w=0
Instable Stable
w, < a), (Uf < w,

Fig. I11.12 — Illustration du critére du revers.

Critére du revers dans le plan de Black : si un systéme en boucle ouverte vérifie les

conditions suffisantes énoncées précédemment, et, si son lieu dans le plan de Black parcouru
. . + 3 . . .. N .

dans le sens des pulsations croissantes (0" a +oo) laisse le point critique a sa droite alors le

systéme est stable en boucle fermée.




La figure III .13 illustre I’application du critére du revers dans le plan de Black.

TdB

A A

w=0 w=0

Arg T Wy Arg T

|

w = +0 w = +00 T
Instable Stable
w, < Wy (ON < w,

Fig. I11.13 — Illustration du critére du revers dans le plan de Black.

C’est un résultat que I’on peut illustrer également sous forme de diagramme de Bode (cf.

figure I11.14).

—\w"
0 dB 0 dB

-180°

Instable Stable
w, < w, w; € W,

Fig. II1.14 — Diagrammes de Bode de systémes instable et stable.

D’une fagon générale, pour des systémes satisfaisant aux conditions suffisantes du critére du

revers, on retiendra que le systéme est stable pour wr < w,; et instable pour w, < wr.



¢ — Marges de stabilité.

On introduit la notion de marges de stabilité pour s’assurer qu'un systéme est /oin du point
critique ; en d’autres termes, elles permettent de quantifier la distance séparant le lieu de la
FTBO du point critique (synonyme de limite de stabilité).
On définit :
- Marge de phase :
M, = Arg[T(p = ja)T)]+ 180° [°]

- Marge de gain :
Mg =-T(p=jo,), [dB]

Les definitions de Mg et de M, sont telles qu’elles soient positives pour un systéme stable.

La figure III.15 illustre le tracé des marges de phase dans le plan de Black et dans le

diagramme de Bode.

w=0 0 dB

Arg T

-180° |

Fig. II1.15 — Marges de stabilité¢ pour un systéme stable.



IV. Performances des systémes asservis.

Dans ce chapitre on considérera que les systémes ¢étudiés sont stables (et a retour unitaire).

Les deux critéres de performance étudiés sont la précision et la rapidité (cf. I.3.c).

IV.1. Précision.

Définition 11 : Estimer la précision d’un systéme asservi c’est mesurer ou prédire

I’évolution temporelle de I’écart entre la consigne d’entrée et la sortie

du systeme : £(1) = y.(t) — y(2).

Le but étant de minimiser &(%).

Le systeme est susceptible d’évoluer sous 1’effet d’une modification de la consigne y.(?) ou de

I’apparition de perturbations extérieures n(?).

N(p)
Y.(p) &(p) Yp)

—()—>— Alp) B(p)

N

Fig. IV.1 — Schéma bloc d’un systéme a retour unitaire.

D’apres la figure IV.1 on peut écrire :

Y(p)= A(p).B(p) £(p)+B(p).N(p)

FTBO en ['absence de perturbation

Y(p) =T(p)[Y.(p) - Y(p)]+ B(p)N(p)
Y()[1+T(p)] = T(p)Y.(p) + B(p)N(p)

T B
=—1 (p) K(p)+—(p)
+T(p) 1+7T(p)
—_—

FTBF

Y(p) N(p)

Ainsi, d’une fagon générale, on peut décomposer 1’étude en deux :

- d'une part I’étude de la poursuite : évolution de I’erreur pour les variations de la

consigne en 1’absence de perturbations,

- et d’autre part I’étude en régulation: évolution de D’erreur en présence de

perturbations pour une consigne fixe.



a — Précision statique en poursuite — Erreur en régime permanent.

L’erreur en régime permanent est :
lim,_, e(t)=¢,

Donc, d’apres le théoréme de la valeur finale :

g, =lim,_  &(?) =lim,_, pe(p)

Avec
e(p)=Y.(p)-Y(p)
_ __T(p)
e(p)=Y.(p) +T(p) Y (p)
RAV)
D=1 10
D’ou
¢ =lim _ PY(P) Eq.IV.1

: "Y1+ T(p)

L’erreur statique, &, dépend du signal de consigne et de la FTBO.

Dans le cas ou I’on peut écrire la FTBO sous la forme :

a l+bp+..+b p"
T( p) =—. \P mpn (systeme de classe «, i.e. nb d’intégrations pures)
p" l+ap+..+a,p

On a alors :

. ) K
lim,_,T(p) =lim,_, ?

La FTBO correspond alors aux exemples de diagrammes de Bode asymptotique (gain

uniquement) donnés figure IV.2.

O{=0 Ot=1 O£=2

dB TdB

A A A

y (-2)

w (log) w (log) w (log,
-1) (-2) (-3)

Fig. IV.2 — Allures du gain de systémes de classe 0, 1 et 2.




Réponse a un échelon de consigne (erreur de position) :

y.()=T(t) —— Y.(p)=1/p

D’ou
g, =lim lim !
=11 _— = —_—
eIy T K
pC{
1
et donc pour o =0 : €, =
T 1+K
etpoura=1:
e, =0 Un systéme qui posseéde au moins un intégrateur (a = /) en

boucle ouverte a une erreur de position nulle.

Réponse a une rampe (erreur de trainage) :

TL

y()=t —F— Y.(p)=1/p

D’ou
g, =lim, _,—. 1
Py ﬁa
P
pour o = 0 £, —>+00
pour o =/ e, =1/K
pour a =2 e, =0 | Un systéme qui posséde au moins deux intégrateurs (a = 2)

en boucle ouverte a une erreur de trainage nulle.

Réponse a une parabolique (erreur en accélération) :

y(=£2 —— Y.(p)=1/p’

D’ou
g, =lim _, LZ %
Py —
p
pour a = 0ou I £, —>+00
pour o =2 e, =1/K
pour o = 3 g, = Un systéme qui possede au moins trois intégrateurs (o = 3)

en boucle ouverte a une erreur d’accélération nulle.




Quand g est finie et non nulle, le fait d’augmenter K la fait baisser. Au risque de rendre le

systéme instable.

Le tableau IV.1 rassemble les résultats précédents.

Classeo = 0] 1 2
A
erreur de gL
oy . S 1+K
position / : ' 0 0
(échelon) >
r' *
erreur de €, =% 0
trainage o
(rampe) .
1
g -
erreur de. d o0 o0 sT%
accélération

Tab. IV.1 — Erreur en fonction de la classe des systémes.

b — Précision dynamique en poursuite.

On a établi précédemment que :

ep) 1
Y(p) 1+T(p)

a
0dB\r

Fig. IV.3 — Allure typique de la FTBO d’un systéme physique.

> (log)




D’ou, en considérant 1’allure typique de la FTBO d’un systéme physique donnée figure IV.3

on peut établir que :

- pour w << wr, les composantes basses fréquences des signaux, on a |T( ja))| >>1

r.Go)
T(jw)

- pour w >> wr, les composantes hautes fréquences des signaux, on a |T( ja))| <<1

soit |§ ( ja))| = petit. Ce qui correspond a une trés bonne précision.

soit ¢ grand. Ce qui correspond a une trés mauvaise précision.
Ainsi, plus la pulsation de transition (i.e. la bande passante) d’un systéme est grande,

meilleure est sa précision sur une large bande de fréquence (on avait déja établi qu’une

large bande passante entraine un faible temps de réponse).

¢ — Précision statique en régulation (c'est-a-dire en présence de perturbations).

D’aprés e(p) =Y.(p) - Y(p) et en se référant a la figure IV.1, on peut établir :

B(p)
Y.(p)- N
1+7(p) .(p) 1+7(p) (p)

erreur en régulation

&(p) =

En considérant Y (p) =0 et en faisant abstraction du signe on écrira :

__B
1+T(p)

e(p) N(p)

On considére une perturbation assimilable a un échelon unitaire N(p) =1/p.

D’ou, d’apres le théoréme de la valeur finale :

Blp) 1 _,. ~ _BW
1+T(p) 'p P01+ T(p)

En utilisant une écriture similaire au paragraphe a, on écrit pour p— 0 :

g =lim_ &) =lim,_ ,p

K
et A(p) = —2

ay

K
B(p)=—
p

Avec K, p les gains statiques des blocs A et B et ay 5 les classes correspondantes.

Soit finalement :




Le tableau IV.2 synthétise les valeurs de & pour les différentes classes des blocs A et B.

aA:O OtA=1,2,...
K
aB:O 8S= £ 0
1+K K,
1
ag=12, .. £, =K_ 0
A

Tab. IV.2 — Précision statique en régulation (échelon unitaire).

On déduit de la derniere colonne du tableau précédent que 1’erreur statique engendrée par une
perturbation assimilable a un échelon est nulle s’il existe au moins une intégration en amont

de la perturbation.

d — Critéres de performance.

Plusieurs criteres de performance permettent d’estimer D’erreur (et la rapidité de sa
disparition), pour les présenter, on considére un systeme stable dont 1’erreur statique en
réponse a un échelon est nulle, cf. figure IV .4.

4

b (1)

Y1) N\ . .

Vv
-+

e4(1)

n

Fig. IV.4 — Visualisation de I’erreur et de 1’erreur quadratique.
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Un premier critére consiste a intégrer le carré de I’erreur :

I= f0+°°.92(t)dt

La meilleure précision est obtenue pour / faible.



On rencontre d’autres fagons de calculer le critére :

I= f 0+°°|£(t)|dt afin de minimiser I’influence excessive du 17 lobe de &’
Ou encore :

1= f0+wtle(t)|dt (ITAE, Integral of Time Multiplied Absolute value of

Error) pour introduire une pondération temporelle du poids des lobes.

IV.2. Rapidité des systémes.

On cherche a obtenir des systemes asservis une réponse rapide aux variations de la consigne

et une aptitude a effacer rapidement les perturbations.

Le temps de réponse a 5% donne une bonne évaluation de la rapidit¢ d’un systéme, il
exprime le temps mis par le processus soumis a un échelon pour atteindre sa valeur de régime
permanent a £5% pres (et y rester). La figure IV.5, illustre la mesure du temps de réponse a

5% pour un 1¢ et un 2™ ordre.

y u /\y + 5%
/‘;"? """""""" 5%

> - S

t 7('1'1 7‘1-2 t

Fig. IV.5 — Illustration de la mesure du temps de réponse a 5%.

Le temps de réaction est li¢ a I’inertie du systéme considéré, c'est-a-dire a ses propriétés
physiques (réaction rapide d’un micro moteur, dynamiques lentes d’un réacteur nucléaire).

Elles ne sont pas modifiables.

Dans le cas d’un 1 ordre, on a établi la relation liant le temps de montée et la fréquence de
coupure, ¢, .f. =0,35 (cf. §IL.1.f) ; le systéme étant d’autant plus rapide (¢, faible) que sa
bande passante est large.

D’une facon générale : ’amélioration de la rapidité (propriété temporelle) d’un systéme

passe par ’¢élargissement de sa bande passante (propriété fréquentielle).

Pour préciser cette notion, étudions I’effet du bouclage a retour unitaire d’un systéme du 1¢

ordre T(p) (cf. figure IV.6).



E(t u(t) t
V(1) (1) p AP y()>
l+p

Fig. IV.6 — Asservissement d’un systéme du 1 ordre’.

Calcul de la FTBF :

KT K
H(p) = (p) _ 1

= =...= H(p) 1 ordre
1+KT(p) I+t,p v

avee

K, =K%+K er T =%+K

On en déduit les pulsations de coupure en boucle ouverte :
w,. =1/t
et en boucle fermée :
w, =1/t =(1+K)w,
Ainsi, le passage en boucle fermée entraine une multiplication par / + K de la pulsation de

coupure et, par conséquence, une division par / + K du temps de montée (cf. ¢, .f. =0,35).

On notera, que les propriétés intrinseéques du processus physique 7(p) ne sont pas modifiées
par le passage en boucle fermée, T(p) a toujours une pulsation de coupure égale a 1/t
Cependant, le systéme bouclé se comporte globalement comme s’il avait une bande passante
de //7;. C’est la commande générée en entrée de 7(p) par la boucle d’asservissement qui, du
fait de son amplitude, permet d’accélérer la réponse comme illustré figure IV.7 pour la boucle

ouverte (a gauche) et pour la boucle fermée (a droite).

La forme de u(t), la loi de commande du systéme en boucle fermée, appelle deux remarques :
- en pratique, la pointe de commande de u(?) est limitée, si on atteint la saturation, le
systéeme a un comportement non linéaire et 1’é¢tude perd sa validité mathématique,
- un a-coup de démarrage trop important sur u(z) n’est pas toujours souhaitable, par
exemple, pour éviter un vieillissement trop rapide d’un systéme mécanique, ou

pour des raisons de surconsommation d’énergie.

7 Le lecteur attentif aura relevé que I’utilisation de la transmittance de Laplace avec des signaux temporels est abusive.
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Fig. IV.7 — Effet de la boucle fermée sur un systéme du 1 ordre.
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V. Correction des systémes asservis.

V.1. Introduction.

La bonne qualit¢é d’un asservissement se mesure en termes de stabilité, de rapidité, de
précision et d’aptitude a effacer les perturbations. Ces qualités sont déterminées par les
caractéristiques physiques propres du systéme. Il y a alors deux possibilités pour améliorer ses
performances : modifier le systéme, ou bien, ajouter un bloc dans la chaine directe pour
générer une loi de commande adaptée au but recherché.

Le bloc correspondant au deuxiéme choix est appelé un correcteur (cf. figure V.1), le

chapitre 5 est consacré a I’étude de la synthése des correcteurs.

Y £ u Yy

correcteur systéme

Y
\ 4

Fig. V.1 — Correction d’un systéme asservi.

11 existe plusieurs types de lois de commande (tout ou rien, proportionnelle, intégrale, dérivée,
etc.), que nous allons énumérer et décrire succinctement dans cette introduction avant
d’étudier plus rigoureusement les correcteurs plus complexes réalisés par association de ces

lois ¢lémentaires (parties V.2, V.3 et V.4).

a — La commande tout ou rien.

C’est la commande la plus basique telle que :
* pour > 0,c.ad. y<y.,onenvoie u = Upyyx,

* pour e<0,c.ad.y>y.,onenvoieu = (.

b — La commande proportionnelle.

L’action u est dosée a proportion du résultat a atteindre et donc de ’erreure.

On prend : u=Ke=K@.—y

Si K est grand, la correction est énergique et rapide mais le risque de dépassement et
d’oscillations dans la boucle s’accroit. Cependant, si K est petit, la correction est molle et

lente mais il y a moins de risque d’oscillations.



On a bien vu au IV.2 que la correction proportionnelle permet d’améliorer la rapidité d’un
systéme d’autant plus efficacement que K est élevé. Mais cela finit par poser un probléme de
stabilit¢ comme illustré dans le plan de Nyquist a la figure V.2 pour des valeurs de K

croissantes.

X

\\\\ K/K, ’ k €k, €K,
2

Fig. V.2 — Correction proportionnelle croissante dans le plan de Nyquist.

L’augmentation de K s’accompagne d’une proximité croissante du point critique et donc d’un
risque d’instabilité croissant. La figure V.3 illustre avec un diagramme de Bode ’apparition

d’une instabilité liée a une constante de proportionnalité trop ¢levée.

A
TdB

j’wf
0 dB 0 dB

*w (log)

AArg T

4

-180° |

Stable Instable

w; € 0, Wy > w,
Fig. V.3 — Illustration d’une correction proportionnelle dans le diagramme de Bode et du

risque d’instabilité associé.

On notera que la correction proportionnelle a un effet sur I’ensemble de la FTBO (quelle que

soit la pulsation).



¢ — La commande intégrale.

Une loi de commande intégrale permet d’obtenir un démarrage progressif et un effet
perséverant.

Loi de commande intégrale :
1 '
M0=fffﬁﬂx

avec T; constante de temps d’intégration.

La figure V.4 illustre I’effet de la correction intégrale pour un échelon de consigne.

La commande du systéme, u(z), est alors une rampe de pente initiale Ey/7T;, la pente va
diminuer au fur et a mesure que le systéme va rejoindre la consigne (et donc que I’erreur va
décroitre), pour finalement se stabiliser a la valeur atteinte lorsque 1’erreur s’annule (dans
I’hypothése ou c¢’est le cas). On parle de commande persévérante car la loi de commande u(?)

garde une valeur constante non nulle aprés annulation de 1’erreur.

|~

E,

I A

correcteur
y, s | intégral

cVv Kﬂ

systeme —>—); ---

0,

Fig. V.4 — Réponse d’un correcteur intégral a un échelon de consigne.

d — La commande dérivée.

La dérivée de ’erreur € apporte une information supplémentaire sur son sens d’évolution
(augmentation ou diminution) et sur sa dynamique. D’ou I’intérét d’ajouter un terme dérivé au
terme proportionnel d’une loi de commande pour exploiter cette information, soit :

u(t) = K[e(t) + T, £(1)]
Ainsi, si P’erreur est croissante (¢’ > ()), on obtient un terme correctif qui s’ajoute a la
correction proportionnelle afin d’accélérer sa correction, et a 1’inverse, si D’erreur est
décroissante (¢’ < 0), le terme correctif est retranché ce qui permet de rejoindre en douceur la

consigne. Cette propriété trouve une application lorsque tout dépassement de la consigne doit



absolument étre évité ; I’exemple de I’accostage a quai d’un navire présenté figure V.5 en est

une parfaite illustration.

NE NUY
) \ ............... .
I\/’
f —== f
T,.c

Fig. V.5. — Illustration de la commande dérivée — Accostage d’un navire.

L’erreur, ¢, représente la distance entre la navire et le quai. Lors de I’accostage une stratégie
optimale consiste a inverser les moteurs peu avant de toucher le quai de fagon a I’aborder
avec une vitesse nulle. Sur la partie droite de la figure sont reportées, K.¢, la composante
proportionnelle, et 7,.¢’, la composante dérivée de la loi de commande u. Le terme dérivé est
toujours négatif (et décroissant en valeur absolue), il permet d’obtenir la loi de commande
négative désirée (inversion des moteurs) a partir du point d’inversion /, et au final un

accostage sans dépassement.



V.2. Correction proportionnelle et dérivée (P.D.) — Correction a avance de phase.

La transmittance de Laplace d’un correcteur proportionnel et dérivé théorique est :
Cp=l+tp

Cependant, un tel correcteur n’est pas réalisable physiquement (le degré du numérateur étant

supérieur a celui du dénominateur).

En pratique, on utilise un correcteur a avance de phase :

l+T.p

C(p) =K. avec a<l1 Eq. V.1

l+atp

Le diagramme de Bode d’un correcteur a avance de phase est donné figure V.6.

On calcule :
1 . .
W, = (moyenne géométrique des deux cassures du Bode asymptotique)
TN a
Q, = % - 2.arctan\/z (arctan x + arctan(l/x) = 7/2)
K
20logl—
. a
20log|K]| ;
Y——* ?
VAR @ (log)
T + /art
Arg C
N :

7 |
e

F/ ill‘ —— >
@ (log)

Fig. V.6 — Correcteur a avance de phase (diagramme de Bode).

La forme de ’argument du correcteur justifie le terme a avance de phase (on ajoute bien une
phase positive). La correction obtenue a également un effet sur I’amplitude qui augmente pour

w>w,.



Ce type de correcteur est utilisé pour améliorer la stabilité et la rapidité (I’augmentation du

gain s’accompagne d’une augmentation de wr).

La figure V.7 montre I’effet sur le diagramme de Bode de la FTBO d’un systéme en limite de
stabilité (sa marge de phase est nulle) d’un correcteur a avance de phase. Apres correction on

obtient une marge de phase positive.

______a;“___________________

ArgT +ArgC

0 dB i N
i © (log)
ArgT i A\
W (log)

1/ 1/at
Fig. V.7 — Amélioration de la stabilité (diagramme de Bode).

Le réglage des correcteurs est souvent réalis¢ dans le plan de Black (la visualisation de la
FTBO vy étant treés synthétique).

La figure V.8 représente I’effet d’un correcteur a avance de phase sur la FTBO, T(p), d’un
systeme résonant dans le plan de Black (la FTBO non corrigée est représentée en bleu, apres
correction elle apparait en rouge), tel que :

FTB Ocorrigée = C(p) T (p)

1+T.p 1 1
Avec C(p)_1+a1:.p avec a<l1 et 4<w’<41"



FTBO,

Arg(FTBO)

»

Fig. V.8 — Effet dans le plan de Black d’une correction a avance de phase.

Le choix des parametres du correcteur (7 et a) est essentiel, si la contrainte % <w, < %”_

n’est pas respectée, la correction apportée peut €tre au mieux sans effet sur les marges de
stabilité et au pire provoquer une instabilité¢ du systéme comme représenté figure V.9.

A

FTBO,

! Arg(FTBO)

>

-90°

Mauvai.s‘; réglage

Fig. V.9 — Instabilité due a un mauvais réglage du correcteur a avance de phase.



V.3. Correction proportionnelle et intégrale (P.I.) — Correction a retard de phase.

La transmittance de Laplace d’un correcteur proportionnel et intégral est :

C(p) = K(l + %_p) Eq. V.2

Le terme intégral apporte une amélioration de la précision (cf. partie IV.1).

La transmittance de Laplace d’un correcteur a retard de phase est :

l+Tp

C(p)=K. avec b>1 Eq. V.3

l+btp

Ce correcteur apporte un gain et un retard pour les basses fréquences.

Les diagrammes de Bode de ces deux correcteurs sont donnés figure V.10 (tel que K=/ pour

le correcteur P.1.).

P.I.
CdB /\CdB
retard de
phase
20loglK| —
% @ (log) DN % W (log)
¥ ; 1\/‘ g ) 201log| E‘
Joo T
Arg C Arg C y
~ T\/Z
AN N
> ———— I R
oo T e
Y %

Fig. V.10 — Corrections proportionnelle intégrale et a retard de phase (diagrammes de Bode).

Le correcteur PI permet une augmentation importante du gain en boucle ouverte aux basses
fréquences ce qui permet d’améliorer la précision ; sans modification de la FTBO a proximité

du point critique et donc sans dégradation des marges de stabilité (si T est bien choisi).

La figure V.11 illustre dans le plan de Black cet effet pour% < w,. On constate bien que la

FTBO n’est modifiée que pour les basses fréquences (inférieures a 1/7) et que de ce fait les
marges de stabilit¢ ne sont pas modifiées (la FTBO ne change pas a proximité du point

critique).



M FTBO,,

Arg(FTBO)

Fig. V.11 — Effet d’un correcteur P.I. dans le plan de Black (réglage correct).

Pour un mauvais choix de 7 (w, < %), les marges de stabilité¢ sont dégradées (cf. figure

V.12).

P.I. \ FTBO,;
mauvais
réglage
Arg(FTBO)
w = +00

Fig. V.12 — Dégradation des marges de stabilité¢ pour un mauvais réglage du P.I.

La figure V.13 illustre I’effet d’un correcteur a retard de phase dans le plan de Black pour un

réglage correcte des parameétres (w, > % ).
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Fig. V.13 - Effet d’un correcteur a retard de phase dans le plan de Black.

V.4. Correction proportionnelle intégrale et dérivée (P.1.D.).

Le terme de dérivation apporte une action stabilisatrice permettant d’améliorer la rapidité, et
le terme d’intégration d’effacer I’influence des perturbations constantes et de réguler sans

erreur de position.

La transmittance de Laplace d’un correcteur P.I.D. théorique est :
1
Cp)=K|l+—+1,.p
T,.
(Ce correcteur n’est pas réalisable physiquement, le degré du numérateur étant supérieur a
celui du dénominateur).

En pratique un correcteur P.1.D. réel s’écrit :

1 .
C(p)=K(1+ + LaP ) avec a<l1 Eq. V4
T.p l+at,p

(Le terme correctif pour parvenir a un correcteur réel se traduit par une limitation du gain et

une annulation de la phase en hautes fréquences).

La figure V.14 donne le diagramme de Bode d’un correcteur P.I.D. réel, et tel que :

VN
T, /T, art,
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Fig. V.14 — Diagramme de Bode d’un correcteur P.I.D. réel.

L’ajout d’un correcteur P.I.D. modifie la FTBO :
- retard de phase et gain important aux basses fréquences (effets du terme

intégrateur),

- peu d’effet aux moyennes fréquences (% <a)<% ), la composante a la
i d

pulsation 1 n’étant pas affectée,
NTT,

- avance de phase (allant en s’amenuisant) et gain aux hautes fréquences.

La figure V.15 permet d’illustrer dans le plan de Black I’effet d’un correcteur PI.D. On

observe bien une amélioration des marges de stabilité. Le point w = %/— est invariant, on
T,T,

I’appelle communément pivot du P.I.D.



w=0

A FTBO,,

P.I.D.

Arg(FTBO)

»

-90°

= 1
©= JTT,

Fig. V.15 — Effet d’un correcteur P.1.D. dans le plan de Black.

Exemple : la figure V.16 présente la correction d’un systeme par un P.I.D. dans le plan de
Black.

Avant correction (en bleu), on releve My, = 25° et Mg = 4,75 dB, ce qui est trop faible et
|FTBO|,, ,_, =12 dB soit un gain statique K, = 4 synonyme d’une précision limitée.

Le but, en choisissant une correction P.I.D., est d’obtenir une erreur de position nulle (terme
intégral), d’améliorer les marges de stabilité et d’avoir un dépassement indiciel inférieur a
10% (ce qui correspond a un facteur de résonance Mz = 0,5 dB en assimilant le systéme a un
2" ordre, cf. annexe 3).

Le pivot du P.I.D. est choisi en w = 0,15 rad/s en prenant t; =4 set; = [2s. Pour K = I,
courbe verte, on obtient My = 1,1 dB (isomodule tangente a la FTBO) soit un dépassement
maximal de 7/5%. En diminuant K on abaisse la courbe, en choisissant K = (),4 (courbe rouge)

on atteint un facteur de résonance quasi nul (dépassement proche de z€ro).



1A ISMIN

Automatique Linéaire 1

M, = 25°
Ms= 4,75 dB
M, = 67°
M= 20 dB

Fig. V.16 — Exemple P.I.D. (Plan de Black).

La figure V.17 présente les résultats précédents dans le domaine temporel.

xt) réponse temporelle

1,24

(D BF corrigée par PID

@ BF non corrigée

‘-.
‘-,/ erreur | D % (1, 2 %
041 _Q 0% |2,5%| 15s
@] 20 % {60 %[ 120s
0x b + + T
0 40 80 120 t(s)

Fig. V.17 — Correction P.I.D. dans le domaine temporel.
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V.5. Modéle du second ordre.

Un critére général de bonne qualité d’un asservissement est la possibilité d’assimiler sa FTBF
a un systéme du second ordre de coefficient d’amortissement 0,5 < m < 0,7, de pulsation
propre non amortie ¢levée et de gain statique proche de un (cela correspond a un temps de
réponse a 5% faible, a I’absence de déplacement ou a un dépassement faible, a une pseudo-

période 7), élevée ayant pour conséquence un nombre d’oscillations faible).

Une méthode usuelle de synthése d’un correcteur consiste a le choisir tel qu’il modifie la
FTBO du systéme dans le plan de Black de fagon a approcher une FTBO corrigée donnant en

boucle fermée un comportement similaire a un 2" ordre répondant aux critéres précédents.

La lecture de la FTBO dans le plan de Black permet grace aux tables données en annexe 3
d’en déduire un modele équivalent du 2™ ordre en boucle fermée et de dessiner la réponse
temporelle a un échelon.

En effet, I’abaque de Black-Nichols permet de retrouver le facteur de résonance en boucle
fermée puis le coefficient d’amortissement a partir des tables ; 1’abaque donne également la
pulsation de résonance en boucle fermée, on en déduit la pulsation propre non amortie

(connaissant m).

Exemple.
Etablir le modéle du 2™ équivalent de la FTBO représentée figure V.18 (en bleu), et les

principaux parameétres permettant de tracer sa réponse temporelle a un échelon.

En w = 0, la FTBO coupe I'isomodule a -1,4 dB on en déduit |FTBF|, = =-1,4 dB.
La FTBO est tangente a [Iisomodule 3,6 dB, dou w,, =029rad/s et

|FTBF| =3,6 dB.

dB w=w, g
On en déduit le facteur de résonance :

M, =|FTBF| -|FTBF|, , ,=36-(-14)=5dB

dB w=w, g
Puis grace au tableau de 'annexe 3 : m = 0,3 et w, ;. /w, =0,91 d’ou wy = 0,32 rads.

Calcul du gain statique : 20logK =-1,4 dB = K =0,85.



1A ISMIN

Automatique Linéaire 1

0,29 rad/s/ -

BF =

@y

— Exemple.

Fig. V.18

¢ temporel :

Le tableau donne également les parameétres utiles au trac

59/w, =21s.

=6

TP

10,14 /o, =32 s

Irsq,

D% = 37%
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Annexe 1 — Signaux type.

Rampe unitaire causale.

0 pour t <0 (causalité)

r(t) =
t pour t 20

Echelon unitaire I'(#) - Fonction de Heaviside.

(0] pour t <0 (causalité)
ot =
1 pourt >0

)

AN
7/

1-

0

Impulsion unitaire 8(¢) — Impulsion de Dirac.

En dérivant I'; on obtient 6,

tq f_*:al (t)dt =1

pour ¢ > 0 6, 2> 0 (distributions)

f:é(t)dt =1

Fi(t)

aire A

=)

A\

AT(1)

I'(t)dérivée de r(t)

ry(t)

A\

-g/2| +e/2 1

/\61(1-)

1/€ T

-g/2| +e/2 t

~9(1)

»
7
P
S
N
N




Signal sinusoidal (périodique).

s(1)

s(t) = A.singot) /\\/0\ /\ /\ Z

Signal de test pour la
réponse fréquentielle.

Signal causal retardé.

VRV

9(1) = f(t-7)

5 >
1.

Produit de convolution.

5 >
T t

p() = (x#y)(t) = [x(6).y(1-60)dO = (y*x)(1)

pour des signaux causals :

(3 y)(7) = [x(6)-y(1 - 6)d6

Pour un S.L.T.I, en notant h(z) sa réponse impulsionnelle on a:

u

y(t) = (ws b)) —>—|

systeme [——>—




Annexe 2 — Transformée de Laplace.

Transformée de Laplace monolatérale.

TLLf(D]=F(p) = [ f(t)e™ dt

Linéarité.

a.f(t)+bg(t)—=—aF(p)+bG(p)

Fonction de transfert — H(p).

Y(0) = (uxh)(t)—==Y(p) =U(p) H(p)

Dérivation en temps.

L' (t) = p-F(p)- £(07)

Dérivation en p.

dF(p) _ .1
p» = TL[-t.f(1)]

Théoréme du retard temporel.

gt)=f(t-1) — TL{g()]=e " F(p)

Théoréme de la valeur initiale.

lim,_,..pTL[ f(H)] = f(0")

Transformées de Laplace usuelles.

TL

Dirac : oty —— 1
7 TL 1
Echelon : Ity —— —
R . TL 1
ampe : P — —
p
e—a t TL 1
p+a
te—a.t TL 1

p=0+jw

Convolution.

(f *g))—"—F(p).G(p)

_Y)
U(p)

Intégration.

TL[ I f(@)d@] - %F( )

H(p)

Translation en p.

TLe" f(1)] = F(p- )

Théoréme de la valeur finale.

lim, ., pTL] f(1)] = lim,_ .. f () = f(+)

TL w

sin(wt) ——
p +w
cos(wt) —= > d >
p+w
TL pta

e "' cos(wt)

TL w

(p+a)2+a)2

e™ sin(ot)

(p+a)2+a)2



Transformées de Laplace inverses usuelles (f{?) causale) :

1 TL™! tn_l n=1
P (n-1r
L w1 brap w4 (60) LIZAH )

l+Tp T I+Tp T at

1 TL™! 1 _e_% 1+a.p TL™! 1+ a _Te—%
p(l + T.p) p.(l + r.p) T

1 7L ‘/ 1+ a.p I _%

I-T+Te " t+la-1)-a-T)e "

p’(1+t.p) p’(1+t.p) (a-7)-(a-7)

1 7L 1 .(e_%] _ e%z )

(+7,.p)(1+7,.p) —

p(l+7, .p1)(1+172 7) b 1- - irz (Tl pr . e‘%z)

(e .;)(1”2 P I S e (R
(1+ T:I:)le.ljr 7,.p) - 7,7, (; -1, '[12 (m - a)e_l/" ~1{t, - a) oo }

1+ap L + ! T, —a e%‘—r —-a e_%z
p(l+‘[l.p)(1+‘52.p) : ( [(1 ) ( 2 ) ]

1+a.p TL! t+(a—1,’ _r)+T(Tl_a) .e_/'[] +12(T2_a) e%z
p’ (1 +T, .p)(l +T, .p) BRSO A A T, -1,
1 7L r v l+ap ! (T —a a ) A
_ T .l- - T
(1 +1:,p)2 7 £ (1 +17.p)2 - + TQ £
p(l+r.p) T p(1+r.p) T
1 . pA
p2(1+17.p)2 = t-2x+(t+27)e
21+a.p I t+a-21+ t.(l—ﬁ)+2.r—a}.e%
pr+t.p) T
| w1y P w1 %
—. 4 —[(t-1t)e
(1+7.p)’ v (n-1)! ¢ “ (1 "'T-P)z a rre



1 -1 -1 -1, -t
(1+7.p)(1+7,.p)(1+7,.p) — - -n)n _tl)'[rl & _Tz)eA rndn o) - +aln e A]
1+ap 71! 1 A A -
(rn o)) e ) (6 —o)(e—e)m—7)° (v, -a)(, —rz)e/l +(r, - a)(x, —73)e/2 +(t, - a)(z, —r])e%x]
1 1 )
> = 0 7" sin{w, V1 -m” ¢t O0<m<1
2m p V1 -m’ ’
I+—p+— "
W, 0
P ! w -mw :
T = ] e sm(w()\/l —m’ 1+ —arccos m)
l+—p+—5 L=m
W, 0
l+a.p - w N-m?
. > us /Lz .\/1 —2amo, +d’w,’ """ .sin(a)o A[1=m? £ +arctan 0" t=m
1+—.p+pi2 V1—m A
a)() 0
1 7L 1 -mwgt o \/72
. 5 1- 7 —e " s1n(a)O 1-m” t+arccos m)
p(1+.p+pz) I=m
W, 0
1 . 2m 1 A e '
; - I —w——ﬁe"”“’“’ sm(oo 1—m? t+2.arccosm |
m —
pz.1+—.p+—p2 o @ NL=m
w, o,



Annexe 3 — Systemes linéaires du second ordre.

K
! | H(p)= ;
2m p
l+—p+-—
w, w,
D\% s
T N P LR
100 3 ~= 100 %
‘ -n%
0/ tm tplc t.n % t
Pulsation de résonance w, =wN1-2m’
Pulsation de coupure w, = a)o\/l —2m” +4/1+ (1 - 2.m2)2
. 1
Facteur de résonance M =
2mA1 - m?
o 1
Facteur de qualité =—
2m
Temps de montée t, = ;2 (7t —arccosm)
w,V1-m
1 100
Temps de réponse a n% (m<0,7) t = .ln(—)
w,m n
Temps de pic tie = id
w,N1-m’
Pseudo-période T, = 27
w,N1-m’
Dépassement D% =100¢ /“"m2
Nombre d’oscillations completes neQ= 1

2m



m L@y | 50,00 | 1,0 Tpa)o D% W%O w%o w%r Mg m
0,1 1,68 30 3,16 6,31 73 0,99 1,54 1,56 14 0,1
0,15 1,74 20 3,18 6,36 62 0,98 1,53 1,56 10,5 0,15
0,2 1,81 14 3,21 6,41 53 0,96 1,51 1,57 8,1 0,2
0,25 1,88 11 3,24 | 6,49 44 0,94 1,48 1,59 6,3 0,25
0,3 1,97 10,1 3,29 6,59 37 0,91 1,45 1,61 4.8 0,3
0,35 2,06 7,9 3,35 6,71 31 0,87 1,42 1,63 3,6 0,35
0,4 2,16 7,7 3,43 6,86 25 0,82 1,37 1,67 2,7 0,4
0,45 | 2,28 5,4 3,52 7,04 21 0,77 1,33 1,72 1,9 0,45
0,5 2,42 53 3,63 7,26 16 0,71 1,27 1,8 1,2 0,5
0,55 2,58 53 3,76 7,52 12,6 0,63 1,21 1,93 0,7 0,55
0,6 2,77 5,2 3,93 7,85 9,5 0,53 1,15 2,17 0,3 0,6
0,65 3 5 4,13 8,27 6,8 0,39 1,08 2,74 0,1 0,65
0,7 3,29 3 4.4 8,8 4.6 0,14 1,01 7,14 0 0,7
0.75 | 3.66 | 3.1 | 475 | 95 | 284 | - | 094 | - ~ | 075
08 | 416 | 34 | 524 | 105|152 | - | 087 | - - | og
0,85 | 491 | 37 | 59 | 11,93 063 | - | 081 | - - | 085
09 | 617 | 4 | 721 |1441]015| - | 075 | - - | 09
0,95 | 900 | 41 |1006|20,12] 001 | - | 069 | - -] 095
e
2n
10—
— =
= ]
TS
1 - | IA
- ‘ 7 H
oufE===f ==yt u
A | L]
0,2 b —— |
2| -
arl 1

0.1

0,7 1

10
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Automatique Linéaire 1

Annexe 4 — Abaque de Black-Nichols.

degrés

90

-120
Jlr

-150
|
I

-210
[

-240
~|

-180
|
Abaque pour les retours unitaires exclusivement

150

-150

-270

.
wJ

210

3ho 2h0 2k

-330

degres
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