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Chapitre 1

L’oscillateur harmonique libre a un
degré de liberté

1.1 Vocabulaire

1.1.1 Introduction

Depuis trés longtemps, I’lhomme s’est rendu compte qu’il existait des phénomeénes phy-
siques qui se répétent réguliérement au cours du temps. Le mouvement des planétes dans
le ciel, la rotation de la terre sur elle-méme, la vibration d’une corde de guitare ou d’'un
diapason, sont de cette nature. Pour qualifier ce type de phénoméne, nous employons le
terme de mouvement ou de phénoméne périodique. Un tel mouvement est aussi appelé os-
cillation. 1l correspond a une fluctuation périodique de la valeur d’une grandeur physique
au-dessus et au-dessous d’une certaine valeur d’équilibre ou valeur centrale.

Galilée a surement été un des premiers hommes & essayer de caractériser quantitative-
ment des oscillations mécaniques. Pour allumer les chandeliers de la cathédrale de Pise, on
devait tirer ceux-ci vers une galerie. Lorsqu’on les lachait, ils oscillaient pendant un certain
temps. Galilée mesura la durée des oscillations en utilisant les battements de son pouls et
constata avec surprise que la durée des oscillations ne variait pas, méme si leur amplitude
diminuait. Cette propriété d’isochronisme (iso=identique, chronos=temps) fut a la base
des premiéres horloges a pendule. Elle permet donc de comprendre un des grands intéréts
de ce type de phénomeéne, c’est a dire d’offrir la possibilité de mesurer le temps qui passe
et de construire des instruments de mesure du temps.

Lorsque ces oscillations sont mécaniques, comme celles que nous venons de citer, le
corps subit un déplacement soit linéaire soit angulaire. Mais il existe aussi des oscillations
non mécaniques, comme nous 'étudierons par la suite, qui font intervenir des grandeurs
physiques telles qu’une différence de potentiel électrique ou une charge électrique dans des
circuits électroniques, un champ électrique ou un champ magnétique.

La durée d’une répétition est appelée période. Elle est notée T' et exprimée dans le
systéme d’unités international en seconde (s). Pour un mouvement de rotation, un tour
constitue une répétition. Pour un mouvement oscillatoire, la durée d’une oscillation (aller
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et retour) constitue une période. Comme par exemple, la période de rotation de la Terre
autour du soleil est de 365,25 jours.

Le nombre de répétitions du phénomeéne par seconde est la fréquence du phénoméne
périodique. On la note N, f ou v et son unité est le hertz (Hz).

Il existe une relation simple entre ces deux grandeurs :

N=— (1.1)

Pour un mouvement de rotation, la fréquence est tout simplement le nombre de tours par
seconde.

L’amplitude de V'oscillation est la valeur maximale de la grandeur oscillante caracté-
risant le phénoméne vibratoire.

1.1.2 Phénoménes sinusoidaux

Lorsque la grandeur oscillante d’'un phénoméne périodique varie sinusoidalement avec
le temps, le phénoméne est dit sinusoidal.

Pour définir ’ensemble des grandeurs intervenant lors d’un tel phénoméne, nous allons
étudier un mouvement spécifique : le mouvement rectiligne sinusoidal.

Il s’agit d’'un mouvement rectiligne dans une direction unique de ’espace. La connais-
sance d'une seule variable de position suffit pour connaitre sa position. Nous disons dans
ce cas que nous avons affaire & un systéme mécanique a un seul degré de liberté. S’il
pouvait se mouvoir librement dans toutes les directions de I'espace réel a 3 dimensions.
Nous parlerions d’'un systéme mécanique a 3 degrés de liberté.

Un mouvement rectiligne est dit sinusoidal lorsque I'abscisse ou 1'élongation du mobile
est une fonction sinusoidale du temps.

A un instant donné t : 'abscisse du mobile (I’élongation du mobile) relativement a un
repeére galiléen supposé fixe s’écrit en fonction de t :

x(t) = Xy X sin(wt + ;) (1.2)

Avec
o Xy, : amplitude de mouvement car elle représente la valeur maximale de I’élon-

gation (grandeur oscillante). Unité : m. (Toutes les unités sont dans le S.I).

27 . . .
o w = T = 2rN : pulsation du mouvement ou fréquence angulaire. Unité :

rad.s™'.

e wt+ ¢, : phase du mouvement a l'instant t. Unité : rad.

e , : constante de phase ou déphasage, c’est a dire la phase initiale du mou-
vement (phase du mouvement & l'instant ¢ = 0 s). Unité : rad. On emploie aussi le
terme de phase a l’origine pour cette grandeur.

Nous parlons aussi pour cette expression (I’équation 1.2) de l’équation horaire du

mouvement.
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Nous pouvons remarquer que nous aurions pu écrire I’équation avec un cosinus plutot
qu’avec un sinus, en effet avec un déphasage adéquate, les deux écritures sont totalement
équivalentes :

z(t) = Xy x sin(wt + @) = Xy X cos(wt + ) si @), = p, — 7/2

Nous pouvons aussi calculer I'expression de la vitesse instantanée du mobile. Pour un
. dx(t) ..
mouvement rectiligne, nous savons que v, = donc ici

dt

d(X in(wt
v (t) = (Xar x Slzllt(w +¢a)) =w X Xy X cos(wt + ¢;)

Nous pouvons aussi écrire que

v, (t) = Var X cos(wt + @) = Vi X sin(wt + o, + 7/2) = Vi x sin(wt + ¢,)

avec Vyr = w X Xy, vitesse maximale en m.s™1, et ¢, = o, + 7/2.
Il y a un déphasage constant de 7/2 entre I’élongation et la vitesse pour un tel mouve-
ment.
Nous pouvons ensuite déterminer ’accélération instantanée du mobile
_dug(t)  d(w x Xy X cos(wt + @)

_ _ 2 :
a(t) ok o = —w’ X Xy X sin(wt + ;)

donc
a,(t) = w? x Xy x sin(wt + @, +7) = ay sin(wt + )

avec ay = w? x Xy, accélération maximale en m.s72, et @, = @, + 7.
Il y a un déphasage constant de 7 entre ’élongation et I'accélération pour un tel mou-
vement.

d*x
Nous remarquons donc que a,(t) = —w? x z(t) = oL Nous pouvons réécrire cette
expression de la maniére suivante en passant le premier membre dans le second :
d*x
0=— +w?xzt 1.3
e (t) (1.3)

Nous obtenons donc une équation différentielle du second ordre & coefficients constants
sans second membre, caractéristique de ce type de mouvement.
Nous montrons donc que tout mouvement rectiligne vérifiant I’équation différentielle

dPx
O:ﬁ+CX$(t)

(avec C' : constante positive) est sinusoidal et V/C représente la pulsation propre du
mouvement.

L’équation horaire d'un tel mouvement apparait donc comme la solution d’une équation
différentielle du type de I’équation 1.3.
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1.1.3 Notion de déphasage

Nous avons vu dans ce qui précéde 'importance du terme de déphasage dans I’argument,
du sinus ou du cosinus lorsque nous avons comparé 1’évolution temporelle de I'élongation
et de la vitesse par exemple. Nous allons maintenant essayer d’affiner cette notion. Lorsque
nous comparons deux mouvements périodiques, il est important de savoir s’ils sont indé-
pendants ou non en temps I'un de I'autre.

Pour cela, nous allons dans un premier temps introduire la notion de synchronisme.
Deux mouvements périodiques ayant la méme période sont dits isochrones. S’ils se pro-
duisent en méme temps, ils sont alors dits synchrones sinon ils sont asynchrones.

Il peut exister un déphasage entre deux mouvements sinusoidaux synchrones. Par
exemple, considérons deux mouvements sinusoidaux synchrones définis par les équations
horaires suivantes :

x1(t) = ay sin(wt + ¢1)

1o(t) = ag sin(wt + ¢y)

Nous définissons alors la différence de phase (ou déphasage) entre les deux mouve-
ments par ’expression :

Ap = (wt + pa) — (Wt + 1) = w2 — @1 = déphasage angulaire (1.4)

Si Ay > 0 nous disons que x2(t) est en avance de phase sur z;(?).

Si Ay < 0 nous disons que xo(t) est en retard de phase sur x;(¢).

Pour des mouvements synchrones entre eux, leur déphasage est constant au
cours du temps.

Au déphasage angulaire entre les deux mouvements correspond un décalage horaire 7
(déphasage temporel) entre les deux courbes représentatives de 1 (t) et xa(t).

’AQOZMXT‘ (1.5)

Il est & remarquer que la comparaison de phase se fait toujours modulo 27.

Nous présentons un exemple de comparaison de deux mouvements synchrones sur la
figure 1.1.

Ils existent des valeurs particuliéres du déphasage, qui ont droit a des dénominations
spécifiques.

Deux mouvements synchrones sont dits en concordance de phase, si leurs élongations
atteignent simultanément leurs valeurs maximales, minimales et nulles. Nous avons dans
ce cas Ay = 2km avec k € Z.

Nous présentons un exemple de ce type sur la figure 1.2 .

Deux mouvements synchrones sont dits en opposition de phase si les élongations
s’annulent en méme temps et que, lorsque l'une est maximale, I'autre est minimale et
vice-versa. Nous avons dans ce cas Ay = (2k + 1)7 avec k € Z.

Nous présentons un exemple de ce type sur la figure 1.3.
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FIGURE 1.1 — Déphasage entre deux mouvements synchrones. Le mouvement décrit par
xo(t) est en avance de phase de m/3 par rapport au mouvement décrit par x(¢) .
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FIGURE 1.2 — Exemple de deux mouvements synchrones en concordance de phase.
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Opposition de phase
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FIGURE 1.3 — Exemple de deux mouvements synchrones en opposition de phase.

Deux mouvements synchrones sont dits en quadrature de phase, si 'une des élonga-
tions est nulle quand l'autre est maximale ou minimale.

Dans un 1" cas : z1(t) est en avance de phase par rapport a xo(t) alors Ap = —m/2+2kw
avec k € Z.

Dans un 2°™¢ cas : x,(t) est en retard de phase par rapport a zo(t) alors Ap = +7/2 +
2k avec k € Z.

Nous présentons un exemple de ce type sur la figure 1.4.

1.1.4 Définition d’un oscillateur harmonique libre

Un systéme physique quelconque dans lequel la variation d’une grandeur physique ¢(t)
au cours du temps est donnée par une équation horaire sinusoidale, telle que
q(t) = A x sin(wt + @), est appelé oscillateur harmonique simple.

Un oscillateur harmonique simple a les caractéristiques suivantes.

1. Son amplitude est constante.

2. Sa fréquence et sa période sont indépendantes de 'amplitude : les grandes oscillations
ont la méme période que les oscillations les plus petites (isochronisme).

3. La dépendance en fonction du temps de la grandeur, qui fluctue, peut s’exprimer par
une fonction sinusoidale de fréquence unique (c’est cela qui fait que l'oscillation est
dite harmonique).

Un oscillateur est libre s’il oscille sans interventions extérieures pendant son retour a
I’équilibre.
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FIGURE 1.4 — Exemple de deux mouvements synchrones en quadrature de phase.

L’évolution temporelle de la grandeur physique caractérisant 1’oscillateur est régie par
une équation différentielle se présentant de la maniére suivante :

d?q )
ﬁ%—w QZO

1.2 L’oscillateur harmonique le plus simple : un ressort
et une masse liés ensemble

Nous allons donc étudier un systéme meécanique constitué d’un ressort a spirales dont
I'une des extrémités est fixée a un mur et 'autre est attachée a un objet de masse m.
Celui-ci sera assimilée par la suite a un point matériel. Le ressort est supposé de masse
négligeable et posséde des spires non jointives. Nous appellerons cette ensemble pendule
élastique.

Nous supposons pour cette étude que cet ensemble est horizontal comme nous pouvons
I’observer sur la figure 1.5 ci-dessous. La masse peut se déplacer horizontalement sans
frottement.

Le physicien anglais Hooke a montré au 17" siécle qu’un tel ressort métallique élas-
tique lorsqu’il est soumis a une variation de longueur Af exerce un force de réaction I roppei
appelée, force de rappel élastique du ressort, telle que :

F rappet = —k x Al (1.6)
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FIGURE 1.5 — Le pendule élastique horizontal.

Il y a donc tout simplement proportionnalité entre la force et la déformation. Le signe
moins indique bien qu’il y a une opposition du ressort a la déformation que nous lui faisons
subir.

Le coefficient de proportionnalité k est appelé constante de raideur du ressort et
caractérise son élasticité lors d’une déformation suivant la direction de son axe de symétrie
cylindrique.

F et = —kD = —k(T — 1) = —k(z — o), (1.7)

Un ressort élastique a tout naturellement tendance a essayer de retrouver sa forme
initiale dés qu’il est soumis a une déformation, que celle-ci soit une compression ou une
dilatation, d’ou I'existence de cette force de "rappel" de sa forme originelle.

Lorsqu’il y a compression, la longueur du ressort se réduit comme nous pouvons 1’ob-
server sur la figure 1.6, nous avons alors Al =z — x5 < 0 d'ott Frapper» > 0.

Lorsqu’il y étirement du ressort, le longueur du ressort s’accroit. Nous avons donc dans
cecas Al =z — 9> 0dot Froppero < 0.

— T Tx
L2 [monn]
F:
X: x

0 Pl oir——————
-
]& <

FIGURE 1.6 — Définition de la force élastique de rappel d’un ressort a spirales.
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1.2.1 Etude du mouvement d’un tel oscillateur harmonique

Nous allons maintenant étudier le mouvement de cet oscillateur en appliquant les lois
fondamentales de la mécanique. Nous supposons que le mobile va se déplacer horizontale-
ment le long d’'un axe Oz. Le point origine O de I'axe est placé a I'endroit, ou le ressort
est au repos lorsque le mobile M y est. Pour cela, nous appliquons la méthode habituelle
de résolution d’un probléme de mécanique :

1. Le systéme que nous étudions est donc la masse m assimilée a un point M.

2. Nous avons choisi de prendre comme référentiel du mouvement, le laboratoire ter-
restre supposé galiléen durant I’expérience.

3. Bilan des forces appliquées au systéme étudié (voir sur la figure 1.5) :
— Le poids P = —mg = —myi,
— La réaction du sol = R, au point M ou se trouve la masse m. Celle-ci est

perpendiculaire & Ox parce qu’il n’y a pas de frottement.
— La force de rappel du ressort F',qpper = —k({ — ly) = —k(z — x0)U,
Nous appliquons alors le principe fondamental de la dynamique.
Nous obtenons donc

M@ =P + B+ Frappel (1.8)

Equation du mouvement

Nous projetons cette équation vectorielle sur I’axe Ox. Nous obtenons alors ’expression
suivante :
d*x

Cette relation peut étre réécrite si nous passons le deuxiéme terme dans le premier terme.
2
x
dt

Aprés division par m de I'’ensemble de I’équation, nous obtenons I'équation différentielle
suivante qui régit 1’évolution temporelle d’un tel systéme :

Pr  k

Résolution de I’équation différentielle qui régit le mouvement

Nous obtenons donc I'équation différentielle typique d’un oscillateur harmonique libre.

d*x k d*x
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Nous aurons donc un mouvement rectiligne sinusoidal de pulsation propre caractéristique
de ce pendule élastique telle que :

| k
Wy = —:27TNO
m

Sa fréquence propre est :

1 Ik
Nog=— X 4/—
27 m

Donc sa période propre caractéristique d’oscillations sera :

m
Th =21 X (| —
0 ™ 2

Cela parait intuitivement tout a fait normal que plus la masse est grande plus le ressort
aura du mal a bouger cette masse, donc la période deviendra plus grande. De méme, plus
le ressort sera rigide donc sa constante de raideur grande, plus I'action de celui-ci sera forte
sur la masse donc la période d’oscillations courte.

L’équation horaire va donc prendre la forme suivante :

x(t) = Asin(wot + ) (1.11)

Nous aurons donc pour la composante de la vitesse, I’expression en fonction du temps
suivante :

2(t) = Awg cos(wot + ¢) (1.12)
Elle peut aussi étre écrite de la maniére équivalente suivante :

x(t) = C x cos(wot) + D X sin(wpt) (1.13)
La vitesse s’écrira alors :

#(t) = —Cwy X sin(wpt) + Dwg X cos(wpt) (1.14)

Cela implique pour que ces deux solutions soient équivalentes, que
C = Asinp et D= Acos .

Il y a donc deux inconnues a déterminer selon la maniére d’écrire ’équation horaire
Aet pouCetD.

C’est, & partir des conditions initiales sur la position et la vitesse que nous
pouvons les déterminer.

Supposons qu’a U'instant ¢ initial, nous ayons eu z(0) = x, et £(0) = Vg, c’est a dire
un cas ou les conditions initiales sont quelconques.
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Nous devons donc avoir :
x(t=0) = Asin(wy x 04 @) = Asinp = x )y,

(t =0) = Awg cos(wy X 0+ ¢) = Awgcosp =V
Nous pouvons donc en déduire que

v
%VI = sinp etA—:O = cos¢ (1.15)

Compte tenu du fait que cos? ¢ 4 sin? ¢ = 1, nous pouvons alors écrire que :

2 2
Tm Vo
—_ 4+ —— =1 1.16
A2 + A%W2 ( )

On peut alors écrire que
V2
ri, + -2 = A? (1.17)

2
Wo

Nous en déduisons I'expression de A suivante :

V2
A=y |xd + w—OQ (1.18)
0

Pour obtenir 'expression de tan ¢, il suffit de diviser sinp par cos¢ en prenant leurs
expressions respectives dans I’équation 1.15. Nous obtenons alors :

T pmWo

Vo

tan g = (1.19)

Nous aurions pu aussi utiliser ’autre forme de solution présentée au travers de I’équation
1.13 pour appliquer les conditions initiales.
Dans ce cas nous aurions donc eu :

x(t =0) = Ccos(wy X 0) + Dsin(wy x 0) = C = xp,

#(t =0) = —Cuwysin(wg X 0) + Dwg cos(wy x 0) = Dwy = Vp

donc

x(t) = xprcos(wo X t) + ? sin(wg X t) (1.20)
0

Ceci est en fait exactement le méme résultat mais écrit difféeremment compte tenu des
relations existant entre les deux formes de la solution de I’équation différentielle. Nous
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utiliserons donc 'une ou l'autre des deux formes selon les simplifications de calcul que

celles-ci pourraient permettre.
Le cas particulier le plus souvent rencontré est celui qui correspond & un étirement du
ressort puis un lacher sans vitesse initiale. Nous avons alors Vy = 0 et 2(0) = x .
™

Nous en déduisons alors & partir des équations 1.18 et 1.19 que A = zp; et ¢ = 7

Cela nous donne une évolution sinusoidale de I’élongation en fonction du temps comme
celle que nous pouvons observer sur la figure 1.7. Son équation horaire s’écrit alors tout
simplement :

x(t) = xpr cos (wo X t) (1.21)
X(t) 5 ]
4 4
3 4
0 T T
:; ni2o /o 3nflo 2n/g
3 p
_4 p
6 p
_6 p

FIGURE 1.7 — Evolution temporelle d’'un oscillateur harmonique libre étiré et laché sans
vitesse.

1.2.2 Etude rapide du pendule élastique vertical

Nous allons étudier maintenant le pendule dans une position verticale comme indiquée
sur la figure 1.8.

a1 "'\ ]
RN S T
z =
— =,
— £ F ts E: 4
0 — aY
i F Ressort au repos
o — >
F1 ¥ ip | ™ X
— m
P masse et ressort a I'équilibre
masse et ressort a un instant t

FIGURE 1.8 — Le pendule élastique vertical.
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Au repos, sans masse attachée a son extrémité, le ressort a une longueur ¢;.
A T’équilibre, une fois la masse accrochée, le ressort s’étire jusqu’a une longueur Z,.
Nous savons qu’a I’équilibre, la somme vectorielle des forces extérieures appliquées au
systéme étudié, c’est a dire la masse ponctuelle m, est égale au vecteur nul 0.
Ici, les deux forces extérieures appliquées au systéme sont, d’une part,
son poids P = —mgi, et d’autre part la force de rappel du ressort

Frappat = —h(leg — o) = —h((—legitz) — (—oii.)) = +h(leq — o)
Nous avons donc I'expression vectorielle :

0= B+ Frappet = —mgit, + k(leg — bo).

Si nous projetons cette équation vectorielle sur Oz défini comme indiqué sur la figure 1.8,
celle-ci devient donc :

0=—mg+ k(leg — o)

Nous en déduisons que

mg
k

Si maintenant, nous voulons étudier I’évolution temporelle de ce systéme aprés que quel-
qu’un l'ai mis en mouvement vertical par un moyen quelconque. Nous choisissons pour
simplifier les calculs de prendre comme origine de 'axe Oz, la position d’équilibre telle
qu’elle a été définie précédemment.

Le systéme n’ai toujours soumis qu’a deux forces extérieures :

log = lo + (1.22)

= —mgu, et
?rappel = _li(g - EO) .
avec icl, { = —lt, = —(leqg — 2)U, et by = —Lyi,.

Nous appliquons donc la relation fondamentale de la dynamique pour obtenir I’équation
différentielle qui régit I’évolution temporelle de ce systéme.
Celle-ci nous donne donc :

mi =B + F rappet (1.23)
Nous projetons ensuite cette relation vectorielle sur 'axe Oz, ce qui nous donne :

2
m% =—mg+k(l —ly) = —mg + k(leg — 2z — lo) (1.24)

Nous pouvons remplacer dans cette derniére équation /., par ce que cela vaut (voir 1'équa-
tion 1.22). L’équation ci-dessus devient alors :
d*z mg

Mmoo = —mg—i—k(fg—l—T —z—Vly) =—mg+mg—kz=—kz (1.25)
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Nous pouvons alors réécrire cette équation sous la forme standard :

Pz k
d—tf + =0 (1.26)

Nous retrouvons donc 1’équation différentielle d’un oscillateur harmonique.
Le pendule élastique vertical va donc évoluer au cours temps d’une maniére totalement
similaire a celle du pendule élastique horizontal.

1.2.3 Aspects énergétiques

Si nous nous plagons maintenant d’un point de vue énergétique, nous pouvons nous
rendre compte que lors des oscillations d'un oscillateur harmonique, il y a un processus
d’échange périodique d’énergie entre deux formes de stockage d’énergie : les énergies po-
tentielle et cinétique (voir la figure 1.9).

Cela correspond dans le cas du systéme oscillant masse-ressort horizontal a un échange
entre une forme inertielle et élastique de I’énergie.

Si nous prenons la solution de I’équation trouvée ayant la forme générale suivante

k
z(t) = Asin(wot + p) avec wp? = —
m

On a alors 2(t) = Awg X cos(wot + ©)
Nous pouvons en déduire I'expression de I’énergie potentielle élastique Ep(t) :
1 o Lo o
Ep(t) = 3 X kxaz®= 51@4 sin®(wot + ¥)
1 — cos(260)

Compte tenu du fait que sin?(f) =

Nous pouvons réécrire cette expression de la maniére suivante :

(1 —cos(2 x (wot + ¢)))
2

1 1
Ep(t) = 5]{:A2 = ZkAQ(l — cos(2wot + 2¢))
Nous pouvons faire un travail équivalent pour I’énergie cinétique du mobile Ex, nous ob-
tenons pour cette grandeur en suivant un protocole équivalent et en prenant I’expression
de la vitesse instantanée écrite ci-dessus :

1 1
Ec(t) = 5 X m X i? = §mA2w§ cos?(wot + )
cos(20) + 1

Sachant que cos?(0) = , Ious pouvons écrire :

2

1 1
Eo(t) = 3 X mx i? = ZmAng(l + cos(2uwot + 2¢))
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Nous remarquons donc que ces deux grandeurs énergétiques ont une évolution sinusoi-
dale au cours du temps avec une pulsation w = 2wy qui est deux fois plus grande que
pour I'élongation. Elles sont synchrones mais elles sont en opposition de phase, I’énergie
potentielle étant en avance de phase par rapport a I’énergie cinétique (pour les conditions
initiales habituelles). Lorsque I'une est maximum, l'autre est minimum.

Nous pouvons aussi montrer que pour un tel systéme mécanique, ’énergie mécanique
Ep(t) est conservée au cours du temps car il n'y a pas de perte d’énergie de l'oscillateur
harmonique libre au cours de son mouvement.

En effet :

1 1
Ey(t) = Ec(t) + Ep(t) = 51{;142 sin®(wot + ¢) + émA%ug cos?(wot + )

Si nous nous rappelons que — =m et mw?2 = k, 'expression précédente se simplifie :
W,
0

1 1 1
Ey(t) = 5]{;/12 sin®(wot + @) + 5]@42 cos?(wot + ) = 51@42 (1.27)

Nous remplacons A par 'expression de I’équation 1.18 alors

1 1 Vi
Eu(t) = =kA? = —k(2?, + % .
wlt) = GkA* = Shals +05) (1.28)
donc
1, , 1 V& 1, 1 _,
Ey(t) = §kl’M—|—§]€(F) = §k$M+§m‘/(] = Ep(t =0)+Ec(t =0) = Ey(t=0) (1.29)
0

Ce résultat est tout a fait normal sachant que les seules forces qui travaillent ici, sont des
forces a travail conservatif, donc, par essence, celles-ci ne sont pas des forces qui dissipent
I’énergie mécanique.

Pour quantifier plus précisément comment se passe ce phénomeéne de transformation pé-
riodique d’énergie potentielle en énergie cinétique et vis versa, nous allons essayer d’étudier
I’évolution énergétique de 'oscillateur harmonique lorsque les conditions initiales sont les
plus simples possibles, c’est a dire un opérateur a tout simplement tiré sur la masse donc
étiré le ressort puis I’a laché sans vitesse. Dans ce cas, comme nous avons pu le montrer
précédemment, nous avons donc :

x(t) = xpr coswot et £(t) = —xprwp sin wot

Ceci implique donc que

1 1 1 1
Ep(t) = ékxz = 5]{::5?\4 cos? wot et E,(t) = Em:t2 = Emngﬁ/[ sin? wot = 51{::16?\4 sin? wot

Nous retrouvons bien stir que 1’énergie mécanique est conservée, en effet
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Energie mécaniquel

Energie en J

’’’’’
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Ey(t) = Ep(t) + Eo(t) = %k:x?\/[ cos? wot + %k‘x?\/[ sin? wot = %k‘x?\/[ = FEn(0)

Nous présentons sur le graphe de la figure 1.9 I’évolution temporelle de ces deux gran-
deurs complémentaires ainsi que I’énergie mécanique dans le cas présenté ci-dessus.

Nous pouvons aussi déterminer 1’évolution moyenne au cours du temps de ces grandeurs.
Pour cela, il suffit de calculer la moyenne de ces deux grandeurs sur une période, celle-ci
se répétant ensuite indéfiniment tant que le mouvement perdure. Pour calculer I’énergie
potentielle moyenne de l'oscillateur harmonique libre sur une période, il suffit donc de
sommer la valeur de I’énergie potentielle & chaque instant ¢ fois 'intervalle dt de temps
pendant laquelle elle est restée constante, et de diviser par Tj.

C’est, ce que permet de faire 'expression mathématique écrite ci-aprés :

(Ep) = TLO/O " Ept) x dt

Donc dans le cas qui nous intéresse ici :

1 (1
(Ep) = T/ §k:z;?w cos® wtdt
0 Jo

! lk; 2 /TO 2 wotdt
= ——KRZX COS™ W
To2 "M J, 0

_ 1]{:(;?\4 T 1 + cos 2wyt

dt

1/<: 9 Wo To 1 + cos 2wt
= — KX R — D ——
2 Mor J, 2
 kay, /T°1+0082w0t
A 2

Nous faisons un changement de variable dans I'intégrale en posant u = wyt, bien évidem-
ment les bornes d’intégration changent aussi. Nous obtenons alors :

dt

d((JJOt)

kx?, [* 1+ cos2u  kal, S ki — En(0) (1.30)

Er) = —2 - - M
(Ee) =0 |, ;) =X 4 >

Un calcul similaire sur I’énergie cinétique donnerait exactement le méme résultat. Il est
trés facile de le comprendre si I'on se souvient que l'intégrale calculée précédemment, en
fait, représente tout simplement la surface comprise entre la courbe décrivant 1’énergie
potentielle et I'axe des abscisses.

Nous voyons sur la figure 1.9 que cette surface représente bien la moitié de la surface
comprise entre la ligne correspondant & ’énergie mécanique et ’axe des abscisses. Cette
derniére surface rectangulaire vaut tout simplement Fj;(0) x Ty donc la moitié divisé par
Ey(0)

5

To vaut bien
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1.3 Exemples d’autres oscillateurs harmoniques libres a
un degré de liberté

Nous allons maintenant voir qu’il existe bien d’autres oscillateurs harmoniques que le
systéme mécanique ressort et masse.

1.3.1 Les pendules

Parmi les plus importants historiquement, il y a les pendules, qui ont donné leur nom
a des instruments de mesure de temps. Pour ce type d’oscillateurs harmoniques, la force
de rappel vers la position d’équilibre est la force de pesanteur.

Le pendule simple

Le pendule le plus simple qui puisse étre construit, est le pendule qui est effectivement
appelé pendule stmple. C’est un pendule comme celui qu’utilise le professeur Tournesol
dans les albums de Tintin. Il est donc constitué d’une masse sphérique attachée a un fil
sans masse. L’autre extrémité du fil est attaché a un point fixe par rapport au référentiel
d’intérét. Si le rayon de la sphére est petit par rapport a la longueur du fil, celle-ci est
assimilée a une particule matérielle. Il va osciller dans un plan. Nous supposons que les
frottements dans ’air sont négligeables. Nous présentons un exemple de pendule simple
sur la figure 1.10.

FIGURE 1.10 — Pendule simple oscillant dans un plan.

Pour étudier son mouvement, nous allons I'étudier d’'un point de vue énergétique. La
sphére du pendule n’est soumise qu’a deux forces : son propre poids P et la tension du fil

(le fil est supposé tendu). A un instant t quelconque, nous aurons une situation corres-
pondant a la figure 1.11. Si, a cet instant précis, le pendule est en train de redescendre, le
vecteur déplacement élémentaire est exactement comme indiqué sur figure 1.11. Sa direc-
tion est perpendiculaire & la direction de la tension. Ceci entraine que la seule force qui va
travailler au cours du mouvement est la poids ?, qui est une force qui dérive d’une énergie
potentielle.

. . s
En effet, nous avons obligatoirement dW= = ? e dOM = 0.
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L’énergie potentielle de pesanteur s’écrit en fonction de I'altitude donc ici la variable z
de la maniére suivante :

Ep(z) =mgz+ K

Avec K constante d’intégration.

Nous devons fixer arbitrairement I’altitude a laquelle I’énergie potentielle est nulle pour
déterminer K. Nous choisissons que ’énergie de potentielle soit nulle au point O (origine
de axe Oz), c’est a dire quand le pendule est au plus bas. Ceci implique que K soit nul.
Nous calculons d’abord z. Nous voyons sur le schéma de la figure 1.11 que z = ¢ — { cos 6.

Nous en déduisons I'expression en fonction de 6 de I’énergie potentielle de pesanteur :
Ep(M) =mgl(1 — cosf)

L’énergie cinétique se calcule en tenant compte de la trajectoire circulaire du pendule, nous
avons dans ce cas ||¥]| = £]6| donc I'énergie cinétique s’écrit tout simplement, :

1 1 : 1 .
Ec(M) = émvz = §m(€0)2 = §m£202

Nous pouvons en déduire I’expression de I'énergie mécanique du pendule qui est une gran-
deur qui se conserve au cours du temps puisque la seule force qui travaille, n’est pas
dissipatrice d’énergie :

1 .
Ey(M) = §m€292 + mgl(1 — cosf)

Si nous dérivons donc cette expression par rapport au temps, cette dérivée doit étre nulle
a tout instant. Nous obtenons donc dans ce cas :

dEy (M)

1 o .
p :0:§m£2x20x0+mg€xsm0x0

donc nous en déduisons que
0 =ml?0 x 4+ mgl x sinf x 0

Nous divisons ensuite cette expression par m¢?0 d’ou

0=d+ %sin@ (1.31)

Cette équation différentielle n’a pas de solution analytique simple.
Mais si nous supposons que l'angle d’oscillations 6 demeure petit au cours du mouve-
ment. Nous allons pouvoir faire ce que 'on appelle l’approximation des petites angles
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FIGURE 1.11 — Pendule simple en oscillation & un instant t.

(les angles étant bien sir définis en radians comme cela doit toujours étre fait en physique).
Dans ce cadre, nous savons que nous pouvons considérer que sin 6 ~ 6.
L’équation 1.31 se simplifie donc

L9, @0 g
0=6+30=—5+70 (1.32)

Nous retrouvons alors I’équation typique d’une oscillateur harmonique libre, ayant une
pulsation d’oscillations :

W = g
14

Nous avons dans ce cas des oscillations de rotation.

Nous pouvons remarquer qu’avec un tel systéme mécanique, nous disposons en fait d’un
gravimetre, ¢’est a dire un instrument qui permet de mesurer 'accélération de pesanteur
n’importe ou sur terre en mesurant une période, donc un temps.

La période d’oscillations de ce pendule est indépendante de ’amplitude initiale du mou-
vement : il y a esochronisme. Ceci demeure vrai tant que ’approximation des petits angles
reste correcte. Si 'angle devient trop grand pour la respecter, alors il va apparaitre une
dépendance de la période en fonction de 'amplitude, I’oscillateur devient anharmonique.

Le pendule pesant

Dans la vie courante, il existe des oscillateurs pendulaires beaucoup plus complexes que
celui que nous venons d’étudier. Nous pouvons penser par exemple & un enfant sur une
balancoire, aux horloges a balancier, a un gymnaste tenant une barre fixe, a nos bras, a nos
jambes ou a des ponts suspendus. Nous allons appeler ce type de pendules soit pendule
pesant soit pendule composé.
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FIGURE 1.12 — Pendule pesant oscillant dans un plan perpendiculaire a 'axe de rotation

A.

La figure 1.12 représente ce type de pendule sous la forme d’un corps rigide pivotant
librement autour d’'une axe A qui ne passe pas par son centre de masse. Il s’agit donc d’un
solide en mouvement autour d’un axe horizontal fixe sous ’action de son propre poids. Pour
pouvoir étudier un tel mouvement, il faut faire non pas de la mécanique du point mais de
la mécanique du solide. Comme le mouvement du pendule est un mouvement d’oscillations
en rotation, cela nous améne a utiliser le théoréme du moment cinétique (celui-ci est vu en
cours de Mécanique du Solide).

Le théoréme du moment cinétique nous dit que dans un mouvement de rotation par
rapport a un axe fixe A vis a vis d’un référentiel galiléen, la dérivée par rapport au temps
du moment cinétique d’un systéme matériel par rapport a cet axe est égale a la somme
des moments des forces extérieures par rapport a ce méme axe, celles-ci étant appliquées
au systéme étudié. Nous écrivons mathématiquement ceci de la maniére suivante :

402 Z FA<?iezt)

dt
avec op moment cinétique du systéme par rapport a 'axe A défini de la maniére suivante :

O'A:IAXE

do
Ot Ia est le moment d’inertie du systéme par rapport a 'axe A et pm est la vitesse

angulaire de rotation du pendule composé.

Pour trouver le deuxiéme terme de I’équation, il faut faire le bilan des forces extérieures
appliquées au systéme étudié.

Il y a deux forces extérieures : son propre poids ?, appliquée au point G et la réaction
de la barre ﬁ, qui est toujours perpendiculaire a I'axe de rotation et est appliquée au point

0.



22 L’oscillateur harmonique libre & un degré de liberté

Si nous voulons calculer les deux moments de ces forces par rapport a 'axe A, il faut
d’abord calculer le moment de ces forces par rapport au point O appartenant a 'axe A
(voir sur la figure 1.12). Par définition nous avons donc :

To(P)=0CGAP
To(R)=00ANE =0

Donc seul le poids va faire tourner le systéme par rapport a ’axe.

Ensuite pour calculer le moment de la force par rapport a I'axe, il suffit de projeter
sur 'axe A le vecteur que nous venons de calculer, en faisant un produit scalaire entre ce
vecteur et le vecteur unitaire @a, associé a la direction de 1'axe de rotation (voir sur la
figure 1.12).

FA(?) =tdp e (O? A ?) = —mgdsin6

Le vecteur unitaire associé ua a l'axe de rotation est défini de maniére a ce que la si-
tuation expérimentale décrite sur la figure 1.12 corresponde & une rotation dans le sens
trigonomeétrique.

Ayant fait tout cela, nous pouvons appliquer le théoréme du moment cinétique tel que
nous l'avons défini précédemment, nous obtenons alors

dO‘A
el ra(P)

et

donc
d*0
— = —mgdsin @
A 9
Si nous faisons l'approximation des petits angles comme nous I'avons fait pour le pen-
dule simple, nous obtenons donc ’équation différentielle suivante aprés passage du second

membre dans le premier :

d*0
IAE + mgd 0=0
Celle-ci devient aprés division par Ia
d*0  mgd
— +—0=0 1.
72 + In (1.33)

Nous avons donc a nouveau une équation différentielle typique d’un oscillateur harmonique
avec une pulsation propre telle que :

mgd
wn = [
0 In
et par conséquent une période Ty telle que :
I
TO =27 —A
mgd
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Le pendule de torsion

Nous allons maintenant voir une autre sorte d’oscillateur harmonique en rotation. Il est
constitué le plus souvent d’un fil métallique élastique. Ce fil est par exemple fixé au plafond
ou a une potence. A l'autre bout est fixé un objet massique ayant un moment d’inertie /a
par rapport a I’axe A passant par le fil tendu. Lorsque 'on tourne I’objet massique (sur

i A

FIGURE 1.13 — Pendule de torsion oscillant dans un plan perpendiculaire a ’axe de rotation

A.

la figure une barre métallique) d’un angle donné ¢, on tord le fil métallique. Celui n’est

plus dans son état normal. Etant élastique, il va essayer de revenir a son état normal en

exercant ce que nous appelons un couple de rappel (moment de force par rapport a I'axe)

sur I’objet massique, d'une maniére analogue a ce qu’il se passe pour un ressort métallique.
Ce couple de rappel a la forme suivante :

FA = —CQO

Avec la grandeur C', qui est appelée constante de torsion du fil.
Pour un tel systéme le moment cinétique de I'objet massique par rapport a 'axe A est
le suivant :

d
O'A:]AX—SO:]AX@

dt

Si nous appliquons le théoréme du moment cinétique a ce systéme sachant que seul le
couple de rappel intervient dans la rotation, nous avons donc :

doa _p 49
dat S dt

=0 (1.34)
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Nous retrouvons alors ’équation typique d’un oscillateur harmonique avec une pulsation
propre wy telle que

_./E
Wy = IA
1.3.2 Tout systéme physique en mouvement autour d’une position
d’équilibre stable

Tout systéme mécanique se trouvant en position d’équilibre stable présente un minimum
local d’énergie potentielle totale comme nous pouvons 1'observer sur la figure 1.14.

oy

LA

q ey

FIGURE 1.14 — Evolution de I’énergie potentielle en fonction de q au voisinage d’un point
d’équilibre stable.

Cela veut donc dire, si nous supposons que ’on est dans le cas le plus simple (& une seule
dimension avec une seule variable de position ¢ pour caractériser I’état du systéme), que
nous pouvons écrire le développement limité de cette énergie potentielle pour une position
q voisine de celle d’équilibre g., de la maniére suivante :

dE 1 d’FE
E,(q) = Ep(qeq) + <d—qp> X (¢ — qeq) + 3 X ( dq2p> X (q = Geq)? + .
9d={eq 4=Aqeq

Si nous nous plagons dans une position ¢ telle que les termes d’ordre supérieur a 2 du
développement limité puissent étre supposés négligeables, alors, compte tenu du fait que
le mouvement se produit autour d’une position d’équilibre stable, nous savons que

().
dq d=(eq

d’FE
( Z 2p> = « et est positif.
q d=(eq

et
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Dot Ej (q) = Ep(geq) +0 X (¢ — geg) + % X a X (g = Geq)?
Si Ey(geq) = 0, nous avons donc E,(q) = 3 X & X (¢ — eq)?

Nous retrouvons alors une expression mathématique équivalente a celle de 1’énergie
potentielle d'un classique oscillateur harmonique comme le systéme mécanique ressort plus
masse. Nous pouvons résumer tout ceci, en disant que le potentiel énergétique présente
en fonction de la variable ¢ une forme parabolique au voisinage de la position d’équilibre
comme nous pouvons 1’observer sur la figure 1.14.

Nous savons que 1’équation différentielle qui gére le mouvement d’un tel systéme au
cours du temps s’écrit de la maniére suivante :

d*q «
A =0
dt? i m

La solution d’une telle d’équation s’écrit : g(t) = A x sin(w X t + ) avec wy? = e
Les valeurs de A et ¢ dépendent des conditions initiales.

Le mouvement du systéme mécanique va donc étre un mouvement d’oscillations pério-
diques autour de la position d’équilibre avec une période propre Tj, une fréquence propre
Ny et une pulsation propre wy telles que

T():]_/NQZQTF/WOZQTF @
\/ «

Le comportement de tout systéme en équilibre stable analogue a celui d’un oscillateur
harmonique pour des mouvements autour de la position d’équilibre permet de comprendre
I'importance de ce dernier pour comprendre tous les phénoménes vibratoires. En effet,
tout objet ou systéme mécanique, qui peut exister un temps long, peut le faire parce que
I’ensemble de ces constituants sont dans des positions d’équilibre stables. Donc, toute per-
turbation légére de ce systéme va entrainer des oscillations. Cela arrive pour des cordes de
guitare, pour des tuyaux d’orgues, des poutres en bois ou en acier, pour un verre en cris-
tal, pour des calculs rénaux..etc. C’est aussi vrai a 1’échelle microscopique, cela permet de
comprendre pourquoi les molécules peuvent vibrer a des pulsations propres qui dépendent
des masses de leurs constituants et de la dérivée seconde du potentiel d’interaction entre
ses constituants a 1’équilibre.
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Chapitre 2

L’oscillateur harmonique libre amorti a
un degré de liberté

2.1 L’oscillateur harmonique libre amorti par frottement
fluide

Nous avons vu que I’énergie mécanique d’un oscillateur harmonique libre est conservée
au cours du temps. Ceci implique qu’un oscillateur harmonique une fois mis en mouvement
ne devrait jamais arréter d’osciller. Mais ’expérience de la vie courante montre que ceci
n’est sirement pas vrai. Il suffit de penser tout simplement & un enfant sur une balancoire,
qui, aprés avoir été poussé, ne fait aucun mouvement sur sa balancoire. Au bout d’un
certain temps, la balancoire et I’enfant vont s’arréter de bouger et retourner a la position
initiale d’équilibre. Il y a eu ralentissement du mouvement jusqu’a sa disparition. Nous
parlons dans ce cas d’amortissement du mouvement d’oscillations. L’énergie mécanique
initiale du systéme mécanique n’a donc pas été conservée au cours du mouvement. Nous
disons dans ce cas qu’il y a eu dissipation de l’énergie mécanique. Nous savons que
des forces a travail non conservatif ont donc agi sur le mouvement du systéme étudié.

Quelles sont ces forces ? L’énergie mécanique ayant diminué, elles sont obligatoirement
a travail résistant. Elles s’opposent au mouvement. Si nous reprenons ’exemple de la ba-
lancoire, nous savons que l'air ambiant géne le mouvement parce qu’il y a une force de
frottement fluide dans ’air lors du mouvement. Il peut exister aussi a un degré moindre
une force de frottement solide au niveau de I’axe de rotation.

L’expression de la force de frottement fluide est la suivante :

—
Fy=—f3

Avec f coefficient de frottement fluide. Ce coefficient dépend de la nature de I'objet
(forme et matériau) et de la nature du fluide.

Cette force s’oppose au mouvement en agissant dans la direction et le sens contraire au
vecteur vitesse.

27
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2.1.1 Etude du mouvement d’un tel oscillateur

Nous allons reprendre I’étude du pendule élastique horizontal (voir sur la figure 1.5) en
tenant compte maintenant de 'action de cette force supplémentaire. Le bilan des forces
appliquées devient donc :

— Le poids P = mg = —mgt,

La réaction du sol ﬁ Rii, ou se trouve la masse M. Celle-ci est perpendiculaire a
Ox parce qu’il n’y a pas de frottement solide avec le sol.

La force de rappel du ressort F',qpper = k(0 = ly) = —k(z — 20,
Nous prenons comme origine de 'axe Ox la position au repos du systéme, ce qui

implique que xg = 0.
—= . - dz _,
— La force de frottement Fy = — fv' = — fau, = —fEU:c

Le systéme étudié est toujours la masse m assimilée au point M et le référentiel d’étude est
toujours le laboratoire terrestre supposé galiléen le temps de I’expérience. Nous appliquons
alors le principe fondamental de la dynamique.

ma_?+ﬁ+?mm+ﬁ (2.1)

Equation du mouvement

Nous projetons cette équation vectorielle sur ’axe Ox. Nous obtenons alors ’expression
suivante :

d*x dx
m— = —kx — f—
dt? / dt
Cette relation peut étre réécrite si nous passons le deuxiéme terme dans le premier terme.
d2

My —i—f +/€l’—0

Aprés division par m de 'ensemble de I’équation, nous obtenons I’équation différentielle
suivante qui régit ’évolution temporelle d’un tel systéme :

f dx
——+ —x=0 2.2
dt2 7+ mdt x (22)
Souvent ’équation est écrite sous une forme dite réduite :
d’x dx 9
az + QAE +wir =0 (2.3)
Pour cela, nous posons que
k
=4/ = 2.4
wo - (2.4)
f
N= L 2.5
o (2.5)
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Nous remarquerons que wy caractérise l’oscillation et \ le freinage.
Ceux sont des grandeurs physiques de méme dimension (I'inverse d’un temps).
L’équation 2.3 est une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients
constants. La résolution de ce type d’équation est décrite dans un cas général dans la
section B.1 de ’annexe B.

Résolution de I’équation différentielle qui régit le mouvement

La solution générale de I'équation 2.3 va donc prendre la forme suivante :

z(t) = Are™t 4+ Aje™! (2.6)

Avec Aje™t et Aye™! solutions particuliéres de I’équation 2.3.

Les variables r; et 5 sont les racines distinctes d’une équation du second degré, appe-
lée équation caractéristique ou résolvante pour que les deux solutions particuliéres
obéissent effectivement & I’équation différentielle étudiée.

L’équation caractéristique prend donc la forme suivante dans le cas de loscillateur
harmonique amorti :

2420 +wi=0 (2.7)

En effet si z(t) = Ae™ alors @ = re™ et @ = r2e™.
L’équation différentielle implique donc que

Ar?e™ 4+ 20Are™ + wi Ae™ = (r* 4+ 2\r + wi) Ae™ =0

Ceci doit étre vrai a tout instant, donc le terme entre parenthése doit toujours étre
nulle. Ceci nous permet de comprendre I'origine de I’équation caractéristique.

Résoudre cette équation différentielle revient donc a résoudre une équation du second
degré. Pour accomplir cette tache, nous allons nous rappeler la maniére de résoudre une
équation du second degré. Soit I'équation az? + bz + ¢ = 0, pour résoudre cette équation,
nous allons calculer le discriminant de cette équation par la relation suivante :

A = b — dac
Les solutions de ’équation s’écrivent alors

—b— VA
T =——"
2a

et
—b+ VA
2a

Les solutions sont réelles lorsque le discriminant est positif ou nulle, sinon elles sont com-
plexes. Pour des raisons pratiques, dans la cas de l'oscillateur harmonique amorti, nous
préférons introduire la notion de discriminant réduit.

To =
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Posons b = 2I/, nous avons alors A = b? — 4ac = 4b"* — 4ac = 4(b”* — ac), nous pouvons
alors écrire que

W —VA 2 =22 —ac =V — VW2 —ac

= 2a 2a a

Nous en déduisons alors que si nous posons A’ = b’? —ac = T nous aurons tout simplement

N
a

et

—b + VA

a

T —

Si nous appliquons maintenant cette maniére de résoudre une équation du second degré
a ’équation caractéristique obtenue pour l’oscillateur harmonique amorti, nous obtenons
une expression trés simple pour le discriminant réduit, en effet nous avons a = 1, b’ = X et
¢ = wi, cela donne donc :

A=\ — 2 (2.8)

2.1.2 Trois types de régimes

I1 va donc falloir envisager 3 cas différents selon que A’ soit positif, nul ou négatif.
C’est la comparaison directe de A et wp, qui va définir, quel cas s’applique.

Régime apériodique : frottement fort

Nous allons étudier d’abord le cas ou les frottements sont suffisamment forts pour
que A > wy et par conséquent A’ > 0.
Les deux solutions de I’équation caractéristique sont réelles. Nous avons donc :

r=—-A— VA = =\ — /A — Wi
Ty = =X+ VA = =X+ /A2 — W2

Nous pouvons remarquer que ces deux grandeurs sont négatives.
Cela donne une solution générale qui prend la forme suivante :

—\— 2_,,2 _ 2_.,2
l’(t) _ Ale( A=/ A2 —wi)t —|—A2€( A/ A2 —wi)t
Nous pouvons un peu simplifier cette expression et la réécrire de la maniére suivante :

z(t) = e M x (Are~ WV M =wp)t 1 AyeV ’\2_“(2))t)
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Au travers de cette expression, il y a clairement une atténuation de 'amplitude de 'oscil-

lation qui apparait au travers du terme en e .

Nous parlons souvent dans ce cas d’amortissement.
Nous pouvons aussi calculer 'expression de la vitesse de 'oscillateur. Il suffit de dériver
I’expression obtenue ci-dessus. Nous obtenons alors :

(t) = Ayrie - Agrge™t = (= A=/ A2 — wS)Ale(_A_ V ’\2_“3)t+(—)\+\ [ A2 — w%)Age(_’\+V 2wt

Il reste a déterminer A; et A, & I'aide des conditions initiales de position et de vitesse.
Les calculs étant souvent compliqués, nous allons le faire pour les conditions initiales
standards z(0) = z¢ et ©(0) = 0.
A Tinstant ¢ = 0, nous avons donc

2(0) = 2o = X0(Aje VN 900 4 Ape VA T980) = Ay + A,
et
.I'(O) = 7”1A16T10 + T2A2€T20 = T‘lAl + T'QAQ =0

Nous ne déduisons que

()
Al = ——A2
r1
N r —7T2 1o 2o
d’ou zg = Ay done Ay = et A =
T rn —T2 o —T

Cela nous donne donc I'équation horaire suivante pour x(t) :

Zo
t) = rot r1t
x(t) —— (rie roe’t)

z(t) = __ T ((_/\ — /2= w[2)>e(*>\+\/)\2,w§)t (At /2 _ W2)el A /—)\ng)t>
24/ N2 — W

Cette derniére expression peut se simplifier un peu

0=y ;0 —e ((A /A2 = W)l VAT (A A2 w%)e‘(v*z‘“g)t>>
—y

Aprés mise en facteur, nous obtenons

T (A § CRA e VAR

A2 — wk 2

x(t) = + /A% — wi x

(V¥R e—(\/V—wS)t))
2
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x(t) = L —— ()\ sinh(y/A? — wg X t) + /A2 — w3 X cosh(y/A? — wi x t))

2 _ 2
A2 —wg

Le tracé de cette fonction x(t) est présenté sur la figure 2.1.

Il y aun retour lent sans oscillation apparente vers la position d’équilibre, d’ot le terme
de régime apériodique. On utilise aussi le terme de régime surcritique.

x(t)

P Régime apériodique : A > o

Reégime critique : A = wmo

Reégime pseudo-périodique : A < o

amoriissement

Plus faible

FIGURE 2.1 — Présentation de I'évolution temporelle des trois régimes possibles pour un
oscillateur harmonique libre amorti (les conditions initiales correspondant au cas classique :
x(t=0)=uxzg et £(t =0) =0).

Régime apériodique critique

Il existe un régime particulier correspondant au cas ou A" = 0. Nous avons dans ce
cas A = wp.

Nous savons que ’équation caractéristique a alors une seule solution :
M =T9 = -\ = —Wwp.

Il n’y a donc plus qu’une solution indépendante du type z1(t) = Aje™*.

Il est possible de montrer qu’une solution du type 2(t) = Aste ™ est aussi solution de
I’équation différentielle et est indépendante de 'autre.
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La solution générale prend alors la forme suivante :

I‘(t) = ZL’l(t> -+ ZEQ(Zf) = Ale_/\t + Azte_)\t == (Al + Agt)e_)‘t (29)

La vitesse correspondante évolue en fonction du temps de la maniére suivante :
x(t) = Aje ™ — AMA; + Agt)e_’\t = (A2(1 = At) — A1) e M

Si nous essayons de retrouver les valeurs de A; et As dans les conditions initiales les plus
couramment étudiées, nous avons donc :

I’(O) = (Al + AQO)B_)\O = Al = X9
et
I‘(O) = (Ag(l — )\0) — Al)\) 67/\0 = AQ - Al)\ =0

Nous déduisons de ces deux équations que A; = g et Ay = .
Nous pouvons alors écrire que 1’équation horaire du mouvement pour ce régime apé-
riodique critique est :

z(t) = xoe (1 + M) = xoe 0! (1 + wyt) (2.10)

Celle-ci est représentée sur la figure 2.1 en comparaison avec les autres régimes. Nous
pouvons voir la encore qu’il y a un amortissement du mouvement sans oscillation d’ou
le terme apériodique, mais en plus ce retour a ’équilibre correspond toujours au retour
plus rapide possible (utile pour les instruments de mesure utilisant des oscillateurs
harmoniques, comme les balances).

Régime pseudo-périodique : frottement faible

Nous allons maintenant étudier le troisiéme régime possible de ’'oscillateur harmonique
amorti. C’est celui qui correspond au cas ot les forces de frottement ont une action faible ou
méme vraiment trés faible. Dans ce dernier cas d’ailleurs, la situation physique se rapproche
beaucoup de celle de I'oscillateur harmonique "parfait" sans frottement.

La faiblesse du frottement va donc étre caractérisée par la valeur trés faible de A\, qui
va se retrouver plus petite que la valeur de la pulsation propre wy.

Ceci entraine donc si wg > A, que le discriminant réduit A’ est tel que A’ <0 .

La conséquence immédiate de ce fait est que les racines de I’équation caractéristique ne
sont plus des nombres réelles mais des nombres complexes, qui sont complexes conjuguées
I'un de autre :

rp=—-A— /A2 —wi=—-X—j/wi— N\
g ==X+ /A2 —wi=-A+/wi— N

et
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Ceci nous améne & définir une pseudo-pulsation w' par la relation suivante :

)2
W= Wi — A =wyx 11— (2.11)

Wo

Compte tenu de ces racines complexes, la solution de I'équation différentielle va donc
prendre la forme suivante :

z(t) = e M x (Aje " 4 Aget ') (2.12)

Aj et A, sont des constantes d’'intégration complexes, mais elles ne peuvent pas étre
quelconques 'une vis & vis de 'autre car le mouvement étant bien évidemment réel, la
fonction x(t) doit étre réelle obligatoirement.

Ceci implique que A; et A, soient complexes conjugués 'un de I'autre. Ceci entraine
donc que z(t) peut se réécrire :

2(t) = A x e x cos(w't + ¢) (2.13)

A A
avec A; = Eeﬂaﬁ et Ay = Ee*m.

Dans ce cas les deux constantes d’intégration a déterminer sont A et ¢.
La solution z(t) peut aussi s’écrire difféeremment :

z(t) = e M x (Ccos(w't) + Dsin(w't)) (2.14)

SiC'=Acos¢p et D=—Asine.

Nous pouvons aussi déterminer I'expression de la vitesse en fonction du temps pour
le mouvement pseudo-périodique & partir de la premiére expression de x(t) présentée ci-
dessus.

Nous obtenons alors :

B(t) = —Ax Ax e M xcos(wt+ @) — Axe™Mxwsin(wt+ @)
Que nous pouvons réécrire :
i(t) = A x e x (=Acos(w't + @) — w'sin(w't + ¢))

Nous allons maintenant essayer de retrouver les valeurs de A et ¢ dans les conditions
initiales les plus couramment étudiées, c’est a dire lorsque nous avons z(0) = ¢ et (0) = 0.
Nous avons donc

2(0) = A x e x cos(wW'0+ @) = A x 1 x cosé = xq
et

i(t) = Axe 0 x (=Acos(W0+¢) —w'sin(w'0+¢)) = Ax1x (=Acos¢—w'sing) =0
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Nous en déduisons que A cos¢ = xg et Acos ¢ = —w'sin ¢.
Cela permet de déterminer dans un premier temps que

A
tan ¢ = —J
Sachant que 75 = 1 + tan? ¢ nous pouvons calculer que
0S
3 2
2 2 2 2
A = =y = x5 X (1 4 tan® ¢) = x§ % (1+ﬁ)

d’ou I'expression de A suivante :

2
A:ZL'()X 1+(i/>
w

Si maintenant, nous tracons sur une figure, la fonction du temps obtenue avec de telles
conditions initiales, nous obtenons les deux courbes oscillantes présentées sur la figure 2.1.
L’une correspond a un amortissement faible (c’est souvent des frottements dans un gaz),
nous avons le temps d’observer un nombre important d’oscillations tandis que pour l'autre,
il y a un amortissement suffisamment fort pour n’observer que quelques oscillations (c’est
souvent des frottements dans un liquide, qui sera plus visqueux).

Dans tous les cas, il y a des oscillations apparentes autour de la position d’équilibre,
mais il y a aussi une atténuation progressive de 'amplitude en suivant une loi exponentielle
en fonction du temps jusqu’a un retour a I’équilibre d’ou le terme de régime pseudo-
périodique.

2.1.3 Caractérisation de ’amortissement

Nous allons au travers de I'étude du régime pseudo-période définir un certain nombre
de grandeurs qui vont caractériser le comportement de 1'oscillateur harmonique amorti.
Nous présentons sur la figure 2.2 un cas typique correspondant a ce régime.

La constante de temps et le temps de relaxation

Quelque soit le type de régime, 'amortissement des oscillations dépend du terme expo-
nentiel e, \ est appelée constante d’amortissement.
Nous appelons constante de temps 7, 'intervalle de temps telle que

T=1/A

C’est donc le temps au bout duquel 'amplitude de Poscillation a été divisée par le nombre
exponentielle e, qui vaut 2,718..etc.
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x(t) (1) = Ae* cos(ew't+ )

FIGURE 2.2 — Evolution typique d’un oscillateur harmonique libre amorti en régime pseudo-
périodique (les conditions initiales correspondant au cas classique : z(t = 0) = 1z et
(t =0)=0).

Nous définissons aussi une grandeur de méme nature pour caractériser la diminution
au cours du temps de I’énergie mécanique. Elle est appelée temps de relaxzation 7, et est
définie de la maniére suivante :

T, =T/2

La pseudo-période

Sur la figure 2.3, nous définissons et montrons comment déterminer expérimentalement
la pseudo-période T' d’un mouvement pseudo-périodique. A partir de la définition ma-
thématique de la pseudo-pulsation w’ donnée dans I’équation 2.11, nous pouvons en déduire
I’expression mathématique de la pseudo-période 1" :

T/—27T— 2

W JwE = 22

Wo
Nous pouvons aussi écrire une expression de la pseudo-période en fonction de cette période
propre Ty de l'oscillateur harmonique :

2m m
Nous rappelons que la période propre de l'oscillateur harmonique est Ty = — = 27, | T

T/ . 27T . TO

2 2
sp-G) -G
Wo Wo
Nous savons que pour observer le mouvement pseudo-périodique plutot que les autres ré-
gimes, il faut que la pulsation propre wy soit plus grande que la constante d’amortissement .
Ceci implique, compte tenu de ’équation qui précéde, que, pour une valeur donnée de
wo, 1" soit toujours plus grand que Tj. Si nous réfléchissons un peu, ce résultat parait tout a

fait normal. En effet, la différence entre 'oscillateur harmonique "parfait" sans frottement
et celui amorti, c’est justement les frottements. Nous savons que la force de frottement
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Il:[) x{rh= Ae™H cos(m 1+ §)
4
<
Tl

FIGURE 2.3 — Détermination expérimentale de la pseudo-période d’'un mouvement d’oscil-
lations amorti.

s’oppose au mouvement, donc naturellement ralentit le mouvement par conséquent ne peut,

aller que dans le sens d’augmenter le temps pour faire I'aller et le retour de I'oscillation.
Nous pouvons rencontrer des cas ot 'amortissement s’avére trés faible. Dans ce cas,

la constante d’amortissement A apparait beaucoup plus petite que la pulsation propre wy.

A
Ceci peut s’écrire — < 1. La pseudo-période peut alors s’écrire :
Wo

2\ "2 2
1
wWo 2 wWo

A la limite, nous pouvons méme considérer que la période et pseudo-période sont égales :
T =T,

Le décrément logarithmique

Nous allons maintenant définir une grandeur ¢ qui va caractériser la maniére dont
lamplitude de l'oscillation s’atténue et qui permet de remonter a la valeur de la constante
d’amortissement A lorsque nous le déterminons expérimentalement.

Cette quantité mesure la décroissance des amplitudes.

Nous 'appelons décrément logarithmique et il est défini par la relation suivante :

Ou z(t,) et z(t,+T") représentent les amplitudes des oscillations aux instants ¢,, et (t,+71") :
généralement ces deux instants sont choisis comme correspondant a deux extrema successifs
de méme signe. La maniére de déterminer ces amplitudes est décrite sur la figure 2.4.
Pour améliorer encore la mesure, il peut étre intéressant de regarder la variation d’am-
plitude non pas sur une seule pseudo-période mais sur plusieurs pseudo-périodes.
Dans ce cas, nous avons :

0= %m <x(tn —i(j\?)x T’))
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SN X(t,)

I ------- S X(4T)

aoop b TEHT

=2

FIGURE 2.4 — Détermination expérimentale du décrément logarithmique d’un mouvement
d’oscillations amorties.

Compte tenu de la premiére définition donnée ci-dessus pour le décrément, nous pouvons
montrer que :

En effet nous avons

5—In A x e x cos(W't, + @)
B A x e M) x cos(w'(t, +T") + &)

donc

51 A x e x cos(w't, + @) . A x e x cos(w't,, + @)
= 1n =
A x e AT % cos(w't, + ¢ + w'T") A x e AT x cos(w't, + ¢ + 27)

L’expression se simplifie de la maniére suivante

B_At 1 AT’
5:ln(m):ln(ﬁ>:ln<e )
Ceci permet, donc de trouver la relation donnée ci-dessus.
Nous pouvons aussi déterminer ¢ en fonction de wy :
2
Vwd — N2

Il faut avoir en téte que la pseudo-période et le décrément logarithmique n’ont de sens
que si le régime est pseudo-périodique.

F=axT =227 =
W
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Le facteur de Qualité

Pour finir, nous définissons aussi ce qu’on appelle le facteur de qualité () de I'oscil-
lateur par les expressions suivantes :

_ %
Q_Z)\

ou encore

’Q:CL)OXTT

Plus 'amortissement est faible, plus la qualité du systéme oscillant est grande. Or @) est
d’autant plus grand pour un wy donné, que l'amortissement est faible, d’ou le nom de
facteur de qualité. Cela quantifie sa capacité a osciller.

Nous pouvons résumer tout cela de la maniére suivante : un oscillateur harmonique
amorti peut étre complétement caractérisé, soit par la connaissance de la pulsation wqy et
du coefficient d’amortissement A, soit par celle de la pulsation propre wy et du facteur de
qualité Q.

2.1.4 Aspects énergétiques

Il va y avoir obligatoirement par la présence de la force de frottement qui est une
force a travail non conservatif et résistant, une diminution de ’énergie mécanique de
I'oscillateur harmonique amorti. Pour étudier cela, nous allons nous limiter a ’étude du cas
ou nous avons des oscillations donc au régime pseudo-périodique. Dans ce cas nous avons
vu que I’élongation et la vitesse ont les expressions suivantes en fonction du temps :

z(t) = A x e x cos(W't + ¢)
et
i(t) = A x e x (=Acos(W't + @) — w'sin(w't + ¢))

Nous allons en déduire les expressions respectives en fonction du temps de I’énergie ciné-
tique, de I’énergie potentielle et de ’énergie mécanique.

Energie cinétique
1
Nous savons que E,.(t) = §m$2(t) donc ici nous avons :

1
E.(t) = imA2 x e M x (= Acos(w't + ¢) — o' sin(w't + ¢))?
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Energie potentielle
1
Nous savons que E,(t) = §kx2(t) donc :

1
E,(t) = 5/@42 x e x cos? (W't + ¢)

Sachant que k = mw? nous pouvons réécrire 'énergie potentielle de la maniére suivante :

1
Ey(t) = émA2 x e x Wi cos? (W't + @)

Energie mécanique

Pour calculer I’évolution de ’énergie mécanique en fonction du temps, il suffit donc de
sommer les deux expressions trouvées précédemment :

1 1
En(t) = §mA2 x e M x W cos? (W't +¢)+ imA2 x e M x (= cos(wW't+¢) —w' sin(w't+¢))?
Nous pouvons simplifier cette expression en la factorisant :

En(t) = %mA2 x e M x (wg cos® (W't + @) + (Acos(w't + ¢) + w'sin(w't + ¢))?)

L’énergie mécanique n’est donc pas constante au cours du temps comme nous pouvons
I'observer sur la figure 2.5.

Elle diminue en moyenne selon une loi en e~
I’énergie mécanique initiale de oscillateur.

Le temps de relaxation 7, caractérise bien I’évolution temporelle de I'amortissement en énergie
de l'oscillateur harmonique amorti.

X — =t/7 ] y donc bien dissipation de

Cas d’un amortissement trés faible

Lorsque 'action de la force de frottement est trés faible, nous savons que A < wy donc
2

A
que — < 1.
Wo
Il s’en suit que 7" ~ Tj et w' ~ wy.

Nous pouvons donc recalculer I’énergie mécanique de l'oscillateur dans cette situation
en simplifiant son expression en tenant compte de ’amortissement trés faible.

1
En(t) = §mA2 x e M x (wg cos®(wot + @) + (A cos(wot + @) + wo sin(wot + ¢))?)

Le terme avec la constante d’amortissement comme facteur est négligeable par rapport au
terme avec comme facteur wy, donc nous simplifions I'expression de ’énergie mécanique
compte tenu de cela :

1
E,(t) = §mA2 x e M x (wg cos®(wot + ¢) + wg sin®(wot + ¢))
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Energie mécanique

Al -
35 T Ty
3_
= | —_— E }
m
= s A
@ - E
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1
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FIiGURE 2.5 — Evolution temporelle typique des énergies mécanique et potentielle pour
un mouvement d’oscillations pseudo-périodique. Le complément en clair entre les deux
correspond a ’énergie cinétique.

D’ou
1

1
E,(t) = imA2 x e M x wg (cos®(wot + @) + sin®(wot + ¢)) = §mA2 x e 2 w2

Pour étudier plus précisément la perte d’énergie de l'oscillateur harmonique amorti
faiblement, nous pouvons essayer de déterminer la quantité d’énergie mécanique dissipée
AFE,,(t) entre 'instant ¢ et ¢t + 7", donc pendant la pseudo-période suivant ¢.

Nous avons :

1 1
AE,(t) = Ep,(t+T") = En(t) = B (t+Ty) — En(t) = émAQQJ(Q)e_Q)‘(HT“) — §mA2w§e—2”

Nous factorisons alors cette expression

1
AE,(t) = émAQng e (e Mo — 1) = B, (t) (e — 1)
202 2
Nous savons que 2\Ty = T_
Wo

Le frottement étant trés faible, ) est grand, donc la puissance de I’exponentielle dans
I'expression de AE,,(t) est trés voisine de zéro.

Le développement limité de la fonction exponentielle autour de 0 est telle que e* ~
1+ 2 + ... au premier ordre. Nous pouvons donc réécrire la perte d’énergie AE,,(t) de la
maniére suivante :

2 2T
AB(t) = By(t)(1 = 55 —1) = ~Bu(t) x
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Nous pouvons alors déterminer la perte relative d’énergie mécanique de 1'oscillateur har-

monique amorti entre ¢ et t + 7" de la maniére suivante

AE(1)

En(t)

2

Q

(2.15)

Cette expression permet de définir un lien clair entre la facteur de qualité @) et la perte

effective d’énergie mécanique de I'oscillateur harmonique amorti étudié.

Celle-ci est donc tout simplement inversement proportionnelle & ). De maniére cohé-
rente, cela indique que plus loscillateur se rapproche de Poscillateur idéal () — 0o0) moins
il perd d’énergie a chaque période, moins il faudra lui apporter d’énergie pour compenser

ces pertes et entretenir le mouvement d’oscillations.

Cette expression n’est valable que pour un trés faible amortissement (@) trés grand).



Chapitre 3

L’oscillateur harmonique en régime
forcé

3.1 Présentation du probléme et mise en équation

3.1.1 Entretien des oscillations par une excitation périodique si-
nusoidale

Nous avons vu au chapitre précédent pourquoi un oscillateur harmonique amorti par une
force de frottement fluide ne pouvait pas osciller éternellement. L’existence de la force de
frottement, force a travail non conservatif, entraine une diminution progressive de 1’énergie
mécanique initiale de l'oscillateur. Celle-ci est dissipée sous forme de chaleur au cours du
mouvement lors du contact du mobile avec le fluide ambiant.

Pour compenser cette perte et ainsi conserver les oscillations, il est nécessaire de fournir
de I’énergie au systéme mécanique étudié par 'intermédiaire d'une force extérieure, qui sera
dite force excitatrice. C’est ce que vous faites lorsque vous poussez une personne sur une
balancoire pour que son balancement puisse continuer au cours du temps.

A priori cette force supplémentaire d’entretien du mouvement peut étre quelconque,
mais il est évident que par souci d’efficacité, il vaut mieux qu’elle soit colinéaire au mou-
vement et qu’elle soit le plus possible dans le sens du mouvement. Pour cette raison, nous
savons qu’elle va donc prendre la forme suivante pour un mouvement a un degré de liberté
suivant Oz : F'ope = Flpo(t) .

Il s’avére inutile d’étudier toutes les fonctions F...(t) possibles. Nous allons nous conten-
ter d’étudier uniquement des fonctions d’excitation sinusoidales de fréquence donnée. En
effet, il a été montré en mathématiques que toute fonction F,.(t), quelles que soient sa
forme, sa durée, peut s’écrire sous la forme d’une superposition de fonctions sinusoidales
(celle-ci peut étre discréte ou continue selon que F,.(t) soit périodique ou non).

Le fait que I’équation différentielle du mouvement soit linéaire, comme nous allons le voir
par la suite, implique que le principe de superposition puisse s’appliquer. La connaissance de
la réaction du systéme mécanique étudié a chacune des fonctions sinusoidales constitutives
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de la fonction F,..(t) permet de connaitre par sommation la maniére de réagir du systéme
a la fonction Fi,.(t) elle-méme. Ceci rend trés important 1’étude de 1'excitation sinusoidale,
la force dans ce cas, prend la forme suivante :

?exc = Fcos QU X 1,

3.1.2 Equation du mouvement

Nous pouvons reprendre pour étudier ce mouvement entretenu par une excitation sinu-
soidale ’étude du pendule horizontal amorti tel qu’il est décrit sur la figure 1.5 et dans la
sous-section 2.1.1. Par rapport a cette derniére situation, il y a une force supplémentaire
qui est la force excitatrice.

Le bilan des forces appliquées est donc :

— Le poids P = mg = —mgt,

La réaction du sol ﬁ = R, ou se trouve la masse M. Celle-ci est perpendiculaire a
Ox parce qu’il n’y a pas de frottement solide avec le sol.

— La force de rappel du ressort F',qppe = —k(?— E_E)) = —k(x — x0)t,.
On choisit 'origine du repére de maniére a avoir xy = 0.
— dx
— La force de frottement F; = —fv = — fau, = —faﬁx

— La force excitatrice Femc = Fcos Qi X i,
Le systéme étudié est toujours la masse m assimilée au point M et le référentiel d’étude
est toujours le laboratoire terrestre supposé galiléen le temps de 'expérience.

Nous appliquons alors le principe fondamental de la dynamique.

md =P+ F+ ?mppel + 17} L TF (3.1)

Nous projetons cette équation vectorielle sur ’axe Ox. Nous obtenons alors ’expression
suivante :

d*x

dx
My = —kx — f% + Fcos it

Cette relation peut étre réécrite si nous passons une partie du deuxiéme terme dans le
premier terme.
d*x N fdx ke — Feosl
m—- — x = F cos
dt? dt
Aprés division par m de ’ensemble de I'équation, nous obtenons I'équation différentielle
suivante qui régit 1’évolution temporelle d’un tel systéme :
d*x  fdr k

F
w—FEa—FEl’—ECOSQt (3.2)
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Nous pouvons aussi I’écrire sous sa forme dite réduste :

d*z dz F
ez T 2)\$ +wir = —cos Ot (3.3)

Nous obtenons alors une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients
constants avec second membre.

3.2 Reésolution de I’équation différentielle

3.2.1 Reégimes transitoire et permanent

La solution générale d’'une équation différentielle de ce type va s’écrire sous la forme de
la somme de deux fonction du temps, une premiére xgy(t), qui correspond a la solution
générale de I'équation différentielle sans second membre (appelée aussi équation homo-
géne), et une deuxiéme zp(t), qui est une solution particuliére de I’équation compléte.

Nous aurons donc :

JT(t) = xGH(t) + SCp(t)

Il apparait que la solution de I'équation différentielle homogéne est tout simplement la
solution xgp(t), trouvée pour l'oscillateur harmonique amorti en régime libre dans le cha-
pitre 2 précédent. Nous avons vu que quel que soit le régime considéré, la solution tend
vers 0 lorsque le temps tend vers 'infini a cause du terme en e™*. Au bout d’un temps
relativement court, ce terme devient négligeable. Cette partie de la solution a une durée
d’existence courte d’ou le terme de régime transitoire pour la période ou cette solution
n’est pas négligeable devant la solution particuliére.

Lorsque que la composante xgp(t) devient vraiment négligeable, il ne reste plus que la
solution particuliére, qui est, comme nous allons le voir par la suite, la solution imposée
par la fonction d’excitation. Nous disons que nous sommes en régime forcé ou régime
permanent. La force excitatrice oblige le systéme mécanique a suivre une évolution tem-
porelle équivalente a la sienne.

Donc si Fp,.(t) est une fonction sinusoidale de pulsation 2, alors la solution particuliére
xp(t) sera une fonction sinusoidale de méme pulsation s’écrivant de la maniére suivante :

xp(t) = A X cos(Q2t + ¢)

La solution z(t) aura donc souvent une allure caractéristique comme celle présentée sur la
figure 3.1

3.2.2 Détermination de la solution forcée en utilisant les nombres
complexes

Nous pouvons montrer en mathématiques que si une solution zp(t) en cosinus, comme
celle qui est écrite précédemment, est une solution particuliére de 1’équation différentielle
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AX('[)
4 . v . I
Régime transitoire

1
Régime forcé
1

FIGURE 3.1 — Présentation de I’évolution temporelle typique d'un oscillateur harmonique
amorti en régime forcée. En régime libre, son mouvement serait ici pseudo-périodique.

d’intérét alors une solution en Asin(2t + ¢) est aussi une solution particuliére possible de
I'équation différentielle avec un second membre changé en F'/msin(Qt). Donc un nombre
complexe, de la forme suivante A X (cos(Q2t+¢@)+sin(Q2t+¢)), sera lui solution de I’équation
différentielle suivante :

F
ip -+ 2)@13 + ouggp — _QQQP + QAZQQP + wggp — Eezﬂt

1l suffit de prendre ensuite sa partie réelle pour retrouver la solution réelle en cosinus.
Mais nous allons voir qu’en passant par les complexes, il s’avére plus aisé de trouver la
solution particuliére de ’équation différentielle. Le calcul des dérivées temporelles est plus
simple. Nous définissons donc une solution particuliére complexe ainsi :

zp(t) = A X (cos(Qt + ¢) +15in(Qt 4 ¢)) = Ae!¥+9)

Nous avons donc

dxp(t
—ip( ) = 1Q A H9) = 192 ()
dt
et
dziP (t) (2
T = —AIT) = (%, (1)
Nous écrirons de plus la force excitatrice sous forme complexe : F,,, = F x e*¥.

Compte-tenu de cela, nous pouvons donc réécrire ’équation différentielle 3.3 de la ma-
niére suivante en remplacant les dérivées par les expressions déterminées ci-dessus :

Fp+2\ip +wizp = —Vxp + 2002 p + wizp = Eezm
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Nous pouvons alors réécrire cette équation de la maniére suivante en mettant z en facteur :
2 2 F 1917
(=% 4+ 2\ + wy)xp = —e
m
Nous remplacons alors x, par son expression en fonction de t.

(62 — 0?) + 22 ) Ac@r+o) — L o
m

Nous pouvons simplifier cette expression par e**

F
((WE — ) 4+ 2X) Ae*? = —
m

Nous en déduisons pour finir que

F 1
Ae = — 5
m (wg — 22) + 2XN
Ceci nous permet de calculer les expressions de 'amplitude et la tangente de la phase en
fonction de €2 puisque il suffit de prendre le module et I'argument du nombre complexe

situé dans le membre de droite de I’équation :

F
A= m (3.4)
\/(wg —02)2 +4)2Q)?
et
20
tan ¢ = N RGF (3.5)
Ces deux expressions peuvent étre réécrites en remplagant \ par ;—5.
Nous trouvons alors que
F a
02wl 02 02
2 0
\/ (- 0+ \/ e
et
1
Q wWo

Nous notons la dépendance de 'amplitude A en fonction de €2, la pulsation d’excitation.
Nous étudierons celle-ci dans la section suivante.

Nous remarquons que le sin ¢ est négatif ou nulle. Cela parait normal qu’il y ait un
retard de l'oscillateur par rapport a la force qui entretient le mouvement. L’oscillateur
harmonique essaie de suivre le mouvement en étant ralenti par les frottements, donc il
doit obligatoirement prendre du retard par rapport a l’oscillation excitatrice donc avoir un
déphasage négatif. Ce déphasage est lui aussi dépendant de la fréquence (2.
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3.3 Etude du régime permanent : phénoméne de réso-
nance en amplitude

3.3.1 Notion de résonance en amplitude du mouvement

Si nous regardons 'expression de A en fonction de €2, nous notons que si 2 tend vers 0
alors A tend vers F'/k. Par contre, si €2 tend vers l'infini, alors A tend vers 0. Donc soit A
diminue continument de F'/k & 0 en fonction de la pulsation d’excitation soit ’amplitude
croit et passe par un maximum puis redescend jusqu’a 0.

Pour vérifier cela il suffit de dériver 'expression de A par rapport a 2. Nous avons
donc :

dA F 1
— =~ x S((wE = )2 4N T2 x (2(wd — 02) x (—29) 4 8)%Q)
ds? m 2
Nous pouvons simplifier un peu cette expression :
dA F 1 9\
— = —— x (W -0 ANPQ?) T2 x40 x (9% — wi + 2)\?
= == xS — 0+ ) (02— uf + 207
Pour que cette dérivée soit nulle, il suffit donc que € soit nulle ou que le terme Q2 — w3 42\
soit lui-méme nul.

Ce dernier terme est donc nul si Q = y/wi — 2A2 = Q,

Nous appelons cette pulsation spécifique ., pulsation de résonance (sous-entendu
en amplitude). Elle ne peut exister que si le terme sous la racine est non nul et positive,
donc si w2 > 2A%. Nous pouvons réécrire cette condition de la maniére suivante :

WQ>\/§)\

Nous l'appellerons la condition de résonance en amplitude.
Si nous définissons cette grandeur en fonction de @) et wy, nous obtenons

1
La condition de résonance devient
Q> (3.9)
7 )

Il y a donc dans ces conditions deux extremums possibles pour la courbe décrivant 1’évolu-
tion de 'amplitude de I'oscillateur en régime forcé en fonction de la pulsation €) excitatrice
si la condition de résonance est remplie, sinon il n’y a qu’un extremum pour la pulsation
nulle, donc il n’y a pas de maximum d’amplitude autre celui de cette pulsation nulle.

Nous pouvons remarquer compte tenu de la condition de résonance que cette derniére
ne peut exister que si les frottements ne sont pas trop forts.
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3.3.2 Caractérisation physique de la résonance en amplitude

Nous pouvons maintenant calculer la valeur de I'amplitude lorsque la pulsation de
I'excitateur est effectivement égale & la pulsation de résonance. Nous remplacons dans
I’équation 3.4, €2, par ce qu’elle vaut a la résonance. Nous avons donc :

F
m

V(68 — (V=202 44X (/e — 202)2

Nous en déduisons que

F
m

A(Qr) -

\/(wg — WA+ 2)2)2 + 4X\2(wd — 2)2)
Nous pouvons alors simplifier cette expression pour obtenir

F

A(Q,) = m
(&) VAN D2 — 2X?)

Ensuite, en sortant de la racine 2\, nous obtenons

F

A(©,) = m

2Ay/A2 + Wi — 2\2

Ceci se simplifie encore pour donner I’expression finale suivante :

F

AQ) = —m (3.10)

2\ /wi — A2

Si nous remplagons A par wy/2@), nous obtenons aprés simplification

F Q
mwg . 1
40)?

Nous pouvons réécrire cette derniére expression car mwg =k :

A(Qr) -

FoQ

El1
V' a2

A(Q,) = (3.11)
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Nous pouvons tracer I’évolution de 'amplitude des oscillations en régime forcé en fonc-
tion de la pulsation de la force excitatrice. Nous présentons ce résultat en définissant deux
nouvelles grandeurs : 'amplitude réduite et la pulsation réduite.

La premiére correspond tout simplement au rapport entre Pamplitude A(2) & une

pulsation donnée €2 et amplitude A(0) pour la pulsation nulle. Celle-ci est égale a n

comme indiqué tout simplement par I’équation 3.6.

La deuxiéme correspond au rapport entre la pulsation de I'excitateur €2 et la pulsation
propre de 'oscillateur wy.

L’utilisation de ces deux grandeurs permet d’obtenir des graphes d’évolution de 'am-
plitude réduite en fonction de la pulsation réduite qui sont valables quels que soient 1’0s-
cillateur et l'intensité de la force.

Sur la figure 3.2, nous présentons ces graphes pour plusieurs valeurs de Q différentes.
La courbe obtenue pour le facteur de qualité Q = 0,2, qui est inférieur & 1/v/2 ~ 0,707 ,

A(Q Amplitude reduite de I'oscillateur
A(0)
9
A —aQ-=9

—Q=3
—Q=1,1

I\

A N
I \ —Q=0,2
[\

]\
3 2\
7~ N\
1\ —

0 025 05 075 1 125 1,5 1,75 2 225 25 0

eIo

FIGURE 3.2 — Evolution des amplitudes réduites en fonction de la pulsation réduite d’os-
cillateur harmonique amorti en régime forcé pour différentes valeurs du facteur de qualité

Q.

montre bien que dans ce cas il n’y a pas de résonance en amplitude. Cela correspond a un
cas ou 'amortissement est fort. Nous observons un début de résonance pour ) = 1,1, mais
celle-ci reste trés étalée. Nous parlons dans ce cas de résonance floue. La résonance ne
commence a étre prononcée que pour () = 3 et significative pour @) = 9. Dans ce cas, nous
disons que la résonance est atgue.

Nous pouvons remarquer que la pulsation de résonance (2, correspondant au maximum
de la fonction, varie en fonction de () et ne devient trés proche de la pulsation propre que
pour des valeurs de () suffisamment grandes par rapport a 1 donc pour des amortissements
faibles ou trés faibles. C’est cohérent vis a vis de I’équation 3.8.

Il apparait aussi que I'amplitude maximale réduite observée tend vers () lorsque @)
augmente. Elle vaut par exemple quasiment 9 pour ) = 9. C’est normal si nous regardons
Iexpression de amplitude A(€2,) obtenue dans 1’équation 3.11, en effet le terme sous la
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racine tend vers 1 quand @ tend vers l'infini. Nous pouvons donc remarquer pour des
frottements faibles que

A(Q,)

©=A0)

(3.12)

Il y a donc d’une certaine fagon une amplification par () du signal initial a la résonance.

Pour caractériser plus complétement ce phénomeéne physique qu’est la résonance, nous
allons définir la finesse ou l’acuité de la résonance par ce que nous appelons la bande
passante de l'oscillateur harmonique amorti. Il s’agit du domaine de pulsations pour
lesquelles 'amplitude est au moins égale a 'amplitude maximale (amplitude a la résonance)
divisée par v/2. La bande passante est définie sur la figure 3.3.

FIGURE 3.3 — Présentation sur un graphe de la notion de bande passante A2 d’un oscilla-
teur harmonique de facteur de qualité ) = 3.

Pour la déterminer analytiquement, il faut donc chercher Q tel que A(Q2) > A(Q,)/v/2.
Nous n’allons pas détailler le calcul mais la résolution de cette inéquation donne deux
valeurs limites 21 et {5 en fonction de wy et @ :

1 1 1
Ql_wO\/l—TQZ—é 1—@

et

La bande passante est donc A€ telle que AQ = Q5 — 4.
Dans le cas d’'un amortissement trés faible donc ) > 1, nous pouvons simplifier les
expressions de €2, et {25 :

1
lewo(l—@>



52 L’oscillateur harmonique en régime forcé

et
Q 1+ !
~w —
2 0 20
Nous pouvons en déduire une expression de la bande passante simplifiée et approchée :
Wo
AQ = — 3.13
0 (3.13)

Nous pouvons en déduire une autre définition du facteur de qualité Q :

Wo

@=3q

(3.14)

Compte tenu de ce que nous avons présenté ci-dessus, nous voyons qu’un oscillateur amorti
sera d’autant plus sensible & des petites oscillations que son facteur de qualité sera grand,
mais dans ce cas, sa sensibilité ne sera effective que sur une bande de pulsations ou de
fréquences qui sera d’autant plus étroite qu’il sera sensible.

3.3.3 Déphasage en amplitude

Nous pouvons montrer que le déphasage entre I’élongation de 1’oscillateur et ’excitation
varie entre 0 et —7 en fonction de la pulsation €. Son évolution entre ces deux valeurs
dépend du facteur de qualité () comme nous pouvons l’observer sur la figure 3.4, ol nous
présentons I’évolution de la valeur absolue du déphasage en fonction de la pulsation réduite
pour différentes valeurs de Q).

| (p| Retard de Phase en amplitude
Tt //r_
—0Q=9
2 Q=3
— Q=11
—Q=0,2
0 T I_IJI T T T T T T 9
] .—f‘: 2] 4“4 A rﬂ:l \? J:'J N qf# '_‘3 wo
Qs o B L LY s ¥

FIGURE 3.4 — Evolution de la valeur absolue du déphasage entre 'oscillateur et I'excitateur
en fonction de la pulsation réduite, en régime forcé pour différentes valeurs du facteur de
qualité Q.

Le déphasage a toujours la méme valeur pour une pulsation {2 égale a la pulsation propre
wp de l'oscillateur quel que soit @, il vaut —7/2 (cela correspondra aussi a la résonance
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trés souvent car la pulsation propre et la pulsation de résonance sont trés voisines si () est
suffisamment grand).

Lorsque que Q est grand vis & vis de 1, c’est une maniére de déterminer la résonance,
en cherchant la pulsation pour laquelle 'oscillateur est en quadrature de phase vis a vis de
I’excitateur.

3.4 Résonance en vitesse

3.4.1 Détermination de la vitesse

Nous allons aussi calculer la vitesse de 1'oscillateur en régime forcé. A partir de 'expres-
sion complexe de amplitude z(t), il est trés simple de calculer une expression complexe
de la vitesse, en effet nous avons obtenu :

zp(t) = Aet(Q2i+0)

donc
F
Q_eth
dzp(t) ¢
t) = — =10z ,(t) = m
Velt) = =g ="l = g o0
d’ou
FQeth
Zp(t) = UL

Q
1+ZQ<w—O—%)

en notation réelle , on a @(t) = Vecos(Qt + 1) avec

FQ
V= QAQ) = mw; — (3.15)
s
et
Y =¢+ g (3.16)

3.4.2 Phénoméne de résonance en vitesse

Il s’avére que la vitesse présente aussi une résonance, qui, elle, est toujours présente quelle
que soit la valeur du facteur de qualité. La pulsation de résonance en vitesse est toujours
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la méme quelle que soit la valeur du facteur de qualité et est égale tout simplement a la
pulsation propre de I'oscillateur harmonique wy.
L’amplitude maximale de la vitesse obtenue a la résonance est :

e

mwo

Vmax =

Nous présentons sur la figure 3.5, I’évolution de la vitesse réduite de 'oscillateur en
fonction de la pulsation réduite. La vitesse réduite correspond au rapport entre 'amplitude
de la vitesse V(Q2) a la pulsation 2 et une vitesse de référence égale a F'/muwy.

V! Q) Vitesse réduite de I'oscillateur
Vref
9
A —
1 =3
[1 —Q=1,1
[ —@=02
/’ \\
3
JZERAN
; 7 S
(V)
b&‘: Q“:&\‘: \\.{: \‘:\:\‘: b P 0

FIGURE 3.5 — Evolution de la vitesse réduite de 'oscillateur en fonction de la pulsation
réduite, en régime forcé pour différentes valeurs du facteur de qualité Q).

Il est possible de montrer que la bande passante, pour la résonance en vitesse, corres-

max

pondant & la gamme de pulsations A pour laquelle V() > est tout simplement

telle que :

w
AQ =2 (3.17)
Q
Cette relation est de plus valide sans aucune condition sur la valeur de Q et sans approximation.
Il est aussi intéressant de noter qu’a la résonance, la vitesse est en phase avec I'excita-
teur.

3.5 Impédance mécanique

Sous l'effet d’une cause excitatrice, la force excitatrice, 'effet produit est le mouvement
de loscillateur a la vitesse V p(t), nous appelons impédance mécanique d’un oscillateur,
le rapport cause sur effet, donc le rapport de amplitude complexe de la force excitatrice
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par la vitesse complexe, soit :

o _ —exc __ FGZQt — d
L mécanique KP(t) N ZQQP(t) B 20 F/m
w2 — 02 + 1\Q

Nous obtenons I'expression simplifiée suivante :
1 wo
Ziécanique = W0 (@ —ilg -~ w_o))

Cette définition d’impédance (cause/effet) se retrouve dans d’autres domaines comme nous
le verrons plus tard en électricité.

3.6 Conséquences pour I’énergie mécanique de 'oscilla-
teur harmonique

3.6.1 Expression de la puissance moyenne absorbée par 1’oscilla-
teur

La puissance instantanée absorbée par 1'oscillateur et fournie par I’excitateur est donc :

ply = Wrae _ Pl 2O () (500 _ 1y it

Nous pouvons obtenir I'expression de cette puissance instantanée en remplacant Fi..(t)
2,

dt?
Cela nous donne donc :

par m—- + f + kx obtenu a partir de I’équation 3.3.

1 1
P(t) = mii + fi? —|—kxx—§t< mi +2k5m>—|—fx'2

Nous calculons alors la moyenne de P(t) sur une période T de I'excitateur :

1 [t g /1 1 botT
P:<P(t)>:?/ dt( mi” + kx)dt—i——/ fatdt
to

L1, 1]t 2
P:—[—mx’ —f——k:p] + (%)
T |2 2",

j| to+T

Comme z et ses dérivées sont de période T, [ ma? + 1k = 0, nous obtenons alors

P = (P(t)) = f(i*)

La puissance apportée par l'excitateur est la pour compenser la puissance dissipée par
frottement.
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3.6.2 Bilan énergétique

Nous pouvons étudier diffétremment cet aspect en passant par le théoréme de I'énergie
cinétique :

d(Ec+ Ep) = 0W' = —fi?dt + F..(t)idt
En moyenne, en régime permanent, la variation d’énergie mécanique est nulle, donc
_f<j:2> + <FezC(t)x.> =0

Nous retrouvons donc le fait que I’énergie apportée par I'excitateur compense exactement
la dissipation d’énergie par frottement.

3.6.3 Reésonance en puissance

Nous avons vu qu’il y avait des résonances possibles en amplitude et en vitesse de
Ioscillateur harmonique en régime forcé. Méme si les deux pulsations ne sont pas tout a
fait les mémes lorsque @) est petit. Elles vont tendre a se rapprocher quand ce facteur croit.

Compte tenu des expressions respectives de I’énergie potentielle en fonction de 1’élonga-
tion et de I’énergie cinétique en fonction de la vitesse, nous devons nous attendre a observer
aussi une résonance en puissance moyenne absorbée (voir sur la figure 3.6).

Sachant que @(t) = Vp(t) = V cos(Qt + 1), nous pouvons écrire que

2
(2(1)) = (V? cos? (2 + ) = V¥{eos* (@ + 1)) = =
donc
VQ
(P@)=f 5
Nous remplagons V' par ce que cela vaut, alors :
F2Q2
m2wi F?2Q

P=(P(t)=f QO w 2 :2 (1+Q2(Q w0)2)
2 (22 _ 20 mwo — - =
211+Q (wo O ) v Q
Nous pouvons montrer a partir de cette expression qu’il y a résonance pour €2 = wy et que
la puissance moyenne absorbée vaut pour cette pulsation :

Praz = QFz/ZmWO

La bande passante AQ de la résonance en puissance pour laquelle P(Q) > Ppa./2 est
telle que

Wo
AQ = —
Q
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Puissance moyenne absorbee par I'oscillateur

<P>

—Q=9
—Q=3
—Q=1 ,1
—Q=0,2

FIGURE 3.6 — Evolution de la puissance moyenne absorbée par 1'oscillateur en fonction de
la pulsation réduite, en régime forcé pour différentes valeurs du facteur de qualité Q.

Nous avons donc ainsi une bande en fréquences ou pulsations pour laquelle la puissance
absorbée par l'oscillateur est au moins la moitié de la puissance maximale absorbable.

Nous comprenons donc bien maintenant au travers de ces notions pourquoi un systéme
en équilibre stable va plus ou moins osciller selon le rythme de la perturbation auquel il
est soumis. Selon la pulsation au quelle I’énergie lui est apportée, il va plus ou moins bien
I’absorber pour osciller.
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Chapitre 4

L’oscillateur harmonique électrique

Nous allons voir maintenant qu’il existe un autre type d’oscillateur harmonique amorti
dans un autre domaine de la physique : ’électricité. En effet un circuit électrique, constitué
des 3 éléments de base différents suivants mis en série : un résistor de résistance R,
un condensateur de capacité C et une bobine d’inductance L, présente une évolu-
tion temporelle de certaines grandeurs physiques caractéristiques qui est analogue a celle
observées pour des grandeurs caractéristiques de 1'oscillateur mécanique amorti constitué
par une masse, un ressort et un systéme mécanique d’amortissement fluide. Ces grandeurs
vont donc évoluer en présentant une variation périodique (ou pseudo-périodique) au cours
du temps si I'amortissement n’est pas trop fort. C’est pour cette raison que nous allons
employer le terme d’oscillateur électrique pour décrire le circuit série RLC'. Le terme
de circuit oscillant est aussi utilisé pour définir ce type de circuit.

4.1 Rappels rapides d’électrocinétique de base

4.1.1 Conventions

En électricité, nous cherchons en général dans un circuit a déterminer deux grands
types de grandeurs physiques : les tntensités des courants électriques qui traversent
les composants et les différentes tensions électriques (différences de potentiel électrique
entre les deux bornes d’entrée et de sortie) qui s’appliquent aux bornes des composants du
circuit.

Ces deux grandeurs sont des grandeurs algébriques.

Donc, si nous considérons un dipdle électrique AB (élément a deux bornes), placé
dans un circuit, il est traversé par le courant I (ce qui implique de choisir un sens pour
I'intensité) et dans ces conditions, nous pouvons définir la tension Usp = V(A) — V(B) a
ses bornes (V(A) et V(B) désignant respectivement les potentiels électriques des points A
et B).

Cette tension sera modélisée par une fléche dirigée de B vers A; on constate alors que
deux choix sont possibles pour le sens de [ :

29
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— soit la fleche modélisant le sens de I est de méme sens que la fléche modélisant le
sens de Uyp on dira alors que le dipole "travaille" en convention générateur (voir
sur la figure 4.1 & gauche)

— soit la fleche modélisant le sens de I est de sens opposé a celui de la fleche modélisant
le sens de Uyp : on dira alors que le dipole "travaille" en convention récepteur
(voir sur la figure 4.1 a droite)

convention  convention
générateur  récepteur

Ae 4 A9,
1 1

o—| TI0dId e
3

o—| T10dId [—<-e
3

B B
FIGURE 4.1 — Présentation des conventions récepteur et générateur pour un dipole élec-
trique.

Au niveau des résultats numériques, si le signe de I (ou de Uyp) est positif, cela signifie
que le sens effectif du courant (ou de la tension) est celui indiqué par la fléche, si le signe
est négatif, cela signifie que le sens effectif du courant (ou de la tension) est opposé au
sens de la fléche ; nous nous rendons bien compte dans ces conditions que les sens choisis,
a priori pour les fléches sont purement arbitraires.

Nous rappelons que le sens du courant "réel" a été défini de maniére conven-
tionnelle comme le sens dans lequel se déplaceraient les charges positives sou-
mises au champ électrique extérieur.

4.1.2 Lois de Kirchhoff

Les lois de Kirchhoff sont des lois indépendantes de la nature des composants du réseau
électrique et qui traduisent uniquement la conservation de la charge électrique et 1’existence
d’un potentiel électrique a chaque noeud. Nous devons commencer par orienter les diffé-
rentes branches du réseau afin de définir pour chaque branche un sens positif du courant.
Dans certains cas, ce sens apparait naturellement compte tenu de la topologie du réseau
et de 'emplacement des générateurs, dans d’autres cas ce choix est arbitraire.

Lois des noeuds

En régime permanent et dans ’approximation des états quasi-stationnaires, la charge
électrique contenue dans une portion de circuit est constante. Nous en déduisons que si
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nous considérons un noeud (point ot convergent plusieurs branches du circuit (voir sur la
figure 4.2), la somme des intensités convergeant vers le noeud est égale a la somme des
intensités qui en repartent. En comptant positivement (¢ = +1) le courant d’une branche

— A
Loi des noeuds pour le noeud A :
|1- |2- |3+ I4= 0
FIGURE 4.2 — Présentation d’un exemple d’application de la loi des noeuds.
orientée vers le noeud et négativement (¢ = —1) celui d’une branche qui en repart, il vient :

>cili=0 (4.1)

Une telle équation peut étre écrite pour chaque noeud.

- -

/ Sens de
\ rotation choisi

F

FIGURE 4.3 — Présentation d’un exemple d’application de la loi des mailles.

Lois des mailles

Nous allons expliciter la loi des mailles par ’exemple présenté sur la figure 4.3. Nous
avons dans ce cas un exemple de maille & 6 branches. Nous choisissons un sens de rotation
pour la maille, que nous allons considérer positif. Nous partons par exemple du noeud A
pour y retourner en tournant dans le sens positif. Nous avons donc au bout d’un tour une
différence de potentiel nulle puisque nous avons V4 — V4 = 0. Nous pouvons réécrire cette
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égalité en tenant compte des potentiels des autres points de la maille rencontrés au cours
de la rotation, nous avons alors :

Va=Ve+Ve Vg + Vg —-Vp+Vp Ve 4+ Vo -V + Vg —=Vy4=0

Si nous remplacons les différences de potentiel par les tensions, avec : Uy = Vg — Vi,
U2 = VB — Vc, U3 = VD —Vc, U4 = VD —VE, U5 = VF —VE et U6 = VA —VF Nous obtenons

alors la loi suivante :
Us+Us—Us+Us — Uy +U; =0

Cette loi s’appelle donc loi des mailles. Elle se généralise a une maille & n branches (donc
n tensions) :

> 16U =0 (4.2)

avec €; = —1 si la tension U; est dans le sens positif choisi et £; = +1 si la tension U; est
dans le sens opposé au sens positif choisi.

Il y a toujours n — 1 mailles indépendantes si le circuit électrique est constitué de n
branches électriques.

4.2 Rappels sur les dipodles linéaires qui le constituent

Nous allons rappeler rapidement avant de considérer les différents constituants de I’os-
cillateur les caractéristiques d’un générateur de tension idéal. Il peut étre symbolisé comme
indiqué sur la figure 4.4. En convention générateur, pour un générateur de tension idéal,

- E
. — >
. _générateur e
- - 7
- >
u u

FIGURE 4.4 — Symboles possibles pour un générateur idéal de tension.

nous allons avoir aux bornes de ce générateur :
u=~FE

Nous rappelons que E est appelée f.e.m pour force électromotrice. Nous verrons plus
tard qu'un générateur de tension "réelle" peut étre modélisé par un dipole formé par un
générateur idéal et une résistance en série.
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4.2.1 Le résistor de résistance R
Représentation et caractéristique

Ce dipole est symbolisé comme indiqué sur la figure 4.5. Il est caractérisé par sa résts-
tance R, positive, exprimée en ohms, de symbole €.

Sur la figure, i(t) et u(t) représentent respectivement 'intensité instantanée (a I'instant
t) du courant traversant le dipole et la tension instantanée aux bornes de ce méme dipole.

on it on it
Convention {9 2= [\=gic|  Comvention 9 =271 [ i
recepteur recepteur
— «—
u(t) u(t)

FIGURE 4.5 — Symbole pour un résistor.

Il s’agit du dipole qui vérifie la lot d’Ohm en convention récepteur :

lu= Ri (4.3)

Nous pouvons aussi définir sa conductance G comme l'inverse de la résistance : G =

1

R . .
G s’exprime en 27" ou en siemens, de symbole S.
En convention récepteur, la loi d’Ohm s’écrit aussi

i = Gul (44)

Association en série et paralléle

Lorsque nous avons deux résistors de résistance R et Ry mis en série, ils sont équivalents
a un résistor de résistance équivalente R, telle que

Reg=Ri+ Ry

Lorsque nous avons deux résistors de résistance R; et Ry mis en paralléle, ils sont équiva-
lents & un résistor de résistance équivalente R, telle que

L_ 1 1
R, R Ry

Donc, dans ce cas en fait, ceux sont les conductances qui se somment pour donner une
conductance équivalente.
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Puissance dissipée dans un résistor

En convention récepteur, la loi d’Ohm implique que la puissance recue puisse s’écrire
de la maniére suivante :

u2

P=u(t) x i(t) = Ri* = 7 (4.5)

La puissance recgue est donc toujours positive : un résistor se comporte toujours
en récepteur.

En pratique, cette énergie va étre en fait dissipée sous forme de transfert thermique : il
s’agit de I'effet Joule.

4.2.2 Le condensateur de capacité C
Représentation et caractéristique

Les condensateurs sont des composants constitués de deux conducteurs qui se font face a
face et sont appelés armatures. Du point de vue électrique, elles sont dites en influence
totale. Elles sont séparées par un matériau isolant, le diélectrique, situé entre-deux. Ils
peuvent avoir plusieurs formes : plan, cylindrique, ..etc. L’'une des armatures porte une
charge ¢(t) tandis que I'autre porte une charge —q(t).

La capacité C du condensateur est caractérisée a tout instant par la relation entre la
charge ¢(t) et la tension u(t) appliquée aux bornes :

q(t) = Cu(t) (4.6)

Nous symbolisons la capacité de la maniére indiquée sur la figure 4.6.

Convention i(t) +q . dqt) ~du(t)| Conventioni(®) +q . dg(t) . du()
->—||— i(t)=—==C—= 4_"_ i(=-90_ b
récepteur dt dt générateur dt dt

FIGURE 4.6 — Symboles d’une capacité suivant la convention prise.

En convention récepteur, il est possible de montrer qu’il existe, a tout instant ¢, les
relations suivantes entre le courant i(t) et la charge ¢(t), ainsi qu’entre la tension u(t) a
ses bornes et le courant i(t) le parcourant :
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La premiére relation implique la seconde compte tenu de la relation entre g et u

Il est important de retenir, qu’en régime continu, la tension au bornes du
condensateur est constante et par conséquent I’intensité i est donc nulle : : = 0.
Le condensateur se comporte donc en régime continu comme un interrupteur
ouvert (un coupe-circuit).

Association en série et paralléle

Lorsque nous avons deux condensateurs de capacité C; et Cy mis en série, ils sont
équivalents a un condensateur de capacité équivalente Cy, telle que

1 1 1

Ceq_cl—}_a

Lorsque nous avons deux condensateurs de capacité C; et Cy mis en paralléle, ils sont
équivalents a un condensateur de capacité équivalente Cy, telle que

Ceq = Cl —|—Cg

Energie emmagasinée dans un condensateur de capacité C

En convention récepteur, nous avons vu que la relation entre tension et courant s’écrit

: du L :
pour un condensateur : ¢ = CE’ nous pouvons donc en déduire que la puissance recue

par un condensateur prend donc la forme suivante :

| du d (1.,,\ dE

La puissance étant la dérivée par rapport au temps de I’énergie ' recue, nous pouvons
donc en déduire 'expression de I’énergie instantanée emmagasinée dans un condensateur
de capacité C :

1

L’énergie est une grandeur continue dans le temps. De I'expression de ’énergie instantanée,
nous pouvons en déduire que la tension u et la charge ¢ du condensateur sont des grandeurs
continues dans le temps.

4.2.3 La bobine d’inductance L
Représentation et caractéristique

Une bobine est constituée d’'une enroulement hélicoidal de fils conducteurs équivalent
a un enroulement de spires conductrices. Nous verrons plus tard dans ’enseignement de
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la physique qu’'un tel circuit présente un phénomeéne dit d’autoinduction qui crée a ses
bornes une tension u(t) lorsque le courant i(t), qui le parcourt, varie au cours de temps.
On dit aussi dans ce cas qu’il y a apparition d’une force électromotrice, une fem.

La relation mathématique correspondant a ce phénoméne est la suivante en convention
récepteur :

di()

L est appelée tnductance de la bobine et s’exprime en henry, de symbole H. Sur la figure
4.7, nous indiquons comment la symboliser selon la convention prise.

L L
Convention 1Q giy  Convention (0 .
récepteur '*W— “(t):L-T générateur‘JM_ u(t):-L.T
I e— -—
u(t) u(t)

FIGURE 4.7 — Symboles d’une inductance suivant la convention prise.

Nous pouvons remarquer qu’en régime continu, pour une inductance, i(t)
est constant, donc compte tenu de la relation mathématique ci-dessus, nous
avons u = 0 : la bobine apparait alors comme un court-circuit.

Nous verrons par la suite qu’une bobine "réelle", en plus de "autoinduction, présente
aussi une certaine résistance électrique intrinséque (liée au conducteur qui la constitue).

Association en série et paralléle

Lorsque nous avons deux bobines d’inductance L, et L, mises en série, elles sont équi-
valentes a une bobine d’inductance équivalente L., telle que

Leq = Ll + L2
Lorsque nous avons deux bobines d’inductance L; et Lo mises en paralléle, elles sont

équivalentes a une bobine d’'inductance équivalente L., telle que

L_1 .1
Leq_Ll L2

Energie emmagasinée dans une bobine d’inductance L

Nous avons vu qu’en convention récepteur, la relation tension courant s’écrit pour une
di(t
bobine d’inductance L : u(t) = L ( )
Nous en déduisons que la puissance instantanée recue par la bobine :

| 4 d (1., dE
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La puissance étant la dérivée par rapport au temps de 1’énergie, nous pouvons donc en
déduire I'expression de I'énergie instantanée emmagasinée dans une bobine d’inductance

L :

1
E =L’ (4.9)

Nous en déduisons que le courant i(t) est une grandeur continue en fonction du temps.

4.3 Circuit inéaire RLC soumis & un échelon de tension

4.3.1 Définition d’un échelon de tension (ou tension échelon)

Nous disons qu’un générateur de tension parfaite délivre une tension échelon lorsque
sa fem e(t) est définie par :

e(t) = 0Opourt < tg

e(t) = Epourt >t

Le graphe de cette fem est représenté sur la figure 4.8. Avec un tel générateur dans un

t, >

FIGURE 4.8 — Exemple d’échelon de tension.

circuit, cette source va créer un régime de courants transitoires dans les composants, qui
va disparaitre au fur et a mesure du temps pour ne laisser qu’un régime continu. Chaque
courant ou tension d’'un composant posséde une dépendance propre en temps durant la
phase transitoire que nous appelons réponse a une tension échelon.

4.3.2 Equation différentielle du circuit RLC série

Pour étudier la maniére de réagir d'un circuit RLC série & une tension échelon, nous
allons construire le circuit électrique présenté sur la figure 4.9.

Le circuit est construit donc en considérant le générateur en convention générateur et
les autres composants en convention récepteur, ce qui impose le sens du courant.
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FIGURE 4.9 — Schéma d’un circuit RLC série alimenté par une tension échelon.

Nous avons une seule maille, donc un seul courant i(f) a déterminer. Cette maille est
parcourue dans le sens des aiguilles d’'une montre. Nous avons a priori besoin de connaitre
I'évolution temporelle d’une seule variable électrique i(t), u(t) = Uy(t) ou ¢(t) compte tenu
des relations existant entre ces grandeurs pour les composants du circuit.

Nous allons essayer de déterminer 1’équation différentielle qui régit I’évolution tempo-
relle de la tension u(t) aux bornes du condensateur a partir de la loi des mailles. Nous
avons donc, si nous partons du noeud A pour retourner au noeud A en tournant dans le
sens indiqué précédemment :

Va=Ve+Ve—Vo+Vo—-Vp+Vp—-Vy=0

Si nous 'écrivons en fonction des tensions définies sur le schéma compte tenu des conven-
tions choisies, nous obtenons :

U2+U3+U4—U1:0

Ceci peut étre réécrit :

di
Ri+L—+4+u—e=0
dt
Nous savons que pour le condensateur de capacité C, nous avons : i = C'—.

Nous pouvons alors réécrire I’équation différentielle de la maniére suivante en remplacant
1 par la dérivée temporelle de u fois C' :

du d*u
LY o LI
RO+ 102 +u = e(t)

Nous allons présenter cette équation différentielle difféeremment en divisant par LC :

d>uv  Rdu 1 e(t)
w2 Ta e T Ic (4.10)




4.3 Circuit linéaire RLC soumis a un échelon de tension 69

Nous obtenons donc une équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients
constants et second membre non nul dépendant du temps.

Nous obtenons une équation différentielle analogue a celle obtenue pour un oscillateur mé-
canique amorti en régime forcé. Nous pouvons la réécrire sous la forme dite réduite en
posant

(4.11)

1
“= e
R

A (4.12)

2L

wp a la dimension d’une pulsation et est tout simplement la pulsation propre de I’oscil-
lateur électrique tandis que A a la dimension de 'inverse d’un temps et est la constante
d’amortissement du circuit. Cela donne :

d> d
d—; + 2)\d—1z + wiu = wie(t) (4.13)

La solution de cette équation différentielle u(t) est la somme d’une solution générale ugy (t)
de 'équation différentielle sans second membre plus une solution particuliére up(t) de
I’équation avec second membre :

u(t) = UGH(t) + UP(t)

4.3.3 Reésolution de I’équation différentielle et réponse & un éche-
lon de tension

L’équation sans second membre s’écrit donc

d*u du

Tz T2+ wiu =0 (4.14)
Si nous remplacons dans cette derniére équation u par x, nous retrouvons I’équation diffé-
rentielle obtenue pour un oscillateur mécanique harmonique amorti libre. Donc la résolution
de I'équation différentielle est totalement analogue.
Nous devons donc observer pour les régimes libres propres du circuit RLC les mémes
régimes que pour l'oscillateur harmonique amorti : régime apériodique, régime apério-
dique critique et régime pseudo-périodique.
La solution générale de I’équation homogéne va donc prendre la forme :

UGH (t) = Ale”t + A26T2t
R R? 1
avec 1y = =X — VA = =\ — /X2 —wi = 57 — et avec 1 = — A+ VA =

412 LC
R R? 1
_A+VA2_“3:_E+ 412 LC



70 L’oscillateur harmonique électrique

Selon que le discriminant A’ = /A2 — w2 soit positif, nulle ou négatif, nous avons
comme régime propre libre, les différents régimes présentés sur la figure 4.10.

UO UO

Regime Aperiodique Critique Regime Aperiodique

AN =0 A >0

u 4

temps temps

Regime Pseudo-Periodique

") T x <0
LA

V-

FIGURE 4.10 — Régimes libres propres d’un circuit RLC série dans le cas d’une décharge
du condensateur.

La solution particuliére up(t) de I’équation différentielle avec second membre est simple
a obtenir dans la cas de la tension échelon telle que nous I’avons définie.

Pour t < to, nous avons e(t) = 0 donc nous prenons la solution particuliére la plus
simple, donc ici, up(t) =0

Cela veut donc dire que u(t) = ugy(t) = Are™t + Age™".

Mais & ¢t = 0, nous avons u(t = 0) = 0 et i(t = 0) = 0 sachant que

du
i(t) = CE = C x (Ajrie™! + ryAse™!) ; les conditions initiales entrainent que A; = 0 et
A2 - O .

Nous avons donc u(t) = 0 pour ¢ < .

Pour ¢ > ty, nous avons e(t) = E donc nous prenons la solution particuliére la plus
simple.

Donc ici, up(t) est constant et vaut up(t) = F.

Cela entraine que :

u(t) = up(t) +ugu(t) = E + Are™ + Aze™

Nous savons qu’a t = to, nous avons toujours u(ty) = 0 et i(ty) = 0.

Pour simplifier les calculs et montrer le principe de détermination de la solution u(t),
nous allons supposer que nous travaillons avec un circuit RLC' série, qui fonctionne en
régime libre pseudo-périodique (wy > A), dans ce cas u(t) peut s’écrire :

u(t) = E 4 e (arcos(w't) + Bsin(w't))
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Nous pouvons en déduire que

i(t) = C% = —Cle ™ (arcos(wW't) + Bsin(w't)) + Ce ™ (—aw’sin(w't) + Bw’ cos(w't))

donc
i(t) = Ce ™ ((Bw' — ) cos(w't) — (aw’ + A\B)sin(w't))

Pour trouver les valeurs de « et (3, nous nous servons des valeurs du courant et de la tension
at=t.

Pour simplifier encore plus ce calcul, nous allons supposer que {5 = 0 ce qui est équi-
valent a faire une translation dans le temps —ty par rapport a la situation initiale.

Ceci nous donne donc deux équations :

u(0) = E + e (acos(w'0) 4 Bsin(w'0)) = 0

et
i(0) = Ce ™ ((Bw’ — Aa) cos(w'0) — (aw' 4+ AB)sin(w'0)) = 0
Nous en déduisons que E + o = 0 donc que o« = —FE ainsi que Sfw’ — Aa = 0 donc que
A
B =—-Fx —.
w

Nous pouvons alors écrire si tg = 0 que

u(t)=FE [1 —e M (cos(w’t) + i, sin(w’t))]

w

Si tg # 0, il est facile de trouver I'expression dans ce cas a partir de la précédente :

u(t)=F {1 — e Mt=t) (cos(w’(t — 1)) + 3 sin(w’(t — to)))}

Elle n’est valable que pour ¢ > 3. Le graphe correspondant est présenté sur la figure 4.11.
Pour obtenir, le courant i(¢) dans le circuit, il suffit de dériver expression obtenue pour
u(t) par rapport au temps et de multiplier par la capacité C.

Nous obtenons alors ’expression suivante :
pour ¢ < iy

i(t) =0

pour t > 1y

2
i(t) = CEe M)y + %) sin(w'(t — t9))

Son graphe est présenté sur la figure 4.12.
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A u(t)

v
-

to

FIGURE 4.11 — Evolution temporelle typique de la tension aux bornes du condensateur
circuit RLC série dans le cas d’un régime propre pseudo-périodique soumis a une tension
échelon.

tim
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FIGURE 4.12 — Evolution temporelle typique du courant dans un circuit RLC série dans le
cas d'un régime propre pseudo-périodique soumis a une tension échelon.
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4.4 Analogie entre 'oscillateur mécanique et ’oscilla-
teur électrique

Nous avons vu précédemment que I'équation qui régit 1’évolution temporelle de la ten-
sion u(t) aux bornes du condensateur s’écrivait :

d*u Rdu+ 1 e(t)

w2 Ta e T Ic (4.15)

Si nous tenons compte du fait que ¢(t) = C' X u(t) et nous multiplions par C I’équation
précédente, nous pouvons en déduire I’équation différentielle a laquelle obéit la charge :
d? Rd 1 e(t
¢q, Rdg, 1 _ i) (4.16)
dt Ldt LC L
Nous pouvons comparer cette derniére a I’équation obtenue pour un oscillateur mécanique
amorti en régime forcé dans le chapitre 3 :
d>x  fdr k F F(t)
-+ 4+ —pg=—cosht ="~ 4.17
dt>  mdt m m m (4.17)
En comparant ces deux équations différentielles, nous en déduisons I’analogie entre les
deux types d’oscillateurs, c’est-a-dire les correspondances entre leurs différentes grandeurs
caractéristiques :

1
Il apparait que ¢ < x correspondent , mais aussi L < m, ol & ket f < R ainsi que les

causes e(t) < F(t). Cette analogie est trés importante car elle va nous permettre de nous
servir de I’ensemble des connaissances acquises en ce qui concerne I’oscillateur harmonique
mécanique pour comprendre la version électrique.

Par exemple, les phénoménes de résonance observés dans le cas d’une excitation du
systéme vibrant par une force sinusoidale vont bien évidemment se retrouver lorsqu’une
tension alternative sinusoidale est appliquée au circuit RLC' série.

Nous pouvons résumer cette analogie dans un tableau récapitulatif qui suit :



L’oscillateur harmonique électrique
Oscillateur Electrique Mécanique
Variable caractéristique La charge ¢(t) La position x(t)
d dx
Dérivée de la variable Le courant électrique i(t) = d—z La vitesse v(t) = m
di  d? d*x
Dérivée seconde 7= d_t;] [’accélération o ar
La cause de la variation La tension e(t) La force F(t)
Elément de base de l’oscillateur L’inductance L La masse m
Elément de base de l'oscillateur L’inverse de la capacité el La constante de raideur k
La cause de la dissipation La résistance R La force de frottement f
I Isati 1 k
a pulsation propre w — —
p prop 0 C m
/m
La période Ty 2 XV LC 21 X T
. R f
La constante d’amortissement A — —
2 2m
. Wo 1 L vV km
Le facteur de Qualité () = — — /= —_—
/ © @ 2\ Rl Cl 1f
L’énergie potentielle Eee = 5 X G X q> Eous = 5 X k x z?
T 1
L’énergie dynamique Ernag 3 x L x i? E., = 3 X m X v?




Chapitre 5

Electrocinétique des courants alternatifs

5.1 Circuit RLC en régime sinusoidal forcé

5.1.1 Circuit RLC série soumis 4 une excitation sinusoidale

Nous allons maintenant étudier le comportement du circuit RLC série soumis & une
excitation sinusoidale, c’est a dire a une tension alternative sinusoidale telle que
e(t) = E x cos(wt).

L’étude faite dans le chapitre précédent, nous a permis de déterminer I’équation diffé-
rentielle & laquelle doit obéir la tension wu(t) appliquée aux bornes du condensateur.

Ce calcul est valide quelle que soit 'expression de la tension e(t) fournie par le généra-
teur.

Nous avons donc dans le cas présent :

v Rdu 1  e(t) FE

e + TH T " Io = ﬁcos(wt) (5.1)
L’analogie entre 'oscillateur mécanique et électrique présentée aussi dans le chapitre pré-
cédent, nous permet d’anticiper les résultats.

Nous avons vu avec ’oscillateur mécanique soumis a une excitation sinusoidale, que nous
avions selon la valeur du facteur de qualité Q (Q > 1/v/2) une résonance en amplitude,
une résonance en vitesse quelle que soit la valeur de () ainsi qu’une résonance en puissance,
elle aussi, indépendante de Q).

Nous allons avoir la méme chose pour I'oscillateur électrique, une résonance pour u(t) et

u
q(t) = (—, qui dépend de (), une résonance en courant et en puissance recue indépendante

de ). Nous allons aussi caractériser 'acuité de ces résonances par la notion de bande
passante avec les mémes définitions que pour 'oscillateur mécanique.

75
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5.1.2 Reésonance aux bornes du condensateur
Recherche de la solution particuliére

Nous avons vu dans que la cas de I’échelon de tension que la solution générale de
I'équation différentielle était la somme d’une solution transitoire (régime libre) plus la
solution particuliére correspondant & la solution en régime forcée.

Nous retrouvons donc la méme situation que pour l'oscillateur mécanique en régime
forcé sinusoidal.

Pour trouver la solution particuliére en régime forcé sinusoidal, il est plus simple de
passer par la notation complexe.

Comme nous sommes dans le domaine de 1’électricité, une des grandeurs mesurées est
le courant électrique. Elle est le plus souvent désigné par la lettre i.

Ceci nous améne a désigner le nombre imaginaire ¢ différemment,
en utilisant le symbole 7 pour éviter la confusion avec le courant.

Dans ce cas, nous avons u(t) = Ue?Wit9) ¢(t) = Eel@h,

Nous réécrivons de plus I’équation différentielle sous sa forme réduite, nous obtenons
alors ’expression suivante :

i+ 20+ wiu = wie (5.2)

Nous savons que (t) = —w?u(t) et & = wyu(t).
Cela donne donc si nous remplacons les dérivées par ces expressions dans 1’équation :

(—w? + 2 w) + wi)u = wee

Nous remplagons ensuite u(t) et e(t) par leurs expressions complétes :
(W — w?) + 2w U9 = (2 Eert

Nous pouvons simplifier cette expression :
(W2 — w?) + 22w Ue” = Wi E

Nous en déduisons pour finir que

wiFE
(wg — w?) + 2)wy)

Uej%ﬂ —

Nous retrouvons un résultat analogue a celui de 'oscillateur mécanique, qui était le suivant :

F

Al — m
T (@ =) + 2wy)
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Nous pouvons en déduire U(w) et tan p(w) en fonction de w, @ et enfin wy

U(w) = - (5.9
et
tan p(w) = — ! (5.4)
°(2-2)

_ Lt ot L Lw 1
Avecwo =\ 75 Q= B\ G TR T Rom

Nous en déduisons que toutes les résultats présentés sur la résonance en amplitude pour
I’oscillateur harmonique mécanique vont étre aussi valides pour la résonance en tension aux
bornes du condensateur.

Caractéristiques de la résonance.

La résonance en tension se produit si le facteur de qualité @) est suffisamment grand.
Celui-ci va étre aussi appelé facteur de surtension. Nous verrons pourquoi par la suite.

1
La condition de résonance est la suivante : | ) > —
V2
. , 1
La pulsation de résonance est w, = wy X 4/1 — 2?22

Compte tenu de cette expression, la pulsation de résonance w, tend vers wy lorsque que
Q@ devient grand. Elle saura donc d’autant plus proche de la pulsation propre wy que @ est
grand devant 1.

La valeur de 'amplitude de la tension & la résonance est donc :

U(WT)ZEXL:U’H’LGQS

] 1
40)?
Le déphasage ¢ entre la tension aux bornes du condensateur et la tension du générateur
varie entre 0 et —r.
Il vaut —m /2 quand la pulsation de I’excitation est égale & la pulsation propre du circuit.
Nous présentons sur la figure 5.1 un exemple typique de résonance et de non résonance
en tension aux bornes du condensateur.
L’acuité de la résonance ou finesse de résonance, ou encore bande passante
Aw de la résonance est définie comme la largeur du pic de résonance a la tension

u(w) = u(w,)/V2.
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b

U(®)/E : - en radians

FIGURE 5.1 — Amplitude réduite et déphasage typique de la résonance en tension aux
bornes de C.

Elle ne s’exprime simplement pour la résonance en tension que lorsque le facteur de
qualité est bien supérieur a 1, alors nous avons tout simplement :

“o
Q

C’est déja ce qui avait été observé pour la résonance en amplitude de 'oscillateur méca-
nique.

Aw = s1Q > 1

5.1.3 Résonance en intensité
Calcul de l’intensité complexe

Pour remonter a l'intensité circulant dans le circuit RLC, il suffit de dériver la forme

complexe de la tension aux bornes du condensateur par rapport au temps et de multiplier

dq(t du(t
le résultat par sa capacité puisque i(t) = ﬂ = Cﬁ.

dt dt
Cela donne donc :
, du Cuwjwi Be™t
t)=Cx —==0Cx t) =
i) dt ey (Wi — w?) + 2)wy
, 1 R
Nous rappelons que Cw§ = T et 2\ = T
Cela permet d’écrire que :
, 1 wyEert
Z(t) - E(L _ w2) + Ew
LC L
Nous pouvons encore simplifier I’écriture :
1 e(t)

i(t) = wzj <<% _w2)+%w])
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Cela donne pour finir :

e(t
it = ——=4
Lw——)+R
2 o5
U N . LC«J() 1
Nous pouvons réécrire autrement cette derniére expression sachant que ) = — =
R ROWO

e(t)

i(t) = R(1+3Q (i-%))

Nous pouvons calculer Pamplitude I de i(t), en effet

E

R?+ | L —iz
“ Cw

Cela donne aussi avec 'autre expression complexe du courant :

E
2
Ryf1+@ (2 -2
Wo w

. Lwy C, .
En tenant compte du fait que R = ——, nous pouvons aussi écrire que

Q

I=/i(t) x i*(t) = |i| =

EQ
ng

2
w wWo
\/1+Q2<JO_U)

Nous pouvons comparer cette expression avec celle obtenue pour 'amplitude de la
vitesse V' dans le cas des oscillations forcées de I'oscillateur mécanique :

e

mw
V= 0

2
w wWo
\/”@2(;0—5)

Nous trouvons donc exactement ce que nous attendons compte tenu de ’analogie entre les
deux systémes.

Pour le déphasage 1 entre le courant i(t) et la tension d’excitation e(t), nous retrouvons
aussi que

I =

s
v=etg
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Caractéristiques de la résonance en intensité

Pour l'oscillateur mécanique, la vitesse présente une résonance, qui existe toujours quelle
que soit la valeur du facteur de qualité (). C’est exactement la méme situation pour le
courant passant dans le condensateur donc dans le circuit. La pulsation de résonance en

courant est toujours la méme quelle que soit la valeur du facteur de qualité () et est égale

1
tout simplement a la pulsation propre de 'oscillateur harmonique électrique wy = —.

VILC

L’amplitude maximale de I'intensité obtenue a la résonance est :
EQ E
LQJO N R

Nous présentons sur la figure 5.2, I'évolution de 'amplitude du courant I(w) en fonction
de la pulsation réduite w/wy. Il est possible de montrer que la bande passante (voir sur

Imax -

Résonance en intensité
I(w)
I, ER F---- I
I /N2

Ao bande passante

o o5 1 15 2 3
o/

FIGURE 5.2 — Evolution de I'intensité de I'oscillateur électrique en fonction de la pulsation
réduite, en régime forcé.

la figure 5.2), pour la résonance en intensité, correspondant a la gamme de pulsations Aw

maxr

V2

Aw =2 v (5.5)
Q
Cette relation est valide sans aucune condition sur la valeur de () et sans approximation.
Il est aussi intéressant de noter qu’a la résonance, le courant est en phase avec I'ex-
citateur. C’est utile expérimentalement parlant pour déterminer la pulsation propre d’un
circuit RLC'.

pour laquelle I(w) > est tout simplement telle que :
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Il est important de noter aussi qu’a la résonance en intensité c’est a dire lorsque la
pulsation d’excitation est égale a la pulsation propre, les amplitudes des tensions aux
bornes de I'inductance et du condensateur ont des valeurs bien spécifiques.

Nous avons :

FE
pr— E p—
U(WO) Q % RCWO
et
LwgFE
Up(wo) =Q x E = ]i(’)

Il y donc une amplification apparente des tensions aux bornes des deux composants. Ces
deux tensions peuvent devenir importantes si () est grand, et méme engendrer une des-
truction de composants non adaptés dans le circuit. C’est pour cela que 'on parle de
surtension et 'on donne le nom de facteur de surtension a Q).

5.2 Notion d’'impédance complexe d’un dipoéle linéaire

5.2.1 Régime permanent sinusoidal et notation complexe

Nous avons vu précédemment que I'utilisation des grandeurs complexes simplifiait énor-
mément la détermination des solutions particuliéres des équations différentielles.

Nous avons vu aussi qu’une dérivation par rapport au temps, pour une grandeur com-
plexe, était équivalent a une multiplication par jw et nous pourrions montrer qu’'une inté-
gration par rapport au temps est équivalente a une division par jw .

Il apparait aussi que compte tenu des fréquences étudiées et de la taille des circuits (nous
nous trouvons dans le cadre de l’approximation des régimes quasi-stationnazires, la
propagation des ondes électromagnétiques peut étre négligée), les lois de Kirchhoff va-
lides pour le courant continu reste alors valide pour des courants alternatifs
sinusoidaux. La lois des noeuds et la loi des mailles restent valides en rempla-
cant les grandeurs continues par les grandeurs instantanées correspondantes.

Cela entraine aussi que les lois de Kirchhoff vont aussi étre valides pour une forme
complexe des courants et des tensions. Cela nous donnera donc que :

Pour un noeud :

n

> eiy(t) =0

k=1

avec €; = £1 en fonction du sens conventionnel choisi pour la branche k.
Pour une maille :

Zﬂk@) =0
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5.2.2 Définition de 'impédance complexe d’un dipéle linéaire

Nous avons vu dans le chapitre précédent que pour les trois types de composants étudiés,
la tension u(t) et le courant i(¢) étaient lites par des équations différentielles linéaires a
coefficients constants sans second membre.

En effet pour le condensateur nous avons :

du
i(t) Cdt 0

Donc en régime sinusoidal permanent, avec ’écriture complexe, nous avons :

i(1) ~ C% = (1) — Cpou)

Ceci peut se réécrire u(t) = —i(t).
p u(t) ]w(j_()
Pour la résistance, nous avons la loi d’'Ohm :

u(t) = Ri(t)

Donc en régime sinusoidal permanent, avec ’écriture complexe, nous avons :
u(t) = Ri(t)

Pour une bobine, nous avons :

di
t)— L— =
u(t) =L =0

Donc en régime sinusoidal permanent, avec ’écriture complexe, nous avons :
u(t) — jLwi(t) = 0

Ceci peut se réécrire
u(t) = yLawi(t)

Pour tous les composants en notation complexe, nous avons donc une relation du type :

u(t) = Z x i(t) (5.6)

ou Z est une grandeur complexe, appelée I'empédance complexe du dipole considéré.
Cette relation porte le nom de lot d’Ohm complexe.
Cette impédance relie également les amplitudes complexes U et I.
En effet nous avons u(t) = Ue/@Witeu) = Uet et i(t) = [e7@H%) = [e™* donc nous
avons obligatoirement la loi d’Ohm complexe sous une autre forme :

&
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Avec les relations précédentes, nous pouvons aussi écrire que :
)
7 L Wou=pi) — 7oilpu—i) — 709
JR— e u k3 e u k2 e

avec Z, module de I'impédance complexe Z, qui est aussi appelé impédance et est égal au
rapport des amplitudes U de la tension et de I'intensité I. Cette impédance Z ainsi définie
se mesure en ohms.

L’argument ¢ de 'impédance complexe est donc égal au déphasage ¢, —¢; de 'intensité
par rapport a la tension.

La connaissance de Z suffit donc & déterminer complétement Uintensité i(¢) lorsque
nous connaissons u(t) ou l'inverse.

Nous pouvons aussi décrire I'impédance complexe sous sa forme cartésienne :

Z=R+)5S=Zcosp+ 3Zsiny

R est toujours positif pour un dipole passif et est appelé résistance du dipdle.
S est appelé réactance.

5.2.3 Admittance complexe

Comme nous avons défini la conductance pour une résistance comme étant son inverse,
nous appelons admaittance complexe 'inverse de I'impédance complexe :

1

X = Q = —

Z

On la note z ou G.

5.2.4 Exemples d’impédances
Résistor de résistance R
La relation temporelle instantanée u(t) = Ri(t) s’écrit en notation complexe :
u(t) = Ri(t) ouU = RI
Par identification, nous en déduisons que
Z=R (5.8)

Il n’y a pas déphasage entre courant et tension pour un conducteur ohmique.

Bobine d’inductance L

Nous considérons une bobine dont nous négligeons la résistance interne. Nous avons vu
qu’en notation complexe pour une bobine, nous avions la relation suivante :

u(t) = jLwit)
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Nous en déduisons que :
Z(t) = jLw (5.9)

Il s’agit d’une impédance imaginaire pure. On parle dans ce cas de réactance pure.
L’argument de I'impédance vaut +7/2. La tension est en quadrature avance de phase
par rapport a l'intensité.

A basse fréquence, 'impédance d’une bobine tend vers 0, cela devient un simple fil sans
résistance (court-circuit).

A haute fréquence, 'impédance de la bobine tend vers +o0o : la bobine est donc équi-
valent & un interrupteur ouvert (coupe-circuit).

Condensateur de capacité C

Nous considérons un condensateur de capacité C. Nous avons vu précédemment qu’en
notation complexe, nous avions pour un condensateur la relation suivante :

I
u(t) = ]w—cl(t)

Nous en déduisons que 'impédance associée est la suivante :

1

20 =55 (5.10)

L’impédance du condensateur est elle aussi imaginaire pure avec un argument —7 /2. L’in-
tensité est en quadrature avance de phase sur la tension. Il s’agit donc aussi d’une réactance
pure.

A haute fréquence, 'impédance du condensateur tend vers 0, le condensateur est équi-
valent & un fil sans résistance.

En basse fréquence, 'impédance du condensateur tend vers +o0o, le condensateur est
équivalent a un interrupteur ouvert.

5.2.5 Association d’impédances complexes

Les impédances complexes obéissent aux mémes lois d’association que des résistances
pures en courant continu.
Association en série

Soient n impédances notées Z; placées en série. L’association en série de ces impédances
est équivalente a une impédance unique Z,, telle que :

Zeq = ZZ’L (511)
i=1
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Association en paralléle

Soient n impédances notées Z, placées en parallele. L’association en parallele de ces
impédances est équivalente & une impédance unique Z,, telle que :

1 —~ 1
BN 12
Z > 7 (5.12)
=1
5.3 Utilisation de la notion d’impédance en régime si-
nusoidal forcé

5.3.1 Circuit RLC série

Nous étudions a nouveau le circuit décrit a gauche sur la figure 5.3, composés des trois
éléments : résistance pure R, l'inductance (on utilise aussi le terme anglais self) L et la
capacité C montés en série.

L’impédance équivalente d'un tel circuit est donc :

1
Zeq = R"—j(L(A) — m)

Son module est donné par

1
Loy = 12 = [+ (Lo — -

et son argument par :

Lw— 1/@@)

p = arg Z,, = arctan ( 7

Aux trés basses fréquences, effet de la capacité est prédominant ; aux hautes fréquences,
c’est celui de I'inductance.
Il est important de remarquer que le module de I'impédance Z., passe par un minimum

1
pour Lw = o’ donc pour w = wy, ol wy est la pulsation propre du circuit.
w

Comme nous pouvons 'observer sur la figure 5.3, le circuit d’intérét avec la notion
d’impédance équivalente devient beaucoup plus simple a étudier si nous regardons a quel
circuit il est effectivement équivalent.

La détermination du courant i(t) connaissant e(t) est évidente :

e(t) e(t)

i(t)=—>—=
Zeg J(Lw — L) +R
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@)

A
— R ® .
it 0 + 1(t)

HONS N

\
<--
D -
1(t) D

»b- |[mb+
e(t)
[\

i(t)T
—

FIGURE 5.3 — Circuit RLC' série et son circuit équivalent en régime forcé sinusoidal.

Nous retrouvons le résultat trouvé précédemment lors de I’étude de la résonance en inten-
sité. Le minimum du module de I'impédance correspond bien a la résonance en intensité
dans le circuit.

Nous pouvons ensuite facilement calculer la tension aux bornes du condensateur ou de
la bobine.

En effet, nous avons :

. 1 e(t) e(t)
u(t) =Zqo xi(t) = X = -
© Cw (L — Clw) g (1= LCw?) + RCw

et

ug(t) = Zy x i(t) = Lwy x Q(tl) =— e(t) -
Ww =)+ B (gim = 1)+

Nous voyons ainsi comment la notion d’impédance simplifie énormément la problématique
des circuits électriques en régime sinusoidal permanent.

5.3.2 Circuit RLC paralléle.

Soit le circuit présenté sur la figure 5.4, dans ce cas les trois composants sont donc
disposés en paralléle. L’impédance équivalente va donc étre tout simplement :
1
Zeg =7 R
R jlw 1/jCw
Cette expression peut se simplifier un peu :
1
=eq ] 1

& TICw =)
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Nous en déduisons le module de I'impédance suivant

1

1 1
2 e
\/R2+(w0 Lw>

L’expression complexe du courant i(t) va donc étre la suivante :

|Zeq| =

i) = 52 = eto) x (a0 - 1))

Nous en déduisons I'expression de 'amplitude de I du courant i(t) :

1 1
= — )
I EX\/RQ—F(WC' Lw)

Dans un circuit oscillant paralléle, a la fréquence w = wy = %C’ le courant passe
donc par un minimum. On dit dans ce cas qu’il y a une anti-résonance. [.’impédance est
pour la pulsation propre du circuit : réelle et maximale.

Les circuits RLC paralléle, sont souvent appelés circuits bouchons, car ils présentent
une grande impédance pour w au voisinage de wy et ils "empéchent" les signaux a cette
fréequence d’accéder & une partie de circuit. En électronique, les circuits bouchons sont

A B C A
04 i(0 + Ho

b [

)

e(t)
—>
()
Y

R

L

||

b- ||a)b+

9]

e(t)

/A

D
— -
i(t)

w] |

FIGURE 5.4 — Circuit RLC' paralléle et son circuit équivalent en régime forcé sinusoidal.

utilisés pour "trier" différentes fréquences dans les chaines audio (équaliseurs) ou dans les
téléviseurs couleur (séparation des fréquences son, chrominance et luminance). C’est d’une
certaine facon le circuit complémentaire du circuit RLC série.
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Chapitre 6

Puissance électrique en régime
sinusoidal

6.1 Définitions des puissances

6.1.1 Puissance instantanée

Soient, u(t) = U cos(wt) la tension aux bornes du dipole étudié et i(t) = I cos(wt — )
I'intensité qui le parcourt. Le dipole regoit la puissance électrocinétique instantanée suivante
(en convention récepteur) :

P(t) = u(t) x i(t) = Ul cos(wt) cos(wt — ¢) (6.1)

Celle-ci peut se réécrire en développant ’expression ci-dessus :
1
P(t) = u(t) x i(t) = §UI [cos ¢ + cos(2wt — p)]

Cette puissance varie au cours du temps de maniére sinusoidale & la pulsation 2w autour
d’une valeur P, appelée puissance moyenne

6.1.2 Puissance moyenne

P, est exactement la moyenne de la puissance recue par le circuit lorsqu’elle est calculée
sur un nombre entier n de périodes d’oscillations 7' :

1 to+nT

P,=—
nT J;,

P(t)dt (6.2)

Nous pouvons démontrer avec cette définition que

1
P, = §UI cos ¢ (6.3)
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Pour faire disparaitre dans l’expression P,, de la moyenne le facteur 1/2 et obtenir une
expression analogue a celle obtenue avec des courants continus, nous définissons des gran-
deurs efficaces (grandeurs mesurées par les multimétres, voltmeétres ou ampéremeétres en
courant alternatif), 'sntensité efficace I.;; et la tension efficace U,y :

Ieff:I/\@etUeff:U/ﬁ

Nous avons donc alors :

Py, = Uetslesscoso (6.4)

Le facteur cos ¢ est appelé facteur de puissance du dipole.

Pour une tension imposée, I'intensité nécessaire pour obtenir une puissance donnée dans
un dipdle sera d’autant plus petit que le facteur de puissance sera proche de 'unité, donc
que sera plus faible le déphasage entre courant et tension. Or, diminuer 'intensité, c’est
diminuer les pertes par effet Joule dans les fils conducteurs qui ameénent le courant du
générateur au dipole; d’ou 'importance pour le fournisseur de courant a n’alimenter que
des circuits de facteur de puissance élevé. L’EDF impose a ses usagers un cos ¢ supérieur
a 0,9 sous peine d’amendes.

Pour un dipole d’'impédance complexe Z = R + S, nous avons donc :

1 1
P, = §Ulcosg0 = §ZI2cosg0

Comme Z cos ¢ = R, nous en déduisons que

1
P = 5RI* = RI; (6.5)

e

Nous pouvons remarquer que si le dipole est passif, il ne peut que recevoir de I’énergie donc
P, et R ne peuvent qu’étre positifs.

6.2 Puissance active et puissance réactive

Nous allons voir maintenant que la puissance instantanée peut étre séparée en deux
parties, 'une étant liée a la composante de la tension en phase avec le courant et autre a
la composante de la tension déphasée par rapport au courant. Nous avons vu précédemment
que :

P(t) = u(t) x i(t) = Ul cos(wt) cos(wt — ¢)
Nous pouvons réécrire cette expression de la maniére suivante :

P(t) = UI cos(wt — ¢ + ) cos(wt — ¢)
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Nous pouvons développer encore le second cosinus, ce qui donne :

1 1
P(t) = §Ulcos @[l + cos2(wt — )] — §Ufsin<psin 2(wt — @)

1
Nous posons alors P, = §UI sin (.

Nous pouvons alors écrire que :
P(t) = P,[1 4 cos2(wt — )] — P, sin2(wt — )

Le premier terme est la puissance instantanée consommeée par les parties résistives du
circuit ; il est modulé a 2w autour de P,,.

Le deuxiéme terme est la puissance instantanée fournie aux parties réactives du circuit
(inductives et capacitives). Sa moyenne est nulle.

Donc pour un circuit passif d’impédance Z = Z cosp + 3Z sinp = R+ 7S , nous avons
donc :

1 1
P, = 5312 et P, = §512
On appelle P,, puissance active et P, puissance réactive.

On définit aussi parfois une puissance complexe P telle que :

1 1
P = UI" = S ZI*(cos g + gsing) = P + 3P (6.6)
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Chapitre 7

Exemples d’application pratique de
cette physique

7.1 Le sismographe

Un sismographe est un instrument, qui permet d’enregistrer les mouvements vibratoires
ou d’oscillations du sol associés & un phénoméne sismique. Nous présentons un exemple de
sismographe simple sur la figure 7.1.

massg suspendue

shylet

tambour
rokatif

die Encarta, © rporation. Tous dro

FIGURE 7.1 — Exemple de sismographe simple

Il est constitué d’une masse d’inertie m trés importante attachée a une potence par
un ressort. La potence, elle-méme, est liée & un support en contact direct avec le sol. Un
stylet est lié a cette masse d’inertie et permet d’écrire sur un papier mis en mouvement a
une vitesse uniforme par des tambours en rotation. Le sismographe présenté ici permet de
détecter et d’enregistrer les mouvements d’ondes verticaux.

Lorsqu’une onde sismique atteint le sismographe, le sol, le support et le tambour ro-
tatif vibrent en oscillant verticalement, alors que la masse suspendue par le ressort reste
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immobile du fait de son inertie. Le stylet relié & la masse trace ainsi une ligne brisée sur le

tambour. Nous obtenons alors le type de graphe présenté sur la figure 7.2, qui est appelé
sismogramme.

opédie Encarta, THE BETTH

FIGURE 7.2 — Exemple d’enregistrement obtenu avec un sismographe

Pour mieux comprendre le principe de fonctionnement du sismographe, nous allons le
schématiser encore plus, comme indiqué sur la figure 7.3. Il apparait donc constituer d’une
boite en contact direct avec le sol et d’un oscillateur harmonique amorti, construit avec
une masse m importante accrochée & une extrémité M d’un ressort vertical de constante
de raideur k tandis que l'autre extrémité est fixée en un point A a la boite. Les frotte-
ments éventuels sont schématisés par un amortisseur en pointillé sur la figure 7.3 avec un
coefficient de frottement f.

LN Référentiel galiléen

L A

o

"y

enregisreur

R Rétl"ércnlzicl du sol et

FIGURE 7.3 — Schéma permettant d’expliquer le fonctionnement d’un sismographe

Nous allons essentiellement avec un tel appareil enregistrer les mouvements verticaux
du sol et de la boite par rapport a un référentiel galiléen R.
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En fait, le tracé sur le papier enregistreur enregistre le mouvement apparent de la masse
m par rapport a la boite et au sol donc par rapport au référentiel non galiléen R’. La masse
d’inertie m, elle, restant fixe par rapport au référentiel galiléen R, du fait de sa grande
inertie, nous enregistrons donc dans le méme temps, le mouvement du référentiel R par
rapport au référentiel ¥’ donc le mouvement opposé a celui du sol et de la boite par rapport
au référentiel R .

Pour étudier quantitativement ce phénomeéne, nous allons donc étudier le mouvement
du point matériel M par rapport a ', qui est non galiléen. Nous allons donc considérer ici
que le reférentiel relatif est R’ et que le repére absolu est R.

Nous rappelons la relation fondamentale de la dynamique dans un référentiel non gali-
léen :

mﬁ_ir = Z ?jemt + ?ie + ?ic
j=1

ayec Fie force d’inertie d’entrainement.

i force d’inertie de Coriolis.
Le mouvement de ' par rapport a R est supposé étre un mouvement de translation suivant
Owz. Il s’ensuit que 'accélération de Coriolis est nulle donc la force d’inertie de Coriolis est
nulle. L’accélération d’entrainement va étre I'accélération du point d’attache A, car il est
fixe vis & vis de la boite et du sol, par rapport a . Nous pouvons en déduire I’expression
de la force d’inertie d’entrainement :

Fie = —mdam = —maa(t)iy

Maintenant si nous faisons le bilan des forces physiques extérieures appliquées a la
masse m, il y a donc :

— Son poids : P =mg = mgu,

— La force de rappel du ressort : ?Rappel = —k(z' — ly)u,

/
— La force de frottement visqueux (fluide) : ?f = —fcil—xt = —fa'i,
Les deux référentiels étant en translation I'un par rapport a I'autre, les deux repéres d’es-
pace, qui leur sont associés, Oxyz et O'2’z'y’, ont la méme base vectorielle orthonormée
(U, Uy, Us).
Nous pouvons donc écrire la relation fondamentale de la dynamique pour ce systéme
mécanique par rapport au référentiel non galiléen :

ma, = ? + ?Rappel + ?f + ?ie (7.1)

Nous projetons ensuite cette expression sur 'axe O'x’

d*a’ , da’
ol k(z' — ly) — fﬁ —max(t) (7.2)

m
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Nous savons qu’a 1’équilibre sans onde sismique, la masse m est telle que
0= P+ F rappet = mgita — k(lug — lo)

donc que mg = k(ley — o).
Si nous posons X' = 2’ — (., alors I'équation 7.2 peut se réécrire

X’ ax’
Mg = mg - k(X' +ley — o) — f i ma(t)
et se simplifier
d?X’ ax’
M-y = kX' — f g — may(t)

En divisant par m des deux cotés de I’égalité nous obtenons :

2 v/ /
EX ko fdX

a2 m m dt

Nous obtenons donc I'équation différentielle linéaire du second ordre avec second membre
suivante pour décrire le mouvement de M par rapport a R’ :

X' fdX'  k

pTE + o d + EX/ = —aa(t) (7.3)
Celle-ci peut se réécrire

d*X’ ax’ d’°X' wydX'

ﬁ2+%dt+%xgzﬁz+édt+%X:_M@

Nous retrouvons donc une situation qui correspond a celle rencontrée lorsque nous avons
étudier 'oscillateur harmonique en régime forcé.

L’excitation est directement liée a ’accélération du sol : le sismographe est un accélé-
romeétre.

Nous allons pouvoir comprendre la maniére de réagir du sismographe a partir de I’étude
faite dans le chapitre précédent.

Supposons que le mouvement vertical du sol soit un mouvement rectiligne vertical
sinusoidal par rapport au référentiel i tel que

zA(t) = z5008(2 + )
Nous en déduisons que

aa(t) =ia = —2,0%0os(Ut + )
L’équation 7.3 devient donc compte tenu de cela :

X' wydX'

T+ 0 d + w2 X' = 2,0%cos(Ut + @) (7.4)
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A partir de nos travaux précédents, principalement ’équation 3.6, nous en déduisons que
l'amplitude X/, (€2) de la solution permanente de 'équation 7.4 s’écrit :

Si nous appelons la pulsation réduite u, avec u = €2/wp, nous pouvons alors écrire que

T su?

Nous avons donc si on calcule le gain en définissant ainsi G(u) =

X (u) =

X (1)

T

Des diagrammes de gain sont représentés sur la figure 7.4 pour différentes valeurs de Q.

Ils montrent un comportement qui correspond a ce que nous appelons un filtre "passe-
haut" : le sismographe ne réagit pas (ou peu) aux basses fréquences. En revanche, une
excitation "haute fréquence" ou une impulsion doit donner une bonne réponse de 'appareil.

Pour des pulsations réduites grandes, nous avons X, ~ z,, 'amplitude est égale a celle
de l'excitation. Le systéme restitue bien les vibrations excitatrices. Il faut pour étre dans
ces conditions une pulsation propre wy faible, compte tenu des gammes de pulsations des
phénoménes sismiques, comme nous allons le voir par la suite.

Pour des pulsations réduites petites, en fait, le sismographe va mesurer I’accélération
du sol au facteur —1/9Q? prés.

Si nous voulons voir I'influence du facteur de qualité : il apparait en fait que s’il est
trop faible ou trop fort, la réponse fréquentielle n’est pas bonne. Trop faible, il ne va pas
permettre d’observer des signaux petits. Trop grand, la bande passante va étre trop étroite.
Il y a en plus dans ce cas des risques d’avoir des oscillations amorties pour des excitations
impulsionnelles trés courtes en temps, donc un mélange entre des excitations différentes.
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Gain du sismographe

16

14

—Q=9
12 —0=3 [
10 —0Q=15| |

Gain

(=T o T S = I = =]
S—
Sl

FIGURE 7.4 — Evolution du gain du sismographe en fonction de la pulsation réduite pour
différentes valeurs de @)

La valeur "idéale" est celle qui & la fois donne une large bande passante et évite un
phénomeéne de résonance trop important. ) ne doit pas étre trop grand pour éviter les vi-
brations propres du régime amorti (régime transitoire) qui pourrait rendre le sismogramme
illisible .

Les mouvements du sol sont trés variables en amplitude et en période selon la nature
de la source, la distance épicentrale, la nature de 'onde enregistrée. Le sismographe peut
étre considéré comme un filtre avec un gain et un déphasage dépendant tous les deux de
la période (ou de la fréquence si 'on préfére raisonner dans ce domaine).

Les fréquences observées sont trés variées :

— au-dela de 100 Hz : certaines vibrations industrielles;

— de 100 & 10 Hz : agitation industrielle et urbaine, explosions et séismes trés proches;

— de 10 & 1 Hz : explosions lointaines, séismes proches;

— 1a0,1 Hz : agitation naturelle permanente (agitation microsismique), ondes P et S

des séismes lointains;

— 0,1 4 0,01 Hz : ondes de surface directes;

— 0,01 a ondes de surface ayant effectuées plusieurs tours du globe.

— en-decga de 0,001 Hz : vibrations propres de la Terre.

11 est clair que seule la proximité des sources permet d’observer des hautes fréquences. Tout
se passe comme si celles-ci se trouvaient trés rapidement atténuées au fur et & mesure que
croit la distance d’observation.

Le domaine observable des périodes des ondes sismiques est donc trés large (de 0,1
seconde a plus de 1000 secondes), trop large pour qu’un seul sismographe puisse les enre-
gistrer correctement. Pour couvrir toute cette bande de périodes, on utilisera deux types
de capteurs. Un sismographe courte période "CP", dont la période propre est centrée sur
une seconde approximativement. Un sismographe longue période ou large bande , "LP" ou
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"LB", dont la période est centrée entre 20 ou 30 secondes, voire beaucoup plus en utilisant

des techniques d’asservissement.
En réalité pour étudier complétement un phénomeéne sismique, il y a besoin de sismo-
graphes dans 3 directions : Ouest-Est, Sud-Nord et verticale.
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Annexe A

Notation complexe

A.1 Rappel sur les nombres complexes

A.1.1 Présentation

Les complexes sont des nombres de la forme z+1y, oll 7 est un nombre 1maginaire tel
que 2> = —1. Les nombres complexes, qui interviennent dans presque tous les domaines des
mathématiques, sont également trés employés en physique, notamment dans 1’étude des
circuits électriques et des ondes électromagnétiques. En électricité pour éviter de mélanger
entre 'expression de 'intensité de courant et le terme imaginaire, on écrit plutot le nombre
imaginaire ¢ sour la forme du nombre imaginaire ;.

Il existe plusieurs maniéres de décrire qu’une variable z est un nombre complexe soit z
soit Z.

Tout élément z de I'ensemble des nombres complexes s’écrit de maniére unique :

z =x+1y, ou x est la partie réelle du nombre complexe et y sa partie tmaginaire.

Un nombre imaginaire pure ne posséde pas de partie réelle, il s’écrit donc sous la forme
z=y.

On définit aussi deux opérateurs sur les complexes Re(z) = z, 'un qui donne la partie
réelle du nombre complexe et 'autre la partie imaginaire Im(z) = y.

A.1.2 Opérations sur les complexes

[’addition des nombres complexes s’effectue en ajoutant séparément les parties réelles
et les parties imaginaires. La régle générale pour ’addition est donc la suivante :

(a+)+ (c+ud)=(a+c)+ (b+d) (A1)

La multiplication des nombres complexes est fondée sur la relation 1> = —1 et sur la
distributivité de la multiplication par rapport a I’addition. Par conséquent, la régle générale
pour la multiplication est la suivante :

(a+ 1) X (c+1d) = (ac — bd) + (ad + be) (A.2)
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On démontre que ’ensemble des nombres complexes, muni des lois d’addition et de
multiplication, est un corps.

A.1.3 Module et conjugué

Soit un nombre complexe z = x + 2y, on appelle module de z le réel noté |z| tel que
2] = V/2? + 2

On nomme conjugué de z le complexe de symbole z* tel que z* = = — 1.

Il faut noter qu’un nombre complexe z et son conjugué sont reliés par la relation

zxzt =z (A.3)

A.1.4 Représentation dans le plan
Coordonnées cartésiennes

De méme que les nombres réels peuvent étre représentés par les points d’une droite,
on peut associer les nombres complexes aux points d’un plan. Ainsi, au complexe = + 1,
on associe le point M du plan ayant x pour abscisse et y pour ordonnée. On dit alors que
x + 1y est laffixe du point M. Le Suisse Argand fut I'un des premiers mathématiciens a
définir en 1806 les nombres complexes par des coordonnées cartésiennes. C’est pourquoi
une telle représentation est parfois appelée diagramme d’Argand. Nous pouvons en voir un
exemple sur la figure A.1.

Axe Imaginaire  y
A

FIGURE A.1 — Diagramme d’Argand pour les complexes.

Si on représente les nombres complexes a 'aide de vecteurs du plan, alors I'addition
des nombres complexes correspond a la somme des vecteurs.
Coordonnées polaires

Les points du plan pouvant étre repérés a 'aide de coordonnées polaires r et €, tout
nombre complexe z peut donc aussi s’écrire sous la forme :

z =r(cosf +sin ) = re?’ (A.4)
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Ici, r est égal au module du complexe, et correspond a la distance du point M d’affixe
z a lorigine du repére. 6 est appelé argument de 2 , et représente ’angle orienté formé par
I'axe des abscisses et la droite (OM).

Soient z, = ri(cos® + 1sind) = rie? et z, = r3(cosp + 18in ) = r9€"¥ deux nombres
complexes. On montre que le produit de ces deux complexes a pour valeur :

2129 = r17o(cos(0 4+ @) 4+ 1sin(f + ¢)) = rreet0t%) (A.5)

La division de ces deux mémes nombres donnerait le résultat suivant :
27 (A1

= —(cos(d — ) +1sin(d — ¢)) = L gr(o—¢) (A.6)
Zy T2 )

Cela donne lieu & une interprétation géométrique simple sur un diagramme d’Argand : mul-
tiplication des modules (correspondant & une homothétie de centre O) suivie de 1'addition
des arguments (correspondant a une rotation de centre O).

A.1.5 Relations importantes entre complexe et trigonométrie

Il existe un certain nombre de relations importantes entre nombres complexes qui
peuvent se démontrer a partir des propriétés des complexes et leur représentantion dans le
plan. Il y la fameuse formule de Moivre :

(cosz +1sinz)” = cosnz + 1sinnx (A.7)

De méme, nous pouvons écrire que

cos T = % (A.8)
sinx = (e 26 ) (A.9)

A.2 Signal sinusoidal en notation complexe

Compte tenu de ces propriétés, il est facile d’associer a la grandeur z(t) = X cos(wt+¢)
une forme complexe z(t) telle que :

£(t) — Xel(thrtp)

On souligne le symbole x pour indiquer qu’il s’agit d’une notation complexe.

On remplace souvent en électricité le symbole imaginaire 2 par 7 pour éviter la confusion
avec 'intensité de courant.

On peut ainsi écrire :

z(t) = (Xe?)e*t = Xelvt
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On appelle amplitude complexe la grandeur complexe :
X = Xe¥

Elle ne dépend pas du temps et contient toutes les informations sur 'amplitude initiale et
la phase initiale du signal.
A partir du signal complexe en prenant sa partie réelle, on revient au signal réel de

départ :
z(t) = Re(z(t))

Les caractéristiques du signal sont obtenues :
— en prenant le module de z(t), on obtient 'amplitude.

X =

— en prenant I'argument de X, on obtient la phase a 'origine.
— en prenant argument de z(t), on obtient la phase instantanée.
Le calcul des dérivées par rapport au temps est aussi trés simplifié :

z(t)

dt
L’opération de dérivation par rapport au temps est équivalent & la multiplication par le
facteur jw.

= Jwz(t)



Annexe B

Equations différentielles linéaires du
second ordre a coefficients constants

B.1 Equation sans second membre
C’est une équation linéaire du type suivant :
ayj+by+cy=0 (B.1)

Avec a, b, ¢ sont des constantes réelles.
L’équation est dite sans second membre ou homogéne lorsque celui-ci est nulle.
On montre en mathématiques que la solution générale y(¢) d’une telle équation est une
combinaison linéaire de deux solutions linéairement indépendantes y;(t) et ya(t) :

y(t) = Ayi(t) + Bya(t)

A et B étant deux constantes.

La recherche des solutions y;(t) et y»(t) se fait en considérant comme solution possible
la fonction y(t) = €™ et en reportant cette fonction dans I’équation B.1.

Sachant que, pour cette derniére, y(t) = re" et que §j = r2e™, I'équation B.1, qui doit
étre valide a tout instant ¢, conduit a ’équation suivante :

(ar* +br +c)e™ =0
Nous obtenons ainsi I’équation caractéristique associée a ’équation différentielle :
ar* +br+c=0 (B.2)

Si r satisfait a cette équation, alors y(t) = €' satisfait a 'équation B.1. L’équation carac-
téristique posséde en général deux racines (réelles ou complexes conjuguées) 71 et ro.

On peut donc déterminer deux solutions particuliéres linéairement indépendantes de
I’équation B.1 :
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y1(t) = et et yo(t) = ™!
La solution générale s’écrit alors :

y(t) = Ay, (t) + Bya(t) = Aexp™ +Bexp™ (B.3)

La forme de y(t) dépend de la nature des racines r, et 75 et donc des valeurs positive,
nulle ou négative du discriminant de I’équation caractéristique associée A = b? — 4ac ou

A b
du discriminant réduit A’ = 1= (=)? — ac.

Il faut remarquer que si le discriminant ou le discriminant réduit est nulle, alors la
racine r; de ’équation caractéristique est double (r; = 73).

Il n’y a donc qu’une solution particuliére. Il faut donc en chercher une seconde qui soit
linéairement indépendante de la premiére. il s’avére que la solution yo(t) = Bte™! convient.

La solution générale dans ce cas prend donc la forme :

y(t) = (A + Bt)em! (B.4)

Les valeurs effectives des constantes A et B sont déterminées & partir des conditions
initiales.



