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Chapitre 1

Introduction a la morphologie
mathematique

La Morphologie Mathématique (MM) est une théorie de llgsa d’'image dont les premiers
débuts datent de la fin des années soixante avec les traea® Matheron et J. Serra, qui ont
continués les travaux de recherche de H. HadwigeP] et de H. Minkowski [?, ?] sur la théorie
des ensembles. La plus grande partie de cette théorie dé&Eloppée au Centre de Morphologie
Mathématique (CMM), a Ecole des Mines de Paris.

La MM a pris une importance internationale depuis plusieursées, si on compte le nombre
de conférences, articles, livres qui la présentent ou ainsriui font une place, ainsi que le nombre
croissant de matériels spécialisés, de programmesplitafion et de réalisations industrielles qui y
font appel.

Ce chapitre n’est pas un cours de morphologie mathématigaes simplement un rappel de ce
gu’on a besoin de savoir pour bien comprendre le cours.

Pour plus d'informations, on lira avec profit les ouvrages&derence de cette discipline : les deux
livres de Serra?, 7], ceux de Matheron, ?], le livre de Soille P]. On peut aussi citer le livre de
Coster et Cherman®], la thése de Beuche?] et celle de Vincent7].

1.1 Notions de base

Nous nous limiterons dans le cadre de cette présentatipfusesouvent au cas discret, et aux
images a deux dimensions, sauf quand I'évocation dueaérgl sera plus clair. La plupart des trans-
formations que nous allons définir s’appliquent dans urssmsemble fini d&2, pour des raisons
liees a la technologie de I'analyse d'image (les ordinetene pouvant faire appel a une résolution
infinie ou & des images de dimensions infinies).

1.1.1 Latrame digitale

Les points de la trame bidimensionnelle sont généraleapgrelégpixels(pourpicture elements).
La grille ou trame digitale permet de définir les relatiomsvibisinage entre les pixels d’'une image.
Ce graphe, noté€ n’est qu’'un ensemble de couples de pixels (soit un sousvdrisadez? x Z?).
C'est adire :

Vp,q € Z*,pvoisin de q< (p,q) € G
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On suppose toujours qu’un point n’est pas son propre voisgque la relationest voisin deest
transitive et symétriquez est donc un graphe non-orienté &it. Le voisinage d’'un pixep au sens
de la trame digitale est :

Vp € Z* Ni(p) = {q € Z%, (p,q) € G} (1.1)

On peut étendre cette définition a tout ensemblde pixels en considérant 'ensemble des pixels
de Z? voisins des pixels del et n’appartenant pas:

VA C Z° Ng(A)={q € Z°\ A, 3p € A, (p,q) € G}
Le chemin entre deux pixejset g est défini de la fagon suivante :

Dfinition 1.1 Un cheminC' de longueurl(C') = n et d’extémiés p et ¢ dans la trameG est un
(n + 1)-uplet(po, p1,p2, ..., pn) de pixels tels que :

— po=petp, =gq,

- Vi€ [1,n],p; € Na(pi-1)-

On appellelacet un chemin dont les deux extrémités coincident. La notdenchemin permet
d’introduire deux notions tres utiles :
— La connexié. Soit A un ensemble de pixels inclus daf# etz un pixel deA. La composante
connexeC’;(A) qui contientr est 'union des chemins d’origineinclus dansA.
— La distanced associée & . La distance entre deux pixelset ¢ est donnée par la longueur
minimale des chemins qui les joignent.

Vp,q € Z2,dg(p, q) = inf {I(C), C chemin joignanp etq dansG'}

On peut définir sur la trame sur laquelle on travaille digtance euclidiennen plongeant cette
trame dand®R?.

d(p,q) = ||pq||

La notion de distance permet d'introduire cellefdaction distancequi a chaque point d’'un
ensembleX fait correspondre la distance de ce point au plus proche gdaicomplémentaire d&
(voir figure 1.1).

Le plan discreZ? est généralement représenté par une trame bidimersiercartésienne, soit
carrée, soit hexagonale (voir figure 1.2 et 1.3).

Les morphologistes préférent généralement travalie une trame hexagonale (6-connexité), car
celle-ci posséde de meilleures propriétés : elle est iglotrope que la trame carrée et elle vérifie la
propriéte de Jordan digitalg¢?], selon laquelle tout lacet simple non dégénéré, Geatdite sans point
double, qui ne se touche pas et qui n'est pas réduit & urt pépare le plarz? en deux compo-
santes distinctes dont I'une est d’extension finie et l&irfinie. La trame carrée, elle, ne vérifie pas
cette propriété (voir figure 1.4). En effet, en trame eayron doit déja décider si un point possede
comme voisin les quatre points les plus proches (4-coremit en comptant en plus les 4 points
diagonaux, les 8 points les plus proches (8-connexité)esdrouvent obligé, lorsqu’on met en ceuvre
une transformation sur une trame digitale carrée de ceraide fond en 4-connexité et les objets en
8-connexité, ou bien réciproquement.

Malgré tous ses défauts la trame carrée est toujoursulm ytilisée, car 'immense majorité du
matériel de traitement d'images (cartes d’acquisiti@meras, écrans, etc) travaille dans cette trame.
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(a) Ensemble (b) Fonction distance (c) Lignes de niveau

FiG. 1.1: La fonction distance d’'un ensemble est I'applicatipi en chaque point de I'ensemble
associe sa distance au complémentaire. Fonction distgirer 8-connexité

a b

FiG. 1.2: Portions de trame carrée. On peut choisir d'affeztelnaque point 4 voisins (tranag ou 8
voisins (trame).

FiGc. 1.3: Portion de trame hexagonale.
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FiGc. 1.4: Propriété de Jordan digitale. La trame carrée erdi® pas cette propriété. Enle lacet
simple non dégénéré sépare le plan en trois compasaontaexes. Ehil ne sépare rien du tout. En
c la propriété de Jordan est vérifiee, comme toujoursamérhexagonale.
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Il est possible de convertir une image 6-connexe en image 8-apnnexe, mais on perd toujours un
peu de précision.

De toute maniére un grand nombre de propriétés intgitilans le plan continu ne sont plus vraies
dans la trame digitale. Par exemple il existe souvent plus dhemin minimal entre deux points
(figure 1.5). Il est parfois possible et utile (voir la fin deatepitre) de considérer le plongement de
la trame discrete dans le plan euclidien. Cette approcpertgocependant son lot de difficultés. Nous
en expliciterons quelques unes au chagte

ONCENCENORCENOI OGN ORI ORNCRNORNG)
O o o0 o o0 o0 o o0 OO0 0 0
O o0 o0 o0 o000 o000 0 0 0 O

o o0 O O O O 90 O O O
o O O O o O O O O
O O O O O O O O
O O Op o O O O O O

O o0 o0 o0 o000 o0 o 00 OO0 0 0
O o0 o0 o0 o000 o000 0 OO0 0 0

FiG. 1.5: Plusieurs chemins distincts peuvent étre de longménimale dans une trame discrete.

1.1.2 Images binaires e& niveaux de gris

Dfinition 1.2 Une image bidimensionnelle digte binaire | est une application d’un sous-ensemble
D deZ? dans|0, 1].
I:D;CZ*—[0,1] (1.2)

Pour chaque pixel d’'une image binaire, on associe la valeur @ suivant qu'il fait partie d’'un
objet ou du jj fond ¢,¢. Classiquement le domaine de défifitiod’'une image est rectangulaire. En
pratiqgue une image bidimensionnelle peut étre cons@léomme un tableau rectangulaire de données.
Dans le cas des images binaires ces données sohitslédou 1), d’ou le nonbitmapen anglais, qui
les désigne le plus souvent.

Dfinition 1.3 Une image bidimensionnelle digtea niveaux de gris | est une application d’un sous-
ensembléD; deZ? dansZ.
I:D;cZ*—Z (1.3)

Une image binaire n’est donc rien d’autre qu’une image aaux de gris & deux niveaux : 0 et 1.
La figure 1.6 présente des exemples d'images binaire eeaumk de gris.

Sur I'image binaire de cette figure, le niveau 0 est en blathe eiveau 1 est en noiA I'opposé,
sur 'image en niveaux de gris, un niveau de gris est d'ayghustélevé qu'il apparait clair sur I'image.
On respectera toujours cette convention.

Pour mieux comprendre et interpréter le résultat desstoamations morphologiques sur les
images a niveau de gris, il est utile de les considérer ceramrelief topographique, chaque pixel
ayant une élévation proportionnelle a son intensitéttéCanalogie entre les reliefs et les images
est feconde ; en effet, cette représentation permet lipmp les transformations valables sur les
ensembles aux images a niveaux de gris. On défirsbles-graphe S@'une image a niveaux de
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gris comme la partie de I'espace a trois dimensions siaredessous du graphe de I'image. Plus
précisement :

SGQI) = {(x,t) € Z> x Z,t < I(2)} (1.4)

La figure 1.7 présente quelques exemple de sous-graphes.

1.1.3 Ogerations de base sur les ensembles

Les opérations booléennes de base sur les ensembledrgergéctionn et la réunionJ. On peut
appliquer ces opérateurs directement aux images bin&mg les images a niveau de gris on doit
utiliser la notion desupV et d'inf A. Dans le cas digital, ces notions sont équivalentes augnste
maxima et minima (voir figure 1.8, dans le cas des images 1@jy. ut/ et.J images on a :

(IVvJ)(x) =max(I(z),](x))

(IAJ)(x) =min(I(z),](z)) (1.5)

V.%'ED]{

On peut noter que ces opérateurs peuvent étre définidiagmleur sous-graphe ; en effet :

SGIVJ) = SGI)USG.J) (1.6)
SGIAJ) = SGI)NSGJ) (1.7)

Un autre opérateur important estdampementationLa complémentation d’'une imagenotée
1€ est obtenue par

Vz € Dy, f(x) = MAX— f(z) (1.8)

ouMAXest la plus grande valeur autorisée pour I'image en coansgyemple, 1 pour une image
binaire, 255 pour une image codée sur 8 bits).

Une derniere opération dont nous avons besoin dsafeslation On notera la translation d’'une
imagel par un vecteub par I, et on définit cette translation par :

-,

Ve e I, Iy(x) = I(x —b) (1.9)

1.1.4 propriétés des oprations sur les ensembles

La plupart des opérateurs morphologiques sont définismmaies opérations sur les ensembles.

Voici un rappel des principales propriétés qui peuvera &ssociées aux opérations sur les ensembles :

— idempotence Une opérationf estidempotentesi elle donne le méme résultat qu’elle soit ap-
pliquée une fois ou bien deux fois de suite.

f idempotent= VI image f(f(I)) = f(I). (2.10)

— extensivite. Une transformatiory’ estextensivesi son résultat est plus grand que 'image de
départ, pour toute image. Une opération asti-extensivesi son résultat est plus petit que
'image de départ.

f extensive= VI image f(I) > I. (1.12)



1.1 Notions de base

Va

(@) (b)

FiG. 1.6: Exemple d'images binaire et a niveaux de gris.

LA

Sous-graphe de J

(@)

o

10 20 30 40 50 60

(b) Image originale (c) Sous-graphe de cette image

FiG. 1.7: Sous-graphe d’un signal monodimensionnel et d'uragén



10 Introduction a la morphologie mathematique

LA LA

FIG. 1.8: Sup et inf de deux imagé<t J.

— croissance Une transformatiorf estcroissantesi elle préserve I'ordre.
f croissantes VI, Jimage I < J = f(I) < f(J). (1.12)

Une derniére propriété des opérations sur les ensetoblg! est utile de parler est la conservation
ou non de 'homotopie. En simplifiant on peut dire que dewetsbgont homotopes si on peut passer
de I'un a l'autre par déformation continue, c’est a dmescréer de particule et sans combler de trous.
Par exemple une tasse (a une anse) et un tore sont homotopes.

1.2 Transformations morphologiques

Le formalisme orthodoxe pour décrire les opérations rmolggiques et la morphologie
mathématique en général est le cadre de la théorie dilistcomplets, c’est-a-dire des ensembles
partiellement ordonnés pour lesquels toute famille&iédnts admet une borne sup et une borne inf.
Pour ne pas alourdir ce chapitre nous nous contenteromsgliér ce cadre, au risque de perdre beau-
coup enrigueur. Les lecteurs exigeants pourront se ra@arkeouvrages de base cités en introduction.

Conformément a ce que permet ce cadre, cependant, daes @i va suivre on évitera de faire la
distinction entre les images binaires et les images a nwda gris, le premier étant un cas particulier
du second.

1.2.1 Erosion et dilatation
1.2.1.1 Eléments structurants

Dans le cadre des treillis complets, on appélesiontoute opération qui commute avec l'inf, et
dilatation toute opération qui commute avec le sup. Pour chaqueoerasi peut définir une unigue
dilatation diteduale et réciproquement. En pratique pour définir la notiogrdsion et celle de dila-
tation on utilise ce qu’on appelle wment structuranﬂES), c’est a dire un ensemble conBpour
lequel on définit unerigine, c’est a dire simplement un point particulier.

Un élements structurants couramment utilisé pour lesgigs discrétes est I'éléement isotrope au
sens de la trame de taille unité (ndi® :

D ={peZds0,p) <1} (1.13)

Ou0 est I'origine du plan (et celle deEE’S). Cet S est lAoule unitdans la trame considre.
En trame hexagonald) est I'hexagone élémentaire, alors qu’en trame caitkest respective-
ment une croix en 4-connexité et un carré unité en 8-cdténévoir figure 1.9).
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4-C 6-C 8-C

FiG. 1.9: ES élémentaires pour les trames standard (carce@rdexe, hexagonale 6-connexe, carrée
8-connexe).

De méme I'élément structurant isotrope (toujours ais sEnla trame) déaille n est notén D et
est défini par :
nD = {p € Z*,dc(0,p) < n} (1.14)

En trame carrée et en 8-connexii&) est le carré centré de c@é& 2+ 1 = 7 pixels, par exemple
(voir figure 1.10).

e000000
00000 0000000
'YX 00000 0000000
® ooo 00000 0000000
YY) 00000 0000000
0 00000 0000000
1 , 0000000
3

FiG. 1.10:ES de taille croissante pour la trame carrée (tailles O(ith, 1, 2 et 3) en 8-connexité.

On peut définir une infinité d’éléements structurantsn®& cas des images a niveaux de gris,
ceux-ci ne sont pas forcément binaires, on parle alorsojsade fonction structurante(voir fi-
gure 1.11), ou clément structurant 3-DCependant, en considérant leur sous-graphe, commealans |
cas d'une image, ils se traitent théoriquement comme @eged binaire en considérant les opérations
sur les ensembles.

1.2.1.2 CEfinitions

Lorsqu’on considére un ensembieet un élément structurad, la dilatationdz (X ) de X par B
est I'union des pointg tels queB,. (B translaté erm) intersecteX :

5p(X) = {z,B, N X £ 0} (1.15)

I'érosionep(X) de X par B est 'ensemble des poinistels queB soit totalement inclus dans
Si B est centré en.
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ep(X) ={x,B, C X} (1.16)

La figure 1.11 présente un exemple de dilatation d’'un sigralodimensionnel par une fonction
structurante selon cette définition.

P
t A t A

e 350 w0

> >
X X

Fic. 1.11: Dilatation d’'un signal par un élément structuraah plan (fonction structurante) et un
élement structurant plan. Dilater par B plan revient a prendre le maximum de la fonction sur la
fenétre définie par ES.

Nous allons un peu simplifier cette expression. Supposous d@bord gque nous ne nous
intéressions qu'aux élements structurants gitss c’est a dire ceux valables pour les images bi-
naires, et que nous laissions de coté les fonctions srarties générale's On peut alors définir la
dilatation d’'une imagd par B en un pointz comme la valeur maximale de I'image dans la fenétre
constituée paB lorsqu’elle est située en (voir encore la figure 1.11).

dp(x) = mazx{xy, k € B} (1.17)

Dans le méme cadre, on définit alors I'érosion :

eg(x) = min{zy, k € B} (1.18)

Les opérations de dilatation et d’érosion sont défineeagon duales I'une de I'autre vis a vis de
I'opération de complémentation.

ep(l) = [05(1°)]° (1.19)
La figure 1.12 présente des exemples de dilatation etsl@rgar des carrés dans les cas binaires
et numériques.
On note souvent I'érosion et la dilatation a partir desss@gtions et des additions de Minkowski,
ainsi :

6g(I) = 1B (1.20)
es(I) = IeB (1.21)

'En géneéral l'intensité d’un pixel de 'image et sa pasitspatiale ne sont pas définis par les mémes unités ndees
dimensions.
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e -
. - .

(a) Niveau de Gris (b) Dila

(a) Binaire (b) Dila& (c)Erode

FiG. 1.12: Dilatations et érosions en niveaux de gris et enitgr@ar un élément structurant carré
symeétrique.
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Ou B est le transposé dB, c’est a dire le symétrique d8 par rapport & 'origine :

B ={z,—z € B} (1.22)

Lorsque I'élement structurant est symeétrique (la pitpl temps) I'écriture du jj ¢¢ devient
inutile.

Il'y a beaucoup a dire sur les propriétés de I'érosiordedt dilatation. Nous nous contenterons
de quelques unes :

— Erosion et dilatation sont des transformations croigsant

— La dilatation (par exemple) par la boule de taillpeut &tre obtenue paritérations de dilata-
tions par la boule de taille unité. En général :

531[532](1) - 5531(32)([) (1-23)
€B B, )(I) = 6631(32)(1) (1.24)

— IIn'y a pas d’'opération inverse ni de la dilatation, ni tedsion.

1.2.1.3 Une application : les gradients

A partir de la dilatation et de I'érosion on peut définigiadient morphologique

I(I) = dp(I) — ep(I) (1.25)

et les deux variantes
It =ég(l) -1 (1.26)
I~(I)=1I-ep(I) (1.27)

Appelésgradient externetgradient interne B est la boule unité de la trame considérée. On verra
un exemple de gradient a propos de la ligne de partage dgs eau

Les gradients permettent de mettre en évidence les zondsrtdevariation d'intensité dans
'image. Ce sont classiquement les zones de contours detsobj

1.2.2 Transformations en tout ou rien

On considere les transformations qui tiennent compte faisades points qui appartiennent a
I'ensemble et des points qui n'y appartiennent pas. On a desoin de deux éléments structurants,
I'un notéT; s’applique a I'ensemble et 'autfB, s’applique a son complémentaire. On note :

X+T=(XoT)N(X ST (1.28)

On appelle ces opératiotrmnsformations en tout ou rieou HMT (hit or miss transforms).

Deux types de transformations essentiellement font apperansformées en tout ou rien, ce sont
lesamincissementst lesépaississementBans la premiéere transformation on retranche de I'ent&mb
de départ le résultat de la transformée en tout ou riems tasecond cas on 'ajoute.

Ces transformations peuvent par exemple servir a calcldsrsquelettes, a détecter les points
isolés ou les points multiples, etc.
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1.2.3 Transformées @odesiques

La distance gocesiquedr(z,y) d’'un pointz a un pointy a l'intérieur d’'un ensemble? est le
plus petit chemin de ay restant a l'intérieur de.

dr(z,y) = min{l(Cyy), Cyy € R} (1.29)

Cette distance vaut par conventigmo si aucun chemin n’existe entrieety a l'intérieur deR.

L'ensembleRr est appelé lenasqueOn va pouvoir introduire des transformations morphologi
géodksiques en considérant uniquement la partie de I'élément siraat qui reste a l'intérieur du
masque. Par exemple la boule géodésique isotrope (setcamhe) de rayon est :

Bgr(z,7) ={y € R,dr(z,y) <r}

1.2.3.1 Transformeesélementaires godesiques

En mode géodésique strict, le seul structurant que I'dsspuconsidérer est la boule géodésique
isotrope. La dilatation et I'érosion géodésiques d'mmseambleX inclus dans un masqui par la
boule géodésique de taille 1 s’écrivent alors :

50(X) = {y€ R Brly,))nX #0} (1.30)
€(X) = {y€R,Brly.1) C X} (1.31)

Le résultat de I'opération est donc toujours compris damsasque. On peut noter par exemple la
dilatation par :

s (X)=(X®eD)NR (1.32)

Ou D est I'element structurant isotrope de base de la trame2(1).
En termes de min et max, la dilatation géodésique s'exppar :

8 (X) = min{6p(X), R} (1.33)
Les dilatations successives sont obtenues par iteratiete dilatation de taille 1 :
o3 (X) = 0 0 (-8 (X)) (1.34)
n fois

La figure 1.13 présente un exemple de dilatations géqdésisuccessives dans les cas binaires et
numeriques.
L'érosion et la dilatation géodésique sont duales pamglémentation :

e (R\ X) = R\ 64(X) (1.35)

1.2.3.2 Reconstruction

Un des premiers intéréts de la dilatation geodésiquel@permettre I'opération deconstruc-
tion. A partir de marqueurs désignant les parties que I'on stelesi quelque sorte i garder ¢.¢, une
dilatation géodésique de taille infinie (en pratique juagdempotence) permettra de retrouver les
formes originelles de ces parties. On voit sur la figure 1rifetiexemple de transformation.
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(@) (b)

FiG. 1.13: Dilatation géodésique.: cas binairep cas numérique (élément structurant plan).

A

R
X

(@) (b)

Fic. 1.14: Reconstruction. On retrouve la forme des ensembiésux ena. Enb on ne reconstruit
pas tout car on a utilisé uBaS plan.
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1.2.4 Ouvertures et Fermetures

Dans le cadre de la morphologie mathématique sur treibimpiets, une ouverture est une
opération croissante, anti-extensive, et idempoteraemPcelles-ci on appelleuvertures morpho-
logiquesyg celles que I'on peut définir a I'aide d’'un élément sturent B. On appelldermetureg g
I'opération duale. Plus précisement :

18X = dp(ep(X)) (1.36)
¢pX e5(0p(X)) (1.37)

la figure 1.15 illustre I'effet des ouvertures et des fermegudans les cas numérique et binaire.

(a) Niveau de Gris (b) Ouvert

(a) Binaire (b) Ouvert (c) Feria

FiG. 1.15: Fermetures et ouvertures en niveaux de gris et endizs carré de taille 2.)

On vérifie sur ces images que I'ouverture et la fermetureomaent en effet pas le méme résultat.
On le répete : ces opérations n'ont pas d’inverse. On sitces figure que l'opération duale jj
rattrape ¢¢ un peu I'effet de I'opération initiale (parp@gh & une érosion ou une dilatation simple),
mais que certains détails sont perdus. En particulievBoure fait disparaitre les pics (selon la taille
de I'ES) et la fermeture comble les vallees. On peut utiliseropésations pour simplifier les images
sur lesquelles on travaille ou pour permettre de déteesgpétits détails. On constate sur ces exemples
tres simples que la forme de I'élément structurant esbig.

Une ouverture (fermeture) trés utilisée est I'ouvert(leefermeture)par reconstruction On fait
suivre une érosion (une dilatation) d’'une reconstruc{r@sonstruction duale). On vérifie facilement
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gue le résultat est une ouverture (fermeture). Sonentest d'etre plus adaptative que I'ouverture ou
la fermeture simple. En particulier on y reconnait beapamwins la forme de I'élément structurant.

Les opérations qui font ainsi appel a la reconstructiont fappel a une importante famille
d'opérateurs ditsonnexeg$?, ?].

Un tel exemple d’ouverture connexe que nous aurons |'ogoasutiliser un peu plus loin est I'ou-
verturesurfacique proposée par Matheror?,[pp.196-200] et recemment mis en ceuvre par Vincent
[?]. L'ouverture surfacique d’'une imaggest I'image J dont tous les maxima ont une surface pro-
jetée plus grande qu’un parameitreOn peut aussi la définir comme le sup des ouvertures patdsus
eléments structurants de surfacgonnée. La figure 1.16 présente un exempliedeeturesurfacique
('opération duale avec une condition sur les minima).

(@) (b)

Fic. 1.16: Fermeture surfacique de taille 20 (pixels carress minima de petite taille ont étés
comblés de fagon adaptative. Les pics de 'image n'on&pasffectés (par exemple, la fibre).

1.2.4.1 Les transformations chapeaux hauts-de-forme

On appelletransformation chapeau haut-de-fornoe top hatla difference entre I'image origi-
nale et I'ouvert de cette image, ou entre le fermé de I'imetgdmage originale. Le premier type de
chapeau haut-de-forme est appef@peau haut-de-forme blawar il permet de détecter ce que I'ou-
verture a fait disparaitre, c’est-a-dire les pics ouipartlaires de I'image originale. Le second type
de chapeau haut-de-forme, dual du premier, est agbelgeau haut-de-forme noicar il détecte les
vallées, ou parties sombres d’'une image. La figure 1.13titlule cas des chapeaux hauts-de-forme
blancs.

Il existe autant de facons d’obtenir des transformatidmgpeaux hauts-de-forme que de types
d’ouvertures. D’une maniére générale, on appelle Bssformations qui font appel a des opérations
morphologiques combinées avec des differences&kdus Les chapeaux hauts-de-forme, les sque-
lettes, les gradients et quelques autres transformatmntsies résidus.
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Fonction originale

t 4 — Elément structurant
Ouverture

Chapeau haut de forme

/\/\

FIG. 1.17: Top-hat sur un signal 1-D.

1.3 Filtrage

On remarquera que l'on a, tout au long de cet exposé, kviierme de jj filtre ¢ ¢ pour décrire
I'une ou l'autre des opérations présentées. Ce n'‘esppasasard. En effet, si en traitement du si-
gnal classique on désigne par jj filtre ¢¢ a peu pres ttegagpes de traitements, en morphologie
mathématique, ce terme a une signification bien prédisefiltre morphologique dans le cadre d’'un
treillis completT” est un opératewroissantetidempoten{?]. Si F est un tel opérateur, alors

VB,B' € T,B C B' — F(B) c F(B) (1.38)

et
VB e T, F(F(B)) = F(B) (1.39)

Ni une érosion ni une dilatation ne sont donc des filtres mmalqmiques en général, puisque ces
opérations ne sont pas idempotentes (sauf en utilisanbinh gour élément structurant, ce qui donne
I'application identité). Par contre les ouvertures etfegsnetures sont des filtres morphologiques, et
d’'une maniere générale, les compositions de fermetetreBouvertures sont également des filtres
morphologiques.

On a déja fait la remarque que les opérations de base deolahmlogie mathématique
considéraient de fagcon différente les blancs et lesra®gs images a niveau de gris. Or, pour nombre
d’applications, il peut étre nécessaire de traiter ceiude la maniére la plus égalitaire possible.
D’autre part on peut vouloir réaliser une méme opéraponr differentes tailles d’objets, ou plus
généralement indéependamment du contenu de I'images Danas comme dans I'autre il faut réaliser
des compositions d'opérations morphologiques.

La théorie du filtrage morphologique est la pour nous add&maliser ces compositions de maniere
efficace. En particulier, on peut introduire ce qu’on app&kfiltres alterres £quentielyFAS), qui
sont, comme leur nom I'indique, des compositions d’ouvediet de fermetures de tailles croissantes,
réalisés avec des éléments structurants acceptailiesipe granulométrie (c’est a dire convexes, que
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I'on peut déduire les uns des autre par des homothétiesteill® croissante indexés par n : exemple :
la famille desES carrés).

Par exemple le filtre alterné séquentiel blanc (commengar une ouverture) peut s’écrire
comme :

D, (%) = PnYnPn—1Yn—1---0171 (1.40)

et le FAS noir par
(i) = YnPn¥n-10n—1--7161 (1.41)

La théorie des filtres morphologiques est assez longue stunait tenir dans ces quelques pages.
Par conséquent nous nous contentons de montrer quelgeeples d'application élémentaires (fi-
gure 1.18).

Les filtres alternés séquentiels peuvent donc servimdndier I'importance du bruit d’origine
aléatoire dans les images aussi bien binaires qu’'a ndleguis, facilitant ainsi une étape ultérieure de
segmentation. D’autre part, les filtres alternés sédgisrittant des compositions d’opérations a base
d’ES, on peut, en jouant sur cES, amplifier, préserver ou faire disparaitre les formeslpn sou-
haite, dans les limites du choix dES utilisables. Généralement, on ne module pas les tipésajue
I'on souhaite opérer sur ses images en fonction d’'une fatatestique du bruit, mais bien précisément
en fonction du contenu sémantique de I'image. Les filtrespimalogiques sont donc la plupart du
temps fabriqués jj sur mesure ¢ ¢, en fonctiooahienude I'image.

1.4 Ligne de partage des eaux

En reprenant I'analogie des images a niveaux de gris avegliefitopographique, on peut définir
une transformation topographique intéressante qui digria de partage des eauknaginons une
goutte d’eau tombant sur le relief crée par I'image. Cellga s’écouler jusqu'a ce qu’elle atteigne
un minimum régionalA chaque minimum régional/ on peut associer I'ensemble des pointels
gqu’une goutte d'eau tombant errejoigne M. On appelle cet ensemble hbessin versantLes points
situés a la frontiere de deux bassins constituent umelnisede contours fermés qu’on appelldi¢game
de partage des eauxoir figure 1.19.

En pratique on calcule la ligne de partage des eaux non eanpakts endroits ou tombent des
gouttes d’eau, mais en jj inondant ¢ ¢, I'image en partant démmde celle-ci. La ligne de partage
des eaux est I'ensemble des points ou au moins deux napgeas s£ rencontrent.

La ligne de partage des eaux (LPE) est a la base d'un algwitthe segmentation puissant et
souple proposé par Beucher et Lantuéjdyl]]. L'idee générale est la suivante : on commence par
définir ce qu’on recherche en exhibant degrqueurs intrieursa I'objet, c’est a dire un ensemble bi-
naire éventuellement labellisé (de niveau de gris bfié pour chaque particule connexe) entierement
inclus dans les objets que I'on recherche. La forme de cegquears n’est pas importante, seule leur
localisation et leur extension le sont. On cherche de la en@aniere un ou damarqueurs exrieurs
a l'objet. On considére Igradientde I'image. On inonde ensuite ce gradient a partir de toaimiar-
queurs (et non a partir des minima jj naturels ¢ ¢, du gradigne et une seule ligne de partage des
eaux est alors présente entre chaque marqueur, et elldantana se situer sur le contour des objets
a segmenter, qui ont déja été pré-détectés paaldignt.

On reprend ici une partie de I'exemple tres simple de ladtde Gratin (image originale : image
d’un ceuf en RMN source Neils Roberts, University of Liverpyslr la figure 1.20 :

Sur cet exemple les marqueurs du jaune, du blanc et derfexté@le I'ceuf sont donnés a la main.

Il est possible (et Gratin en donne un exemple) de rechembdemarqueurs automatiques de ces
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Fic. 1.18: Utilisation des filtres alternés séquentiels.lf@ge binaire, (b) FAS blanc taille 2, (c)
Fond d'ceil, (d) FAS noir taille 1
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LPE bassins versants

minima

FiG. 1.19: La ligne de partage des eaux.

(© (d)

Fic. 1.20: Ena image originale, em le gradient (vu en relief), eales marqueurs (ici imposés a la
main) et end la segmentation obtenue.
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parties. Contrairement a I'apparence tres simple dealje) un simple seuillage ne donne pas de bons
résultats, alors que segmentation par LPE donne un aégaltfait. L'essentiel ici étant de montrer le
déroulement de la méthodologie de segmentation par LPRjiosistera pas davantage.

1.5 Mise en ceuvre informatique

La mise en ceuvre informatique des algorithmes de MM est wet pagsionnant, et nous en par-
lerons un peu dans les deux chapitres qui suivent, mais ibne ast pas possible de présenter I'en-
semble des méthodes informatiques qui permettent deanegttoeuvre toutes ces transformations. Le
nombre de cas particuliers est vraiment trop important.

Il est toutefois assez utile d’exposer en quelques motdegusbnt actuellement les méthodes
générales de mise en ceuvre, et quelles sont leurs partiésl

Le monde des algorithmes de morphologie mathématique ressigrement séparé en trois
catégories :

1. Les algorithmes paralleles. Ces algorithmes opéremedmage d’entrée vers une image de
sortie differente et fonctionnent de la maniére suivanoi@balaye les pixels de I'image d’entrée
et on calcule la nouvelle valeur du point considéré entfonae la valeur du pixel courant et de
celle des pixels dans son voisinage. L'ordre de traitemémiporte pas. On pourrait ainsi ima-
giner de traiter en paralléle (d'ou leur nom) tous les @ixid I'image d’entrée. Ces algorithmes
sont mis en ceuvre de facon efficace dans les machines dertesit d'image spécialiséeg] [
mais sont généralement lents sur les stations de travaifotes.

2. Les algorithmes séquentiels. Ceux-ci font aussi it@rwun ou plusieurs balayages de I'image
d’entrée, mais le résultat du traitement est placé datite enéme image, pour étre exploité
lors du déplacement immédiatement ultérieur du baleyaprdre des balayages de I'image
est essentiel pour ces algorithmes. En général ces thigms sont bien plus rapides sur sta-
tion de travail courante que les algorithmes parallélestaihes machines d’'analyse d'images
spécialisees commencent a faire appel a ces technignesmrticulier celles utilisant le proces-
seur PIMM1 de LSIkoGIc, développé a'Ecole des Mineg][ On considére généralement que
les algorithmes séquentiels sont un ordre de grandeurgbide que leur équivalent parallele.

3. Les algorithmes ordonnés. Cette derniere catégatidaeplus réecemment développée. Les
méthodes ordonnées tirent avantage de la capacité dammurs non spécialisés a accéder
n'importe quelle partie de la mémoire facilement, et nomesment a partir de balayages. On
compte parmi les algorithmes ordonnés :

— Ceux a base de chaines et de lacets. Inities par M. Scf#hiet L. [?]. Fonctionnent &
partir des contours des objets (binaires) et sur des triatigns (donc trame hexagonale
uniquement, en 2-D).

— Ceux a base de files d'attente simples (FA). Proposés p#incent (voir sa these), ces
algorithmes fonctionnent essentiellement pour les imagesres (il existe des exceptions :
la reconstruction numérique, la LPE, par exemple), airpdut contour des objets, et sont
adaptable a n'importe quelle trame.

— Ceux a base de Files d’Attente Hiérarchiques (FAH). Bsép par F. Meyer?], ces algo-
rithmes étendent le concept des FA au cas numérique. €idaretionnent pour n'importe
quelle trame également. L'idée de base derriere les F&ldefournir un tris permanent des
pixels qui sont entrés dans cette structure.
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— Ceux a base de takdap. Proposés trés recemment par L. Vinceljt Ces structures per-
mettent de corriger certain défauts des FAH, en particldidait que I'on ne peut traiter
gu’'un faible nombre de niveaux de gris en méme temps aveEAek Les tas n'ont pas
ce genre de limitations (on peut ainsi travailler avec euxdas images en flottant, et non
nécessairement en entier). On paye cette souplesse pangesde calcul un peu plus longs
(en général, cet accroissement de temps de calcul n'estgrsible). Dans le cadre de cette
these, une contribution importante a I'élaboration de algorithmes a été apportée. C'est
pourquoi nous donnons quelques détails supplémentdieegas s’utilisent globalement de
la m&me maniere que les FAH : on dispose de 4 fonctiomsalit”

(&) HEAP-i ni t Créer une structure de tas (argument : une taille). Ceéliie paut augmen-
ter au fur et a mesure de l'utilisation du tas, mais cet agpex choses est normalement
invisible de I'utilisateur.

(b) HEAP- f r ee Libérer une structure de tas. A la fin de son utilisation, ibarke toute la
taille allouée au tas.
(c) HEAP- put Ajouter un point (pointeur de pixel) au tas (argument : leepen question).

(d) HEAP- get Enlever un point du tas. Pas d’argument, mais cette foncttourne le
premier pointeur entré dans le tas avec le niveau de giiwi{g) le plus faible.

La structure interne des tas est celle d’'un arbre binairgtetmis en ceuvre de fagon particulire
(voir [?]). Un exemple un algorithme de calcul de la fonction distaeaclidienne utilisant les tas est
prsent maintenant.

\ Algorithme : Fonction distance euclidienne par Tas \

e Données
- imIn, image d’entrée binaire.
- imOut, image de sortie.
- imX, image coordonné& des vecteurs de propagation.
- imY, image coordonné¥ des vecteurs de propagation.

e Variables

- @)c, O—>y vecteurs unitaires (abscisse et ordonnée respectitgmen

- VX, vy variables entiéres

- dist, oldist variables entieres

-p, P, pixels

e Initialisation

HEAP-init(imIn.sizeX * imin.sizeY)

Pour tout pixelp deimin
imOQOut[p] = imInlp]; I* copie de in dans out */
imX[p] = imY [p] = +o0;
SiimIn[p] = 1 etsidp’, voisin dep,imIn[p’| = 0 alors

HEAP-add(p)
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. T o=
imX [p] = p'p.Ox; imY [p] = p'p.Oy;
FinSi
FinPour

e Boucle principale
TantQue f «— HEAP-get() n'est pas NUL
Pour toutp’ voisin dep
Si imOut[p’] = 1)
imOut[p] = \/imX[p]2 + imY [p]%2 + 1;
Pour tous les voising’ dep
SiimOutlp] =1
oldist = imX|[p']? +imY [p']?

. — = . — =
vr = imX|[p] + pp’.0z ; vy = imY[p] + pp’.Oy;
newdist = vx? + vy2 :
Si (newdist < oldist) alors
imOut[p'] = newdist + 1;
HEAP — add(p');
/* on affecte réellement imOut AFES la propagation */ ;

imOut[p'] = 1;
imX[p'] = vz ; imY[p'] = vy;
FinSi
FinSi
FinPour
FinSi
FinPour
FinTantQue

/* Etape optionnelle */
Pour tout pixelp deimOut;
SiimOut[p] > 0 alorsimOut[p| < imOut[p] — 1;
FinPour
HEAP — free();

Cet algorithme peut calculer la fonction distance eudlidee de tous les ensembles binaires
quelque soit leur taille, a la difféerence de celui de Gratialgorithme de Gratin{] utilise en ef-
fet une FAH, structure qui ne permet pas de traiter un grantbne de niveau de gris en méme temps
(typiguement 256 au maximum), or I'établissement de lafion distance pour un ensemble binaire
suffisamment grand peut réclamer beaucoup de ces nke@elui de Gratin et le notre possédent
cependant les mémes qualités ceci mis a part, en patial niveau temps de calcul. Voici une
comparaison des temps de calculs obtenus en comparaisofiagerithme de Danielssor?], la
réference en ce domaine.

Ces temps de calcul s’entendent sur une station de trava{ITN&8040/25MHz (équivalent
Sun SPARC I). On constate dans certains cas un gain de I'aelrE0 par rapport a I'algorithme
(séquentiel) de Danielsson. Pour les problemes bientéslag'est cet ordre de grandeur que I'on
constate en faveur des algorithmes ordonnés.

2Ragnemalm dan£] propose une méthode pour résoudre ce probléme, maisegiinne pas entiérement satisfaction,
des erreurs pouvant survenir pour des ensembles binages gsands
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/o Z
) L/ 'f

(a) Fibres (b) Simulation (a) Image point invées

FiG. 1.21: Images ayant servi pour la comparaison des algaegie fonction distance euclidienne.

Image Danielsson| Le rotre
Fibres 22.3s 1.7s
Simulation 22.1s 39s
Pointinversg| 22.5s 246s

TAB. 1.1: Temps de calcul comparés pour I'algorithme de Dasdl et le notre

Conclusion

Dans ce chapitre nous avons évoqué un certain nombremditsirs plus ou moins classiques en
MM. Sans vouloir les résumer, on peut faire quelques reaerg’ordre général sur ceux-ci :

— Les outils morphologiques supposent la plupart du tempsannaissanca priori de ce qu'on
rechercheA cela plusieurs raisons : la notion d’élement structtmermet d'indiquer ce qu’on
recherche ou ce qu’'on veut éliminer. D'autre part la pltpls opérations morphologiques
n'ont pas d’'inverse. On ne peut pas définir l'inverse d'enesion dans le cas général, I'ap-
plication d’'une telle opération fait donc perdre de l'infmation a I'image. On a donc intérét a
savoir ce qu'on recherche afin de ne pas le faire dispar&@te’est pas pour autant que I'on
ne peut paaneliorer une image (méme visuellement) en lui appliquant un tragt@mmorpho-
logique [7].

— Les opérateurs morphologiques vont généralementgiigso: ceci est lillustration de la dualité
par rapport a la complémentation de I'image, qui est aakelméme de la plupart des opérateurs
de MM.

— Bien que nous nous propaosions de traiter exclusivemeritrdgges bidimensionnelles a niveaux
de gris dans le cadre de cette thése, on ne doit pas oubkeladgdM opére sur tout treillis
complet. Des traitements morphologiques ont été &mbsir des graphes, [?], sur des images
a trois dimensions?], de méme que sur des images multispectrales (cas dessroagleur ou
des images satelliteg]) .
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Content of the whole course

1. Theory

® Linear and non-linear filtering

® Transforms and enhancements

® Segmentation and texture analysis
2. Applications

* A medical application

® A task automation application

3. Tutorials
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Introduction, image perception and representation
Enhancements — Histogram & pixelwise transforms. (S)
Transforms — FFT, Laplace, Z, Hough. (H)

Filtering — Linear filters. (S)

Compression — Image coding. (Dan Popescu)

Texture analysis — Modelling, classification, segmentation. (H)
Geometry — Transforms, matching. (S)

Mathematical Morphology I — non-linear filtering. (H)
Mathematical Morphology II — distances, residues, HMT. (H)
Segmentation I — Thresholding, split & merge, snakes. (S)

. Segmentation II — Watershed, SRG, recent PDE methods. (H)

Application I — Medical. (S)

. Application II — Automation. (H)
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Introduction to image processing/image analysis

I
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What is Image Analysis/Image Processing

* Two different things: Image Processing is the act of modifying an
image.

® The goal of image processing is to make visible things that
aren’t.

* Image Analysis is the act of getting information out of images.
® The goal of image analysis is to interpret images.

® In the process of conducting image analysis, we will use many
image processing techniques (e.g. denoising, feature extraction,
etc).
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Examples of image processings

False colour rendering

Deblurring
© spatial
© motion
© optical sections

Enhancements
© Brightness/contrast (histogram equalization)
© Denoising
© Geometrical transforms (rotation, scaling, affine, etc)

Coding (compression)

Feature extraction (e.g. texture)

I
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Example of false colour map

B3 9

I
Source: Australian Bureau of MeteOI‘OlOgy image processing, introduction — p.7/55

Example of deblurring

Source: Unshake http://www.hamangia.freeserve.co.uk/

I
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Example of deblurring

Source: Unshake http://www.hamangia.freeserve.co.uk/

I
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Example of advanced data interpolation

, i Tl :
DN N N m

Venera 9, images of Venus: Combination of multiple views, inpainting
by PDE flow.

Source: http://www.mentallandscape.com/V._DigitalImages.htm
|

I
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The Murphy principle works on Venus

Venera 13, camera 1, spring loaded soil sampler
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The Murphy principle works on Venus

;_..“'t"‘fl i3 b Ay E‘E.‘i"’" :"Qiq',
Venera 14, camera 1, spring loaded camera hood sampler

I
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Examples of image analysis: cell counting

Cell nuclei

Examples of image analysis: cell counting

Segmentation



Examples of image analysis: cell counting

) ® £
s ° o000 00
e ? ® @
a 3
® o o .'.l
. 9 e ®o ®
& Rl

® & Li) ‘
L0 © ® 9
e 3 n ‘ - -
Object splitting

image processing, introduction — p.11/55

Why do we process images ?

* Image processing covers many different fields, among the most
common:

© Image data transmission (coding, compression,
steganography);
© Image filtering (enhancement, deblurring, special effects)
© Image understanding (segmentation, pattern recognition,
machine intelligence).
® Some application areas:

© Science (medicine, materials science, biology, astronomy,
remote sensing)

© Law enforcement (face recognition, hyper-resolution)
©  Arts (special effects, film restoration, communication)

I
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Why do we process images (cont.)?

® Isis economically sensible do use image processing:

©  Automation of visual tasks (surveillance, quality control,
industrial vision)

© Cheap and/or plentiful captors (cameras are everywhere)
© Enhanced senses (IR, UV, X-rays)

When there is no other choice

© Hubble space telescope in its early years

© Robots in remote or dangerous locations (on Mars at
present)

© Forensic data (in its widest sense)

When we want to make full use of the data
© High-depth, high resolution sensors,
© Multi-spectral data,
© Rendering of 3D data,

®__And farmore. |
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Imaging basics: formation and perception

I
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What are images ?

Usually an image is a 2-D array of single values (grey-level
images) or a 2-D array of 3-component vectors (R-G-B images).
A single element of these arrays is called a pixel (picture
element).

Images can be 3-D or more (n-D arrays).
Images can have time series of images (movies).

Images can have a vector with many components for each pixel
(multi- and hyperspectral images).

Images can be collections of spatially connected arrays of
various meanings (components).

Image collections can be related spatially (stereo pairs).

Image can be fairly complicated things. We will mostly deal with the
2-D, grey-level or colour, single component case.
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What does an image represent ?

Projection of reality onto a surface/volume

Mathematical image

I'= f(R)

Whole slew of problems associated with function f.

It is worth spending some time on understanding the process of
image formation and perception.

I
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Image formation: pinhole camera

i

\

image
plane

i pinhole

=7 virtual
image

Advantages: Simple geometry, always in focus, useful model.

Drawbacks: Too simplistic: no diffraction, no abberations.
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Thin lens camera

| e 3o

Actually a somewhat realistic model for some instruments, e.g.
telescopes. Issues:

Depth of field, F number,
Field of view,

Diffraction, etc.
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Real cameras

Real cameras have:

Thick, multiple lens

Geometric aberrations: spherical lens, barrel-pincushion,
vignetting, etc.

Chromatic aberrations: due to refraction index dependent of
wavelength.
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Real cameras: spherical aberration
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Real cameras: vignetting
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Sensors: photography

First photography: ca 1816, now lost. Among oldest photos on record
is the following, original also lost in late 19th century.

I
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Sensors: history

* First recorded photography: 1822
® Daguerréotypes: 1839 (popular photography)

* Wet plate: 1850 — Negative/positive process, immediate
processing required.

® Gelatine process: 1870 — Latent image
® Photographic film: 1889 by Eastman

® Cinema : 1895 by Lumiere brothers

® Colour photography: 1908

® Television: 1920s

image processing, introduction — p.23/55

Sensors: CCDs

Invented 1970, used in astronomy and in TV. Ubiquitous nowadays,
being displaced in consumer electronics by CMOS sensors.

— L]

Array of
I— Collection

— Sites

Row Transfer

\%
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] Pixel Transfer >
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The eye

e—— 0.42mm
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20mm 15mm

Rods and cones, colour perception,
Neurons/optic nerve,

Brightness control, tracking, interpretation, etc.
Physiology still being researched.
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® Visible light is a subset of the electro-magnetic spectrum, from
380 to 720nm wavelength.

® A light source is characterized by (i) its strength and (i1) its
spectrum.

® A monochromatic source is characterized by a wavelength \ and
its luminance L.
® The eye:
© Cannot distinguish individual frequencies (unlike hearing).
© Instead obeys the GRASSMAN Laws:

N

ZLi:Lw+LT
1=1

1.e: the addition of N colours is equivalent to the addition of
a white flux L,, and the flux of a single resulting

|
monochromatic colour L, of wavelength A, (3.variables)uucion paess



Colour perception
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® There are 3 types of colour sensors in the eye (cones);
* Each type have a different spectral response.

® This suggests a 3-stimulus colour representation scheme :
combining 3 stimuli of 3 different wavelengths can produce most
colours seen in nature.
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Colour matching experiment

A, B and C are 3 “primary” colours (light sources projected on a
screen),

a, b, c are 3 ponderation factors,

Via experimentations, one tries to obtain colour X from
aA+bB + cC.

If a match is impossible, one or more of the primary colours is

|
added to A 1nstead, giving the equivalent to negativg, &, 0.8 Goaucion - posiss



CIE RGB standard

® In 1931, the Commission Internationale de I’Eclairage (CIE) did
the colour matching experiment using 3 monochromatic sources:
red (645.2 nm), green (526.3.1 nm) and blue (444.4 nm).

® This gave rise to the CIE RGB system.
® With this system, it is possible to represent most natural colours

* Some wavelengths require negative weights.
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Colour matching functions

0,4 T

0,3

0,2

0,1

Alnm]

-0,1 -
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CIE XYZ standard

* To avoid negative weights, CIE designed a tri-stimulus system
derived from RGB called XYZ, where all weights are positive.

®* RGB / XYZ conversion by linear combination:

X 2,769 1,7518 1,13 R
(0) v | = 14,5907 0,0601 G
Z 0 0,0565 5,5943 B

® Because a 3-stimulus (3-D) system is hard to represent, one most
often uses the zyz system, which is normalized wrt X +Y + 72

g _ X
(l.e. T = m)

¢ In this system only 2 variables are independent.
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XYZ system

I I
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Xy representation
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More on zy

® Monochromatic colours are on the inverted U.
* Equal energy pointat z =y = 1/3.
® Again, zy is a reduced version of the full 3D colour space.

® The xy chromatic diagram is the locus of chrominance of
maximal luminosity.

® For all its goodness, zy is not very intuitive. Other systems
decompose colours in Hue, Saturation and Lightness.

I
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Colour temperature

0.9

0.8

0.7

0.6

04

0.3

0.2

0.1

520

Sunlight at

sunrise 1800K
Incandescent
lighting

Daylight
7000K and
[lluminant C

noon 4870K
780

Northwest
sky light 25000K Equal energy

spectrum

Colour difference perception
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Another human observer experiment: how far do you need to
move away from a colour to notice a difference?

Can we create a colour space where the differences are
homogeneous, a uniform colour space?

I.e: can we reduce the ellipses above (MacAddam ellipses) to

circles?
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CIE /v’ system

0.7 T T
0.6
500 nm
0.5
0.4
0.3

0.2

0.1

(o) = 4X 9Y
S\ X+15Y 432 X +15Y + 32

® This ignores differences in brightness

! A variety oI non-linear transrorms can be used '
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CIE Lab system

* Among those is the CIE Lab system.

Vv \ 3
LI* = 116(—) —1
6(Yn> 6
[/ X\s [(Y\3
o os00 | (=) — (=
: (%) ()
- 200_ AL A%
B W D

® Here X,,,Y,, Z, are the XY Z coordinates of a reference white
patch.

® Lab is important because it is substantially uniform.

I I
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RGB vs HSV

Value

Green (120°%)

Red (0°)
Blue (240°)

Hue
(angle)

Magenta Saturation
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CMY substractive system

® RGB and its derivatives are additive colour representation
systems.

® For the printed media, colours added to a white page substract
wavelengths.

® The system for printed media is called CYM (Cyan, Yellow,
Magenta). When added together, this produces black.

¢ Often K i1s added (black) as a separate colour: CYMK because
creating a perfect black out of a substracting system is hard.

I I
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Everyday colour representation

® Computers, consumer electronics, etc use uncalibrated RG B
(not CIE) with non-linear brightness curve (gamma).

® Most printers use uncalibrated CYMK

® As aresult: limited gamut, colour matching problems.
Exception: Apple hardware.

® TV uses a system called Y CyC). (luminance/chrominance).
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Other points on colour perception

¢ Spatial and temporal effects are ignored

© Chromatic adaptation: ability of the visual system to adapt
to a dominant colour.

©  Assimilation: influence of surrounding colours towards
these colours

© Contrast: influence of surrounding colour to move away
from these colours.

* Everyone is different. About 10% of males have some sort of
“colour blindness”, 1.e. lack of one or more kind of receptors,
usually the red cones. Some rare females can have 4 kinds of
receptors.

¢ [llumination is a big factor. We are all colour blind at night (rod
receptors are more sensitive than cones).

® We’ve only scratched the surface.

I I
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Example of contrast perception

Which is the darkest inner rectangle?
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Example of chromatic adaptation

1 I
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Example of chromatic adaptation
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Colour perception test
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Application: melanoma diagnosis

Solarscan device Hand piece

Polartechnics Solarscan'™ device, see
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http://www.polartechnics.com.au.

Absolute colour segmentation

Uncalibrated lesion 1

I 1
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Absolute colour segmentation

Calibrated lesion 1
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Absolute colour segmentation

Colour identification for lesion 1 -> benign
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Absolute colour segmentation

Uncalibrated lesion 2
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Absolute colour segmentation

-

Calibrated lesion 2

I
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Absolute colour segmentation

Colour identification for lesion 2 -> melanoma
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Image representation
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2-D arrays of 8-bit data

* Simplest image representation: collection of 1 (GL) or 3
(Colour) 2-D arrays of 8-bit data.

® Enough to represent most visible grey levels (256) , and most
visible colours (2553 = 16 millions).

® Most problems that occur with more dimensions, more channels,
more bit depths, etc. can be illustrated within that framework.
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Resolution

Resolution pyramid, influence of the spatial resolution

14 1/8 |

+/-O I
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Bit depth

Influence of the number of grey levels.

g

2-gl
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Graph

Synonym: connection graph, grid.
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Other representations: Quadtrees

Thitorm Voxels

Quadtree

Quadtrees are a hierarchical space decomposition structure, which
allow for more efficient representation than straight pixel in general.
The fundamental idea behind the quadtree is that any image can be
split into four quadrants. Each quadrant may again be split in four sub
quadrants, etc. In the quadtree, the image is represented by a parent

node, while the four quadrants are represented by four child nodes, in.a s

mvndAatnvaninad AwdAe

Other representations: Chain-coded contours

5 6 7
4>‘<0
3 2 1

Code : 00017222533135754666

Chain-coded contours can allow users to store shapes efficiently.
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Cours de Morphologie Mathématique
Concepts de base

Hugues Talbot

talboth@esiee.fr

ISBS / ESIEE 2006

Concepts de base — p. 1/2

Ressources

® Le cours sera mis en ligne au fur et a mesure:
http://www.esiee.fr/ talboth/ISBS/Morpho/

* Photocopie des transparents en retard cause modifications.
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Questions

1. Questions sur le cours précédent ?
2. Remarques ?

3. Questions sur la suite du cours?

Concepts de base — p. 3/2

Représentation d’'images
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Tableaux en 2-D de données &8-bit

® Représentation la plus simple: collection of 1 (N&B) or 3
(Couleur) tableau(x) 2-D en 8 bits.

* Suffisant pour représenter la plupart des niveaux de gris visibles
(256) et des couleurs visibles (2553 = 16 millions).

® La plupart des problemes possibles peuvent étre illustrées dans
ce contexte.
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Fonction 2-D
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Résolution

Concepts de base — p. 7/2

Nombre de niveaux de gris
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Graphe

Synonymes: graphe de connexion, grille.

Autres représentations: Quadtrees

Unitorm Voxels

Quadtree
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Les quadtrees sont une rerésentation hiérarchique de la structure d’une
image. L’1dée de base étant qu’un quadrant peut €tre découpé

récursivement en 4 autres sous-quadrants.
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Autre représentation: chaine de contour

5 6 7
4>'<0
3 9 1

Code : 00017222533135754666

Permettent de représenter les contours de facon efficace.
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Concepts de morphologie mathématique
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Un peu d’histoire

® La morphologie mathématique (MM) a ét€ concue au milieu des
années 60 a ’ENSMP, au laboratoire de Fontainebleau.

® Les inventeurs principaux ont €té¢ Georges Matheron et son
étudiant en theése Jean Serra. GM est mort en I’an 2000. JS fait
maintenant partie du laboratoire A2ST Ad I’ESIEE.
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Encore un peu d’histoire

® Le nom “Morphologie Mathématique” a été choisi dans un bar.

® La morphologie mathématique est devenue reconnue
internationalement seulement apres la publication du livre de
Serra en Anglais de 1982 et les articles de
Haralick/Sternberg/Zhuang dans IEEE PAMI en 1987.
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Histoire (3)

® Certains concepts datent de Minkowski (1901), Birkhoff (1948)
et Hawidger (1957).
® Le dévelopement de la MM est tres actif:
© Conférences (ISMM, Scale-space, DGCI)
© Une société pour la MM (ISMM also...)
© Des journaux (JMIV, PAMI, etc)

® Intégrée dans une nouvelle série de théories

© Scale-space

© EDPs pour la segmentation et le filtrage.

Concepts de base — p. 15/2

Démarches en analyse d’images

Espace “géométrique”

Espace de données

Linéaire

Convolution
Fourier, Ondelettes
Tomographie (recons. 3-D)

Analyse multivariée

Réseaux de neurones

Stéréologie

Non-linéaire

Morphologie
Géométrie discrete
Ensembles aléatoires
Segmentation

Démarches syntactiques

Grammaires
Indexation
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Rappel de ce qu’on veut faire ?

01 12 23 34 45 67 Diametres (um)
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Caractéristiques de la MM

Synérgie entre la théorie/les algorithmes/les applications

® La premiere théorie non-linéaire du traitement d’images.
® Beaucoup d’algorithmes sont rapides et efficaces.

® Beaucoup d’applications.
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Concept de base: I’ordre

® Larelation d’ordre est au coeur de la MM.

® Relation d’ordre:
°c a<a
°©ca<bb<a=a=0b
°ca<bb<c=a<c

® Notion de sup=plus petit majorant.

® Notion d’inf: plus grand minorant.
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Structure de treillis

® La structure principale est le treillis complet.

® Un treillis est un ensemble ordonné X tel que pour deux
éléments quelconque X; et X5 de X on puisse définir un plus
petit élément (X; A X59) et un plus grand élément (X V X5).

® Un treillis complet est un ensemble ordonné X (muni d’une
relation d’ordre) tel que n’importe quel sous ensemble X; C X
possede a la fois un plus petit et un plus grand élément.
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Exemple de treillis complet simple

(111)

(1100 101 (©11)

(100) (0O10) (00 1)

(0 0 0)

Le treillis des images binaires 3x 1.

Autres exemple de treillis

Treillis des parties P(F) d’un ensemble E. Ordre défini par
I’inclusion. Sup=N, Inf=U. Extréemes=F/, .

Treillis des réels. Ordre=ordre numérique sur . Sup et Inf au
sens usuel, Extrémes=—o0, 4+00.

Treillis des ensembles convexes. Sup=enveloppe convexe de
I’union. Inf=intersection.
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Exemples de treillis complets intéressants

® Le treillis Booléen des ensembles: définit la MM des images
binaires.

® Le treillis des images semi-continues en haut: définit la MM des
images en niveaux de gris.

® Le treillis des fonctions multi-valuées: MM des images couleurs.

Note: la dimensionalité n’a pas d’importance (2-D, 3-D, etc), du moins
en théorie.
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Treillis des fonctions

tA tA

sup et inf de deux images 1-D
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Cours de Morphologie Mathématique
Dilatations, érosions

Hugues Talbot

talboth@esiee.fr

ISBS / ESIEE 2006

Erosions, Dilatations — p. 1/2

Rappel des ressources

® Le cours sera mis en ligne au fur et a mesure:
http://www.esiee.fr/ talboth/ISBS/Morpho/

* Egalement copie des TDs + TPs (en avance).
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Rappel du cours précédent

Représentation d’images, résolution spatiale et spectrale.

Notion d’ordre, ordre partiel

Notions de majorant, minorant, sup, et inf

Treillis complets.

Erosions, Dilatations — p. 3/2

Questions

1. Questions sur le cours précédent ?
2. Remarques ?

3. Questions sur la suite du cours?
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Concepts de base, suite

Concept de base: la distance

La fonction distance

Noyaux de cellules Fonction distance

Dépendente du graphe sous-jacent.
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Concept de base: la mesure

C’est ce qui nous intéresse in fine.
* Nombre d’objets.
* Longueur, aire, volume.

® Orientation, €longation.

® La MM est surtout basé€ sur la mesure, non la forme.
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Concept de base: la grille/le graphe

La grille digitale pose des problemes:

®* Connectivité:

0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0 00 0 0 0 0 0 00 00 0000000000000
Q O Oo—C O O O O O O O O O O O O O O O 0 O OO0 O O O O O
o ° 00000 o O OO0 OO0 O
elNe 0—0—0 0 O elNe) OO0 0O
[elNe) ° 0O 0 O e}¥e) O O O
o O ° O 0 O o0 O 0O 0 O
o0 000 0O 0 O o O O 0 O
0000 oo 0O 0 O 0 O O 0 O
00 0 000000 0 O 00O 0000 O 0O 00000 O O O O
O0OO0OO0OO0OO0O0O0O0O0O0 OO0OO0OO0OO0O00OO0O0O0O0 o O O O 0000000 O0OO0
4-connexe 8-connexe 6-connexe

Pour résoudre le probleme de la distance 4 ou 8-connexe, on doit
considérer le fond 4-connexe et les objets 8-connexe ou

vice-versa.
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Grille/graphe et distance

® distance

0 o0 Oo0OoOo0o0OO0Oo0OoOOoOO0o0OoOo
O OO0 0000000 O0o0O0
OO0 O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0oOOo

0 O O O 0O a0 O O O
o O O O O O O O O
o O O o O O O O
O O Oy O O O O O O

OO O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OoOoOo
0O O0OO0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0oOOoOOo

Il existe plus d’un plus court chemin

Il est possible d’invoquer la distance Euclidienne pour résoudre
ce probleme mais des problemes d’implémentation et de rapidité
surgissent alors.
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Dualité — complémentarité

® Sup et Inf dans un treillis complet jouent des roles symétriques.

® Deux opérateurs v et ¢* sont duaux si pour tout X:

P(X) = [ (X))

® Pour le treillis des parties d’un ensemble: complémentation

® Pour le treillis des fonctions dans R: symétrie par rapport a 0.
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Autres points importants

® Le lien entre la théorie des ensembles et la théorie des treillis:
© Décomposition par seuillage
© Ombre
© Fonctions bi-valuées

* Importance des propriétés mathématiques quand on définit les
opérateurs.

Erosions, Dilatations — p. 11/2

Liens avec d’autres théories

MM complémente :
* La géométrie discrete (distance, squelettes, etc).

® La théorie des graphes (plus court chemins, LPE, computational
geometry, etc).

* les statistiques: modeles aléatoires, théorie de la mesure,
stéréologie.

® Théories linéaires: replace + with A.

® Scale-space: remplacer le filtrage Gaussien avec des filtres
morphologiques.

* Isophotes (level sets): dilatation avec des EDPs, FMM est une
fonction distance.

® Informatique, algorithmes.
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Erosions et dilatations

Erosions, Dilatations — p. 13/2

Erosion

Dans le contexte le plus gé€néral, une érosion € est un opérateur qui
commute avec I’inf.

Nel)=e A\

Ce qui n’est pas tres intuitif. On commence par définir 1’€rosion par
élément structurant (ES):

ep(X) = {z[B; C X}

C-a-d: est-ce que I’ensemble contient I’ES?
Définition équivalente:

eB(X) =) X

beB
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Erosion sur le treillis des fonctions:

Dans ce cas:

es(f) = N\ f

beB

Ce qui est équivalent a:

es(f)I(2) = min f(z +b)

beB

Erosion par un ES non plat (rarement utilisé dans la pratique, sauf avec
une parabole)

5, (/))(z) = min{f(z +b) = Bo(b))

be

Erosions, Dilatations — p. 15/2

Dilatation

La dilatation est le dual de 1’érosion: une dilatation § sur un treillis
complet commute avec le sup:

V() =as\/()

Ce qui est toujours aussi peu intuitif. On commence par la dilatation
par un élément structrant (ES):

65(X) = {z|B, N X # 0}

c-a-d: est-ce que I’ES intersecte I’ensemble.
Q: Quel est le dilaté d’un point ?
Définition équivalente:

0p(X) = X
beB

Erosions, Dilatations — p. 16/2



Le cas des fonctions:

Dans le cas du treillis des fonctions:

o5(f) =\ f-o

beB

Ce qui est équivalent a:

55(H)(@) = max f(z +b)

Dilatation par un ES non-plat:

65, ($))(z) = max{f(z +8) + Bu(6)}

Erosions, Dilatations — p. 17/2

[1lustrations - érosion/dilatation

> >

X X

Dilatation d’une image 1-D.

Erosions, Dilatations — p. 18/2



Illustration (cont.)

orig.

orig. dilaté erodé

Erosions, Dilatations — p. 19/2

Propriétés

* dualité: 0p(f) = —ep(—f)

* croissance: f < g = dp(f) <dp(9),es(f) < ep(f)

* distributivité: 6(\/, fi) =V, d(fi) ; e(\; fi) = N\; €([fi)
® composition: dp,0p, = 5(53231) ) €BL€B, = €(6,_By)

* relation d’ordre: eg < I < dp ssi B contient son origine.

® invariance par translation.

Erosions, Dilatations — p. 20/2



Algorithme: dilatation en temps constant

* Dilatation en temps constant par un segment (fenétre glissante ou
récursive (van Herk))

® composition de dilatations horiz. et vert.: dilatation par un carré.

* dilatation par des polygones: approximations de disques.

Erosions, Dilatations — p. 21/2

Van Herk algorithm

* Image d’entrée 1D de longueur nx est divisée en block de taille
A, ou A est la longueur de 1’élément structurant en pixels.

® Les pixels sont étiquetés de 0 a nx — 1, en supposant que nx est
un multiple de A\ (sinon on rajoute des pixels jusqu’a ce que ce
soit le cas).

® On a besoin de deux buffers (tampons) g et h.

® Dans le cas de la dilatation, on prend le maximum récursivement
a I’intérieur des blocks, a droite pour g, a gauche pour h.

® Lorsque g et h sont contruits, le résulat pour la dilatation en
chaque point z est donné en considérant le maximum des valeurs
pour g a la position z + A — o — 1 et h a la position x — o0, avec o
I’origine de I’ES.

La dilatation se calcule en temps constant quelle que soit la longueur
de I’ES.

Erosions, Dilatations — p. 22/2



Choix de I’élément structurant

® Contrairement a ce qu’on pourrait penser la forme de I’ES n’est
pas tellement critique (il y a des exceptions).

® En particulier I’érosion ou la dilatation ne sont pas trés utiles
pour définir les formes.

® ES courants: carrés, diamant, polygones, disques Euclidiens,
lignes, paires de points.

* Application des ES arbitraires sont rares.

® Changer I’origine de I’ES translate le résultat.

Erosions, Dilatations — p. 23/2



Cours de Morphologie Mathématique
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Ouverture & fermetures — p. 1/2

Rappel du cours précédent

Erosions, dilatations

Définitions algébrique (commute avec inf ou sup resp.)

Définitions géométrique (translations d’image ou d’ES)

s algorithmiques (voisinage)

Ouverture & fermetures — p. 2/2



Notation de Minkowski

Addition et soustraction ensembliste:
®* Addition de Minkowski:

AeB={y=a+bac Abe B}
d’ou :
ép(A)=A® B
® Soustraction de Minkowski:
AoB={z,x+be A be B}

~

GB(A) =Ao6 B

Ouverture & fermetures — p. 3/2

Choix de I’élément structurant

® Pour des raisons pratiques le choix de I’ES est toujours limité:
© ES de la trame (carré, lozange (ou diamant), hexagone)
© Lignes, polygones
© Bipoints
© Disques Euclidiens ou leurs applications
© Cas rares d’ES arbitraires

Ouverture & fermetures — p. 4/2



Ouvertures et fermetures

Ouverture & fermetures — p. 5/2

Compositions d’érosion/dilatation

® On peut se demander ce qui se passe lorsqu’on compose une
dilatation et une érosion ou vice-versa.

® L’unn’est pas I'inverse de 1’autre

® Attention aux problémes de symétrie de I’ES.

Ouverture & fermetures — p. 6/2



Ouverture

Il n’existe pas d’inverse de 1’érosion. Lorsqu’on dilate un objet
précédemment €rodé avec le méme élément structurant, on obtient la
plus grande opération morphologique qui puisse récupérer une partie
de I’information.

Cette opération est appelée I’ouverture.

v(f) = dplen(f)]

Note: le résultat est indépendent de la position de I’origine.

Ouverture & fermetures — p. 7/2

Définition par les ensembles

En terme d’opération sur les ensembles binaires on a:

v8(X) = J{BIB C X}

Définition qui ressemble a celle de I’érosion, mais cette fois on garde
tout I’ES, et non seulement son origine.

Une ouverture fait disparaitre les petites extrusions mais laisse les
intrusions inactes.

Ouverture & fermetures — p. 8/2



Définition sur les fonctions

En terme d’opérateur sur les fonctions, on définit 1’ouverture par
v5(X) = \/{BIB < X}

Sur les fonctions, une ouverture laisse les vallées intacte mais enléve
les pics.

OQuverture & fermetures — p. 9/2

[Mlustration pour I’ouverture

Translates of Bin A

abcd

FIGURE 9.8 (a) Structuring element B “rolling™ along the inner boundary of A (the dot
indicates the origin of B). (¢) The heavy line is the outer boundary of the opening.
(d) Complete apening (shaded).

Ouverture & fermetures — p. 10/2



Fermeture

Il n’existe pas d’inverse de la dilatation. Sans information
supplémentaire le mieux qu’on puisse faire est d’éroder I’'image avec le
méme ES. Cette approche permet de définir I’opérateur de fermeture.

¢B(f) = €ploB(f)]

Le résultat ne dépend pas de la localisation de I’origine.

Ouverture & fermetures —p. 11/2

Définition sur les ensembles

En utilisant la notation ensembliste:
¢p(X) = [{B°|X C B}

La fermeture est le complément de 1’ouverture.
Une fermeture garde les extrusions mais enleéve les intrusions.

Ouverture & fermetures —p. 12/2



Définition sur les fonctions

En utilisant la notation fonctionnelle:
¢5(X) = \{-B|X > —-B}

Une fermeture remplit les vallées mais laisse les pics intacts.

Ouverture & fermetures — p. 13/2

Suppression du bruit

FIGURE 9.11

(a) Noisv image.
(¢) Eroded image.
(d) Opening of A.
(d) Dilation of the
opening,
(e) Closing of the
opening. (Original
image for this
example courtesy
of the National
Institute of
Standards and
Technology.)

(ACBYBB=A-B

(A-B)eB [(A:B)&B|CB=(A-B)B

Ouverture & fermetures — p. 14/2



Ouverture/fermeture: Illustration

orig. fermeture

ouverture

orig. fermeture

ouverture

Ouverture & fermetures — p. 15/2

Propriétés

dualité: ¢p(f) = —vp(—f)

préservation de I’ordre (extensivité/anti-extensivité): v < I < ¢
croissance: f < g = y(f) < v(g); ¢(f) < é(g)

idempotence: vy = v ; ¢p = ¢

Ouverture & fermetures — p. 16/2



Application : correction du fond

original. ouverture avec un grand carré. différence x 2.

OQuverture & fermetures — p. 17/2

Ouvertures & fermetures algébriques

® Méme propri€tés que 1’ouverture/fermeture, mais ne sont plus
basées sur des ES.

® Sup d’ouvertures est une ouverture.

® Inf de fermetures est une fermeture.

* Exemples (ouvertures):

o

o

O

Ouvertures par attributs (par exemple la surface)
Sup d’ouvertures par des lignes

Ouvertures de rang max

Enveloppe convexe

Ouverture par des chemins

Ouverture par reconstruction

Ouverture & fermetures — p. 18/2



Exemple d’opérateurs algébriques

Erosion.

Reconstruction.

Outils.

Union de lignes.

Opérateurs algébriques (suite)

Reconstruction.

Ouverture & fermetures — p. 19/2

Fermeture surfacique.

Detection des trous.

Reconstruction.

Ouverture & fermetures — p. 20/2



Rose des directions

Network of lines Texture on a soil map

Slanted text
b/}

~-X

X X
Rose of directions by openings Rose of directions by openings Rose of directions by openin

Ouverture & fermetures — p. 21/2

Autres fermetures algébriques

by e \ e
oy

Fermeture par () de lignes

0 ~TONG

Fermeture par surface Fermeture par chemins

Ouverture & fermetures — p. 22/2
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Géodésie — résidus — p.1/25

Rappel du cours précédent

® Quverture morphologique = composition d’une €rosion suivie
d’une dilatation adjointe.

® Fermeture morphologique = composition d’une dilatation suivie
d’une €rosion adjointe.

® adjointe = ici, qui est complémentaire.

® Quverture et fermeture algébriques = qui respectent les
propriétés des ouvertures et fermetures:

1. Extensivité (pour la fermeture), anti-extensivité (pour
I’ouverture) ;

2. Croissance ;
3. Idempotence.

® Sup d’ouverture est une ouverture. Inf de fermeture est une
fermeture.

I
Géodésie — résidus — p.2/25



Exemple

[lustration du filtrage morphologique simple:

ouverture par —

o [T %~

N\

®
o g. o

ouverture par @

4 4

v d

/

ouverture par /

4

Géodésie — résidus — p.3/25

Filtres alternés sequentiels

®* Combinaisons ouvertures/fermetures de taille croissantes - non

auto-duales

® Permettent d’obtenir de meilleurs résultat qu’une combinaison

simple

Géodésie — résidus — p.4/25



Filtre simple

1 signal original

[

\

Bruit

s

Somme —-

7

Signal + Bruit

ey

Géodésie — résidus — p.5/25

Filtre alterné

o /

LY RY,BY,
_f/—\_/_\_
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Granulométries

Les ouvertures et fermetures permettent de définir la notion de
granulométrie.

® Intuitivement la granulométrie est 1I’étude de la raille des objets.
Physiquement elle correspond au tamisage pour les grains et aux
études de porosité par fluide pour les trous.

® Pour le tamisage, une suite de tamis a trous de plus en plus gros
permettent de classifier une population de grains. Un tamis de
taille \; arrete certain grains qui sont passés par un tamis de
taille Ao > Aj.

® La forme des grains est importante : renvoi a la notion d’élément
structurant.

Géodésie — résidus — p.7/25

Granulométries en MM

On définit comme granulométrie toute famille d’ouvertures ), avec A
un parametre positif tel que A > p = v\ < «,,. Cette seconde
condition est aussi appelée loi d’absorption parce que

MV = TuIX = W{\u}-

On construit la courbe granulométrique de la fagon suivante, avec un
parametre lambda discret:

(1) Gf(r):Zf_Z’Y)\(f) )‘6[071727"'7R]

Ou f est I’image, > f est la somme des pixels de ’image (I’intégrale)
et R le point ou plus rien ne change. Pour garantir une courbe
monotone on doit aussi utiliser un ES convexe. On peut obtenir une
courbe duale avec des fermetures.

I
Géodésie — résidus — p.8/25



Exemple simple

35

30

25

20

Arbitrary area units

Image

T T T T
Granulometry curve

-70

4 -50 -40 -30 -20 -10 0 10
Closing size

Courbe

30 40 50 60 70
Opening size

80

Géodésie — résidus — p.9/25

Exemple d’application

Etude du vieillissement de conduites de vapeur pour génération

d’électricité.

échantillon jeune

1
9

0.
0.
0.
0.
0.5
0.
0.
0.
0.

0

0 20 40 60 80
radius

courbe jeune

100

échantillon vieux

1

0.8

courbe vieux

Géodésie — résidus — p.10/25



Indicateur de vieillissement

On prend comme mesure de vieillissement le parametre A pour lequel
50% du niveau d’idempotence a été atteint.

1/ (SD+22)

5 10 15 20 25 30 35
radius

Courbe de régression granulométrie — vieillissement, avec

SD = —I— — 22, a = 0.198769, b = 0.024406.

Géodésie — résidus — p.11/25

Notions sur la géodésie

I
Géodésie — résidus — p.12/25



Dilatation géodésique

Dilatation unitaire a I’intérieur d’un masque g:
1) _ <1
55 ) =5W Ag
De facon récursive:
n) __ 1 n—1
5§ ) — 5; )[5é a

Note: notion de distance géodésique, toujours plus grande que la
distance non-géodésique, et peut-€tre infinie.

Géodésie — résidus — p.13/25

Reconstruction

La reconstruction est une opération morphologique itérée jusqu’a
idempotence:

8"(X)

Lo Fa TR\ |

4 \v) !

Géodésie — résidus — p.14/25



Exemple de reconstruction

Ouverture par disques Reconstruction

Notez qu’on a pas récupéré la Tasmanie.

Géodésie — résidus — p.15/25

Reconstruction pour les fonctions

I
Géodésie — résidus — p.16/25



TD

* Définition de 1’érosion géodesique ?
® Quel est I’'intérét tout particulier de la géodésie dans le cas de
I’analyse des images réelles, a savoir non d’extension infinies ?
* Comment utiliser les notions géodesique pour, en morphologie
sur les ensembles:
1. Enlever les particules touchant le bord d’une image ?
2. Boucher les trous des objets ?

Géodésie — résidus — p.17/25

Algorithmes pour la reconstruction

® Algorithme trivial trop lent (beaucoup de passes sur I’'image)

® Passes récursives dans le sens vidéo et anti-vidéo résoud
I’essentiel du probleme (mais pas dans les régions en spirales).
® On termine avec un algorithme a base de queues.

Note: la forme de I’ES n’a quasiment pas d’importance (pourquoi?).

I
Géodésie — résidus — p.18/25



Résidus

Géodésie — résidus — p.19/25

Notions de résidus

Lorsque toutes les propriétés vues auparavant deviennent utiles.

® Dufaitquey < I <¢p,CB=1—~vandCN = ¢ — I ontde
bonnes propriétés et se comportent bien. On appelle ces
transformations “Chapeaux haut-de-forme”.

® De facon similaire Do =9 —¢,D; = —eand D, = § — I sont
toutes des gradients.
® Au coeur de la méthode morphologique : On enléve ce qu’on ne

veut pas, on garde ce qu’on veut. On décrit ce qu’on souhaite
garder ou enlever par des criteres géométriques.

I
Géodésie — résidus — p.20/25



Exemples de gradients

¢ =7 I—v ¢—1
Le gradient morphologique ne se compose que de sa magnitude. On
perd la direction.

Géodésie — résidus — p.21/25

Exemples de chapeaux

Original Chapeau ES carré Chapeau par lignes

Dans cet exemple, le premier chapeau est obtenu en utilisant une
ouverture morphologique par carré de taille 3. Le second utilise un sup
d’ouvertures par lignes de longueur 15.

Géodésie — résidus — p.22/25



Autres résidus

Laplacien morphologique (dérivée seconde) : D, — D;
squelettes, fonction d’extinction, fonction bissectrice.

Erodés ultimes

Transformées en tout-ou-rien

Géodésie — résidus — p.23/25

Une application : détection de trace d’astéroides

Géodésie — résidus — p.24/25



Traces d’astéroides, suite.

(traces) (ouv. chemins)

(ouv. droites) (Différence)

Images NASA/JPL/HST Géodésie — résidus — p.25/25



Cours de Morphologie Mathématique
Geodésie — Residus

Hugues Talbot

talboth@esiee. fr

ISBS / ESIEE

2005

Géodésie — résidus — p.1/25

Rappel du cours précédent

® Quverture morphologique = composition d’une €rosion suivie
d’une dilatation adjointe.

® Fermeture morphologique = composition d’une dilatation suivie
d’une €rosion adjointe.

® adjointe = ici, qui est complémentaire.

® Quverture et fermeture algébriques = qui respectent les
propriétés des ouvertures et fermetures:

1. Extensivité (pour la fermeture), anti-extensivité (pour
I’ouverture) ;

2. Croissance ;
3. Idempotence.

® Sup d’ouverture est une ouverture. Inf de fermeture est une
fermeture.

I
Géodésie — résidus — p.2/25



Exemple

[lustration du filtrage morphologique simple:

ouverture par —

o [T %~

N\

®
o g. o

ouverture par @

4 4

v d

/

ouverture par /

4

Géodésie — résidus — p.3/25

Filtres alternés sequentiels

®* Combinaisons ouvertures/fermetures de taille croissantes - non

auto-duales

® Permettent d’obtenir de meilleurs résultat qu’une combinaison

simple

Géodésie — résidus — p.4/25



Filtre simple

1 signal original

[

\

Bruit

s

Somme —-

7

Signal + Bruit

ey
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Granulométries

Les ouvertures et fermetures permettent de définir la notion de
granulométrie.

® Intuitivement la granulométrie est 1I’étude de la raille des objets.
Physiquement elle correspond au tamisage pour les grains et aux
études de porosité par fluide pour les trous.

® Pour le tamisage, une suite de tamis a trous de plus en plus gros
permettent de classifier une population de grains. Un tamis de
taille \; arrete certain grains qui sont passés par un tamis de
taille Ao > Aj.

® La forme des grains est importante : renvoi a la notion d’élément
structurant.

Géodésie — résidus — p.7/25

Granulométries en MM

On définit comme granulométrie toute famille d’ouvertures ), avec A
un parametre positif tel que A > p = v\ < «,,. Cette seconde
condition est aussi appelée loi d’absorption parce que

MV = TuIX = W{\u}-

On construit la courbe granulométrique de la fagon suivante, avec un
parametre lambda discret:

(1) Gf(r):Zf_Z’Y)\(f) )‘6[071727"'7R]

Ou f est I’image, > f est la somme des pixels de ’image (I’intégrale)
et R le point ou plus rien ne change. Pour garantir une courbe
monotone on doit aussi utiliser un ES convexe. On peut obtenir une
courbe duale avec des fermetures.

I
Géodésie — résidus — p.8/25



Exemple simple

35

30

25

20

Arbitrary area units

Image

T T T T
Granulometry curve

-70

4 -50 -40 -30 -20 -10 0 10
Closing size

Courbe

30 40 50 60 70
Opening size

80

Géodésie — résidus — p.9/25

Exemple d’application

Etude du vieillissement de conduites de vapeur pour génération

d’électricité.

échantillon jeune

1
9

0.
0.
0.
0.
0.5
0.
0.
0.
0.

0

0 20 40 60 80
radius

courbe jeune

100

échantillon vieux

1

0.8

courbe vieux

Géodésie — résidus — p.10/25



Indicateur de vieillissement

On prend comme mesure de vieillissement le parametre A pour lequel
50% du niveau d’idempotence a été atteint.

1/ (SD+22)

5 10 15 20 25 30 35
radius

Courbe de régression granulométrie — vieillissement, avec

SD = —I— — 22, a = 0.198769, b = 0.024406.

Géodésie — résidus — p.11/25

Notions sur la géodésie

I
Géodésie — résidus — p.12/25



Dilatation géodésique

Dilatation unitaire a I’intérieur d’un masque g:
1) _ <1
55 ) =5W Ag
De facon récursive:
n) __ 1 n—1
5§ ) — 5; )[5é a

Note: notion de distance géodésique, toujours plus grande que la
distance non-géodésique, et peut-€tre infinie.

Géodésie — résidus — p.13/25

Reconstruction

La reconstruction est une opération morphologique itérée jusqu’a
idempotence:

8"(X)

Lo Fa TR\ |

4 \v) !

Géodésie — résidus — p.14/25



Exemple de reconstruction

Ouverture par disques Reconstruction

Notez qu’on a pas récupéré la Tasmanie.

Géodésie — résidus — p.15/25

Reconstruction pour les fonctions

I
Géodésie — résidus — p.16/25



TD

* Définition de 1’érosion géodesique ?
® Quel est I’'intérét tout particulier de la géodésie dans le cas de
I’analyse des images réelles, a savoir non d’extension infinies ?
* Comment utiliser les notions géodesique pour, en morphologie
sur les ensembles:
1. Enlever les particules touchant le bord d’une image ?
2. Boucher les trous des objets ?

Géodésie — résidus — p.17/25

Algorithmes pour la reconstruction

® Algorithme trivial trop lent (beaucoup de passes sur I’'image)

® Passes récursives dans le sens vidéo et anti-vidéo résoud
I’essentiel du probleme (mais pas dans les régions en spirales).
® On termine avec un algorithme a base de queues.

Note: la forme de I’ES n’a quasiment pas d’importance (pourquoi?).

I
Géodésie — résidus — p.18/25



Résidus

Géodésie — résidus — p.19/25

Notions de résidus

Lorsque toutes les propriétés vues auparavant deviennent utiles.

® Dufaitquey < I <¢p,CB=1—~vandCN = ¢ — I ontde
bonnes propriétés et se comportent bien. On appelle ces
transformations “Chapeaux haut-de-forme”.

® De facon similaire Do =9 —¢,D; = —eand D, = § — I sont
toutes des gradients.
® Au coeur de la méthode morphologique : On enléve ce qu’on ne

veut pas, on garde ce qu’on veut. On décrit ce qu’on souhaite
garder ou enlever par des criteres géométriques.

I
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Exemples de gradients

¢ =7 I—v ¢—1
Le gradient morphologique ne se compose que de sa magnitude. On
perd la direction.

Géodésie — résidus — p.21/25

Exemples de chapeaux

Original Chapeau ES carré Chapeau par lignes

Dans cet exemple, le premier chapeau est obtenu en utilisant une
ouverture morphologique par carré de taille 3. Le second utilise un sup
d’ouvertures par lignes de longueur 15.

Géodésie — résidus — p.22/25



Autres résidus

Laplacien morphologique (dérivée seconde) : D, — D;
squelettes, fonction d’extinction, fonction bissectrice.

Erodés ultimes

Transformées en tout-ou-rien

Géodésie — résidus — p.23/25

Une application : détection de trace d’astéroides

Géodésie — résidus — p.24/25



Traces d’astéroides, suite.

(traces) (ouv. chemins)

(ouv. droites) (Différence)

Images NASA/JPL/HST Géodésie — résidus — p.25/25
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TP1: fin1?

¢ Tout le monde a bien fini son rapport ?

¢ Il me manque:

I
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Rappel du cours précédent

Suite de la géodesie, en niveaux de gris.

Résidus: gradients, top-hat (chapeau haut-de-forme).

Erodés ultimes

Squelettes.
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Une application : détection de trace d’astéroides
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Traces d’astéroides, suite.

(traces) (ouv. chemins)

/

(ouv. droites) (Différence)

Images NASA/JPL/HST Segmentation — p.5/38

Squelettes et amincissements
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Boules maximales

® Une boule 6, () de centre x et de taille n est maximale vis-a-vis
de ’ensemble X s’il n’existe aucun autre indice k et aucun autre
centre y tel que:

571(33) € 5k(y) € X

X Boule maximale
Ta
centre X
X X x'
Y P

Boule maximale de centre x
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Squelettes

® L’érosion ultime etait déja un lieu de centre de boules maximales

® Définition: (H. Blum): le squelette d’un ensemble X selon une
famille de boules {d,,} est le lieu de tous les centres de boules
maximales.

I
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Construction

Elément structurant: W

Erosion 0 Erosion 1 Erosion 2 Erosion 3 Erosion 4
L]
S =R S I
Quverture * Ouverture ‘()uverture ‘()uverture *()uverture

anll=d= B a
; ! ! ! !
Résidu: Résidu; Résidu: Résidu: Résidu:

Boule maximale 1 Boule maximale 2 Boule maximale 3 Boule maximale 4 Boule maximale 5

Erosion ultime
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Formule de Lantuéjoul

L’algorithme de squelettisation est le méme que celui de 1’érosion
ultime. Il suffit de remplacer 1’ouverture par reconstruction par une
ouverture unitaire:

50 = Ut5:0} = LaCO\mla X)) =0.... N}

Lien avec la fonction distance: les érodés ultimes sont les maxima
régionaux de la fonction distance. Le squelette de Lantuéjoul est
constitué des maxima locaux de la fonction distance.

I
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Squelette connexe

® La formule de Lantuéjoul donne des squelettes non connexes.

® Dans le cas du plan euclidien, on peut montrer qu’avec les
bonnes hypothéses le squelette d’un objet compact est connexe.

® Par conséquent il est utile de disposer de méthodes qui donnent
un squelette connexe pour des objets connexes:
© squelette par amincissements
© squelette par file d’attentes
© squelette par parcours du contour
© et bien d’autres méthodes.

Segmentation — p.11/38

Transformée en tout-ou-rien

® La tranformée en tout-ou-rien généralise 1’érosion et la dilatation.

® On utilise un couple d’éléments structurants disjoints
T={T,T"}.

nr(X) ={2,T" CXetT C X} =ep (X)[)ep (X

ET({

e (X%

Centre

T\§ T":

|

I
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Amincissements, €paississements

* [’amincissement O est le résidu entre 1’ensemble initial et sa
transformée en tout-ou-rien:

Or(X) = X\nr(X) = X\[eg (X) N ep (X))

Centre

e
B 1 B
T

M (X)

—_——
Résidu

8. (X)

® L’épaississement est définit par dualité.

Er(X) = X Unr(X°)

® Ona: O0p(X) = [£p(X9)]°.

Segmentation — p.13/38

Homotopie pour les ensembles

® Deux ensembles sont homotopes s’il existe une transformation

bi-continue pour passer de I’un a I’autre.

® c-a-d ’ensemble de départ et son transformé sont tels que dans
I’un et dans 1’autre chaque grain contienne le méme nombre de
pores, et chaque pore contienne le méme nombre de grains.

%

Ensembles
homotopes

%

Ensembles non

homotopes

-l
-

-
-

Y
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Homotopie pour les fonctions

® Pour les fonctions, on définit I’homotopie a partir de leurs
sections planes.

® Deux fonctions sont homotopes si toutes leur sections a méme
niveau sont homotopes entre elles.

A

1 Fonctions
_____ 2= .
1 non homotopes
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Amincissement homotopique

® Un amincissement ou un €paississement sont homotopiques s’ils
utilisent un couple d’élements structurants 7, 7" qui préserve
I’homotopie.

* Exemple en 8-connexité ?

* En utilisant ce couple et ses rotations de facon séquentielle on
génere un amincissement limite qui est homotope a I’ensemble
de départ et qui ressemble a un squelette:

© 1l est mince
© 1l est homotope a I’ensemble de départ
© Il est “centré” dans I’ensemble de départ

© La transformée est idempotente et anti-extensive (Q: est-ce
une ouverture ?)

|

I
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Amincissement séquentiel
o i =

B i i i

R - IR - R - IR
E;:FUH “‘%Eﬁﬂ — E';:LEH “‘ﬁ:ﬁﬂ
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Exercice (TD)

® Amincissement d’un rectangle 9 x 5

® Amincissement d’un rectangle 9 x 7 auquel on enleve le pixel du
milieu.

I I
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segmentation
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Qu’est-ce que la segmentation ?

® Découper une image en régions de contenu sémantique similaire.

® Normalement la frontiére d’une région devrait définir la fronti¢re
d’un objet.

* En fait les régions ségmentées sont des aires de I’image avec des
propriétés mesurables similaires.

* La segmentation d’objets requiert une connaissance de haut
niveau, qui peut étre soit incluse dans la méthode elle-méme ou
utilisée apres la segmentation.

I
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M¢éthodes de segmentation

I1 existe de nombreuses méthodes:

® Seuillage

® Méthodes a partir de 1’histogramme d’une image
¢ Clustering spatial

® Découpage et unions de régions

® Contours actifs

® Lignes de niveaux

* A base de connaissance (IA)

® Méthodes morphologiques
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Top-down ou bottom-up

Top—down Bottom—up

1
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Segmentation au niveau du pixel

|‘||I | |||H‘|I -
T

a b

T

“|||I|I|I||H||||IIH‘|| -
T, T,

FIGURE 10.26 (a) Gray-level histograms that can be partitioned by (a) a single thresh-
old, and (b) multiple thresholds.

Modele

FIGURE 10.32
Gray-level
probability
density functions
of two regions in
an image.

p(z)
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Modele (suite)

a

b ¢

dile

FIGURE 10.27

(a) Computer

generated

reflectance

function.

(b) Histogram of

reflectance

function.

(¢) Computer

generated
llumination
function.
(d) Praduct of (a)

| and (c).
(e) Histogram of
product image.
s Y r ) =
| |
- m ”H .
o @ w

A
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Seuillage

a
b ¢

FIGURE 10.28
{a) Original
image. (b) Image
histogram.

(¢) Result of
global
thresholding with
T midway
between the
maximum and
minimum gray
levels.
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Exemple de seuillage

Seuillage adaptatif

ab

¢ d

FIGURE 10.30
{a) Original
image. (b) Result
of global
thresholding.
{c) Image
subdivided into
individual
subimages.

{d) Result of
adaptive
thresholding.

ab
<
FIGURE 10.29
(a) Original
i . (b) Image

;s an.
(¢) Result of
segmentation with
the threshold
estimated by
ileration.
(Original courtesy
of the National
[nstitute of
Standards and
Technology.)
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Seuillage adaptatif (suite)

Segmentation — p.29/38

Seuillage adaptatif (suite)

a
b

FIGURE 10.37

(a) Original
image. (b) Image
segmented by
local thresholding.
(Courtesy of IBM
Corporation.)
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Seuillage multispectral

abc

FIGURE 10.39 (a) Original color image shown as a monochrome picture. (b) Segmentation of pixels with col-
ors close to facial lones. (¢) Segmentation of red components.
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La ligne de partage des eaux

watersheds ——
water level
dam —
=—— dam
minimum minimum
l minimum
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The watershed line 2

Original Gradient First result
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The watershed line 3

Orig. + Markers Final

I I
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How to use the watershed line?

The classical CMM approach:
* Find a good gradient
® Find good external markers
* Find good internal markers
Other approaches:
® Merge catchment basins afterwards (graph approach f.e.)

® (Constrain the watershed
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Example of the classical approach (1)

I
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Example of the classical approach (1)
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Examples of the classical approach (2)

internal

gradient

final
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