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Chapitre 1

Ondelettes

1.1 Introduction

Le parcours menant aux ondelettes était long et imprévisible. Au départ les mathématiciens
s’intéressaient aux outils pour approximer des fonctions, mais ils se sont rendus compte
que le cadre d’approximation devait aussi étre développé. Nous arrivons dans le cadre de
I’analyse fonctionnelle, les espaces vectoriels se diversifient pour caractériser les propriétés
des différentes fonctions [61].

En 1807, J. Fourier démontra qu'une fonction 27 périodique f(x) est la somme Y ¢ et

de sa série Fourier, avec pour coefficients de Fourier ¢y :

= 217r /027r f(x)e **dxy (1.1)

Dans la littérature, la transformée en ondelettes discrete est associée a la transformée

Ck

en ondelettes orthogonale, ce qui n’est pas toujours le cas. Pour cela, une présentation
de la discrétisation de la transformée continue est présentée avant l'introduction de la
multirésolution.

L’évolution des ondelettes dans le monde mathématique se fait en cherchant a ca-
ractériser les différents espaces fonctionnels. Si les mathématiciens ont développé de nou-
veaux concepts pour les espaces linéaires, les physiciens sont parvenus a une transformation
temps-fréquence. Quant a Gabor, il décompose le signal en fréquences, intervalle par inter-
valle. Cela revient a comparer un segment de signal a des morceaux de courbes oscillantes
de différentes fréquences. Les physiciens, travaillant dans le domaine du traitement du
signal, représentent des phénomenes physiques par des sommes de translatés [2].

Morlet remplace la gaussienne de Gabor par une petite onde, ”"ondelette”, de taille
variable, dans I’analyse de Fourier a fentre [35].

Le pas majeur dans le développement est 'introduction de la multirésolution par Mallat
[53]. Tl relie la famille des ondelettes orthogonales & des filtres miroirs en quadrature intro-

duits par Galland pour I'amélioration de la transmission téléphonique. Pour obtenir une
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fonction d’échelle, donc un résumé, il utilise un filtre passe-bas et pour obtenir les détails,
la partie de signal qui change I’allure, il utilise un filtre passe-haut. Cette méthode permet,
comme il le remarque, "une interprétation de I'image qui ne varie pas avec ’échelle”.

La multirésolution, telle qu’elle est énoncée par Meyer et Mallat, présente les propriétés

sulvantes :

1. la construction d’une fonction d’échelle est orthogonale a ses translatés par des en-

tiers,

2. le signal a une résolution donnée contient toute I'information du signal aux résolutions

grossieres,
3. la fonction 0 est le seul objet commun a tous les espaces V;,

4. n’importe quel signal peut étre approximé avec une précision arbitraire.

Nous pouvons donner une définition empirique des ondelettes: les ondelettes sont des
fonctions qui respectent certains criteres d’orthogonalité nécessaires pour la construction
d’une analyse multirésolution. Cette définition se réduit a la multirésolution en oubliant
les autres champs théoriques de la transformée, mais ’expérience historique montre qu’a
partir des travaux de Mallat et de Meyer, les chercheurs sont parvenus a un grand nombre
d’applications a base d’ondelettes.

Malvar repart de l'analyse de Fourier a fenétre adaptative en utilisant des fonctions
qui ne sont pas des ondelettes, mais permettant d’obtenir des algorithmes rapides a base
de fonctions orthogonales. Il va plus loin en utilisant des ondelettes multipliées par des
fonctions trigonométriques les paquets d’ondelettes pour la compression d’image, il arrive
ainsi & une analyse temps-frequence-échelle [57].

Mallat, propose un nouvel algorithme de segmentation des signaux. Il construit une
gaussienne de taille variable, modulée par des sinusodes variables en fréquence et développe

ainsi I'algorithme matching pursuits de type temps-fréquence-échelle [54].

1.2 La transformée en ondelettes continue unidimen-

sionnelle

La transformée en ondelettes est définie comme le résultat d’'un opérateur intégral qui
transforme une fonction d’énergie finie f(x) € L?(R) en utilisant un ensemble de fonctions
Ya. Elle est décrite par le produit scalaire entre la fonction ondelette mere 1), et une

fonction réelle ou complexe f(zx) [35].

WTyy(a,b) =< flta > (1.2)
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ol < > est le produit scalaire.

Cette transformation modifie espace L?(R) de fonctions complexes d’énergie finie a
un espace a deux dimensions: I'espace des coefficients d’ondelettes.

D’apres cette interprétation, nous pouvons représenter un signal temporel monodimen-
sionnel f(z) (ou une fonction) sous forme d'un champ a deux dimensions WT'(b,a); en
faisant varier b (homogene a un temps), et @ (homogene a une échelle). Le résultat est une
représentation temps-échelle de f(x).

La famille des ondelettes construite par dilatation-translation a partir de 'ondelette
mere est définie sous la forme:

1 " (a:' -

ol @

¢ab(x) = ) (13)

avec a # 0 et a,b € R, ainsi, toutes les ondelettes ont la méme énergie.
La transformée continue s’écrit :
1 x—0b

T [ f@u=

WTf@(a, b) =<< f|¢ab >= )dZL‘ (14)

ot ¢ désigne le complexe conjugué de 1.
Pour un signal, une formulation équivalente de WT est donnée a partir des transformées
de Fourier de f et v [38], si on utilise 'identité de Parseval.

2eW Ty (a,b) =< f,ay > (1.5)

dans laquelle la transformée Fourier de 14, est:

Yan(w) = y/lale™ ) (aw) (1.6)
L’ondelette mere doit vérifier :
1. la continuité : étre absolument intégrable et de carré intégrable (énergie finie).
2. lanalyticité: sa transformée de Fourier doit étre nulle pour w < 0.

3. Iadmissibilité : ce qui induit un comportement de filtre passe-bande.

Si ¥ est intégrable, la premiere condition implique que le moment d’ordre 0 de 1'onde-

lette s’annule :

/R@/z(x)dx —0 ou $(0)=0 (1.7)

La condition d’admissibilité établit aussi:

1. que le ¢(w) décroit suffisamment au voisinage de 0
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2. que zﬁ(w) peut étre interprétée comme un filtre passe-bande et la transformée en

ondelettes comme une convolution avec ce filtre.

3. de plus, ¥(x) oscille d’ou le nom d’ondelette.

La transformée inverse

Pour la transformée inverse, trois formules d’inversion sont utilisées en fonction du

contexte [90]. Les trois formules de reconstruction sont définies en fonction de:
1. Tondelette qui possede des propriétés de symétrie dans I'espace des fréquences,
2. T'ondelette qui ne possede pas de fréquences négatives,
3. l'introduction de dilatation négative.

La transformée inverse est donnée dans le troisieme cas par la relation :

1 dadb
W (a,b) (@) Z? (1.8)

()

B CT/, R*xR
ou Cy est une constante définie par:

o d
0<C,= 2W/R| D(w) |2’;| < 00 (1.9)

Remarque

La transformée en ondelettes continue transforme un signal a une dimension en une
fonction du demi-plan. Il y a redondance dans I'information présentée par les coefficients
d’ondelettes.

1.2.1 Propriétés fondamentales

Conservation de 1’énergie

La condition d’admissibilité permet de conclure que la transformée en ondelettes est
une isométrie : le carré de la longueur de f est égal au carré de la longueur de f. Ce qui se
traduit par:

Si v est admissible et réelle et f € H?(R) l'espace de Hardy ( sous-espace vectoriel de
L?*(R) contenant les fonctions donc la transformée de Fourier s’annule pour les fréquences

négatives), I'égalité suivante est vérifiée :

o | [ WP

o0 [ 5P (1.10)
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L’information contenue dans le signal est conservée dans le passage de f a ses coefficients
d’ondelettes.
La transformée inverse permet la reconstruction de la fonction f en sommant toutes

les contributions de la transformée directe dans le plan a x b.

Linéarité, invariance par dilatation et translation

La transformée en ondelettes est une application linéaire. Une des propriétés impor-
tantes est le principe de superposition qui est respecté.

Dans le domaine du traitement du signal, I'invariance de la transformée sous 'effet
de dilatation ou de translation est une propriété importante. Si W1 (a,b) est la trans-
formée en ondelettes de f(z), alors W1y (a,b — xp) est la transformée de f(x — z¢) et
WTgp(a/A b/N) la transformée de %f(x//\)

Cette propriété n’est pas valable dans le cas de la transformée en ondelettes discrete.

Localisation temps-échelle

La localisation d’ondelettes dans le temps et dans les fréquences permet de représenter
la zone d’influence dans le demi-plan temps-échelle R x R d’'un événement se produisant a
Iinstant = pour le signal f.

Supposons que 'ondelette ¥ (x) et sa transformée de Fourier zﬂ(w) sont centrées en T

respectivement @ et leur variance A2 et respectivement A2 sont finies, ou:

_ 1 2
2 _ 1 —\2 2
AL = Hsz/(f’C —Z)°[¢ () dx (1.12)

(similaire pour w et A,), alors nous remarquons, d’apres la définition de la transformée
en ondelettes, qu'une analyse est réalisée en temps (x) dans l'intervalle [b+ aZ — aA,, b+
aZ + al,] et en fréquence (w = 27¢€) dans Uintervalle [(0 — Ay)/a, (o + A,)/a]. Ces deux
intervalles délimitent une fenétre temps-fréquence déterminée par a et b avec une aire

constante et égale a 4A,A,.

Dfinition 1.1 Le principe d’incertitude de Heisenberg énonce que si:[p | f(z) |? dz =1,

| f(z) | est considéré comme une densité de probabilité, | f(€) | est aussi une densité de

probabilité, alors le produit de la variance de x pour | f(x) |2 et de la variance de & pour
L2

| f(&) | est supérieur ou égal d 15—

Donc, conformément au principe de Heisenberg cette fenétre est supérieure a 1 [86].

L’avantage de la transformée en ondelettes est de bénéficier d’une localisation temporelle

modeste, donc meilleure en fréquence [64].
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1.2.2 Exemples d’ondelettes

1) Les conditions présentées pour les ondelettes ne sont pas rigoureusement respectées

par toutes les ondelettes, comme 'exemple de I'ondelette de Morlet (gaussienne modulée) :
wmorlet(x) =e/“eT2 o, cC € R (113)

Par contre, ces conditions sont respectées si une tres faible erreur est acceptée pour
c~d,a~1.

2) Le chapeau mexicain qui est la dérivée seconde de la gaussienne.

¢mewicain(x) - (1 - 2$2)€_$2 (114)

Cette ondelette est largement utilisée, surtout en fractal par Arneodo [3]. Toutes les

dérivées d’ordre supérieur ou égal a 1 de la gaussienne peuvent étre considérées

R

%6 2 (115)

(z) = (=1)

comme ondelettes.

1.3 La transformée en ondelettes continue bidimen-

sionnelle

L’idée est de construire un microscope mathématique permettant la mise en évidence
d’une direction privilégiée pour des fonctions bidimensionnelles. Pour cela, la nécessité de
I'introduction d’un parametre, I’angle €, dans la construction de la famille d’ondelettes,
permet de définir une famille d’ondelettes, bien localisées dans I'espace de Fourier, sous la
forme [63]:

=,

Yo = (0 RE ) (1.16)

R cosf —sinf
sinf cos6

avec § € [0,27]. La famille d’ondelettes est définie par trois variables: le facteur

ou:

d’échelle, la position et 'angle.
La transformée en ondelettes est donnée par:
- 1 - 5
WTyyla,b.R) == [ f@)da™ R@ - 5)d3) (1.17)
aJr

La formule d’inversion est notée:
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dRd*b (1.18)

ou dR est la mesure de Haar sur le groupe des rotations.

La transformée continue 2D se généralise facilement pour la dimension n.

1.3.1 Propriétés fondamentales

Les propriétés de la transformée en ondelettes en dimension 2 sont identiques a celles
en dimension 1, dont la conservation de I'énergie.

L’utilisation de la transformée en ondelettes bidimensionnelle a base des transformées
de Fourier est préférable aux formules précédentes parce qu’elle est plus simple.

Dans ce cas, la transformée en ondelettes est une isométrie de L?*(R?) dans I’ensemble

de fonctions définies dans le groupe de dilatation-rotation-translation.
1.3.2 Exemples d’ondelettes bidimensionnelles

En général les ondelettes 2D peuvent étre obtenues a partir des ondelettes 1D par une

rotation autour de 'axe y.

Morlet-2D

Un exemple d’ondelettes est la généralisation de 1'ondelette de Morlet [72]:

o 2
~ [k—kol

D(k)y=e 2 (1.19)

ou kg est une direction spécifiée.

Le chapeau mexicain

Le chapeau mexicain radial est obtenu de la gaussienne en dérivant deux fois:

E

w‘wl

D(k) = —[|k|e” (1.20)

Ondelettes d’Airy

Elles dérivent des ondelettes de Shannon a une dimension [18].

Ondelettes Halo
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Halo est construite sans direction spécifiée [18], elle est donnée par:

o2
~ _ Ikl=lkol
2

(k) =e (1.21)

1.3.3 Applications

La transformée en ondelettes bidimensionnelle s’est développée dans de nombreux do-
maines en traitement de la parole, applications de type radar/sonar, musique [74], trai-
tement d’image pour la détection de contour [36], analyse d’images ou comme outil pour
les fractals non-isotropes [18]. Les travaux d’Arneoldo ont permis la construction dun
formalisme multifractal [4]. En mécanique quantique ou théorie quantique des champs, la

transformée en ondelettes continue apparat aussi.

1.4 Discrétisation de la transformée continue

Dans la formule d’inversion, le signal est reconstruit a partir de tous les coefficients d’on-
delettes C,; ol les parametres a,b varient continuellement dans R. Pour I'implémentation

de l'algorithme, une discrétisation de ces parametres est nécessaire [64].

a=2m"V p=fom (1.22)

avec .

k € Z représente la position
m € Z représente 'indice de 'octave
V > 1 représente le nombre de voies par octave

0 <v <V —1 représente 'indice de la voie
Plusieurs méthodes de discrétisation sont utilisées :

1. I'algorithme ”dyadique”

Les ondelettes élémentaires s’écrivent alors:

Vg = 27 MV 2y (2= (m=0/V)g ) (1.23)

et les coefficients d’ondelettes sont obtenus par:
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Crmwk(s) = /: $(t)Vm,ok(7)dx (1.24)

Entre le signal reconstruit par les coefficients en ondelettes et le signal original,
existe 1’égalité, a une constante multiplicative pres, dans le sens de la conservation
de I’énergie. La formule de reconstruction est obtenue en additionnant toutes les

contributions élémentaires.

M-1V-1

m=0 v=0 k=—c0
K, € R.

La redondance entre les différentes voies permet la reconstruction a partir d’une voie :

la voie 0.

M-1

=Ky _f: Con i (8) Ui (z)dx (1.26)

m=0 k

avec Cp, 1(S) = Cro k() €t Uy = Ymox(2).

Remarque

Nous avons vu qu’il est possible de simplifier ’algorithme grce a ’approximation
utilisée mais le calcul des coefficients d’ondelettes reste encore un handicap majeur

de la transformée en ondelettes continue.

Nous remarquons aussi que le support temporel de I’ondelette double lorsque il y a une
diminution d’une octave. Une méthode éliminant cet inconvénient est 1’algorithme a

"trous”.

2. l'algorithme a ”trous”

Le principe de cet algorithme a trous est de ”sous-échantillonner” le signal a chaque fois que
I'on descend d’une octave [65]. Théoriquement, ce principe est en accord avec le théoreme
de Shannon. En descendant d’une octave, la bande de fréquence analyse décrot, elle, de
moitié. Donc, conserver un échantillon sur deux nous permet de représenter le signal sans
perte d’information. En réalité, la bande passante de l'ondelette n’est pas parfaite, de
I'information est perdue. En conséquence, la réalisation d’un préfiltrage passe-bande avant

de sous-échantillonner le signal est nécessaire.

L’avantage de 'algorithme a trous réside dans la possibilité d'utilisation d’une seule onde-

lette par voie, quelle que soit I'octave.
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. T'algorithme récursif

Une autre méthode est proposée par Barrat et Lepetit [49]. Ils cherchent une ondelette
proche de celle de Morlet mais possédant une transformée en Z, ce qui ramene les calculs

des coeflicients a des relations de récurrence.

La fonction mere choisie par Barrat et Lepetit est de la forme:

U(x) = (14 o|z|)e ol (1.27)
avec 0 = 1.5 et ¢ = 8, cette fonction mere ne remplit pas completement les conditions
mathématiques.

L’avantage de cet algorithme est la possibilité d’accés a tous les coefficients pour une

complexité de calcul globale comparable avec ’approximation dyadique.
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Chapitre 2
Les bancs de filtres

La transformée en ondelettes discrete a été mise en oeuvre a 'aide de deux techniques:

1. les bancs de filtres pour la transformée en ondelettes 1D,

2. les algorithmes pyramidaux pour la transformée en ondelettes 2D.

Les bancs de filtres sont obtenus a partir des différentes techniques numériques per-
mettant de répartir le calcul sur un ensemble de filtres, ce qui représente un avantage
considérable. L’intéret de cette méthode est la possibilité de déterminer les propriétés sta-
tistiques du signal dans chaque bande de fréquence pour permettre une meilleure recons-

truction [9].

H(f)

1/2NT 1NT

Fi1Gc. 2.1 - Construction des bancs de filtres.

Dfinition 2.1 Un banc de filtres est un ensemble de N filtres couvrant la bande [0, fs],
ot fs est la fréquence d’échantillonnage. Il est obtenu par la translation en fréquence d’un
filtre de base de la forme mfs/N avec m € Z et 2 < N.[}4].
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Remarque

Le principe de base d'un banc de filtres consiste & décomposer un signal discret x[n]
dans le domaine fréquentiel en un nombre quelconque de bandes fréquentielles consécutives,
pour que chaque ”sous-signal” xx[n] puisse se traiter de faon indépendante.

La partie analyse utilise un décimateur M | qui produit & partir d’une séquence x[n]

une séquence y[n] telle que:

y[n] = z[Mn] (2.1)
ou M =2,3,4....

La séquence y(n) ainsi obtenue est une version contractée de la séquence z[n| dont
M — 1 échantillons ont été retirés.

Il faut remarquer qu’'un décimateur n’est pas un systeme invariant par translation dans
le temps, méme s’il est linéaire. En conséquence, il ne peut pas se représenter par une
fonction de transfert.

La partie synthese utilise un interpolateur M T qui insere M — 1 zéros entre les
échantillons adjacents du signal initial. Le résultat de cette opération est une contraction
dans le domaine fréquentiel.

Cas particulier, un banc de filtres a deux canaux utilise 2 filtres d’analyse et 2 filtres
de synthese qui permettent I'introduction des filtres miroirs en quadrature.

Soient Hy et H;p les filtres d’analyse ( Hy est un filtre passe-bas et H; est un filtre
passe-haut), Gy et Gy les filtres de synthese; la relation entre le signal d’entrée X (w) et
le signal de sortie X (w), en fonction de la transformée de Fourier d'un signal z[n] permet

d’écrire :

X(w) = %X(w)[Ho(w)Go(w)—i—Hl (w)G1(w)]+%X(w+7r)[Ho(w+7T)G0(w)+H1 (w+m)G1(w)] (2.2)

Le premier terme représente les distorsions introduites par le systeme phase et ampli-
tude, le deuxieme représente 'aliasing.
Les recherches dans ce domaine s’efforcent a améliorer la phase d’analyse et de synthese

en éliminant les effets:
1. d’aliasing ou de repliement de spectre ( ceci en annulant le deuxiéme terme),

2. la reconstruction exacte ( ceci en imposant le premier terme égal a 2e 7" .

Deux type de filtres sont proposés:
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Les filtres miroirs en quadrature - QMF
Les QM F sont obtenus en imposant aux filtres Hy, H1, Gy, G; les conditions suivantes
[29] :

Hi(w) = Hy(w + ) (2.3)
Go(w) = Hp(w) (2.4)
G1(w) = —Ho(w + ) (2.5)

Les filtres QM F' s’écrivent en fonction de la transformée en Z :

Ho(z) = |Ho(z)|]z" "= 2.6)
Go(2) = |Go(2)|z~ 2.7)
(2.8)

La relation entre les deux est: I'un sera l'image miroir de l'autre par rapport a la
1

fréquence ;

Go(z) = Ho(—2) (2.9)
go(n) = (=1)"ho(n) (2.10)

pour une fonction de transfert de:

T(2) = 5llHo(z) P — (~1)" ' |Co(z) Pl (211)

Remarque:
Les filtres FIR — QMF sont des filtres de type analyse/synthese avec une distorsion
d’aliasing nulle, mais comprenant des petites distorsions d’amplitude. La distorsion de

phase est éliminée.

Les filtres conjugués en quadrature - CQF

Smith et Barnwell réalisent une nouvelle famille de bancs de filtres les Conjugate Muirror
Filters (CQF') capables d’éliminer l'aliasing et les distorsions de spectre. Pour cela, ils
sacrifient la linéarité de phase [83].

Pour deux bandes, les deux filtres sont H, et Hy, le premier est un filtre passe-bas et
le deuxieme un filtre passe-haut. Les deux filtres sont symétriques conjugués autour de la

fréquence centrale.
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Les filtres conjugués en quadrature satisfont les conditions suivantes:

Hi(w) = —Hy(w + 7)™ (2.12)
Go(w) = Hy(w + ) (2.13)
Gi(w) = —Hp(w + ) (2.14)

La relation entre les deux est: I'un sera I'image symétrique de 'autre par rapport a la

. 1
fréquence 7.

Go(z) = —Ho(—2 1)z~ WD (2.15)
go(n) = (=1)" " ho(N — 1 —n) (2.16)

pour une fonction de transfert de:

T(2) = L [Ho(2)Ho(=™) + Ho(—2) Ho(—= )]~ (2.17)

Remarque Les filtres CQF permettent la reconstruction exacte avec une phase ap-

proximativement linéaire et forment une famille de filtres orthogonaux.

Remarque:
Les filtres Hq,G et G se déduisent du seul Hy, par transformation ou modulation des
relations ci-dessus. Il est clair que si Hy est défini, les trois autres fonctions sont déduites

telles que:

Gi(w) = —Hp(w + ) (2.18)
et si:
1. Hy(w) = Ho(w + 7) avec Gy(w) = Hp(w) un banc de filtres QM F' est obtenu

2. Hi(w) = —Hy(w+ m)e 7™ avec Go(w) = Hi(w + 7) un banc de filtres CQF est

obtenu.

L’obtention de filtres causaux, a réponse impulsionnelle finie et (ou) symétrique, passe
par des coefficients de filtres nuls pour des indices négatifs (réponse impulsionnelle finie)

et (ou) la relation suivante (propriété de symétrie) [?]:

k=2p+1

Hw)= > hpe™ (2.19)

avec Npypy1 = hy—p, pour k = 1...p.
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2.0.1 Extension des signaux de longueur finie

L(c)application de bancs de filtres sur un signal fini produira des effets de bord, dus a
I'impossibilité de tronquer le signal a la longueur de sous-bandes.

Cet effet peut étre éliminé en appliquant une extension périodique ou une extension
symétrique [67].

Extension périodique Une convolution entre le signal de longueur N avec une suite

d(c)impulsions de Dirac situées en n = mN est a réaliser [93]. Le signal étendu Z[n] est:

Zn] = i x[n — Nm) (2.20)

Cette méthode proposée par Woods et O(c)Neill est équivalente a 1(c)implémentation
de filtres d(c)analyse par convolution circulaire.

Extension symétrique Nous avons quatre méthodes d’implémentation :

1. le signal est rendu symétrique autour de n = —%. Dans ce cas, le signal est périodique
de période 2N.

x[n] si0<n<N
z[n] = .
z[-n—1] siN—-1<n
2. 1(c)extension symétrique est obtenue sans la duplication des valeurs de bord et le
signal est périodique de période 2N — 2 [67].
zln] 0<n<N
z[n] =
z[-n] = N+2<n<0
3. dans ce cas, les valeurs de bord sont dupliquées avec une longueur égale au signal

[66]

0] n <0
zln] =4 z[n] 0<n<N
[N -1 N>n

4. c’est une méthode de zéro padding, dans laquelle des zéros sont introduits

zn] 0<n<N
z[n] = .
0 ailleurs

5. Karlsson et Vetterli proposent une double symétrie [40], le signal est retourné en

temps et en amplitude en impliquant la continuité de premier ordre.
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22[0] — z[—n)| n <0
xzn| =4 z[n] 0<n<N
2¢[N —1] —z[2(N—-1)—n|] n>N

Dans la figure suivante, une représentation des 5 méthodes est donnée en partant d’un

signal échantillonné :

i |
| |
| |
| |
p !|||‘ ' )
| I
| |
71
| I
| |
| |
) Hm:mlHH: X
| |
| |
| |
il
< IIIII:IHI.... |I »
| |
| |
| |
|||||:||‘|““ :IIIII
£ | | »
| |
| |
| |
thHH
N H“n RRSRATE »
|
U L SR

Fi1G. 2.2 - Les différentes méthodes d’extension d’un signal.
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2.1 Les algorithmes pyramidaux

Depuis des années, les chercheurs travaillent sur différentes possibilités de compression
d’image et sur l'information pouvant étre extraite entre deux échantillons d’une image.
Les algorithmes pyramidaux ont été implémentés par Burt et Adelson avant que Mallat ne
développe le concept d’analyse multirésolution. Ils partent de la supposition qu'un signal
échantillonné contient une information cachée par les échantillons, qui sont corrélés. Pour
décrire cette corrélation, les spécialistes en traitement du signal ont appliqué la convolution
par des signaux bien localisés en fréquence.

Les algorithmes recherchés doivent contenir le moins de calculs possibles. Le laplacien
pyramidal répond a cette exigence par un algorithme de faible complexité.

Cet algorithme peut étre appliqué pour les signaux unidimensionnels ou pour les images.
Par une suite de filtrages passe-bas et de sous-échantillonnages successifs, le signal d’entrée
est transformé en une suite de sous-signaux ordonnés sous forme d’'une pyramide.

Soit le produit de convolution :

Cn = hn sy (2.21)
k

Si le signal h,, est tel que le support de sa transformée Fourier soit concentré dans
[—7/2,7/2], la transformée Fourier de ce produit de convolution est une fonction 27
périodique de méme support que la transformée de Fourier de h,,.

Dongc, si ¢, est sous-échantillonné d’un facteur modulo 2 le produit :

Sp = hop_s) = H x5 (2.22)
k

est un signal basse-fréquence lissé dans lequel le méme traitement peut étre appliqué

et ainsi de proche en proche:

s =3 hop st ' = Hxs! (2.23)
k

Pour revenir au signal initial, il faut insérer des zéros aux points intermédiaires et la
convolution se fait par un filtre H* qui est I’adjoint de 'opérateur de convolution précédent.
La reconstruction par des méthodes de zéro padding produit des phénomenes de flou pour

les images et une perte significative d’information pour les signaux unidimensionnels.
o « g+l gk g+l
§, =Y hi s =H*s (2.24)
k
La solution est de récupérer la différence entre deux niveaux successifs de la pyramide:

@ =it — g = (1 — H*H)s! (2.25)

n n n
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L’idée de Burt et Adelson était de caractériser un signal par son résumé a une résolution

donnée obtenue comme un filtrage passe-bas et les détails a chaque niveau de la pyramide.

So = H*Sl —+ dl = H*ZSQ —+ H*dz -+ d1 = H*LSQ -+ H*Lil + ...+ H*dg -+ dl (226)

L’algorithme est en cascade comme la F'F'T et le nom de pyramidal vient du fait qu’a
chaque niveau de décomposition, la taille de notre signal est diminuée [45].

Pour la reconstruction, la pyramide est inversée.

La complexité de I'algorithme pour un niveau égal a L dans le cas d’un signal monodi-

mensionnel est :

N N
Nt St t 5z =2N(1-2715) (2.27)
et dans le cas d’un signal bidimensionnel :
N N N N 1 4
N XN+ 5 X oot gp X g7 = Nx N+ ..+ 5p) = 5 (N x N) (2.28)

2.1.1 Mise en oeuvre des algorithmes pyramidaux

La construction de filtre passe-bas utilisable dans ’algorithme décrit, impose les condi-

tions suivantes [12],[5]:
1. H est un filtre réel, discret.

2. La réponse impulsionnelle est finie, donc le support est de taille impaire 2M + 1.

hy =0, |n|>M (2.29)

3. "symétrie pour la linéarité de la phase ou la nullité de la phase”, cette condition
garantit une réponse impulsionnelle réelle mais aussi les conditions nécessaires a

I’élimination d’effet de bord.

hn = h_y, n (2.30)

4. la réponse fréquentielle d'un filtre passe-bas a bande passante égale ou inférieure a

une octave évite 1'alliasing d a la décimation.

5. les filtres sont normalisés pour la conservation de la dynamique et aussi pour I'ho-

mogénéité des calculs.

Y ohy=1 (2.31)

n
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6. 1’équi-contribution : la contribution de chaque pixel de I'image originale a une image

quelconque de la pyramide doit étre identique a tous les niveaux.

D hon =) honp (2.32)

Le systeme résume les conditions présentées :

hp=h_, (2.33)
> h,=1 (2.34)

Z h’2n = Z h2n+1 (235)

Si a est pris comme parametre une solution pour le filtre H est:

ho =a (236)
h_i=hy =0.25 (2.37)

Les différentes valeurs pour a sont: a € {3/8,1/2,0.6,0.7,0.8, 1}

Firage | Firage |
mage . |pesse-bas par l DSe-4es l
aos [0 s Y :|'>

Oremir veal

Fi1G. 2.3 - Construction de la pyramide passe-bas.

L’algorithme pyramidal présente ’avantage d’étre rapide sans étre capable de bien
justifier le choix de filtres passe-bas utilisés.

Si dans l'algorithme pyramidal deux suites sont considérées :

Zhn,ksk et Zgn,ksk (239)
k k

ou h, et g, sont deux filtres numériques, un premier filtre passe-bas et un second filtre

passe-haut, nous pouvons décimer 1 sur 2 et remplacer la valeur obtenue par un 0.



24 CHAPITRE 2. LES BANCS DE FILTRES

Comme pour les bancs de filtres, deux solutions apparaissent :

1. QMF

2. CQF

Dans le cadre des algorithmes pyramidaux, Adelson et Simoncelli [80] ont étudié la
possibilité de remplacer les filtres miroirs en quadrature, a cause de grands nombres
d’opérations réelles, par deux paires de filtres qui ne respectent pas les conditions des
filtres miroirs en quadrature.

Les filtres proposés pour la décomposition sont : [121] et [—12 —1], faciles & implémenter
sur des ordinateurs personnels.

La relation entre un vecteur image e et les coefficients p obtenus par sa décomposition

est:

p=Gle (2.40)
ot G = (F1)" avec F défini par:

1
2 -1
F= 1 21
-1 2 -1
1 2
—1

De plus, notons que les filtres sont symétriques par rapport a l'origine et le filtre passe-
haut est obtenu par la multiplication par (—1)"™ et un décalage de 1. Les résultats obtenus
sont comparables a ceux des filtres en quadrature.

L’exemple donné par Adelson montre bien que 'obtention de solutions simples est

possible sans 'utilisation de fonctions orthogonales.
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Chapitre 3

La multirésolution

Une introduction intéressante est donnée par Burke qui prend l'exemple de précision
de cette opération algébrique donne des informations conformes a nos applications. Nous
pouvons considérer une approximation 12.5 et des détails 0.07 ou 0.0714.

La notion de résolution a déja été utilisée par Marr [58] pour la représentation de
I'information a des échelles différentes (multirésolution), puisqu’une image est constituée
des structures de tailles tres différentes.

Les décompositions utilisées en traitement d’image (Haar, splines cubiques...) ont em-
ployé une fonction d’échelle qui permet de faire varier la résolution.

La définition de I'analyse multirésolution de L?*(R) énoncée par Y. Meyer est une

généralisation de la notion de résolution utilisée [79].

Dfinition 3.1 On appelle analyse multirésolution de L*(R) une suite croissante V;, j € Z

de sous-espaces vectoriels fermés de L*(R) ayant les propriétés suivantes :
1.VjeZ,V; CVin
2. 22, V; =0 UZ=,V; est dense dans L*(R)
5. Vj € Zf(x) € V; — f(22) € Vi
4. Vke Z f(x) e Vog—— flx—k) eV

5. Il existe une fonction ¢(x) € Vy telle que:

(a) Uintégrale de cette fonction est différente de zéro.

(b) (¢(x — k))kezn est une base de Riesz de Vy

La condition 1 exprime que le signal, a une résolution donnée, contient toutes les in-
formations du signal aux résolutions plus grossieres, donc l’espace Vi est contenu dans
Vi.

La condition 2 donne la fonction qui est le seul objet commun a tous les espaces V.
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La condition 3 fournit le facteur de compression entre deux résolutions.

Les conditions 4 et 5 conduisent a la construction de la fonction d’échelle devant étre
orthogonale a ses translatés par des entiers. Nous pouvons remarquer que l'invariance par

échelle des ondelettes continues est remplacée par I'invariance par translation.

La définition de la multirésolution implique une relation simple V; C V41, donc IW;

telle que:

Vin =V ©W; (3.1)

W; est dit complément de V; dans V;i;. L’espace V; contient I’approximation a la
résolution j et I'espace W; les détails. Si les équations sont écrites de maniere récursive,

nous obtenons:
Vi@ PWo WP ... = L*(R) (3.2)

Thorme 3.1 Si (V}),cz est une analyse multirésolution alors il existe une fonction ¢(z) €

L3(R) qui s’appelle fonction d’échelle, telle que, la famille de fonctions

b =220z k) jkeZ (3.3)

est une base orthonormée de V;. [53]

Dfinition 3.2 Une fonction ¢ s’appelle ondelette sila collection de fonctions (xz — )|l € Z
est une base de Riesz de Wy. La collection de fonctions {1;; = V2ip(2x — )|l,j € Z}
est une base de Riesz. En sachant que 1 est aussi un élément de Vi, la fonction peut étre

décomposée d’apres la base orthogonale ¢ donc :
(z) = V2 gedp(22 — k) (3.4)
k

Une propriété importante de la multirésolution réside dans la possibilité d’approximer
arbitrairement une fonction. L’opérateur de projection P; dans l'espace V; appliqué a la
fonction f est [88]:

Pif(z) =3 < fidjn > djn (3.5)

keZ
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Exemples d’analyse multirésolution :

1. Analyse de Haar: les espaces de fonctions V; sont les fonctions en escaliers. La

fonction ¢ est la fonction caractéristique de l'intervalle [0, 1).

sin Tx

2. Analyse de Shannon: avec des fonctions ¢ = *27%.

3. Analyse de LittleWood-Paley comme une correction du cas précédent avec des

fonctions ¢ qui appartiennent a la classe de Schwartz.
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3.1 Construction de la base orthonormée d’ondelettes

La multirésolution permet d’introduire une fonction ¢ € Vi C Vi, et une suite h; €

L?*(Z) qui permettent de satisfaire:

o) =23 hio(20 — k) (3.6)

Cette équation s’appelle I’équation de dilatation normalisée et si devant cette équation
a la place de 2 nous mettons /2, I’équation s’appelle équation de dilatation. Si I’équation

est intégrée puis divisée par 'intégrale de ¢ nous avons [88]:
Y =1 (3.7)

/ o(z)dr = 1 (3.8)
L’approximation des fonctions simples, comme les constantes, impose une condition sur

les fonctions ¢ :

dplx—k)=1VzeR (3.9)
k

La transformée Fourier appliquée sur I’équation d’échelle donne :

)o(

d(w) = H( ) (3.10)

| &
| &

ou:
H(w) = hye ™ (3.11)
k

Dfinition 3.3 Une fonction filtre est une fonction H élément de L*(T), espace des fonc-
tions w-périodique de carré intégrable sur [0,1]. A H est associée bijectivement une suite
h(n) de I*(Z) vérifiant :
H(w) = > h,e ™ (3.12)
nez
Donc, H est une fonction filtre.

Sachant que é(O) = 1, une formule récursive pour la fonction é peut étre déduite :

d(w) = 10:0[ H(2w) (3.13)

Cette construction est intéressante par la facilité de la construction de ¢ a partir des
coefficients hy,.
En regardant les équations précédentes nous nous rendons compte que la condition

d’approximation d’une constante est réalisée si:
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H0)=1ou Y hy=1 (3.14)

Thorme 3.2 Soit ¢(x) une fonction d’échelle d’une analyse multirésolution de L*(R) et
H, un filtre discret de réponse impulsionelle h, =< ¢10, bon > avec ¢ji(z) = 27/2¢(2 2 —k)
[58]. Considérons H(w) la série Fourier définie par:

w) =Y hye I (3.15)

alors H(w) satisfait les deux propriétés suivantes :

[H(0)] =1 (3.16)
|H(W)|> + |[Hw+m)]2=1 (3.17)

Réciproquement, soit H(w) une série Fourier, satisfaisant les conditions précédentes,
telle que :

|H(w)| # 0,VYw € [0,7/2]

alors la fonction définie par:

bw) = = H(2w)

est la transformée de Fourier de la fonction d’échelle d’une analyse multirésolution de
L*(R).

ce qui implique :

H(m)=0ou Y (-=1)*h, =0 (3.18)

Thorme 3.3 Soit (V;)cz une analyse multirésolution de L*(R), ¢(z) la fonction d’échelle
et H, le filtre associé. L’ondelette est donnée par [53] :

)(2w) = G(w)d(w) (3.19)
G(w) = ¢*H(w + 1) (3.20)

Si Uon note ;. (x) = 29/2(27x — k), alors (Y x)rez est une base orthonormée de W;.

[53].
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3.2 L’équivalence entre analyse multirésolution et les
QMF

Les définitions de la multirésolution et de la fonction de filtrage ont été présentées.
Entre les deux il existe une équivalence qui nous permet d’associer aux deux fonctions v et
¢ deux fonctions filtres my et m;. Le résultat est important au niveau de la construction

des algorithmes multirésolutions :

Condition nécessaire :
Soit une analyse multirésolution de fonction d’échelle ¢ et d’ondelette ¢ et H et G de

réponses impulsionnelles h(n) et g(n), deux fonctions filtres associées a ¢ et v, telles que:

o) = V23 hio(2w — j) (3.21)

N 1 —ikw/2y 5o W
p(w) = ﬁ(g he ) () (3.22)
¥(x) = V23 g (22 — j) (3.23)

A 1 kw2 W
Y(w) = E(Xk: gre k! )1/1(5) (3.24)

posons :
mo(w) = \}5(; — (3.25)
1 —jkw

m (w) = ﬁ(; gre ) (3.26)

ayant les transformées de Fourier données par les équations d’échelles et d’ondelettes :

o) = mol3)65) = [ 5o Io) = 900) TT1 5 o) (3.27)
) = mi(5)9(5) (3.28)

donc, mo(w) = %Ho(w) et my(w) = %Go(w), alors les relations suivantes existent en

utilisant les relations présentées dans ce chapitre:

[mo(w)[? + [mo(w +m)|* =1 (3.29)

Imy(W)]? + [mi(w + )2 =1 (3.30)

mo(w)my (w) + mo(w + m)my(w+7) =0 (3.31)
mo(0) =1 (3.32)
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la derniere relation est déterminée par la relation 4.34 . Les quatre conditions signifient
que myg et my sont des filtres miroirs en quadrature [72].

Nous pouvons remarquer que les propriétés:

mo(0) =1 =my(7) = mo(m) =0 =my(0) (3.33)

indiquent que mg(w) est une fonction filtre passe-bas et m4(w) une fonction filtre passe-
haut.

Condition suffisante:

Soit mg une fonction 7 périodique vérifiant les conditions suivantes:

mo(0) =1 (3.34)
Imo(w)]? + [mo(w + 7)) =1 (3.35)
Ces conditions ne sont pas suffisantes pour que la fonction ¢ définie par les formules de

récurrence engendre une analyse multirésolution.

Une condition suffisante est donnée par Mallat :

Thorme 3.4
Yw,3p >0 t.q. |w| < g = |mo(w)| > p Yw (3.36)

Condition nécessaire et suffisante:

Daubechies donne une condition différente ajoutée aux conditions nécessaires [22]:

1+€jw N N-—1
5 ) m(w) avec sup,|m(w)| <2772 (3.37)

Une condition nécessaire et suffisante pour mgy déterminant une analyse multirésolution

mo(w) = (

est donnée par Cohen [16]. Le théoreme de Cohen peut se traduire par une relation plus

facile a tester en utilisant la matrice A de coefficients ajy, :

N
Qi = Z hnhkz—Qj—n (338)
n=0

|7], |k] < N — 1 ne doit pas avoir la valeur propre 1 dégénérée.
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Conclusion
Le filtre H associé a la fonction d’échelle est de type passe-bas et il satisfait les propriétés

suivantes:

Hy(0) = V2 Hy(n) =0 (3.39)
|Ho(w)|? + |Ho(w + m)* = 2 (3.40)

Les équations présentées se traduisent par les relations suivantes entre les coefficients
des filtres:

Ho(0) =v2 =3 h, =2 (3.41)

g5 = (=i (3.42)
> g =0 (3.43)
k
Z hkhk+2m = 50m YmeZ (344)
k
Gy est un filtre passe-haut :
Go(w) = —e 7 Hy(w + 7) (3.45)
Go(m) =V2 Go(0) =0 (3.46)
Remarque
/ Y(z)de =0 (3.47)
/ ¢(z)dz =1 (3.48)

Les relations présentées conduisent a la construction d’un banc de filtre a partir de
la transformée en ondelettes. Celle-ci est reliée a deux bases orthogonales constituées des
fonctions 1, et ¢p. Si les fonctions sont absentes ou leur formulation mathématique est
difficile, les filtres associés H et G sont utilisés [22]. La théorie des bancs de filtres offre une
solution pour I'implémentation de la transformée en ondelettes mais sert aussi de point de
départ a la partie théorique de la transformée.

Si nous avons une séquence d’entrée x; filtrée par un filtre en quadrature hy, g, les

séquences de sortie obtenues par le filtre passe-bas et le filtre passe-haut sont :

Yi = Y hiai i (3.49)
B

%= Gr2ik (3.50)
k
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Les bancs de filtres La multirésolution

Fi1G. 3.1 - La comparaison entre les bancs de filtres et la multirésolution.

Sous la forme matricielle :

y=Hz (3.51)
z=Gux (3.52)

ot la forme matricielle H est obtenue a partir de la matrice de convolution, ou les lignes

sont décalées de deux pour assurer 1’échantillonnage

ho hi hs h3 0 0 0 O
0 0 hg hy hy hg 0 0

0O 0 0 0 hy hi he hs

et GG est défini de faon similaire a partir des coeflicients g.
Comme nous avons vu, le filtre H est un filtre passe-bas et G un filtre passe-haut, ce
qui implique que le filtre H lissera et le filtre G' récupérera les détails de notre signal.

La reconstruction du signal x; est obtenue:

T =Y hionyk + Gi—onzk (3.53)
!
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sous la forme matricielle, elle devient :

r=Hy+G"2 (3.54)

ot HT et GT sont les matrices transposées.

Les conditions sur les filtres peuvent s’écrire sur la forme matricielle :

H'H+ GG =1, (3.55)
GH" = HG" =0 (3.56)
GGT = HH = I, (3.57)

Pour un signal de longueur 2V la décomposition en ondelettes est réalisée par un algo-
rithme de type bancs de filtres. Pour chaque niveau, le signal est divisé par 2. Les coefficients

obtenus par le filtre H sont appelés coefficients d’échelles et ceux obtenus par le filtre G
les coefficients d’ondelettes.

s —>s > —>

XWl\WZX

Fi1c. 3.2 - L’algorithme de décomposition en ondelettes de type multirésolution.
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3.3 Représentation de la fonction ¢ et

Pour tracer la fonction d’échelle et la fonction en ondelette nous avons la possibilité

d’utiliser trois algorithmes:

1. Algorithme en cascade
2. Calcul a partir des valeurs entieres

3. Calcul a partir de la transformée Fourier

1. Algorithme en cascade
Pour passer d’une résolution i+ 1 a une résolution ¢ nous avons la relation de récurrence
23] :
Gio(x) =3 hidip1;(x) (3.58)
J

qui peut se généraliser sous la forme:

bip(r) = Z hjpiv1ok+i(x) = Z hj—okPit1,(T) (3.59)
J J

Cette relation de récurrence peut s’appliquer pour la construction de la fonction ¢ si
nous utilisons 'algorithme pyramidal.

Partant de I'expression :

o = ...000010000..., (3.60)

pouvant étre peru comme un signal de Dirac gy , le produit scalaire < ¢, ;5 >
est appliqué. La convergence est assurée conformément a Daubechies [24] et une bonne
approximation est obtenue si j est élevé. Nous pouvons appliquer la forme matricielle de

la transformée en ondelettes:

Tiy1 = \/éHTl'l (361)

et obtenir ainsi Pallure de la fonction d’échelle. Pour la fonction ondelette :

xr1 = \/§GTI‘0 (362)

puis:

Tiv1 = V2H x; (3.63)

pour ¢ > 1.
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2.Calcul a partir des valeurs entieres
Le deuxieme algorithme s’utilise si la fonction ¢ est connue dans les points 2"k, n, k € N.
La relation entre ¢(x) et ¢(2z) permet de retrouver la relation :

o(x) = V23 hio(2w — j) (3.64)

Pour déterminer les valeurs entieres de ¢(0), ¢(1)...¢(n) ou n est la longueur de notre

séquence, il est nécessaire de tronquer la matrice H[n x n]:

Titr1 = \/EHT(L’I (365)

en une matrice [n— 1] x [n— 1],composée de v/2hg;_j : 4,5 = 1,...,n—1 et normalisée par
V2. Le calcul des vecteurs propres correspondant a la valeur propre 1 conduit aux valeurs

entieres de ¢(0), ¢(1)...0(n) [76].

3. Calcul a partir de la transformée Fourier

La derniere méthode utilise la transformée de Fourier décrite dans le chapitre sur la

multirésolution. En itérant 1'équation [52]:

Hw) = mo(w/2)(w/2) (3.66)

la relation suivante est obtenue pour le calcul de la transformée Fourier de ¢ :

o) =TT mo( ) (3.67)

1
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3.4 Exemple d’ondelettes

Ondelettes de Haar

L’exemple classique de base orthogonale dans laquelle les fonctions ¢ sont :

1 pour 0<x<l1
P(z) = :
0 ailleurs

et les fonctions ¢ sont définies:

1 pour 0<z<0.5
P(r)=4¢ —1 pour 05<z<]1

0 ailleurs

La relation entre 1 et ¢ est:

U(z) = ¢(2z) — (22 — 1) (3.68)
Les filtres de Haar présentent une forme moins sélective dans les hautes fréquences mais

une réponse impulsionelle finie, de plus la base de Haar est plus rapide en temps de calcul.

L’inconvénient de la base de Haar est que I'ondelette associée n’est pas continue.

Les flatlets
La généralisation des fonctions Haar produit les flatlets [?]. Ce sont des fonctions

constantes dans U'intervalle [0, 1], utilisées en radiosité [?].

Ondelettes a support compact de Daubechies

Daubechies [24] créa les premieres ondelettes orthogonales & support compact utilisant
des itérations. C’est un processus itératif qui ne peut pas étre créé a partir de formules
analytiques.

Pour la construction de cette base, Daubechies applique la somme trigonométrique :

¢
Py(t)=1-— CN/ sin® ! udu (3.69)
0

ol ¢y > 0 est choisi de sorte que Py(m) = 0. Il existe une somme trigonométrique
dans laquelle les coefficients hy qui la constituent sont réels et représentent la réponse
impulsionnelle d'un filtre.

La fonction ¢(z) est la solution de I’équation fonctionnelle:

2N—-1

ox) = V2 S hep(2w — k) et / é(x)dz = 1 (3.70)

Décomposition de la fonction d’échelle

1++3 3+3 3-3 1-3
4 4 4

1 o(2z) + o(2x — 1) + o2z —3) (3.71)

¢(r) =
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Décomposition de la fonction d’ondelette

()

_1=V8 5 _4\/5 ’ +4\/§ ! +4\/§¢(2:z: —1) (3.72)

1 o2z +2) — o2z +1) + o(2z) —
Les principaux avantages de cette base sont le support compact et la construction facile.
L’inconvénient est causé par la réponse non symétrique qui provoque une interprétation

difficile au niveau spatial.
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La fonction d’échantillonnage de Shannon
L’ondelette de Shannon est définie par:
sin(2rwoz)  sin(2mwyx)

wShannon(x) — (373)

T ™
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qui possede une décroissance insatisfaisante a l’'infini. Cette fonction est rarement uti-

lisée a cause de sa faible régularité et sa lente diminution.

Par contre la fonction:

est employée comme fonction interpolatrice [38].

B-spline

En général les B-splines sont définies par le produit de convolution :

Nl(l‘) =

1 pour 0<Lz<1
0 en rest

No(z) = /Nm_l(w —ONL(t)dt = /01 Nppr( — t)dt

Il faut remarquer que Ni(x) est la fonction d’échelle de Haar.

Les propriétés des fonctions d’échelles N, :
1. support compact

2. Np(xz) > 0pour 0 <z <m

3. Xp Np(z — k) =1

4. la symétrie:

No(Z 4 2) = N (2 — 2) Vo
2 2
5. la récursivité :
T m —
N,,(z) = N,,_ ——Ny_i(x = 1),
() = Ny a(a) + Ny = 1)
Construction des fonctions ondelettes
La forme générale est :
3m—2
Um(z) = Z Ny (22 — k)
k=0

avec :

= (12 ST N+ 1 1)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)
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Les propriétés des fonctions ondelettes B-splines

1. le support compact :

supp{tm} = [0,2m — 1] pour m =1,2... (3.80)

2. la symétrie pour les fonctions paires et ’anti-symétrie pour les fonctions impaires :

U () = P (2m — 1 — x) pour m =2k (3.81)
Um () = = (2m — 1 — ) pour m =2k +1 (3.82)

3. les moments nuls:
/ bom(x)Tidz = 0 (3.83)

4. les ondelettes B-splines sont orthogonales aux différentes échelles
< (P12 — k1), (270 — ko) >= 0 si 1 # Jo (3.84)
et semi-orthogonales a la méme échelle :

< (22 — k), Y (22 — ko) ># 0 sim # 1 (3.85)

Décomposition de la fonction d’échelle :

1 1
o(z) = §¢(2x) +¢(2x — 1)+ §¢(2SC —2) (3.86)
Décomposition de la fonction d’ondelettes:

o(z) = i1\72(2917) - 1]\72(237 - 1)+ §N2(2x —2)— 1NQ(Qx —-3)+ iN2(2m —4) (3.87)
12 2 6 2 12
Il faut mentionner les B-splines quadratiques a base des polynmes de deuxieme degré
et les B-splines cubiques a base des polynmes de troisieme degré [47].
Le principal inconvénient des fonctions splines est le support non-fini des fonctions et
par conséquent, les filtres associés h et g qui sont a réponse impulsionelle infinie. Comparés
a la base de Haar, les filtres associés séparent mieux les canaux des hautes et basses

fréquences [6].

Les ondelettes de Battle-Lemarié

Ces ondelettes sont construites par 'orthogonalisation des fonctions B — spline [8].
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Si la notion d’orthogonalité est bien définie, la construction d’ondelettes orthogonales

symétriques et support compact reste réduite ( la base de Haar) d’ou la nécessité d’in-

troduire des ondelettes plus flexibles. L’inconvénient lié aux ondelettes orthogonales est

I’asymétrie, donc :

1. la fonction ¢(x) doit étre paire:

2. la fonction ¥ (z) doit étre symétrique:

(1 —z) = ()

(3.88)

(3.89)

L’idée est de construire quatre sous-espaces V;, W;, f/j, Wj ayant comme propriétés [32] :

VLW, et V; LW;

(3.90)

On peut considérer quatre familles de fonctions orthogonales ¢, gz~5, W, 1/; avec les condi-

tions:

et la possibilité de définir une analyse multirésolution sous la forme:

Les relations présentées nous permettent d’écrire les relations entre les filtres h(w),

pour tous les w:

< é (e —1) >=< §,é(x —1) >=0

<P,z —1) >=§
< ¢, 0z —1) >=§

olx) =23 hpd(27 — k)
k

b(x) =23 gro(2r — k)
k

h(w)h(w) + h(w + m)h(w +7) = 1
gW)gw) +gw+mglw+m) =1
Gw)h(w) + §(w + m)h(w +7) =0
h(w)g(w) + h(w + T)G(w +7) =0

(3.91)
(3.92)
(3.93)

(3.94)

(3.95)
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La détermination des filtres h, g, a partir de fz, g ou l'inverse, passe par la résolution du

systeme :

(3.100)

7 1
0 (3.101)

h(w)h(w)
h(w + m)h(w) + §(

+ g(w)g
w s

(w)
)g(

w)

La décomposition d’une fonction s’écrit comme une projection dans l'espace des fonc-

tions gzﬁ,gz; et 1, @/;

Py, f(x) =< [, 051> ¢ju() (3.102)
Py, f(x) =< f, 0 > vju(x) (3.103)

ce qui nous permet de décomposer la fonction f:

= Z < f, &j,l > 1y (3.104)
il

Applications

Similaires aux ondelettes orthogonales, les ondelettes biorthogonales ont conduit a
d’excellents résultats en compression d’images, mais aussi en tant qu’outil de résolution
d’équations différentielles [88] ainsi qu’en synthese d’image pour la subdivision et la com-

pression des surfaces 3D [?].
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Chapitre 4

La transformée en ondelettes discréte

multidimensionnelle

Andrei Doncescu

4.1 Algorithmes pyramidaux et ondelettes 2D

La décomposition d'un signal bidimensionnel est réalisée a I’aide de la fonction d’échelle

définie par:

O(z,y) = ¢(x)o(y) (4.1)

et du produit tensoriel entre une ondelette monodimensionnelle et une fonction d’échelle
(53] :

ot les indices H,V, D représentent les détails conformément a la direction privilégiée.
L’utilisation des filtres de type ondelettes permet un contrle du spectre de fréquence
et de l'orientation, conséquence liée aux propriétés de localisation fréquencielle et d’ortho-

gonalité qui caractérisent les ondelettes.



44CHAPITRE 4. LA TRANSFORMEE EN ONDELETTES DISCRETE MULTIDIMENSIONNELLE

4.2 L’implémentation de la transformée en ondelettes

2D discréte et rapide

Dans le cas bidimensionnel, au lieu de décomposer sur Ny niveaux de chaque ligne,
une décomposition unique est réalisée par ligne, par colonne et par niveau. L’opération
est renouvelée avec deux fois moins d’échantillons par ligne et par colonne (donc quatre
fois moins d’échantillons au total par niveau de décomposition), analogue a l’algorithme

pyramidal.

Dans le cas d'une image 2D quelconque m X n, la décomposition tient compte des

parties entieres de m et n.

La figure présentée illustre une TOD — 2D | réalisée en fait par deux transformées 1D
séparées. L'image f(x,y) est d’abord filtrée (avec une paire de filtres QM F) selon la direc-
tion x, et fournit alors une image fp ”passe-bas” et une image fy "passe-haut”. Puisque
la largeur de bande de fg et fy est maintenant la moitié de celle de f, les deux images
filtrées peuvent étre sous-échantillonnées par un facteur deux, sans perte d’information. Le
sous-échantillonnage s’effectue en ignorant un coefficient de la transformée en ondelettes

sur deux dans une image filtrée.

Chacune des images fp et fy est alors filtrée sur la direction y. Quatre sous-images sont
obtenues: fgg, feu, fus, frr qui sont sous-échantillonnées une fois de plus selon 'axe y

d’un facteur deux.

Comme illustré ci-dessus, le filtrage 2D décompose une image f en un résumé fpp et
trois détails: fpy souligne les caractéristiques (contours) horizontales de I'image f d’ori-
gine, fyp les caractéristiques verticales et frpg les caractéristiques diagonales. Ces contours

sont des plages de fréquence que comporte chaque détail.

La transformée en ondelettes 2D est construite a partir de I’algorithme pyramidal en
utilisant d’habitude des filtres Q)M F', mais le principe reste le méme pour les CQF' ou les
ondelettes biorthogonales. Il faut préciser que la décomposition peut étre continue sur le

résumé fpp, en utilisant le méme principe.
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/
/

Image de départ

L’'image resultat

Fic. 4.1 - Exemple de décomposition d’une image.
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Chapitre 1

Application de la transformée en
ondelettes 2D a la compression

d’images

Si les algorithmes a base de bancs de filtres ont été développés pour des applications
1D en traitement du signal, la transformée 2D a trouvé ses applications en traitement
d’image, pour la compression et la segmentation, et la transformée 3D pour la visualisation
des objets 3D.

La compression d’images est une application immédiate de la transformée en ondelettes

bidimensionnelle. Elle est accomplie en deux étapes:

1. quantification des coefficients d’ondelettes des contours: fpy, fus, fun-

2. la phase de codage de ces coefficients quantifiés.

Une transformée en ondelettes appliquée a une image fournit notamment plusieurs
détails contenant les contours de cette image. Donc, dans chacune des petites images, une
information de I'image d’origine est retrouvée cachée par les coefficients de la transformée.
Cette propriété permet de coder les détails sur un nombre réduit de bits.

La propriété d’invariance de I’énergie de la transformée en ondelettes permet de réaliser
une compression de bonne qualité. Cette propriété d’invariance de 1’énergie énonce que la
quantité totale d’énergie d'une image n’est pas modifiée quand la transformée en ondelettes
est appliquée. Chaque changement effectué sur les coefficients d’ondelettes provoquera une
modification proportionnelle des valeurs des niveaux de gris de I'image reconstruite. Donc,
I’élimination(mettre a zéros) de tous les coefficients de faibles amplitudes est possible, sans
créer de distorsions signifiantes au sein de I'image reconstruite. Ainsi, tous les coefficients
au-dessus d'un certain seuil sont sauvegardés, pouvant étre ajustés pour faire varier le taux

de compression.
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La qualité de la compression est en général estimée par la calcul d’entropie. Pour cela
une représentation de I'histogramme de l'image de départ et celle obtenue par la trans-
formée en ondelettes sont présentées.

La transformée en ondelettes conserve globalement ’histogramme de départ, mais la

transformée rendra floue 'image reconstruite si une élimination des détails est réalisée.

Quantification
La quantification est un processus qui permet d’associer a un nombre réel un nombre

entier. Deux types de quantification sont en général utilisés :

1. quantification scalaire

2. quantification vectorielle
Pour augmenter le taux de compression, un codage entropique est choisi.

Codage entropique de Fano

Le principal avantage du codage de Fano réside dans sa simplicité. Le code ou diction-
naire est construit de la maniere suivante : chaque message émis et sa probabilité d’émission
associée sont listés dans un ordre décroissant, en terme de probabilité. Cette liste est alors
divisée en deux de maniere a former deux groupes de probabilités cumulées égales. Chacun
des messages du premier groupe reoit un 0 comme premier bit de leur mot de code, et les
autres messages du deuxieme groupe, un 1. Chacun des deux groupes est alors divisé selon
la méme méthode. Le processus se répete jusqu’a ce que chaque sous-groupe ne contienne
qu'un seul message, et donc un mot de code unique. Le codage de Fano produit un code a

préfixe minimal.
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