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I. Geéréralités sur le traitement nunerique des images

Avant de discuter du traitement d'images, il convient dec@ér I'objet de notre étude. Uimage
numerisee est un ensemble de pixels (picture elements), a chacunuelssest attribué un niveau de
gris, de 0 (noir) & 255 (blanc). Le nomb266 = 28 traduit le codage sur 8 bits en binaire, p.ex.
10010101. Une image numériséerdmeaux de gris’est donc rien d’autre gu’une fonction définie
sur une grille discréte et prenant des valeurs discretest-a-dire un tableau (matrice) de nombres
(binaires). Une telle image contient donc une quantitéfdiimation énorme (se chiffrant facilement
en MBY!). Toutefois, de par sa définition méme, elle va pritar des difficultés géométriques : courbes
et droites sont mal reproduites, il y a des effets de pixaditim (lignes en escalier, p.ex.). La Figure
1 illustre le principe de numérisation et la nature de césteindésirables, tandis que la Figure 2
présente un exemple concret.
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Figure 1: (a) Schéma d’'une image numérisée. (b) Diffe=uliges a la pixellisation.
Ceci dit, que veut-on faire d’'une image numérisée ? Rlusiypes d’actions peuvent étre envisagés:

(1) Analyser : détecter, mesurer, compter des “objetstiqdiers
. photos aériennes : routes, batiments, ...
. images du ciel : galaxies
. fluide, trafic automobile : “objets” en mouvement
. photos : reconnaitre des personnages (“image retrieval”)
. texte : lecture optique
. empreintes digitales (FBI)

(2) Modifier :
. nettoyer I'image : enlever le “bruit”, des défauts, ...
. transmettre et reconstruire une image (télévision!)yuwemplique comprimer sans perte
d’information intolérable (variable!)
. imprimer une signature invisible dans I'image (tatouageatermarking”)
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Figure 2: Un exemple concret d'image numérique.
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Figure 3: Lissage d'une image par moyenne.

Pour toutes ces opérations, il faut rendre le signal pluspie”, plus petit, mais toujours utilisable,
sans perte intolérable d’information. Les techniquefiséts pour arriver a ce but constituent le
traitement nurarique des image®ans tous les cas, I'on devra transformer, manipuler gey&'est-
a-dire, agir sur les nombres qui la constituent.

Un exemple typique est lissage Sous la forme la plus simple, cette opération consistna r
placer chaque pixel par la moyenne de celui-ci et de ses ppbabes voisins (Figure 3). Soit I'image
u(m,n) € [0,255], avec(m,n) la position d’'un pixel. L'image lissée de cette maniéreadsrs

u(m,n) = %(u(m, n) +u(m+1,n) +u(m —1,n) + u(m,n + 1) + u(m,n — 1)) (1.2)
La Figure 4 montre le résultat de cette opération sur je@aner aman présentée a la Figure 2.
Ce procédé peut se réécrire sous forme demm/olution:

a(m,n) = Z u(i, j)b(m —i,n — j) = (uxb)(m,n), (1.2)
4,3
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Figure 4: Lissage par moyenne de I'imaggner aman.

avech(0,0) = b(1,0) = b(—1,0) = b(0,1) = b(0,—1) = % etb = 0 allleurs. Sous cette forme, on
peut généraliser la méthode en prenant une fonétiplus compliquée, p. ex. une gaussiempee

taillel > 0: )
gi(m,n) = exp ( — l—2(m2 + nz)), (1.3)

Appliquant ce dernier lissage sur I'imaganer aman, pour! = 3 et! = 10, on obtient les résultats
indiqués a la Figure 5.
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Figure 5: Lissage de I'imageaner aman par des gaussiennes de taille 3 et 10.



Parmi les méthodes de traitement numérique des imagegunistinguer deux grandes classes.

(a) Méthodes de type spectffdourier)

La technique consiste a decomposer I'imageblarts dont la taille ¢ x 4pizels,8 x 8 pixels,...)
varie en fonction de celle des détails qui s’y trouvent (IFég6), puis a représenter chaque bloc par
des fonctions trigonométriques (DCT : Discrete Cosinen¥farm) :

fr(z,y) = Z ck  cosmx cosny (kiémebloc). (1.4)

m,n

Dans cette approche, 'image est donc décrite par I'enkedes coefficients”,,.

Quoique tres largement utilisée, cette méthode ptésdmsérieux inconvénients :

. Elle ne contient aucune notion désolution les indicesn, n correspondent seulement a une
frequence d’oscillation.

. Il'y a des difficultés de continuité aux frontieres entlecs, ce qui crée des défauts (“blocking
effects”).

. Il'y a aussi des difficultés pour représenter des lignegtedrabliques et des courbes (“es-
caliers”); laraison en est évidemment que cette approstiatensequement liee a la géométrie
cartésienne “x,y".

Figure 6: Décomposition en blocs d’'une image.

(b) Méthodes multirésolution

Le principe d’une approche multirésolution est de comr®@dqu’une approximation donnée (résolution
fixée) s’obtient en combinant I'approximation deux foisiphrossiere avec des détails additionnels,
d’ou I'importance de la notion @chelle

Une réalisation intéressante de cette approche dsariafornée en ondelettesLes propriétés
essentielles de celle-ci peuvent se resumer comme suit :

. L'image est représentée par des fonctions mieux adgpteemoyenne nulle, plutdt que par des
fonctions trigonométriques, identiques dans tous les cas

flay) = cjv(e,y), (1.5)
j

ouj représente collectivement les parametres geels que la position, I'échelle ou I'orientation.
Il s'ensuit que le développement (1.5) nécessite bequomins de termes que celui de la DCT
(1.4) pour une méme qualité d’approximation.
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. Laméthode est économique, puisquegesont bien localisés dans I'espace et ont une moyenne
nulle : si une portion de I'image ne contient aucune inforarmafrégion unie), il n'y a rien a
calculer, la transformée est identiquement nulle darte cegion.

. La transformée possede une structure hiérarchiqueleellé : I'indice j correspondant entre
autres a la résolution, la fonctiap; peut s’interpréter comme une lentillecale, de plus en
plus forte (zoom) a mesure gyeugmente.

. La transformée en ondelettes détecte surtoutlissontinuies p.ex. les contours dans une
image.

. Laméthode répond bien a la question initiale, par umeinaént en trois étapes : décompoaosition,
compression par “seuillage des coefficients”, reconstmct

Comme exemples spectaculaires d’application de la trem&f® en ondelettes bidimensionnelle,
on peut citer la lecture optique (la détection du contowrldtres méne univoquement a leur identifi-
cation), le débruitage des images en astrophysique, arelcsegmentation en imagerie médicale.

Avec le recul, on peut affirmer que le succes de la méthodeddelettes repose sur la collabo-
ration entre ingénieurs (possédant les techniques dentrant du signal), les physiciens théoriciens
(qui ont apporté des idées venant des théories quas)igetiedes mathématiciens (qui ont demontré
les theoremes fondamentaux).

II. D étection des contours (‘edge detection”) et multiésolution

Le principe de la détection des contours dans une imageseadttecter et de représenter les change-
ments (brusques) d’intensité. Cette opération est suwmnaressaire; c’est le cas pour la segmentation
d’'une image (décomposition en “cartoon + texture”, deieation de région d’'intérét (ROI) en im-
agerie médicale), le débruitage d’'une image, etc.

En fait, il s'agit d'une opération analogue a une difféttation. |l faut donc lisser (= filtrer)
I'image, de facon a éliminer le bruit de haute frequermamme discuté a la Section I. De plus, les
changements d'intensité peuvent se produire a desléstdifferentes, il faut donc lisser I'image a
des résolutions différentes.

Il est bien connu, depuis D. Gabor, que le filtre optimal pisgdr une image est la gaussienne,
déja présentée en (1.3), car elle présente le comprim@al entre localisation spatiale et localisation
fréquentielle. Pour une largeut nous la normaliserons comme suit :

1 |z .
Ga(xay) - ?exp(_ 2—2)7 T = (.%',y) (21)

Des lors, I'image lissée a la résolutienest donnée par la formule

(G 1)@ = [ 1)y exp (- 5501 @2
7 o2 202 77 '
Nous retrouvons donc ici le noyau de la chaleur, décrivarithénomeéne de diffusion.

Par ailleurs, un contour, c’est-a-dire un changementabdiintensité, se traduit par le passage
par zéro (“zero-crossing”) dB?(G, x I) = DG, * I, ol D représente une dérivée directionnelle.
Ceci est facile & comprendre intuitivement. Considénams imagel a la résolutions, c’est-a-dire
G, = I. Les contours contenus dans cette image sont les pointgpbu le gradient est maximal,
plus précisément les points 60 (G, * I)I| est maximal dans la direction d&(G,, * I), c’est-a-dire
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Figure 7: Ondelette “chapeau mexicain” : (a) en 1-07”; (b) en 2-D,—AG,,.

les points otD?(G, * I) = 0. 1 S'il i’y a aucune direction privilegiée, on prendra [1L2} = A,
c’est-a-dire I'opérateur différentiel isotrope le plsimple :

o o 2 7|2 22
NG () = o l®) = S (1 ) exp (— 1)

Mais ceci n'est rien d’autre que I'ondelette “chapeau m&ixit bidimensionnelle, représentée a la
Figure 7 (b). La Figure 8 donne un exemple de contours aegedutions de plus en plus fines.

Il est clair sur ces relations que fixerevient choisir un niveau de résolution. Ceci nous ang&ne °
I"idée demultirésolution selon laquelle le principe de la vision consiste a paitind image grossiere
et y ajouter des détails de plus en plus fins, aux résolsitionos, o3, .... Le probleme qui se pose
est alors de vérifier la cohérence entre ces differeztbslies.

Précisons le role de la dilatation. On a (en normalisafib:

—

(Duf)(#) = 5 1(2)

et, dés lors,
(Da'l/}a) (f) = waa (f)

Autrement dit, varier équivaut a dilater. La fonction dont il faut détecter pessages a zéro s’écrit
donc, a I'écheller :

(=AGy * I)(@) = (¥ + I)(7)
— / 47 1(7) 1o (E — )
- [ai 1) 0 (E

). (2.3)

g

Cette gquantité est précisementttansformée en ondelettede I'imagel avec I’ondelette{/;l (%) =

P1(—1T).
Afin de mettre en oeuvre le principe de multirésolution, MaHildreth [1] proposent la stratégie
suivante. A partir d’'une image donnée, on construit desiones de plus en plus dégradées (lissées),

'Pour une fonction d’une variablg, un bord peut &tre défini comme un point d'inflexion, a-an point ouf” = 0.



Figure 8: Contours contenus dans une image a des résaw®plus en plus fines.

jusqu’a arriver au “Primal sketch” (Marr), constitué degero crossings” ou passages a zéro de la
transformée (en ondelettes) (2.3). Des exemples frapsamtt présentés dans la référence [1] (voir
aussi la Figure 8). Fait remarquable, cette procédurendsiteoptimale. En effet, Mallat et Zhong [3]
ont demontré que I'ensemble des “zero crossings” (datesformée en ondelettes) suffit a caractériser
entierement I'image.

[ll. Structure des images

A. Le “scale space”

Appliquant la stratégie de Marr et Hildreth, on obtient seeie d'images lissées a des échelles de plus
en plus grossieres. Un probléeme évident est de fairetedntre ces differentes échelles. Une solution
a été proposée par Witkin [4] et Koenderink [5], utilisane représentation tridimensionnelle, appelée
“scale space” et consistant a ajouter aux coordonnégdu plan de I'image une coordonnée verticale
z, représentant la résolution ou I'échelle, suivant leésga indiqué a la Figure 9(a).

Le principe de base peut s'@noncer comme suit : afin que liesspeprésentant un détail parti-
culier de I'image originale.,(¥) puissent étre identifiés dans les images aux differeméssutions,
il faut plonger celles-ci dans une famille & un paramétmnabes dérivees(z,z), z > 0, avec
u(Z,0) = u,(Z). Dans cette paramétrisation,représente une échelle “interne” ou la résolution,
décroissante pour croissant, comme indiqué sur la Figure 9(b).

Ceci dit, il faut identifier les contraintes & imposet (&, z) de fagon a assurer la cohérence entre
les differentes échelles. Selon Koenderink [5], celderva établir le lien entra(Z, z) etd.u(Z, z).



X
@  z=1 u(Z, 1)
o> z=2 u(¥,2)
z = o Oua (= résolution)
(a) (b)

Figure 9: Utilisation du “scale space” : (a) Représentaschématique; (b) Principe de cohérence
entre échelles differentes.

On peut procéder en trois étapes:

(1) Principe de causalé: u(Z, z1) contient plus d’'information que(z, z2) Si 21 < 23 :
. I'information se dégrade quandcroit
. chaque détail a donné possede un prédécesseur a une résolution ipéus fi

. propriété de semi-groupeu(Z, zo) peut se déduire de(, z;) sans connaitre I'image
originaleu(#,0) (mais pas l'inverse : il s'agit d’un semi-groupe, pas d’uougpe !)

(2) Consickrations gonetriqguesdans le “scale spacd’@, z), portant essentiellement sur la cour-

bure, qui ménent a la relation

@
0z’

Au = o?(Z, 2)

(3) Homogereité et isotropiea chaque échelle &> = o?(z). Introduisant la reparamétrisation :
z—t=¢(z),u =u(Z1t), on arrive finalement a I'equation de la chaleur

ou
— = Au. 3.1
ot~ 3-1)
La solution générale s’écrit des lors :
- 1 » 7 — g%\
u(@,t) = g /uo(y) exp ( ~ )dy. (3.2)

On peut imposer en outre le principe ciusali forte a savoir, la conservation des arétes = “edges” :
{arétes a I'échelle, } C {arétes al'échelle; } sity > ;

Ce principe est vérifié pour la méthode de Witkin, maisyasment dans I'algorithme de Canny [6],
basé sur un filtrex OG,, (cet algorithme est néanmoins standard en traitementd@s et considéré
par beaucoup comme le meilleur détecteur d'arétes).

Bien entendu, la résolution (3.2) de I'equation de la ehrl(3.1) se fera numériguement, en
discrétisant aussi bien le tempsio ¢, avect 1 > i etk € N) que la position ((Z,t) — ug(m, n)



Figure 10: Diffusion anisotrope par la méthode de Peromdaadik; k est croissant vers la droite.

avecuy(m,n) I'image initiale). On obtient ainsi la solution en itérditpération de lissage, sous la
forme

k1 = g + (tgr1 — th)Aug,

ou Auy, représente l'accroissement obtenu par convolution, cenmdiqué en (1.2). Ceci représente
bien le phénomene de diffusion dans I'image, traité éfaton isotrope.

B. Formulation variationnelle

La méthode décrite ci-dessus posséde une formulatidatieenelle, qui présente des avantages
numeériques indéniables. On définit I'énergie assmaifli donne la quantité d'information contenue
dansu, comme :

Blu) = / Vu|2d7.

Deés lors, résoudre (numériqguement) I'équation de &eaalr revient a minimiser itérativement la fonc-
tionnelle (pourt = \? petit)

Ey\(u) = )\2/|Vu|2df—}—/(u—uo)2df.

Cette formulation se préte bien aux généralisationsngues allons introduire ci-dessous.

IV. G eénéralisations

La théorie linéaire de Marr-Hildreth-Witkin n’est padfssante. En effet, elle est numériquement tres

lourde et, en outre, les arétes a basse résolution dbanenvue incorrecte des bords des differentes
regions. Differentes généralisations ont donc etppsées dans la littérature, et elles sont toutes non
linéaires [9].

(1) Méthode de diffusion de Perona et Malik

L'idée est d'introduire une partie de la détection dtagadans le filtrage, en permettant dés le
début une interaction entre les échelles [7]. Ceci cdralligquation

ou

Fri div (f(|Vu|) Vu),  u(0) = u,, (4.1)
dans laquellg est une fonction réguliere, décroissante, positivis ¢eief(0) = 1etf(s) — 0
pours — oo. L'exemple-type esf(s) = 1 ou encoref(s) = - .

9



)

®3)

(4)

Cette technique mene a un filtrage conditionnel :
. pour Vu(Z) grand, la diffusion est faible, les arétes restent stables
. pour Vu(Z) petit, la diffusion lisse davantage autour@e

Le résultat est une bien meilleure localisation des aré¢ donc une bonne réalisation du
principe de causalité forte), mais la méthode préseetedifficultés en présence de bruit im-
portant (car dans ce ca@8u(z) oscille rapidement). Notons gu’ici aussi, il y a une forntiaia
variationnelle [9].

Bien sdr, I'équation (4.1) sera aussi résolue par digsation, ce qui donne :
Ukl = Up+ V- (f(]Vuk\) Vuk), 4.2)

avec f une fonction décroissante, p. eX(s) = 1—is Il résulte de (4.2) que la diffusion est
faible sur les zones a fort gradient, c.-a-d. les contols figure 10 montre le résultat sur
'image camer anan. Les contours sont manifestement mieux préservés as chulissage
gue dans le cas de la diffusion isotrope utilisé dans lesrEfg4 et 5.

Méthode de la variation totale

Un cas particulier de la méthode de Perona-Malik, introdar Osher et Rudin [8], consiste a
prendref(s) = 1. Ceci donne

ou Vu
E ’vu‘)v u(o) = Uo,

correspondant a la minimisation de la fonctionnelle

Ey(u) = )\2/|Vu|df+/(u—uo)2df.

:div(

Diffusion anisotrope

Le point de départ de cette généralisation est le cogsiaties arétes sont régulieres dans la
direction de la tangente, le saut brusque est dans la direpgrpendiculaire. |l faut des lors
diffuser davantage dans la direction tangentielle, ce giriera I'équation
0 D?
Ou _ no u(Vu, Vu)7
ot |Vul?
A noter que I'on retrouve exactement la méme idée danfimitdon des “ridgelets” et des
“curvelets” généralisant les ondelettes 2-D, que nadudiérons dans la section V.E.

u(0) = u,.

Image sur une surfacé

Dans ce cas, I'equation de la chaleur devient
ou
— = Agu
ot Su,

ou Ag est I'opérateur de Laplace—Beltrami 8davecAgs = A si S est plane). Un cas partic-
ulierement intéressant est celui de la sphére.

En conclusion de cette section, nous pouvons affirmer quaiternent des images par des méthodes
mathématiques (EDP, méthodes variationnelles) est orag® de recherche tres actif, avec des ap-
plications telles que la vision robotique ou les technigdesdéformation des images 2-D et 3-D
(“morphing”). Pour tous ces développements, nous reamerte lecteur a I'ouvrage de Morel et
Solimini [9].
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V. Transform ée en ondelettes bidimensionnelle

A. Deérivation intuitive

Nous représenterons uimeagepar une fonction définie sur le plan et de carré intégréisignal
d'énergie finie”),l € L?(R?, d*%):

P = /R 23 [1(F)? < oo

Pratiquement, une image en noir et blanc sera représpatéae fonction positive bornée, prenant
des valeurs discretes entre 0 et 255, correspondant saunileegris de chaque pixel :
0<I(Z) <M, VZeR* (M >0)

Le principe de I'analyse en ondelettes est d’analyser Bjenpoint par point a I'aide d’'unsondey) :

win = [ | 5 9@ 1)

Nous appelleronsndeletteune sonde admissible, c’est-a-dire une fonction de camémable, bien
localisée en positioet en frequence et vérifiant la condition d’admissibilitéilfle) :

/ d?Z (Z) = 0. (5.1)
R2

Cette condition implique que I'ondelette est nécessatrdgmne fonction oscillante.
L'étape suivante est de déterminer les opérations @éigpes dans le plan que I'on veut utiliser,
a savoir :
(i) unetranslatonpab € R?>: 7 +— & =7+ b
(i) une dilatation (zoom) par un factear> 0 : ¥ — & = a&
(i) une rotation d'angle : 7 — ¥’ = r¢(Z) oUry est la matrice de rotatiod x 2 habituelle
rp = ( cosf) —sinf

sinf cos@

>,0<9<27T.

Appliquées a un signal (image ou sonde), c’est-a-dim fonctions € L?(R?, d%), ces opérations
sont réalisées par les opérateurs unitaires suivants :

() translation :(T}s)(7) = s(& — b), b € R?
(i) dilatation : (Dys)(Z) = a 's(a™'Z), a >0
(i) rotation : (Res)(%) = s(r_g()), 8 € [0,27).

Combinant ces trois opérations, on obtient I'action suiggsimilitude) :
U(b,a,0) = TyDoRy.
La sonde transformée s’écrit donc :

Ui 0@ = (UG, 0,0)9] () = a (o ro(7 - B)).

11
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Figure 11: Deux ondelettes usuelles : (a) Chapeau mexisairope; (b) Ondelette de Morlet.

Nous appellerons enfinansfornée en ondelettes de I'imagianalyse de celle-ci a I'aide de la sonde
transformée :

Wyl(b,a,0) = (5, 6l1)

=Y

_ a_l/RQ 27 p(aLr_o(@ — b)) I(7)

Les ondelettes les plus utilisées sont les suivantes (& ifl):
. Chapeau mexicain isotrogendelette de Marr), déja présenté a la Figure 7 :

Yu(Z) = ~AG(Z) = (2 — |T]?) exp(~1|7?).
On retrouve exactement le contexte de I'eéquation de laecindl
. Ondelette de Morlet
(&) = expl(ik, - ) exp(—1|@%) + terme correctif

Dans cette définition, le terme correctif garantit quedielette vérifie la condition d’admissibilité
(5.1). On peut montrer toutefois que ce terme est numémeunenégligeable des qlie,| > 5.5.

B. Propriétés essentielles

On peut resumer comme sulit les propriétés essentiaglistcansformée en ondelettes 2-D (T.0.).
Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur a I'owi@dgssique d’l. Daubechies [10], et surtout
au tout récent volume [11], spécifiqguement consacrarialyse d’'images par ondelettes.

(1) La T.O. est une convolution avec une fonction oscillatemoyenne nulle. Des lors, la
T.O. prend des valeurs significatives uniqguement la ondé&ette et I'image se ressemblent.
Autrement dit, la T.O. réalise Uiltrage en position, en &chelle et en direction.

(2) LaT.O. esinversiblesi et seulement si I'ondelette est admissible. Ceci mélag@mule de
reconstruction

(@) = / / /G b % do 5, o(&) WyI(b,a,0) (5.2)
G={beR?a>0,0¢c02mr)}
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Figure 12: Arétes en 1-D : Signal discontinu (représelatés le panneau inférieur), analysé avec un
chapeau mexicain : (a) T.O. du signal; (b) Squelette de la T.O

ol est (fortement) admissible si et seulemenf;sk oo (cette condition implique la condition
d’admissibilité faible (5.1), qui n’est que nécessaimajs en général suffisante en pratique).

La formule (5.2) peut s’interpréter comme la représémate I'image! (Z) par une combinai-
son linéaire des ondelettes () : autrement dit, la famillg+; .} joue le réle d'une base
continue. v ”

(3) Propriétes de supporen fonction de I'echelle :

. Poura > 1, ¢; , estune fenétre large, centrée autour d’'une basse fieguecette
ondelette est sensible abassedréquences.

. Poura < 1, 95 , estune fenétre étroite, centrée autour d’'une hautpiénéce : cette
ondelette est sensible abautesfréquences.

. Il'en résulte que la T.O. est la plus efficace a haute frécgiec’est-a-dire a petite échelle,
et donc la T.O. est udétecteur de singulaifts En particulier, la T.O. est efficace pour
détecter les arétes : elle sera donc un outil privilggiér I'opération de “edge detection” !

(4) Redondancée la T.O. :

f € L?(G) est la T.O. d’un certain signal si et seulement séérifie la propriété deeproduc-
tion:

-,

_ - da -
f',d,0) = c¢1 ///G d%b ﬁdé? Uy w0 |V5.0) [0, 0).

Ceci signifie que la valeur d¢ au point(g’,a’,e’) est déterminée par les valeurs prises aux
points (b, a, ) dans un voisinage dont la taille est controlée par la fonctyy, ., ./|v5 o)
(appelée noyau reproduisant). Il s’ensuit que la T.O.s&émementedondante

C. Discrétisation de la T.O. : bases et repres

La propriété de redondance de la T.O. signifie que toutéofmation est contenue dans un (petit)
sous-ensemble de la T.O. ! Deux possibilites sont uésén pratique, les arétes et les ensembles
discrets.
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(@) (b)

Figure 13: Arétes en 2-D : Simulation de points brillants &urface du Soleil : (a) T.O. du signal;
(b) Squelette de la T.O.

(1) Arétes (ridges) et squelette

Lesarétesde la T.O. sont essentiellement des lignes de maxima lodadexsquelettede la T.O. est

sa restriction aux arétes. L'intérét de cette notiongest le squelette contient essentiellement toute
linformation de la T.O. . Il est clair sur les exemples (vé&igures 12 et 13) que l'utilisation du
squelette a la place de la T.O. elle-méme réduit considément le colt numérique du calcul !

(2) Sous-ensemble discregseau

Si on se limite & un ensemble discret de points, I'intégdens la formule de reconstruction (5.2) est
remplacée par une somme discrete

(@) => U, 0 0,(@) Wyl (b, aj,6,), (5.3)

mjl

ou l'on espéri aussi proche que possible flieDevant une telle formule, il s’agit d’abord de vérifier
la convergence rapide de la somme, ensuite de tronquerctelf@es un petit nombre de termes et
estimer I'erreur ainsi commise.

Le probleme est que la famillé = {wﬁm,aj,el} n'est en général pas une base orthonormale (la
représentation est donc redondante !). Le meilleur casifplesest celui ou la famill€ est unrepere
(frame) ce qui signifie

AP < D15, 0 gl IP < BIFIP, VfeL?,  0<A<B<oo  (54)

mjl

Alors :

.Si A= B > 1,ondit queZ est un repere strict (tight frame);

.S8iA = B =1et||¢|| =1, T est une base orthonormale.
Il faut noter que le développement (5.3) est en fait un gpEement en puissances d¢/A — 1|.
Dés lors, un bon repére est un repére| BYA — 1| < 1, en particulier, un repere strict. Ainsi les
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deux ondelettes usuelles, le chapeau mexicain et I'oridedetMorlet fournissent toutes~deux de bons
reperes, mais non stricts [10]. Dans le cas d’'un bon repérebtient, au premier ordré,= 27,

A+B
et bien sl = I pour une base orthonormale

D. Solution alternative : la T.O. discrete

Une autre solution — et plus populaire — est d'utiletrensfornée en ondelettes disetie Mais
celle-ci procede d'une philosophie diamétralement gppo En effet, on exige d’emblée ubase
orthonormaled’ondelettes, mais le prix & payer est que I'on perd le cdeiXondelette-mere, car elle
est dérivée indirectement (théoréme d’existenceheteopeut pas toujours la visualiser. Commencgons
par le cas unidimensionnel.

1. T.O.discete en 1-D

La construction se fait a partir d'uremalyse multiesolution c.-a-d. une suite croissante de sous-
espaces fermés d&(R),

L.CVecViCcVocVicWh ... (5.5)
ou(;czV; = {0} etl,; ., V; estdense iiL2(R), et telle que
(1) f(z) € Vj & f(22) € Vi

(2) Il existe une fonctiory € V; (fonction d’échelle), telle que la famillép(z — k), k € Z} soit
une base orthonormale dg.

Dans la suite (5.5); estinterprété comme un espace d’approximation a tduisn 2’. La condition
(1) signifie qu’aucune échelle n’est privilegiée. D'aupart, les détails additionnels nécessaires pour
passer d&/ a2/*! seront décrits par le sous-espate, complément orthogonal dé dansV/  :

Vi@ Wj = Vi
Onadonc:
PR =FPw,=v,oEPW, (jo = résolution minimalg (5.6)
jEZ j:jo

Le théoreme central de la théorie affirme alors que I'tettlemerey peut étre dérivée a partir de

la fonction d’échellep (on n'a donc aucun contrdle sur!). Il en résulte que la famillgy;,(z) =

21/24)(27x — k), j, k € Z} est base orthonormale dé(R) : ce sont les ondelettes orthogonales.
L'exemple le plus simple est la base de Haar (Figure 14):

. fonction d’échelle (z) = 1 pour0 < z < 1, et 0 sinon

. ondelette associée/taar ()

1, fog<z<1/2
wHaar(x) = -1, if 1/2 <z<l1
0, sinon
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(25(.%') wHaar (.%')

1 1
0 1 0 1
-1
(@) (b)
Figure 14: Base de Haar: (a) Fonction d’échelle); (b) Ondelette)iiaar ().
¢1(z) = (¢ x ¢)(x) 1 (x)
1 1‘
-1/2 3/2
-1 1
-1/2 \/
(a) (b)

Figure 15: Ondelettes splines d’ordre 1 : (a) Fonction lbé#le ¢, (z); (b) Ondelette); (x)

A partir de la base de Haar, on peut construire les bases @ties splines d'ordres successifs,
correspondant aux fonctions d'échelle

La fonction d’échellep, et 'ondelette-mére associ@e sont représentées a la Figure 15.
En pratique, le signal échantillonné est pris dans uragelf;, on aura donc une représentation
finie, au lieu de (5.6) :
J—1
Vi=Vi, e | DW (5.7)
J=Jo
Un exemple explicite d'une telle représentation est domfe Figure 16, qui montre la décomposition
sur 6 niveaux d’un signal discontinu.
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c3 | dY:

ds i ds :
oo | dy

aj g
df g

Figure 17: Schéma typique : decomposition en détailzbotaux, verticaux et obliques

2. T.O.discete en 2-D:

Il N’y a pas grand chose a ajouter pour passer d’'une a deurrdiions dans le cas de la T.O.
discrete, I'extension se faisant par un simple produisdéeiel : 2-D = 1-D® 1-D . Concretement,
si{V},j € Z} est une analyse multirésolution dé(R), la famille {(2)‘/j =V;®Vj,j € Z} sera
une analyse multirésolution de?(R?). Dans cette construction, il faut une seule fonction diieh
O(x,y) = ¢(x) ¢(y), mais 3 ondelettes :

U(z,y) = ¢(2)¥(y), V(z,y) =v(@)dy), T4z,y) =v()d(y)

Mettant cette construction en oeuvre, on obtient le schéenbase, qui consiste a décomposer une
image en une approximation de basse résolution, a lagaellajoute successivement trois types de
détails, horizontaux, verticaux et obliques (Figure 11).exemple bien connu est présenté a la Figure
18, a savoir la décomposition sur trois niveaux de 'imbhgea.
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Figure 18: Décomposition typique de I'imabena sur 3 niveaux.

3. Comparaison T.O. continue- T.O. discete

Les deux méthodes ont des philosophies diamétralemgmtséps et, des lors, elles ont des pro-
priétés differentes et sont utiles pour des applicatidifférentes :
. T.O. continue : analyse des images, détection d’'elésneariactéristiques (d’ou son utilité pour
le monitoring de divers processus);

. T.O.discrete : compression en vue de la transmission (DJy(Bhatellites), débruitage d’'images.

A titre d’'exemple, la Figure 19 montre un exemple de débgatd’'une image par ondelettes (qui dans
ce cas possedent un certain caractere directionnel).
En termes de redondance :

. la T.O. continue est trés redondante, ce qui lui confere meilleure stabilité et une bonne
résistance au bruit;

. la T.O. discréte n'est pas redondante, ce qui implique mdegendance statistique optimale des
coefficients, et lui permet donc d’atteindre d’excellemisxtde compression.
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Image débruitée

Figure 19: Débruitage d’'une image.

E. Generalisation dela T.O.

Par définition, la T.O. discréte 2-D repose sur le pavageldn en carrés dyadiques, de cat&,

de plus en plus petits quandaugmente : ceci est un raffinemeanotrope parfaitement adapté
pour détecter des singularitpenctuelles Si on définit la complexité comme le nombre de carrés
nécessaires pour recouvrir un élément donné de l'imageonstate que celle-ci augmente trop vite
avecj, et donc la convergence perd beaucoup de sa rapidité €' @irdimensionality”). Mais, en
réalité, une courbe réguliere est un objet trés aropat: elle est réguliere dans la direction paralléle,
singuliere dans la direction perpendiculaire, c’est dpratiguement un objet 1-D. Des lors, utiliser
des ondelettes orthogonales 2-D pour représenter unjttlesdi un gaspillage énorme !

La solution sera de construire des “sondes” plus adaptésegeonetrie des objets a représenter :

. lesridgelets qui sont des fonctions de type ondelette dans une direeti@onstante dans la
direction perpendiculaire. Les ridgelets fournissent limene représentation des lignes droites
(Figure 20 (a)). Remarguons gque l'on retrouve exactemétéd’ de la diffusion anisotrope
(lissage adaptatif) en traitement d'image !

continuité

() (b)

Figure 20: Deux généralisations de la T.O. en 2-D : (a) Bletg; (b) Curvelets.
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. les curveletssont obtenues en utilisant une dilatation parabolique a? et un parameétre de
rotation : on obtient ainsi des “cellules” allongées, baelaptées aux courbes (Figure 20 (b)).

Differentes autres techniques généralisant les otidslent &té proposées récemment, ce qui atteste
bien I'actualité des problemes du traitement d'imageietérét de I'approche multirésolution sous-
jacente a la méthode des ondelettes !
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