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Tout événement est écrit dans les astres et les phénomenes cycliques de la nature. Il
faut chercher ceux de ces phénomenes qui y participent, et dans quelle mesure chacun influe
sur I’événement. Cette tache est difficile, mais possible car le destin de chaque chose est

étroitement liée a une conjugaison de ces cycles.
Fu-Hi,

Traité d’astrologie apocryphe,
28¢siecle av JC.

Il résulte |...] que si Pon propose une fonction f z, dont la valeur est représentée dans un
intervalle déterminé, depuis x = 0 jusqu’'a z = X, par 'ordonnée d’une ligne courbe tracée
arbitrairement on pourra toujours développer cette fonction en une série qui ne contiendra
que les sinus, ou les cosinus, ou les sinus et les cosinus des arcs multiples ou les seuls cosinus

des multiples impairs.

Joseph FOURIER,

Théorie analytique de la chaleur,
Chap III, Section VI, Art. 235 (1822).






Chapitre 1

Intfroduction

Cette these traite deux problemes distincts qui sont reliés par deux points communs:
ce sont deux problémes mal posés, et pour chacun de ces problemes nous proposons une
solution qui repose sur I'usage d’ondelettes. Le premier probleme est celui de la mesure du
flot optique. Le deuxieme est le probleme de 'interpolation a grille irréguliere. On peut donc
voir cette these comme deux illustrations différentes de la résolution de problemes mal posés
avec des ondelettes.

Qu’est-ce qu'un probléme inverse ou mal posé? C’est le probleme qui consiste a résoudre
une équation

Az =y

ol A est un opérateur qui n’est pas inversible. Nous considérons ici que A sera un opérateur
linéaire d’un espace vectoriel ' dans un espace vectoriel F'.

Une méthode générale de résolution de ce type de probleme est la régularisation. Elle
consiste a reformuler le probléme d’inversion comme un probléme de minimisation d’une
fonctionnelle d’adéquation quadratique

x = arg min || Az’ — y||?
w/

tout aussi mal posé que le précédent, car la fonctionnelle est positive, mais n’est pas définie.
La méthode consiste ensuite a supposer que la solution se trouve dans un espace de HILBERT
‘H C E et a pénaliser la fonctionnelle d’adéquation par un terme supplémentaire dit de
régularisation qui est lui coercif.
@ = arg min || Az’ — y|* + X2’ |13
"

La fonctionnelle obtenue est donc par construction coercive, et le nouveau probleme ainsi
construit a une solution unique, pourvu que 'opérateur A soit continu au sens de la norme
hilbertienne de H.

La régularisation est donc un moyen systématique de transformer un probleme mal posé
en un probléme bien posé. Cet avantage a un prix considérable. Régulariser ainsi un probleme
mal posé revient a faire des hypothéses fortes sur le signal, & savoir que:

— le signal est dans l’espace de HILBERT ‘H
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— la solution du probléme est un optimum bayésien qui consiste a voir le signal x comme
une réalisation d’un processus aléatoire centré et dont la matrice de covariance est la
matrice du produit scalaire qui définit H.

Ces hypotheses sont parfois difficiles & justifier. Par ailleurs le choix d’un espace de
HILBERT H précis est souvent arbitraire, alors qu’il a une influence déterminante sur la forme
de la solution. Dans les deux problémes que nous allons aborder, nous allons également faire
une sorte de régularisation locale. La différence est que la nature de la régularisation que nous
allons effectuer ne sera pas fixée a ’avance, mais s’adaptera en fonction des caractéristiques
locales de I'information dont nous disposons.

La mesure du mouvement

Le probleme qui fait I'objet de la premiere partie de la these est celui de la mesure du
mouvement dans une séquence d’images vidéo. En général, I’évolution de I'image au cours
du temps est due principalement a deux facteurs

— des sauts entre deux séquences successives, qui sont rares et ponctuels,

— le déplacement relatif des objets filmés et de la caméra.

Le mouvement relatif des objets et de la caméra est un champ de vecteurs a trois compo-
santes des vitesses des objets filmés dans le référentiel de la caméra, que nous appellerons
mouvement réel. La scéne est projetée sur le plan du film de la caméra, et nous pouvons donc
définir sur ce plan du film un deuxieme champ de vitesse qui est le champ de vitesses projeté.
On note p 'opérateur de projection (qui peut étre linéaire ou projectif). Pour chaque point
x de l'image, qui est le projeté p(X) d’un point réel X de vitesse V', le flot optique en x
est alors le vecteur v = dp(X)V.

L’objet de la mesure du flot optique est d’estimer le flot optique sur la base d’une séquence
d’images filmées I(¢;x). Ce probleme est déja en soi un probléme mal posé. Un deuxieme
probleme est le prolongement naturel de ce premier probleme: il consiste a reconstituer le
champ de déplacement tridimensionnel a partir du flot optique, mais nous ne 1’étudierons
pas ici.

La mesure du flot optique a un certain nombre d’applications possibles. Elle peut servir
en tant que telle pour faire de la compression de séquences d’images vidéo par compensation
de mouvement (prédiction d’images sur la base d’'un champ de déplacement). La mesure
du flot optique sert également pour I’analyse de scenes: le mouvement apparent des objets
d’une scene peut permettre de reconstruire un scene tridimensionnelle si on dispose d’in-
formations supplémentaires sur la nature du mouvement réel. Ces techniques servent donc
pour la construction de modeles tridimensionnels d’objets réels (acquisition tridimension-
nelle) pour la réalité virtuelle, ou encore en robotique, pour construire un représentation de
I’environnement d’un robot qui se déplace.

Une séquence d’images (en noir et blanc) est représentée par une fonction de niveaux de
gris I(t; x1,22). Pour mesurer le flot optique, il est courant de faire une hypothese d’illumi-
nation constante. Un point réel visible par la caméra aura la méme couleur ou intensité de
gris au cours du temps.
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La dérivée de cette valeur de gris s’écrit

d oI
El(t,w(t)) =9 +v-VI

et I’hypothese d’illumination constante se traduit donc par I’équation

ol
at—l—v-VI—O (OF)
dite équation du flot optique.

Ce mouvement n’est pas toujours mesurable (ni visible par ’ceil). Si notamment nous
considérons un zone homogene de I'image invariante par translation, plusieurs mouvements
différents donneront (au moins localement) la méme séquence. Notre probléme n’a alors pas
de solution unique. C’est le probleme d’ouverture.

1.1.1 La mesure du mouvement est un probléme mal posé

Si on considere I’équation du flot optique donnée ci-dessus, on voit que la valeur du
vecteur v(xo,tp), un vecteur de dimension supérieure & 1, n’est contrainte que par une
unique équation scalaire linéaire. Dans ces conditions, la seule information sur le champ v
que 'on peut extraire est sa composante dans la direction du gradient I, et non pas toutes
les composantes du vecteur v.

Comme le probleme n’est pas soluble en ’état, les approches qui ont été proposées par
différents auteurs reposent toutes sur une hypothese supplémentaire faite sur le flot.

La régularisation

Une méthode de régularisation a été proposée en 1980 par HORN et SCHUNCK. Elle
consiste a rechercher la solution ¥ pour un instant ¢ donné comme minimum de la fonction-

nelle
, oI 2 )
v = arg min n +v-VI)| dridzs + A|v||%

ol .|| désigne une norme hilbertienne régularisante (par exemple de SOBOLEV). Ceci
revient a considérer que la meilleure solution de ce probleme est la solution la plus réguliere.
En pratique, la résolution numérique de ce probleme régularisé se fait par inversion d’un
systeme symétrique défini positif dont les inconnues sont toutes les composantes du champ
de vecteurs v & un instant donné. La matrice est tres grande (& 2N M inconnues si I'image
est de taille N x M) et son inversion se fait par une méthode itérative.

Méthode d’appariement

Une autre approche (dite d’appariement par fenétre ou block matching) consiste a cher-
cher une correspondance entre des fenétres d’images de deux instants consécutifs. Si W-+{xo}
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est une fenétre spatiale placée autour du point xg, les méthodes d’appariement consistent a
rechercher v(xg,t) comme le déplacement fini v tel que l'erreur quadratique

// (I(t+ 12+ v) — I(t;2)” dx
W{zo}

soit minimale. Il faut pour cela supposer que le champ de déplacement réel est constant sur
un fenétre W+ {xo}. Ce genre de méthode est cotiteuse, car la fonctionnelle & minimiser est
susceptible d’avoir des minima locaux. Il faut donc rechercher le déplacement qui la minimise
dans une gamme de valeurs discrétes v € G.

Spectre spatio-temporel local

Une autre famille d’approches a été proposée sur la base d’observations de ADELSON et
BERGEN. Elles consistent a faire une analyse fréquentielle locale sur des portions d’espace—
temps de la séquence d’images. Si sur une petite portion d’espace-temps le déplacement est
uniforme:

I(t; z1,29) = P(z1 — v1t,29 — vat)

la transformée de FOURIER de cette portion est une nappe de DIRAC pondérée dont le
support est un plan orthogonal a la vitesse:

I(T3&1,62) oc P(€1,62)0(v1&1 + vaéa +7)

En identifiant l'inclinaison du plan d’équation v1&; + v2és + 7 = 0, on peut retrouver les
composantes (v1,v2) du vecteur vitesse. Des variantes de ces méthodes existent, suivant que
le module ou la phase de la sortie des filtres spatio-temporels sont utilisés. Ces méthodes
reposent sur 'hypothese que le flot optique est constant sur des portions spatio-temporelles
parallélépipédiques de la séquence d’image.

Méthode différentielle filirée

WEBER et MALIK ont proposé d’appliquer ’équation du flot optique non pas a 'image
I, mais a limage filtrée avec différents filtres spatio-temporels f, (x,t). Si on peut faire
I’hypothese que le flot optique est constant sur le support d’un filtre f,, alors on peut écrire

I(zt) = 1% fp(x,t)

o1,

5 (zt) +v(x,t) VI (x,t) =0 n=1...N

et obtenir ainsi un jeu de IV équations soluble par la méthode des moindres carrés.

1.1.2 Aliasage en temps et localisation de la mesure

En pratique, les séquences d’images vidéo sont échantillonnées suivant les trois variables
x1, T2 et t. Comme 'image est échantillonnée en temps, et n’est connue que sur des intervalles
de temps discrets, on ne mesure en pratique pas des vitesses, mais des déplacements finis.
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C’est ce qu’on appelle 'aliasage en temps. La plupart des méthodes décrites ci—dessus sont
des méthodes locales. Pour estimer le déplacement en un point donné xq, elles ne prennent
en compte des valeurs de I'image que sur une fenétre spatiale W + {xo}, ot W est

— le support de I’analyse de FOURIER locale pour les méthodes spatiotemporelles,
— le support des filtres pour la méthode de WEBER et MALIK,

— le support des filtres de dérivation spatiale pour la méthode de HORN et SCHUNCK
(qui est elle aussi sensible a l’aliasage en temps, malgré sa formulation globale).

Si le déplacement |d| entre deux images consécutives est plus grand que les dimensions de
la fenétre W, alors les portions d’image considérées qui sont

[L(t; )] pew pour le temps ¢
I(t+1;x =[I(t;x—d pour le temps ¢ + 1
[ xzxeW xeW

correspondent & des portions disjointes de 'image d’origine I(t), et ne permettent pas d’iden-
tifier le déplacement sous-jacent. Dans les méthodes d’appariement, ou la fenétre est mobile,
ce probleme apparait également, car la complexité algorithmique de la méthode est propor-
tionnelle au nombre des déplacements possibles parmi lesquels on recherche le vecteur v et
la gamme des déplacements explorée doit donc étre limitée. L’aliasage en temps limite donc
la précision de la mesure du flot optique en bornant la gamme des vitesses mesurables.

A Dinverse, on ne peut pas travailler avec des fenétres de I'image indéfiniment grandes,
car les mesures obtenues sont alors trés corrélées spatialement (tres lissées). On doit donc
trouver un compromis entre deux contraintes antagonistes :

— la contrainte d’aliasage, qui impose que la mesure soit faite sur des fenétres de taille
suffisamment grande en comparaison du déplacement entre deux images consécutives

— le besoin d’avoir un champ de déplacement & la plus haute résolution spatiale possible,
ce qui impose d’avoir des fenétres les plus petites possibles.

Approches multi-résolutions

Cette constatation a motivé le choix de variantes multi-résolutions dans les méthodes
de mesure du flot optique. Elles consistent généralement & effectuer une mesure de déplace-
ment sur la base de fenétres de différentes tailles, et & combiner les mesures obtenues a ces
différentes échelles par des techniques d’arbitrage ou de raffinement.

La méthode proposée par WEBER et MALIK est une méthode multi-résolutions. Les
filtres f, sont dilatés sur une gamme d’échelle géométrique de raison 1,8. WEBER et MALIK
obtiennent ainsi des cartes de déplacement plus ou moins lissées suivant les échelles de
dilatation des filtres, et, par une technique d’arbitrage, sélectionnent les mesures les plus
fines pour lesquelles 'erreur d’aliasage soit acceptable.

Etienne MEMIN et Patrick PEREZ ont décrit une variante multirésolution de la méthode
de HORN et SCHUNCK. De plus, les fonctionnelles de régularisation et d’appariement qu’ils
utilisent ne sont plus convexes, afin que les discontinuités du flot optiques soient tolérées.
Leur méthode est trés précise (avec une erreur d’estimation d’environ 20% inférieure & celle
décrite dans cette thése), mais avec une structure de calcul plus complexe et un temps de
calcul plus élevé.
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Les méthodes d’appariement par fenétres ont aussi une déclinaison multi-résolutions. Les
appariements sont effectués sur des images filtrées & différentes échelles (par une pyramide la-
placienne, par exemple). Des mesures de déplacements & grande échelles sont réutilisées a une
échelle plus fine pour choisir une gamme de déplacements G centrée autour du déplacement
mesuré a une échelle plus grossiere. Le gain de I'approche multi-résolutions est de réduire
le cott de calcul pour une gamme de déplacements totale fixée, ou encore d’augmenter la
gamme de déplacements possibles pour un cotlt de calcul fixé.

Notre approche : méthode différentielle projetée

L’approche que nous proposons et défendons dans cette these s’apparente a la méthode de
WEBER et MALIK. Elle consiste & choisir comme filtres spatiaux des ondelettes. En partant
d’une famille de N ondelettes méres (¢™),—1.. 5, nous construisons une famille indexée par
ne{l,....N},j€Zet keZ?

=29 (2w — k)

De la méme maniére que WEBER et MALIK, nous projetons I’équation du flot optique sur
les différentes ondelettes

ot

Si nous supposons que le déplacement v est uniforme sur le support des ondelettes ¥l pour
n=1...N (hypothese dite de séparation d’échelles) ces équations s’écrivent

ot
et apres une intégration par parties

L Y7) ol oV
o " <I’ D, >+”2 <I’ Das >

+o- (VIYh) =0

Pour des indices j et k donnés, nous avons donc un systeme de N équations dont les inconnues
sont v et vy. Ce systeme est cette fois surdéterminé, et nous pouvons en extraire une solution
unique (de régression). v et vy désignent la valeur du déplacement uniforme sur un domaine
centré en 277k et de rayon 277. Jusque 13, cette méthode est proche de celle de WEBER et
MALIK.

Elle a cependant des avantages considérables:

1. I'algorithme de calcul est extrémement rapide. Le temps de calcul pour estimer le flot
optique entre deux images successives est de ’ordre de nombre de pixels de 'image. En
effet, les différents systemes construits sont moins nombreux a échelle grossiere qu’a
échelle fine. Nous tirons ainsi parti de la corrélation des estimations obtenues a échelle
grossiere en ne produisant qu’une carte de déplacement sous—échantillonnée. Enfin,
tous les coefficients du systeme ci—dessus sont des coefficients d’ondelettes de I'image
et de sa dérivée temporelle. Ces coefficients d’ondelettes peuvent étre calculés par des
cascades de filtrages et de sous—échantillonnages en temps proportionnel au nombre de
points de I'image.
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2. Dalgorithme est prouvable. Sous certaines hypotheses (de régularité du flot et de ri-
chesse de la texture qui se déplace), on peut montrer que l'estimation de flot donne
une estimation asymptotiquement exacte du flot optique.

3. nous montrons enfin comment notre approche peut étre adaptée a différents modeles
locaux du flot optique. Nous montrons notamment en détail comment mesurer locale-
ment les changements d’illumination et ainsi obtenir une mesure du flot optique tres
robuste vis—a—vis de ces changements.

1.1.3 Plan de la premiére partie

Dans le chapitre 2, nous introduisons quelques notions sur les ondelettes qui nous ser-
viront dans la suite de la these. Dans le chapitre 3, nous détaillons les spécificités du pro-
bleme de la mesure du flot optique. Nous décrivons dans le chapitre 4 notre méthode en la
comparant aux méthodes existantes. Nous décrirons notamment plus en détail les diverses
approches possibles auxquelles nous pouvons recourir pour combiner les mesures obtenues
aux différentes échelles. Quelle que soit I’approche choisie, notre algorithme complet ne re-
quiert qu'un nombre d’opérations de l’ordre du nombre de pixels de I'image. Il est de ce
point de vue plus rapide que celui de WEBER et MALIK. Cette méthode de calcul a des
points communs avec deux autres méthodes: une premiere développée par SIMONCELLI, et
une deuxiéme par MAGAREY et KINGSBURY. Nous détaillerons les différences entre notre
méthode et ces deux autres méthodes dans le chapitre 3.

Dans le chapitre 5, nous prouvons la convergence de notre schéma d’estimation. Plus
précisément :

— si le conditionnement des matrices de mesure construites est suffisant (ce qui revient a

dire que I'image contient suffisamment de détails pour extraire un déplacement visuel)

— si le champ de déplacement est suffisamment régulier

— si l'image est d’un degré de régularité exact fixé (LIPSCHITZ—«) en xg
alors l'erreur d’estimation du mouvement tend asymptotiquement vers 0 quand

— T’échelle de mesure 277 tend vers 0

— D'intervalle de temps entre deux images successives tend vers 0 en étant asymptotique-
ment négligeable devant I’échelle de mesure (dominé par un certain 2~ (1+0)7),

Ce résultat est important car il montre que dans certains cas, on peut estimer asymp-
totiquement sans erreur le déplacement qui a permis d’obtenir une image en fonction de
la précédente, alors qu’a priori ce probléeme était mal posé. « Dans certains cas » signifie
que 'image déplacée doit étre suffisamment riche en détails pour que le déplacement soit
mesurable. Cette condition se congoit bien dans la mesure ou il n’est clairement pas possible
d’estimer localement le déplacement d’un motif qui est par exemple uniforme ou invariant
par translation.

Le chapitre 6 contient des expérimentations numériques qui montrent que notre méthode
soutient la comparaison avec les méthodes concurrentes, et permet de mesurer les change-
ments locaux d’illumination tout en étant plus robuste vis—a—vis de ces changements et plus
rapide. Ce chapitre aborde aussi 'application de la mesure du mouvement a la compres-
sion vidéo (par le biais de projets d’éléves encadrés au cours de cette theése), et propose des
extensions et d’autres applications de cette méthode.



1.2

8 Chapitre 1. Introduction

Interpolation multidimensionnelle irréguliere

Dans une deuxieme partie, nous nous intéressons au probléeme de 'interpolation de fonc-
tions sur la base de points placés irrégulierement, parfois aussi appelé probleme d’appren-
tissage. Nous cherchons une fonction f définie de F vers F' qui passe par un nombre donné
N de points de mesure (Zn,Yn)n=1..N OU T, € E et y, € F:

f(@n) =yn pour tout n=1...N

Quand Pespace fonctionnel H C F¥ dans lequel nous cherchons l'interpolant est de
dimension infinie, ce probleme est mal posé, car la donnée d’un nombre fini de points de
mesure d’'une fonction ne permet en aucun cas de la déterminer entierement.

De telles méthodes de représentation de fonctions sur la base de mesures ponctuelles ont
des applications tres diverses. Nous n’en citerons que quelques unes, comme la simulation de
systemes dynamiques complexes, la reconstruction de surfaces en synthese d’images et plus
particulierement en imagerie médicale, la résolution d’équations aux dérivées partielles, etc.

Ces problemes sont tres différents suivant la dimension de I’espace de départ E dans lequel
évoluent les points z,. Quand cette dimension est petite (de ordre de quelques unités) il
s’agit d’approximation de fonction ou d’interpolation. Quand a l'inverse la dimension de
I’espace est tres élevée, il s’agit de problemes d’apprentissage, pour lesquels les approches
les plus répandues sont les réseaux de neurones et les réseaux de fonctions radiales. Nous
passons en revue ces quelques méthodes dans le chapitre 7.

La régularisation

Une approche de régularisation consiste a prendre comme solution de ce probleme la
fonction f dans un espace de HILBERT H qui satisfait les contraintes interpolatrices et qui
est de norme || f||3¢ minimale. La solution s’écrit alors sous la forme d’une combinaison
linéaire de noyaux d’interpolation

N
flx) = Z cn K (2n,2)

n=1

Quand la norme ||.||3 est invariante par translation et isotrope, les noyaux K (z,,x)
s’écrivent sous la forme

K(zn,x) = g([zn — 2|))

et nous obtenons des réseaux de fonctions radiales.
Cette méthode a un grand nombre d’avantages

— le probleme qui définit f est bien posé, et la solution dépend de maniere continue des
mesures Yy, ;

— la complexité de la solution f est bornée (par le nombre de mesures) ;

— ce cadre de calcul s’applique quelle que soit la dimension de I'espace de départ F, grace
aux théorémes de SCHOENBERG et MICCHELLI.
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— ce modele a une justification bayésienne: la solution f régularisée est un maximum
de densité a posteriori, si on fait I’hypothese statistique a priori sur f suivante: f est
une réalisation d’un processus aléatoire gaussien centré de covariance E(f(x)f(z')) =
K(x,2'), et les mesures sont perturbées par des réalisations indépendantes d’un bruit
gaussien centré de variance fixée.

Cette méthode a aussi quelques inconvénients :

— En I’état, la solution f n’est pas représentée sous une forme trés compacte. Si les points
sont placés avec une densité uniforme, les coefficients c¢,, ont des ordres de grandeur
comparables. La complexité de la représentation de la solution f croit en pratique
exactement comme le nombre de points de mesure. De plus, quand le nombre de
fonctions de base croit, le cott de calcul pour évaluer la valeur de la fonction apprise en
un point augmente presque proportionnellement (parce que le vecteur [K (2,2, )|n=1.. N
est plein).

— le modele de régularisation et 'hypothése statistique sous—jacente sur f ont une in-
fluence déterminante sur la forme de la solution. Cette hypothese détermine également
la vitesse de convergence de la méthode. Si H est par exemple un espace de SOBOLEV
H?, Tordre de convergence de I'approximation par des fonctions radiales sera s si la
fonction f est plus réguliere, et la méthode sera instable si la fonction a apprendre est
d’un ordre de régularité inférieur. On a donc intérét a prédire au mieux la régularité
de la fonction inconnue. Ce cadre d’approximation ne permet pas de faire une inter-
polation ou 'ordre d’approximation dépend localement de la régularité de la fonction
a apprendre.

Récemment, les travaux de VAPNIK sur les machines a vecteurs support ont permis une
amélioration considérable des réseaux de fonctions radiales. Elles permettent de sélectionner
parmi les fonctions de base le sous—ensemble de celles qui sont les plus pertinentes pour
représenter une fonction. Ces méthodes s’appuient sur des résultats théoriques de VAPNIK
et CHERVONENKIS qui ont proposé une mesure explicite de la capacité de généralisation
d’une famille de fonctions approchantes.

Par ailleurs, des travaux de BEATSON et NEWSAM, inspirés de travaux de GREENGARD
et ROKHLIN permettent d’effectuer rapidement certains calculs sur des développements en
réseaux de fonctions radiales (méthodes multipolaires).

Néanmoins, les décompositions en fonctions radiales souffrent de quelques défauts intrin-
seques que ces derniers raffinements n’effacent pas, comme leur manque d’adaptativité da a
une hypothése a priori sur la fonction inconnue qui est tres forte.

Méthodes de maillage irrégulier

Les méthodes de triangulation sont utilisées pour construire des interpolations linéaires
par morceaux de fonctions sur la base d’échantillons ponctuels. Nira DYN et coll. ont étudié
des méthodes de triangulation dans lesquelles le maillage s’adapte en fonction des valeurs de
la fonction & estimer. La triangulation est modifiée pour réduire la taille de la représentation
sans réduire significativement la précision d’approximation.

DAUBECHIES, GUSKOV et SWELDENS ont proposé des méthode d’interpolation sur grille
irréguliere d’ordre supérieur a 2.
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La difficulté de ces approches de maillage réside dans la triangulation qui devient for-
mellement complexe quand la dimension croit, et dans les contraintes sur la géométrie des
triangles qui deviennent difficiles & gérer quand l'ordre d’approximation augmente.

Les réseaux de neurones

Un réseau de neurones est le suivant: on choisit une classe de fonctions paramétrée
(fa)aea qui se construisent par combinaison de fonction élémentaires (les neurones) et qui
sont en général assez riches. Les parameétres « sont les coefficients synaptiques & ajuster. Le
réglage de ces coefficients se fait par une méthode de gradient

QUn1 = ap + (Yn — f(xn))g_i(zn)

La dépendance de la sortie f,(x) en fonction des parameétres o étant complexe et non
linéaire, rien ne garantit qu’on peut atteindre un minimum absolu d’erreur d’estimation.

Les réseaux de neurones a une couche ont été largement étudiés. Des auteurs ont donné
des résultats de densité (CYBENKO) ou des ordres d’approximation (BARRON). Des variantes
avec des fonctions de transfert en ondelettes ont également été proposées (PATI et KRISHNA-
PRASAD, ZHANG et BENVENISTE, CANDES et DONOHO) et sont décrits plus en détail dans
le chapitre 7.

1.2.1 Choix d’une représentation. Approximation linéaire et non-
linéaire

Notre démarche, que nous décrivons en détail dans le chapitre 8, est basée sur le choix
d’un mode de représentation des fonctions a estimer. Les fonctions que nous utilisons pour
estimer la fonction inconnue sont des combinaisons linéaires finies de fonctions de base d’une
base G. Par ce premier choix, nous prenons une voie analogue aux méthodes de régularisation
et aux méthodes de maillage, mais différente des réseaux de neurones multi-couches.

Le choix de la famille de fonctions de base G est un point crucial et est lié a ’hypothese
faite a priori sur la régularité de la fonction & estimer: les fonctions parmi lesquelles la
fonction a apprendre est susceptible de se trouver doivent étre approchées avec une erreur
faible sur une sous famille de G de cardinal fixé.

L’approximation avec des sous-familles d’'une base peut se faire de deux manieres diffé-
rentes : par approximation linéaire ou non linéaire.

Approximation linéaire Les méthodes de régularisation sont basées sur I’hypothese que
les fonctions a estimer sont dans un espace de SOBOLEV. Des fonctions d’un espace de SOBO-
LEV W#([0,27]) sont par exemple représentées de maniére économique par un développement
en série de FOURIER tronqué. Si on définit la base de FOURIER

gm(ﬂf) — eimm
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une bonne approximation d’une fonction de W* a 2N + 1 coefficients est

N

fang1 = Z (f,9m)9m

m=—N

Si les coefficients ont une décroissance en |m|~%, i.e.

[{frgm)| < Alm|™

ce qui est par exemple le cas si f € W?, alors lerreur d’approximation a la décroissance
suivante

Ifn = fllz, = O(NY27%)

Les fonctions de FOURIER sont donc de bonnes fonctions de base pour représenter des
fonctions de régularité uniforme (SOBOLEV). Ce choix de fonction ne dépend pas de I'indice
de régularité s choisi.

Cette approximation & 2N + 1 termes est une approximation linéaire, car on choisit sys-
tématiquement les mémes 2N + 1 coefficients pour un nombre N fixé, et que I'approximation
de la fonction f n’est rien d’autre qu’une projection de cette fonction sur un sous—espace.

Approximation non linéaire Une autre approche consiste & effectuer un choix des N
coefficients qui dépend de la fonction f a représenter. L’approximation fy ne dépend plus
linéairement de la fonction f, puisqu’elle est obtenue par projection de f sur un sous—espace
qui dépend de f. C’est ce qu’on appelle de 'approximation non linéaire. Si la famille G est
une base orthogonale, la meilleure approximation en norme Lo dans G est celle obtenue en
sélectionnant les N plus grands coeflicients de la décomposition de f dans G.

Supposons que G soit une base hilbertienne. Les fonctions qui sont bien approchées de
cette maniere sont celles dont la décomposition sur la base G est creuse, c’est a dire que
la décomposition contient peu de coefficients importants et beaucoup de coefficients négli-
geables. En termes mathématiques, il faut que si les fonctions de base g, sont réordonnées
en (gm, ) de telle maniére que la suite des modules de coefficients | f,gm, )| soit décroissante,
alors la décroissance des termes réordonnés est de la nature suivante :

[(fogmi )| < AR (1.1)

Dans ce cas, la décroissance de I'erreur d’approximation non-linéaire sur N termes est

N
||f = (o Gme)gm, || = ON27%)

k=1

Ly

On peut montrer que si pour une fonction donnée f, 'erreur d’approximation non-linéaire
est de cet ordre, alors ses coefficients réordonnés vérifient également (1.1).

L’approximation non—linéaire permet d’approcher efficacement des classes de fonctions
plus larges que I'approximation linéaire. Si nous prenons une base d’ondelettes orthogonale

Wi = 292" (Y e — k)
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les classes de fonctions bien approchées par approximation non-linéaire sont les classes de
Besov. Ces classes sont plus riches que les classes de SOBOLEV, parce qu’elles contiennent
également des fonctions qui peuvent avoir des singularités.

Structure d’arbre Une approximation non-linéaire ne peut pas en pratique étre réalisée
sous sa forme la plus générale, car il n’est pas possible de parcourir tous les vecteurs de
base, et un codage d’une approximation non linéaire inclut également le codage des indices
des vecteurs de base retenus. Si aucune structure n’est imposée, les codes correspondants
peuvent étre arbitrairement grands.

Pour cette raison, 'approximation non linéaire sur des bases d’ondelettes utilise parfois
une structure d’arbre. Une ondelette & une échelle j a 2¢ fils (pour des ondelettes & d
variables) qui sont d’échelle j 4+ 1 et qui sont placées en des positions proches.

Cette construction est motivée par les considérations suivantes

— pour des fonctions f régulieres par morceaux, un coefficient d’ondelette est en généra-
lement grand seulement si le coefficient de I'ondelette parente ’est aussi.

— selon un théoreme prouvé par COHEN, DEVORE et coll., restreindre le choix de N
coefficients a des jeux de coefficients qui constituent des sous—arbres de ’arbre des
coefficients d’ondelettes n’est pas tres couteux: la nouvelle classe d’approximation
ainsi obtenue est incluse dans un espace de BESOV aux indices arbitrairement proches
de I’espace de BESOV original.

1.2.2 Méthode proposée pour construire un interpolant

La méthode de construction d’un interpolant que nous proposons est la suivante. Nous
recherchons l'interpolant fy d’une fonction f sur la base de mesures (x,f(x))zcx comme
combinaison linéaire d’une sous—famille d’ondelettes de la base qui constitue un sous—arbre
(ou presque) de larbre des coefficients d’ondelettes :

fr="> it

(4,k,s)ET

Les coeflicients d’ondelettes sont calculés par inversion d’un systéme de contraintes in-
terpolatrices :

Z C?k¢?k(xm) =Ym m=1...

(4:k:n)€T

Nous décrivons plusieurs méthodes toutes composées de trois étapes.

Allocation La premi¢re étape consiste & choisir une sous-famille d’'une base d’ondelettes
en construisant une correspondance entre les points de mesure et les ondelettes. La
méthode utilisée pour cela est appelée allocation. Elle fournit pour un jeu de n mesures
un choix d’un sous-ensemble de n ondelettes de la base.

Contrdle de stabilité La deuxieme étape a pour objet de modifier ce choix initial pour ob-
tenir un systeme linéaire de contraintes d’interpolation stable. Elle peut étre menée de
plusieurs manieres différentes. Dans le chapitre 8, nous décrivons une regle de sélection
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des paires ondelette/mesure obtenues par un critere géométrique dit de bon placement
relatif (BPR). Dans le chapitre suivant, nous décrivons deux autres approches dites
de controle de stabilité a posteriori et de régularisation locale.

Inversion du systéme La troisiéme étape consiste simplement & résoudre le systeme li-
néaire des contraintes d’interpolation.

La premiere étape du choix des coefficients d’ondelettes que nous décrivons dans la
suite repose exclusivement sur des criteres géométriques (de positions relatives des points
de mesure x et des centres des ondelettes 277k). Nous I'appelons « méthode d’allocation »
parce qu’elle repose sur la construction d’une correspondance biunivoque entre les mesures
et les ondelettes choisies.

La méthode d’allocation

La méthode d’allocation a pour fonction de sélectionner un sous—famille de N d’une base
d’ondelettes pour un jeu de N points de mesure. Elle consiste a placer des mesures dans
I’arbre des ondelettes par une descente d’arbre guidée par les position relatives des ondelettes
et de la mesure a placer.

Ce choix se justifie de diverses manieres. Tout d’abord, on privilégie ainsi un placement
de chaque mesure le plus pres possible du centre de 'ondelette a laquelle elle est allouée.
Par ailleurs, des ondelettes de haute résolution ne seront sélectionnées qu’aux endroits ou la
densité de points de mesure est suffisante, ce qui parait naturel.

La définition exacte de ce schéma et ses propriétés (existence d’un critére d’optimalité
pour définir une meilleure allocation qui est presque unique, etc.) sont données dans la
section 8.3.

Le contréle de stabilité par bon placement relatif (BPR) : propriétés de convergence

Avec un schéma d’allocation, on peut construire un systéme de contraintes linéaires sur
un jeu de coefficients choisis qui a autant d’inconnues que de contraintes. Cependant, ce
procédé ne garantit pas a lui seul que le probléme d’interpolation (c’est & dire le systeéme
linéaire des contraintes) a une solution unique.

Nous proposons alors un critere purement géométrique qui sélectionne un sous-ensemble
de paires ondelette/mesure: le critére de bon placement relatif. Ce critére est facile a vérifier
en pratique, et cette opération de sélection prend au plus O(N) opérations.

L’algorithme composé des trois étapes ci-dessus est alors convergent, et nous sommes de
plus en mesure de fournir des estimations relativement fines de la vitesse de convergence. On
définit la maille maximale h de ’ensemble X des points de mesure dans un domaine borné
D par

h =max min |z, — z|
zeD n=1...N
on est alors en mesure de prouver les résultats suivants.

Stabilité L’interpolant fy obtenu par interpolation sur des échantillons (z,f(x))zcx vérifie
I’inégalité de stabilité suivante:

1fxlloe < M| f]loo
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Ce résultat de stabilité est le résultat central de cette analyse. Les estimations de
vitesses de convergence en sont une conséquence relativement immédiate.

Vitesse de convergence Si une fonction f est uniformément LIPSCHITZ—« et que les on-
delettes utilisées on  moments nuls, on a la borne d’erreur suivante :

[ £ = flloo < MpmR(E)
On peut méme montrer que si f est seulement continue, alors on a
Ifxe = flloo — 0 quand h — 0

Cette méthode d’approximation n’échoue pas quand la fonction f est trop peu régu-
liere, ce en quoi cette approche differe donc de la régularisation. Pour la régularisation,
si B est I'ordre d’approximation du schéma, la convergence n’a lieu que si 8 < a.

Bon conditionnement On peut définir la distance de séparation de I’ensemble des points
de mesure

¢g= min |z — x|
z,x'cX
Az’

Alors, la norme de la matrice inverse du systéme est majorée par un multiple de | log ¢|.
Dans le cas de la régularisation, la majoration est de la forme ¢=7, c’est & dire que la
matrice obtenue est sensiblement plus mal conditionnée. Il faut aussi noter que dans
notre cas, la matrice du systeme est creuse.

Approximation adaptative Si la fonction f a un degré de régularité non uniforme, et
qu’elle est par exemple uniformément LIPSCHITZ—«, sauf sur le support S d’une sin-
gularité dans un voisinage de laquelle est LIPSCHITZ—(3, avec § < «, on a alors la
majoration locale d’erreur

[fa(@) = f(@)] < MR+ M'pe MA@/

ou d(x,S) désigne la distance du point x & ensemble S. Ceci signifie que I'influence
néfaste d’une singularité sur le taux de convergence est locale (décroissante exponen-
tiellement, et d’autant plus vite que la maille maximale est petite).

Approches incrémentales

Dans certaines situations, on peut vouloir tout a la fois demander au réseau construit
d’affiner sa représentation de la fonction estimée, sur la base de nouvelle mesures, tout en
I'utilisant pour faire de la prédiction. Ce genre d’utilisation trouve son intérét dans des
applications de temps réel, comme le controle.

L’algorithme d’allocation est incrémental, et les matrices des systemes mis en jeu étant
creuses, on peut réaliser un schéma d’interpolation incrémental dont chaque itération aura
un temps d’exécution court. Le coiit de calcul & chaque étape est de 1'ordre de (log N)? ol
N est le nombre de mesures.
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1.2.3 Controle a posteriori de la stabilité et régularisation locale

L’inconvénient de l'approche basée sur le critere de sélection BPR est que certaines
mesures sont conservées et d’autres sont rejetées par I’algorithme. Le taux de mesures rejetées
augmente avec la dimensionalité de 1’espace. De plus, si les points de mesure sont placés
dans une sous—variété d’intérieur vide du domaine de prédiction, cette approche échoue, et
aucune convergence ne peut étre prouvée. Pour cette raison, nous avons ébauché deux autres
approches ot le critere de controle de stabilité n’est plus le critere BPR. La premiere consiste
a effectuer un contréle a posteriori de la stabilité du systeme, et la deuxiéme consiste a faire
de la régularisation locale.

Avec la description d’une version incrémentale de la méthode d’interpolation basée sur
la sélection BPR, la description de ces deux autres approches est faite dans le chapitre un
peu prospectif 9.1. Des exemples d’expérimentations numériques sont donnés. Leur stabilité
est en I’état insuffisante mais nous indiquons comment nous pensons remédier & leur défauts
de jeunesse.
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Chapitre 2

Les ondeleties

Résumé

L’objet de ce premier chapitre est de présenter les ondelettes que nous allons utiliser
dans la suite de ce travail. Nous les situerons dans le panorama plus large de I'analyse
temps—fréquence, puis nous rappellerons leurs propriétés fondamentales.

Fréquence locale

Les ondelettes ont été introduites il y a presque 50 ans pour combler une lacune entre
deux modes extrémes de représentation du signal: la représentation d’une fonction par son
graphe classique de R dans R, ce qui correspond a une décomposition sur la base continue
des distributions de DIRAC:

10 = [ Fw)ste = wyia

et la représentation dans la base de FOURIER :

70 = [ flwyea

La premiere représentation donne une information précise en temps: la valeur f(¢) in-
dique l'intensité du signal au temps ¢. En revanche 'information fréquentielle est nulle. La
valeur en un point de f ne donne aucune information sur le « contenu fréquentiel » du
signal f. A Iinverse, la représentation de FOURIER donne une information trés précise en
fréquence, mais ne donne aucune information temporelle. Pour prendre une analogie musi-
cale, supposons que la courbe f représente un son. La représentation temporelle f permet
de lire la localisation temporelle du signal, c¢’est-a-dire: ici on entend un son, la on n’entend
rien, sans que I’on puisse savoir quelle est la hauteur du son, ou bien les notes qui composent
un accord. En revanche, la représentation fréquentielle permet de dire: cet air de musique
contient un la, un si, un ré b et pas de sol, mais cette représentation ne permet de dire quand
ces notes (de durée finie) sont jouées.
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Naturellement, chacune de ces représentations contient les informations de l'autre,
puisque la transformation de FOURIER permet de passer de l'une a l'autre. Néanmoins,
a chaque fois, seul un type d’information est explicitée.

On peut reformuler les observations ci—dessus en disant que les distributions 6(. — ¢)
sont treés localisées en espace et trés peu en fréquence, et qu’a linverse les t — e™* ont
des résolutions spatiale et fréquentielle respectivement nulle et infinie. La question qui vient
naturellement est la suivante: existe-t-il une représentation dans laquelle on puisse lire une
information mixte, comme « a tel instant, on entend un la et un do »? MORLET et GABOR
ont cherché & concevoir des fonctions de base qui se situent & mi—chemin entre ces extrémes,
c’est—a—dire qui ont a la fois une bonne localisation fréquentielle et une bonne localisation
spatiale.

Une limite théorique dans cette perspective est bien connue: c’est I'inégalité de HEISEN-
BERC. Soit une fonction de base f, qu’on suppose de norme Lo égale & 1:

JECRESY

On définit le centre ¢(f) et la largeur A(f) d’une telle fonction par

o(f) = / HF(t) 2

A() = \/ N GIEHORY

L’inégalité de HEISENBERG est une inégalité fondamentale qui s’écrit pour toute fonction f
de norme 1:

(H)

N | =

A(NAS) =

Si on appelle largeur fréquentielle d’une fonction f la largeur de sa transformée de Fou-
RIER f , cette inégalité interdit donc d’avoir une fonction avec des largeurs temporelle et
fréquentielle toutes deux aussi petites que 1'on veut.

On connait également les fonctions qui réalisent le minimum de cette limite théorique:
ce sont les fonctions gaussiennes translatées et modulées:

Aef(t7t0)2/2At2 iwot
ou A est un coefficient de normalisation tel que la fonction ait une norme Ly égale a 1, qui

dépend de At. Pour de telles fonctions, et seulement pour ces fonctions-1a, I'inégalité ()
devient une égalité. Ces fonctions ont été appelées ondelettes de GABOR.

Représentations temps-fréquence et temps-échelle_

A une telle fonction, on associe un pavé temps—fréquence, c’est-a-dire un rectangle dans le

plan (t,w) centré en (c¢(f),c(f)) et de dimensions A(f)x A(f). Ce pavé est une représentation
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intuitive de la couverture en temps et en fréquence d’une fonction. On associe également a
une base un pavage du plan temps—fréquence, qui est un recouvrement du plan (¢,w) par
des rectangles de couverture des fonctions de base. Si le centre des boites de HEISENBERG
est fixé comme le point des centre spatial et fréquentiel de la fonction, leurs dimensions sont
en général choisies de telle maniere que les boites forment une partition du plan temps-
fréquence. Cette représentation a un aspect arbitraire, d’autant qu’aucun résultat ne lie le
fait qu’une famille soit une base au fait que les pavés temps-fréquence de la famille recouvrent
le plan.

Le pavage temps—fréquence correspondant par exemple aux bases de fonctions de DIRAC
et de fonctions de FOURIER sont des pavages par des rectangle infiniment fins et allongés
qui sont représentées schématiquement dans la figure 2.1.

w
T >t

(a) DIRAC (b) FOURIER

F1G. 2.1 — Pavages temps—fréquences associés aux représentations de DIRAC et de FOURIER

Pour représenter un signal comme combinaison de telles fonctions, il est tres redondant de
laisser varier indépendamment les trois parametres tg, wg et At. Deux approches différentes
ont prévalu:

— la premiere approche est 'approche temps—fréquence, dans laquelle la largeur spatiale
At des fonctions g est indépendante de la fréquence. Les fonctions s’écrivent sous la
forme

Gto,wo (t) = € go(t — to)

ou go(t) = Aoe’tg/ 28" Ce mode d’approximation est également appelé analyse de
FOURIER a fenétre.

— Une deuxieme approche est I’approche temps—échelle, dans laquelle la largeur spatiale
des fonctions g est inversement proportionnelle a la fréquence (le produit woAt est
constant et égal a ¢). On obtient alors, & un facteur de module 1 pres, une forme
relativement simple pour les différentes ondelettes :

1 t—tg
Gro.at(t) = Ego AL

olt go(t) = Aoe—tz/ZAthict.
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Les pavages du plan temps—fréquence donnent une idée de la différence des deux ap-
proches. Dans le cas de 'analyse temps—fréquence, le pavage obtenu est une pavage par des
domaines rectangulaires qui se déduisent les uns des autres par translation dans le plan
temps—fréquence. Dans le cas de ’analyse temps—échelle, les domaines sont également de
surface constante, mais ont une résolution fréquentielle relative Aw/wy constante.

(a) Temps—fréquence (b) Temps—échelle

Fi1G. 2.2 — Pavages du plan temps—fréquence pour la représentation temps—fréquence et la
représentation temps—échelle

Les ondelettes que nous allons utiliser dans la suite correspondent & ’analyse temps-
échelle. Les avantages de ce mode de décomposition sont multiples. On dispose de moyens
efficaces pour construire des bases discretes pour lesquelles les calculs de transformation sont
trés rapides. L’analyse multi-échelles repose sur une forme de fonction unique. Enfin, dans
I’analyse temps-échelle, les fonctions de base ont une taille de support proportionnelle a la
résolution spatiale liée a leur fréquence par l'inégalité de Heisenberg.

Transformée en ondelettes continue

On choisit une fonction de base 1 appelée ondelette qui vérifie la condition d’admissibi-
lité:
[Y(w)?

R

On remarque que si transformée de FOURIER de v est réguliere, elle doit nécessairement
s’annuler en 0, ce qui exclut d’office la fonction de GABOR que nous avions indiquée ci—
dessus. En pratique, on considérera que la fonction de GABOR satisfait presque la condition
d’admissibilité, dans la mesure ou sa transformée de FOURIER prend une valeur tres petite
(mais non nulle) en 0.

On définit la transformée en ondelettes continue W[ de la fonction f par la formule
suivante :

Wi(ts) = /Rf(f)%q/} (T_t>dT (2.2)

S
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La transformée inverse s’écrit

) = C}w //R W(’r,s)%d) <t - T> dTg (2.3)

De méme que dans le cas de la transformée de FOURIER, la transformation est quasi
isométrique :

1 ds
2 _ 2
s =g [ Wraorass, (24)

En revanche, la représentation d’une fonction f par sa transformée en ondelettes n’est pas
biunivoque, mais redondante, car une transformée en ondelettes vérifie une équation aux
noyaux reproduisants :

1 d
Wh(ts) = o / / B W o) K (rt.0.5)dt

avec un noyau K défini par

K(T,t,a,s):/R\/lg_Si/) <t/8t>¢<t,07>dt’

La fransformée en ondelettes discréete

MORLET a proposé de construire des bases ou des frames de fonctions construits sur le
modele suivant :

= Ly (=t
gto,At - \/th At

ou les valeurs possibles de At sont pris sur une échelle géométrique et les parametres de
translation sont proportionnels & At:

At =V
to = kAt

Une gamme d’échelles At couramment utilisée est la gamme des échelles dyadiques 27, et
on obtient des familles constituées de fonctions de la forme go(27(t — 277k)) = g(27t — k)
ou j et k sont des entiers relatifs. La normalisation la plus couramment utilisée étant une
normalisation en norme Lo, on obtient des familles de fonctions (i) kez oU ¥ji(t) =
21/24p(29t — k).

Dans un article écrit en 1987, Stéphane MALLAT a tracé un parallele entre les fonctions
de représentation temps-échelle inspirées par le travail de MORLET et les filtres miroirs en
quadrature étudiés par BURT, ADELSON et SIMONCELLI pour effectuer de la compression
d’images.

Il a mis en avant une certaine catégorie de décompositions en ondelettes qui peuvent
étre réalisées numériquement en un temps tres court par une « transformée en ondelettes
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rapide », pour laquelle 'ondelette de base doit étre écrite comme convolution infinie de filtres
discrets. Plus exactement, soit un couple de filtres discrets (mg,m1):

k — mglk] keZ, (2.5)
k — mq k] ke Z; (2.6)

dont les transformées de FOURIER w — mg(w) et w +— mq(w) sont des fonctions 27—
périodiques. On suppose qu’il existe une fonction d’échelle ¢ et une ondelette ¢ de Lo(R)
telles que

30) =TT mo (2) )
k=1

- W\ - (W
b =m (5)é(3) (2.8)
Sous certaines conditions sur mg et mq, la famille (¢0;5) est une base orthogonale, et la
décomposition en ondelettes d’une fonction échantillonnée peut étre effectuée par un algo-
rithme rapide constitué d’une cascade de filtrages et de sous—échantillonnages.

Cette approche réduit considérablement la complexité de la construction d’une ondelette.
Au lieu de choisir une fonction, on choisit ’ensemble discret (et en général fini) des coefficients
des deux filtres.

Analyses multi-résolutions

Le cadre d’analyse de ces ondelettes qui s’expriment a ’aide de filtres discrets s’est consi-
dérablement développé ces dernieres années, et nous disposons de tout un jeu de théoremes
reliant les propriétés des ondelettes et celles de filtres discrets. Par ailleurs, il existe plusieurs
familles classiques d’ondelettes qui portent en général soit le nom de leur créateur, soit celui
d’une propriété.

2.5.1 Cadre théorique

Le cadre théorique posé par Stéphane MALLAT est basé sur la notion d’analyse multi-
résolutions. Une analyse multi-résolutions est une famille de sous-espaces de La(R) notée
(Vj)jez, qui ont les propriétés suivantes:

V= {Zak¢jk tag € R} (Espace de RIESZ) (2.9a)
kEZ
Vi C Vi (2.9b)
m V; = {0} (2.9¢)
j€z
UV = L(R) (2.94)

JEL
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Nous pouvons faire les remarques suivantes :

— L’hypothese (2.9a) signifie que V; est un espace de RIESZ engendré par la famille
(¢jk)kez. Sa définition dépend de la topologie choisie pour I'espace fonctionnel. On
peut le définir plus rigoureusement comme l’adhérence de 'espace de combinaisons
linéaires finies de fonctions ¢;1. Cette propriété impose une contrainte sur la fonction
¢. Pour une topologie Lo, la correspondance

l3(Z) — L2(R)
(ar)kez — Y axdo

keZ

doit étre continue. Une fonction ¢ avec une décroissance en espace trop faible n’est
donc pas admissible.

— Intuitivement, nous pouvons considérer que I’ensemble des fonctions de Vj;; constitue
un ensemble plus « riche » ou plus « dense » que Vj, ce qui ne signifie nullement de
relation d’inclusion. L’hypothese (2.9b) I'impose.

Pour des raisons d’invariance par translation et par changement d’échelles relatives, on
peut vérifier que cette hypothese est équivalente a supposer que ¢ € Vi, ce qui signifie
qu’il existe une suite de coefficients (mg[k])rez telle que

o(t) =23 mo[kl6(2t — k) (2.10)

keZ

C’est ainsi que nous voyons apparaitre le filtre discret my.
— L’hypothese (2.9¢) est formulée plus pour des raisons de principe, car elle est toujours
vérifiée. L’hypothese (2.9d) l'est pourvu que la fonction ¢ ne soit pas nulle en w = 0.

Les ondelettes apparaissent naturellement comme un moyen d’écrire la différence entre
deux espaces V; et Vj;1 consécutifs. On construit pour cela un espace de RIESZ W) tel que:

VoeWe=W (2.11)

L’espace Wy est engendré par une fonction v :
Wo = {t»—> > dip(t — k) : ay GR}
keR

Ceci impose que la fonction ¥ soit dans ’espace V7, et s’écrive comme combinaison linéaire
des fonctions (¢t — ¢(2t — k))kez:

B(t) =Y malk]p(2t — k) (2.12)

kEZ

Ainsi apparait le deuxieéme filtre discret my.
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On montre que les fonctions ¢ et 1 sont alors définies par les seules données des filtres
discrets mg et mq. Les formules sont

Plw) = ;ﬁjmo (;}—k) par itération de (2.10), (2.13a)
D(w) = m (%) é (g) par (2.12). (2.13b)

2.5.2 Les bases d’ondelettes
La relation (2.11) se transpose a toutes les échelles j:
V; @ W, = Vi (2.14)
et on obtient par itérations de cette relation:
VieW;®---eWy_y =Wy sij<y (2.15)

En faisant tendre j' vers 400 (et éventuellement j vers —oo), on obtient deux relations:

+oo
LyR)=V;& @ W; quel que soit j € Z (2.16)
J'=J
+oo
LR) = @ wW; (2.17)
j'=—o00

La réunion des bases de RIESZ de chacun des espaces de ces sommes directes fournit ainsi
P
plusieurs bases d’ondelettes:

Bj = {(;S]k ke Z} U {’(/)j/k Ijl >4,k € Z} (218)
B={Yjx:j€Zkecl} (2.19)

2.5.3 Transformée en ondelettes

La transformée en ondelettes s’applique a des signaux échantillonnés sur une grille dis-
crete, et en général cet échantillonnage consiste & approcher une fonction de Lo(R) par

F=Y 2P k)2
kEZL
olt échantillon f[k/27] peut lui aussi étre estimé par:
flk/27) = f(k/27)

Le signal dont on part est donc représenté sur une base de RIESZ de V;. Appliquer a ce signal
une transformation en ondelettes jusqu’a ’échelle L € Z revient a représenter ce signal sur
une base adaptée a la somme directe:

VieWreWri1 & dW;
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L’algorithme de transformation est itératif et consiste a remplacer la représentation d’une
composante sur Vj, par une représentation sur Vj_; @ Wy _;. On passe ainsi successivement
par des décompositions adaptées aux différentes sommes directes suivantes :

Vi1 @ Wiy
Viea @ W2 @ W,y

VEeWreWr1 @ W,

2.5.4 Filtres duaux, ondelettes duales

L’itération de base de transformation en ondelettes est donc un changement de base entre
les deux décompositions suivantes :

Vier = V; & W
Elle s’écrit comme une correspondance
EQ (Z) — 62 (Z) X EQ (Z)
(@j41,6)kez — [(ajr)kez:(djk) ez
Si on note A; et D; les fonctions 27—périodiques dont les coefficients sont les suites discretes

kv aj, et ke dj:

Aj(w) = ajre
kEZ
Dj(w) =Y djwe ™

keZ

I’itération de base s’écrit comme ’application d’une matrice de transfert :

[ e <[l ot ] M)

Une condition nécessaire pour que cette transformation soit inversible est donc que la matrice
de transfert

mo(w + )
my(w+ 7)

soit bornée d’inverse bornée sur [0,27r]. Dans ce cas, on appelle matrice de transfert duale la

matrice T(w) = T(w)~T. 1l existe deux autres fonctions 27— périodiques g et 1, telles que
T(w) s’écrive:
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Ces filtres définissent les ondelettes duales ¢ et b par des relations identiques & (2.13a)
et (2.13b):

d(w) = ﬁomo (i) (2.20a)

(w) =1 (%) 6 (%) (2.20D)

<0

Les fonctions g?) et 1; sont donc des ondelettes duales dans le sens ot pour tout j, on a
les formules de décomposition sur Lo(R):

F=> <f»¢~>jk> bik+ > <fa7/~}j’k> (0 (2.21)

keZ j'23,k€EL

pour tous j € Z et f € Ly(Z), et en faisant tendre j vers —oo la formule de décomposition
homogene :

f= Z <fﬂ;jlc>wjk (2.22)

J,kEZ

2.5.5 Lalgorithme de la transformée en ondelettes rapide

Les coefficients des filtres mq, my et des filtres duaux mg et m; interviennent dans le
calcul des changements de base

{jr 1 k€ ZYU{ji k€ Z} = {pjy1 1 k €L}

avec les formules suivantes:
— dans le sens de transformation dit « direct » (forward wavelet transform), on a

aji =2y molklaji1,2i-k
lEZ

dj =2 Z ma [klaj1,21—k
lez

— et dans le sens de transformation inverse (inverse wavelet transform), on obtient

1
i1,k = 5 Zmo[Ql - k]aﬂ + m1[2l — k]djl
leZ

Des schémas de transformation directe et de transformation inverse sont représentés sur
la figure 2.3 entre les échelles j = 0 et j = —3.

Pour un nombre fini N d’échantillons, une transformation en ondelettes (jusqu’a n’im-
porte quelle profondeur autorisée par la taille de 1’échantillon) prend moins de A x N opé-
rations, ou la constante A dépend naturellement de la taille des filtres. Ceci est en théorie
meilleur qu’une transformée de FOURIER rapide qui prend de 'ordre de N log N opérations.



2.5. Analyses multi-résolutions 27

@ Th0—>2l1—>rho—>2l1—>fn0—>2ll

21

’]’71,1—’21/1

e T |
@ T .|
ol

(a) Transformée directe

1T2->m1T2->m1T2->m0 @
my m

172 17T2Hm,

& 6 6

(b) Transformée inverse

Fi1G. 2.3 — Transformées en ondelettes rapides. Les cercles sur fond grisé désignent les com-
posantes d’entrée, tandis que les cercle sur fond blanc désignent les composantes de sortie.
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2.5.6 Les ondelettes orthogonales

Les ondelettes orthogonales sont des ondelettes v telles que la famille (t — 29/24p(271 —
k))j,kEZ soit une base orthogonale de Ls(R). C’est le cas dés que ¢ = b et 1 =, ce qui
équivaut a écrire que la matrice de transfert et la matrice de transfert duale sont égales, soit
encore que la matrice de transfert est unitaire pour tout w. Ceci se traduit par la contrainte
sur les filtres mg et m, par:

Imo(w)*  + |mo(w + )2 =1 Yw
mo(w)mi(w) + mo(w+mmi(w+m) = 0 Yw
Imi(w)* + Ima (w + m)|? =1 Vw

Dans ce cas, les filtres mg et m; sont appelés filtres miroirs en quadrature, selon la
terminologie d’ESTEBAN et GALAND et reprise par ADELSON et SIMONCELLI. De plus les
sommes directes qui apparaissent dans les formules ci—dessus sont toutes orthogonales. En
pratique le choix des filtres se réduit au seul choix de mg, car alors un choix pour mq
s’impose :

mi1(w) = e“mo(w + )

Historiquement, les premieres ondelettes qui ont été mises au point sont les ondelettes
orthogonales (MEYER, MALLAT), si bien que les familles d’ondelettes non orthogonales ont
recu ’appellation d’ondelettes biorthogonales. Le préfixe « bi » est censé rappeler que deux
bases d’ondelettes sont utilisées, une pour l'analyse (la base duale) et une pour la recons-
truction. Une étude systématique des ondelettes biorthogonales a été menée par COHEN,
DAUBECHIES et collaborateurs.

Il existe un certain nombre de familles d’ondelettes orthogonales couramment utilisées.
Les plus connues sont sans doute les ondelettes de DAUBECHIES. Ces ondelettes résultent
de compromis optimaux entre deux critéres contradictoires: le nombre de moments nuls
des ondelettes et la taille de leur support (ces deux critéres contradictoires rappellent dans
une certaine mesure l'inégalité de HEISENBERG). Il existe d’autres familles d’ondelettes or-
thogonales, comme les coifiets, du nom de Ronald COIFMAN, ou les symmlets qui sont des
ondelettes presque symétriques.

Les bases d’ondelettes orthonormées ont un avantage théorique considérable dans les
problemes de compression ou de débruitage: d’une part la métrique d’erreur utilisée est
en général la métrique Lo, et celle-ci s’exprime tres simplement avec les coefficients d’une
décomposition dans une base orthonormale. Dans le cas du débruitage, il se trouve égale-
ment qu’'un bruit blanc gaussien a une décomposition également trés simple dans une base
orthonormale: les coefficients sont alors également des variables gaussiennes indépendantes
centrées et de méme variance.

En pratique, en revanche, les ondelettes orthogonales n’offrent pas la méme souplesse dans
leur conception que les ondelettes biorthogonales, et on peut également montrer qu’elles ne
peuvent jamais étre symétriques (a un cas trivial pres). Il faut noter que la relation duale
entre la base d’analyse des 15 et de reconstruction des 1);;, est symétrique, et que les roles
peuvent étre interchangés, on peut trés bien utiliser la base (1)) kez pour l'analyse et
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(¥jx)j kez pour la reconstruction, pour avoir la formule :

f= Z (ko f )k

3,kEZ

que 'on peut comparer a la formule (2.22).

Décroissance des coefficients, régularité et approxima-
tion

Pour que la convergence d’'une décomposition d’une fonction sur une base d’ondelettes
soit rapide, il faut que les coefficients d’ondelettes décroissent rapidement quand j — +oo.
Cette décroissance est liée au nombre de moments nuls de 'ondelette duale .

On dit que 7,/; a p moments nuls si

/ o(t)thdt =0
R

pour tout k dans {0,...,p — 1}. Ceci revient & écrire que la transformée de FOURIER de z/; a
un zéro d’ordre p en w = 0, ou a dire que z/NJ est orthogonale a tous les polynomes de degré
inférieur a p.

On peut montrer alors que si une fonction f est p fois continiiment dérivable dans un
intervalle I, ses coefficients d’ondelettes (1/~ij,f> décroissent en 277(PT1/2) dans I, c’est & dire
qu’il existe une borne M telle que

‘<1ijaf>‘ < M2~ (Pt1/2)i si supp 1/;jk -y

Pour montrer cette majoration, il suffit d’appliquer la formule de TAYLOR a la fonction
[ autour du centre de I'ondelette ¢;5. Siu =k/27, on a:

pfl
0 =3 10w+ (1 - wprtr)

k=0

olt la fonction 7(t) est bornée par la dérivée p'™© de f. Quand on fait le produit scalaire de
f avec 91, la somme de termes polynéomiaux disparait, et il ne reste que

<@hﬂ=/@—mww@amn
= /t”r(t +u)jo(t)dt

dont on montre par un simple changement de variable qu’il est majoré par M2~ @+1/2)j
On voit donc que la régularité locale de la fonction conditionne la décroissance en échelles
des coefficients d’ondelettes. Une quasi-réciproque est également vraie: si la décroissance
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v

x=k/2

Fia. 2.4 — Coefficients d’ondelettes d’une fonction d support compact. On voit notamment
que les coefficients restent importants autour des singularités pour des j croissants.

des coefficients est de Pordre M2~ (P+1/2)i et si ¢ est p-LIPSCHITZ, alors la fonction est
r—LIPSCHITZ pour tout r < p.

Pour illustrer le lien entre coefficients et régularité, la décomposition en ondelettes d’une
fonction a support compact avec une singularité est donnée en Fig. 2.4.

Remarque

On voit le lien entre deux paramétres d’une base d’ondelettes: le nombre de moments nuls
de l’ondelette duale 1/; d’une part, et la régularité de l'ondelette d’autre part. Ces deuz para-
metres interviennent pour le premier dans un théoreme liant la décroissance des coefficients
d’ondelettes a la régularité de la fonction, et le deuriéme dans sa réciproque.

Yves MEYER a montré que si une ondelette était p fois dérivable, l’ondelette duale avait
nécessairement p + 1 moments nuls. La réciproque est motoirement fausse: l'ordre de ré-
gularité d’une ondelette peut étre bien inférieur au nombre de moments nuls de l’ondelette
duale.

COHEN et CONZE ont montré que l’ordre de régularité ay des ondelettes de DAUBECHIES
a N moments nuls est asymptotiquement :

log 3
~(1- N ~0,2075 N
@ < 210g2> 0,2075

Création d’ondelettes régulieres et choix de filtres

La création d’une famille d’ondelettes se réduit donc au choix d'une paire de filtres
(mg,mq). La matrice de transfert associée

T(w) = mo(w) mo(w + )

mi(w) my(w+m)

doit satisfaire des conditions de reconstruction parfaite, c’est—a—dire qu’elle doit étre bornée
et d’inverse bornée, ce qui est relativement facile a vérifier pour des filtres a support compact.
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Cette condition n’est pas suffisante. En effet, pour certains filtres mg, la fonction ¢
associée par convolutions infinies peut trés bien ne pas étre dans Lo(R). Si on choisit par
exemple mp(w) = 1 pour tout w, on obtient ¢p(w) = d(w) (distribution de DIrAC). Il faut
que les fonctions ainsi générées soient suffisamment régulieres. A ces deux contraintes s’en
ajoute une troisieme : la convergence des produits partiels de convolution

L_2ir2im (W) ﬁ Mo (;_k)
k=1

vers g{) doit étre suffisamment forte (i.e. se faire au moins en norme Lo ) pour que les propriétés
de reconstruction des filtres se traduisent par la dualité effective des ondelettes, c’est—a—dire
pour que notamment

(D Dinr) = O

Cette condition n’est pas superflue. Le filtre mg(w) = (1+¢2“)/2 est orthogonal, produit
bien par convolutions infinies une fonction de carré intégrable

B(t) = 31101 (1)

qui ne vérifie clairement pas les conditions d’orthogonalité
(Bjk>Pinr) # Ok pour |k — k| =1

Pour résumer, les trois ingrédients d’une base d’ondelettes inconditionnelle de Lo
construite a l’aide de filtres sont :

1. un jeu de filtres (mg,m1) & reconstruction parfaite, dont les filtres duaux sont notés
(110,mM1) ;

2. T'appartenance de la fonction ¢ définie par

et de ¢ définie de maniere analogue avec Mg & I'ensemble Ly(R);

3. la convergence des produits partiels de convolutions tronqués sur la bande de fréquences
[—297,27 7]

J
w
L 2im 2im) (W) H Mo (2_"9)
=1

vers ¢ (et I'analogue vers é), afin que la propriété de dualité des filtres se transpose
effectivement sur les ondelettes.
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2.7.1 Conditions suffisantes dans le cas orthogonal

Une condition suffisante relativement simple a été établie par Stéphane MALLAT dans son
article de 1987, dans le cas des ondelettes orthogonales a support compact. Il a établi qu’il
suffisait que le filtre mg orthogonal (vérifiant mg(0) = 1, et |mo(w)|? + [mo(w + 7)|? = 1Vw)
génere un base orthogonale de Ly(R) si

mo(w) # 0 pour w € [—7/2,m/2]
Cette condition suffisante a été allégée par la suite en imposant la non annulation de my

sur [—7/3,7/3] (toujours dans le cas orthogonal).

2.7.2 Condition suffisante de régularité

Un théoreme de DAUBECHIES et TCHAMITCHIAN lie la régularité de 'ondelette ¢ a une
factorisation du filtre mg.

Théoréme 2.1 (DAUBECHIES, TCHAMITCHIAN)

Soit mqg un filtre discret tel que la fonction
w — mo(w)

soit bornée, dérivable en 0 et telle que mo(0) = 1, et soit ¢ la fonction (distribution tempérée)
définie par

+oo w
o) = [T mo (57)
k=1
On factorise mg sous la forme suivante

mow) = (55 1)Nr<w>

2

ou N est le plus grand entier tel que le quotient r reste borné. On pose

J
Bj = sup H r(2~w)
¢ k=1
et
log B;
by = -
jlog?2
b= inf b; (exposant critique)
7>0

Alors la transformée de FOURIER de ¢ est controlée par la formule suivante :

E p—

< ——v7 vj >0
T+ [w] V=0 J
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Si on note H® l’espace de HOLDER d’ezposant «, c’est a dire l’ensemble des fonctions f
telles que

/ F@)(+ [w])dw < +00

alors ¢ est dans l’espace H* pour tout « < N —b; — 1.
Par ailleurs, pour tout oo < N —b; — 1/2, la fonction ¢ est dans l’espace de Sobolev
d’exposant o.

Ceci est un des ingrédients du théoreme suivant de COHEN
Théoréme 2.2 (COHEN)

Soient deuz paires de filtres (mg,m1) et (1o,m1) duales (donc a reconstruction parfaite). On
note respectivement N, N,bethles exposants de factorisation et les exposants critiques des
deuz filtres passe-bas mg et mg. Si N —b > 1/2 et N—b> 1/2, alors les ondelettes générées
par ces filtres constituent deux bases inconditionnelles biorthogonales de La(R).
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Chapitre 3

Le flot optique

Infroduction

La mesure du flot optique est une étape de traitement de I'image dite de bas niveau. On
lui trouve de nombreuses applications comme ’analyse de mouvements de fluides en physique
expérimentale, la compression de séquences d’images vidéo par compensation de mouvement,
ou son utilisation pour des phases de traitement des images de plus haute niveau, comme la
reconstruction de scenes tridimensionnelles.

Le terme de flot optique a été inventé par le psychologue James Jerome GIBSON dans
une étude sur la vision humaine. En 1980, HORN et SCHUNCK [HS80, HS81] ont proposé une
méthode d’estimation du flot optique basée sur la régularisation. Ce premier travail a été
suivi d'un grand nombre de contributions qui ont proposé différentes méthodes alternatives.
Pour n’en citer que quelques unes, nous pouvons parler des méthodes de filtrage spatio-
temporel, basées sur les travaux de ADELSON et BERGEN [ABS85], qui sont divisées en deux
branches suivant que 1’énergie [Hee88] ou la phase [FJ90] de la sortie des filtres est utilisée
pour effectuer 'estimation. On peut également les techniques d’appariement par blocs [BA83,
BYX83, Anag9]. En 1994, BARRON, FLEET et BEAUCHEMIN [BFB94] ont fait un inventaire
exhaustif des méthodes existantes.

De nombreux auteurs ont vite compris ’avantage qu’il y avait a effectuer une mesure
multi-échelles du mouvement. Pratiquement toutes les méthodes ont une déclinaison multi-
échelles. Le gain est de réduire la complexité de calcul pour les méthodes d’appariement,
et d’augmenter la gamme des déplacements mesurables pour les méthodes basées sur des
filtrages en éliminant un choix a priori de parametre d’échelle qui limitait cette gamme de
mesures.

Les travaux exposés dans la suite ont été motivés par le fait que les ondelettes sont
un outil idéal d’analyse multi-échelles d’un signal. Une base d’ondelettes discretes a tout
d’abord naturellement une structure multi-échelles. De plus, les calculs sous-jacents peuvent
étre réalisés en des temps tres courts grace a l'existence d’un algorithme de transformation
rapide en ondelettes.
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Estimation différentielle projetée du flot optique

Une séquence d’images est une fonction réelle I(t;xq1,x2) de trois variables ¢, x1 et xo
que nous supposons pour 'instant continues. Nous utiliserons les notations agrégées @ pour
(z1,22) et x(t) pour (z1(t),z2(t)). Le modele mathématique standard utilisé pour trouver des
équations qui définissent le flot optique est basé sur un hypothese d’illumination constante :
un point réel

[(X1(t) Xa(t) Xa(t)]
de la scéne est projeté sur le plan image de la caméra au point (x1(t),z2(t))
[ Xi(1) Xat) Xa(t) ] (@1(8)22(t)) an temps ¢
Le flot optique au temps ¢ et au point x(t) est alors défini comme la vitesse du point image

diEl dl‘g
v (o) = g

L’hypothese d’illumination constante consiste a dire que la luminosité apparente du point
(z1(t),x2(t)) au temps t ne dépend pas du temps ¢, ce qui s’écrit

I(t;2(t) = o

Le flot optique est donc contraint par 1’équation suivante

9 j
o TV =0
ou encore
oI
VI + = = F
v-V +8t 0 (OF)

Nous introduisons dés & présent une variante de (OF) qui prend en compte des variations
d’illumination. On utilise un modele de luminosité apparente lambertien.

I(t;x1,02) = R(t;w1,22) X L(t; 21,22)

Dans cette formule, R est la réflectance de la scene, ce que ’on peut voir comme une image
qui vérifie ’hypothese d’illumination constante ci-dessus et donc (OF). L est un facteur
d’illumination qui expliquera les variations locales d’illumination. Pour une source ponctuelle
située & une distance finie, L est le produit

L
L(t;x1,20) = d_g cos i
ou ¢ est I'angle d’incidence de la lumiere qui éclaire I'objet, et d est la distance entre la source
et I'objet. Les changements d’illumination sont donc causés par les mouvements relatifs entre
la source lumineuse et ’objet. Nous allons supposer que ces changements ont des variations
lentes en espace. Ceci consiste & faire 'hypothese que les dérivées spatiales OL/0x and L /0y
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sont négligeables. Une telle hypotheése pourra étre mise en défaut lorsque la scene comprend
des ombres projetées dures, auquel cas les contours de ces ombres n’ont pas des variations
lentes en espace.

En dérivant, on obtient

dI dR oL
> - Yy bt
at at T Ry
dlog L
= L
0 + R 9

soit donc une équation du flot optique modifiée qui prend en compte des changement locaux
de I'éclairement:

ol ol or L
V1 + =—vy +

_ — =7 FL
(9.1‘1 8332 ot L (O )

Les parametres de ce modele que nous avons l'intention d’estimer sont le flot optique v =
(v1,v2) et la dérivée temporelle du logarithme du facteur d’illumination A = 9dlog L/0t.
On constate qu’il n’est pas possible d’estimer le facteur d’illumination L mieux qu’a une
constante multiplicative prés, puisqu’une fonction de réflectance R et un éclairement L/6
donneront la méme image I que R et L. Ceci se traduit par le fait que nous ne mesurons
donc que la dérivée du logarithme de L qui n’est pas modifiée par une multiplication de L
par un facteur constant.

Les équations (OF) ou (OFL) ne peuvent pas étre résolues ponctuellement, car en chaque
point, on ne dispose que d’une unique contrainte scalaire pour trouver deux inconnues (v1,v2)
ou plus. C’est ce qu’on appelle le probléme d’ouverture. Tant qu’aucune information sup-
plémentaire n’est disponible sur le flot & estimer, la seule équation dont nous disposons est
Iéquation (OF) ou (OFL). Le probleme est donc mal posé.

?‘ &

Imageent=0 Imageent=1

W

Fic. 3.1 — Lllustration du probleme d’ouverture. Une image réguliere peut étre considérée
comme localement invariante par translation. Seule la composante paralléle au gradient VI
du déplacement entre t = 0 et t = 1 peut alors étre estimée. La composante orthogonale n’est
pas mesurable.

Le seul moyen de réduire le nombre de solutions est de faire une hypotheése supplémentaire
sur le flot. Ceci s’applique a toutes les techniques de mesure du flot, sans exception.

Par exemple, HORN et SCHUNCK [HS81] ont remplacé le systéme linéaire non inversible
constitué de toutes les équations du flot pour tous les points de mesure x possibles en un
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systeme bien posé en faisant I’hypothese que la « meilleure » solution de ce systeéme est la
solution la plus réguliere.
En effet, minimiser la fonctionnelle

I 2
// <’U VI+8t> dl‘ldﬂ?g

revient & trouver une carte de déplacement v(x) qui annule 1’équation (OF). HORN et
SCHUNCK ajoutent & cette fonctionnelle quadratique une fonctionnelle de régularisation

v] zA//HAv||2dx1dx2

oll A est un parametre positif qui permet d’ajuster 'importance relative de la régularité et
de l'adéquation a la contrainte du flot optique (OF). La fonctionnelle totale

// <'v VI+ aD dmldszr)\/ | Av|| day s

est définie positive et a un minimum unique. En tant que telle, cette méthode ne pourra étre
utilisée pour mesurer des déplacements importants.

Les méthodes basées sur le filtrage spatio-temporel (et sur les filtres de vitesse!, cf.
Fig. 3.2) [BRRO94, CLF95, FJ90, GD94, Hee88] reposent également sur ’hypothese que le
déplacement est constant sur le support des filtres. Nous allons également devoir faire une
hypothese de ce genre.

y 4 A
~ 1
N ~
N

% -~

Séquence en (x,t) Spectre de la séquence en (wy,7)

FiG. 3.2 — Illustration du principe de base de la mesure du flot optique par filtrage spatio-
temporel. A gauche une séquence d’images en translation uniforme, représentée en fonction
des variables d’espace x et de temps t. A droite, la transformée de FOURIER spatio-temporelle
de cette séquence est localisée sur un hyperplan dont linclinaison indique la vitesse de dépla-
cement. Plus précisément, la normale de ce plan est (v;,1). Ainsi, en identifiant linclinaison
du plan, on peut retrouver le flot optique vy .

1. filtres spatio-temporels dont la réponse n’est grande que pour des séquences vidéo invariantes par
translation dans une direction donnée, et qui correspondent donc a un flot optique donné. En anglais velocity
tuned filters.
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Dans ce travail, notre tactique pour contourner le probleme d’ouverture est la suivante :
nous supposons que nous disposons d’une famille de fonctions (¢™),—1.. n de La(R?) toutes
centrées autour de lorigine (0,0), et de contenus fréquentiels différents. Nous faisons le
produit scalaire des équations fonctionnelles (OF) ou (OFL) avec ces fonctions translatées
Y™ (x — u) pour ainsi obtenir N équations différentes. Dans le cas le plus simple de (OF),
on obtient

// <a_xl”1 3612 (m)+%> V(@ —w)drrdra =0 Yn=1...N (3.1

En utilisant les notations (f,g) = [[ f(z)g(x)dzidzrs, et %7 (z) = Y™ (x — u), on peut

écrire
ol n ol n or .\ _ _
< V1,Yq, > <6—x2?}271/]u>+<a,1/}u> =0 Vn=1...N (3.2)

Si nous faisons maintenant ’hypothése (ou approximation) que vi(x) et va(x) sont
constants sur les supports des ¢, i.e.

v1(x) = v1(u) Vx € support ¢, Vn (A)
va(x) = v2(u) V& € support ¢, Vn
L’équation (3.2) devient alors
or . or 0 o B
<8—xl7wu>vl(u)+<a—m,'lz}u> 'UQ(’U:)-'-at <I7¢u> =0 VYn=1...N (33)
et apres une intégration par parties
oY oY 0
I,—= I,—= = — (T2 =1...N 4
(R 558 Yot + (1505 ) afw) = 3 (102 n (3.4

Nous obtenons ainsi un systeéme projeté de N (typiquement 3 ou plus) équations d’inconnues

w1 () and va ().

N : N
(5 )0+ (s ) o

que nous pouvons comparer a l'unique équation (OF) valable au point £ = u que nous avions
au départ. Nous avons ainsi contourné le probléeme d’ouverture. Ceci n’a pas été gratuit:
nous avons du faire une hypothese de constance locale du flot pour parvenir a ce systeme.
Sous certaines hypotheses sur la régularité du flot optique, nous pouvons prouver que cette
méthode d’approximation est asymptotiquement consistante, c’est a dire que le flot optique

o, .
a <I7wu>

o, x
&<I7wu>
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ainsi extrait converge vers le flot réel quand 1’échelle tend vers 0. Ce théoreme est énoncé en
détail en 4.1.2 et prouvé en 5.2.

La motivation d’une telle approche est multiple. Cette approche est attractive parce que
nous pouvons extraire par le vecteur de déplacement localement, et ce avec une formule
presque explicite ('inversion d’un systéme linéaire & 2 ou 3 inconnues, ce qui n’a rien & voir
avec le systéme linéaire global que résolvent HORN et SCHUNCK). Par comparaison avec
les méthodes d’appariement, cette méthode n’a pas de limite inférieure de résolution. Les
mesures peuvent étre obtenues au dixieme de pixel pres, alors que les méthodes d’apparie-
ment fonctionnent en général au pixel ou au demi-pixel pres. Enfin les coefficients de ce
systemes sont des coefficients d’ondelettes de I'images, et I’ensemble des coefficients de tous
les systemes concernés peuvent étre calculés par un algorithme de transformée en ondelettes
rapide.

Une approche similaire a été présentée par WEBER et MALIK en 1995 [WM95]. Ils uti-
lisent des fonctions réelles de différentes échelles pour filtrer I’équation du flot optique.
Comme ils ne tirent pas partie de la redondance des mesures a échelles grossiére, leurs
calculs sont beaucoup plus long que dans notre approche. SIMONCELLI et coll. [Sim98] ont
proposé une approche bayésienne multi-échelles de la mesure du flot, basée également sur ré-
solution de contraintes différentielles. MAGAREY et KINGSBURY [MKO98] une autre approche
basée sur la minimisation d’erreur d’appariement de sous-bandes fréquentielles de 'image.
Notre méthode est trés proche des approches présentées par ces auteurs, mais differe en
méme temps par un certain nombre d’aspects détaillés dans la suite de cette these, qui in-
cluent la conception des filtres (Sec. 4.3), la mesure de l'illumination, la compensation de
grands mouvement par pas entiers (Sec. 4.1.4) et la méthode de décentrement des gammes
de vitesses mesurables (Sec. 4.2.2).

Il faut enfin remarquer que par comparaison avec d’autres méthodes basées sur le filtrage
spatio-temporel, cette méthode suppose qu’il n’existe qu’un unique vecteur de déplacement
en un point donné. Cette hypothese risque d’étre mise en défaut dans des zones de I'image
ol plusieurs composantes superposées par transparence peuvent se déplacer a des vitesses
différentes, ou bien encore autour des occlusions. Une méthode de filtrage spatio-temporel
peut permettre d’extraire différentes composantes de mouvement superposées, comme cela
est indiqué sur la figure 3.3. Le prix a payer pour avoir la capacité de lire des informations
de ce type est élevé: il faut faire une hypothese supplémentaire de constance en temps du
le flot optique, et les calculs requis sont dans ce cas plus longs. Ceci est discuté en détail
dans [FJ90], et dans [Sim92].

Cependant, dans notre méthode, nous construisons des systémes linéaires locaux qui sont
en principe sur-déterminés: le nombre d’équations est supérieur au nombre d’inconnues.
Ceci nous fournit un critere pour vérifier si notre hypothese de flot optique est valide sur
le domaine considéré. Si les équations sont incompatibles, et que l'erreur de régression est
trop importante, cela signifiera que notre hypothese de constance locale du flot optique n’est
pas valide, soit parce que le flot variera trop vite (effets de perspective), soit parce que nous
nous trouverons autour d’une occlusion, ou le flot est discontinu. Nous expliquerons en détail
en 4.1.3 comment nous gérons ces systemes sur-déterminés.

Ces considérations nous incitent donc a utiliser des fonctions de mesure v du plus petit
support possible. Malheureusement, nous verrons dans la partie suivante que les problemes
d’aliasing temporel nous imposent une contrainte opposée, et que le choix d’une échelle
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1
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Vg " Wy
Séquence Spectre
Fic. 3.3 — Ceci illustre la mesure de plusieurs composantes de mouvement autour d’une

occlusion, avec une méthode de filtrage spatio-temporel. A gauche, on a représenté une sé-
quence ot un trongon qui se déplace vers la droite cache un deuxiéme trongon qui se déplace
vers la gauche. Sur la figure de droite, on voit que le spectre correspondant est a peu prés
supporté par la réunion de deux hyperplans. L’hyperplan correspondant a la partie cachée
est légérement lissé.

optimale de mesure doit donc étre le résultat d’'un compromis entre ces deux contraintes.

Aliasing temporel et échelle des fonctions de mesure___

En pratique, la séquence d’images est échantillonnée en temps. Elle n’est par exemple
connue que pour les valeurs entieres de ¢, et le terme du terme de droite dans (S)

9 o
o (L)

doit donc étre estimé par une différence finie, et on doit faire une approximation 91/t ~
It+1)—I(¢).

Nous allons comparer l'erreur causée par ’aliasing temporel (erreur d’approximation de
la dérivée temporelle par une différence finie) pour des fonctions de mesure ™ contractées
a différentes échelles en ¢y (z) = s~ " (2:%). Nous allons voir que l'erreur induite est
importante si le déplacement fini entre deux image consécutives I(t) et I(t + 1) n’est pas
petit devant I’échelle s de la fonction de mesure utilisée 9;.,.

Supposons que pour un s donné I'image se translate uniformément sur le support des

fonctions 1y, pour tout n € N, i.e.

I(t;x) = I(x — tv)

L’estimation la plus simple d’une dérivée par une différence finie est ’approximation décen-
trée
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Dans ces travaux, nous allons utiliser une estimation d’ordre supérieur et mesurer le flot
optique aux temps ¢t + 1/2, donc entre deux images successives, en faisant I’approximation
suivante :

w ~ I(t+1)—I(t) (3.5)

Dans ce cas, nous devons également estimer les coefficients de gauche du systéme (S) au
temps t + 1/2:

(vt 1/2)

parce que nous ne connaissons les valeurs de I qu’aux temps entiers. On utilise pour cela
I’approximation suivante :

It +I(t+1)

I(t+1/2) ~ 5

(3.6)

A une échelle s donnée, ces approximations donnent les approximations de coefficients sui-

vantes :
(P ) = ey - 10wt

T

qui peuvent étre réécrites apres un changement de variables et une intégration par parties

(I(t+ 3)Wns(x +0/2) =y (x —v/2)) (3.7a)

R

(I(t+ 3). %)

12

Chaque approximation (3.7a) ou (3.7b) est I'approximation d’une fonctionnelle linéaire
de Lo(R) par une autre. Nous imposons alors que les approximations

V-V, > (T4 v/2) =y (e —v/2) (3.8a)

soit vérifiées.

En utilisant un développement de TAYLOR de ), nous pouvons prouver qu’il existe une
constante M telle que la somme des erreurs relatives de (3.8a) et (3.8b) est inférieure &
M x (|v]/s)?. Cette somme a été estimée numériquement pour les ondelettes que nous allons
utiliser par la suite (filtre décrit en (6.1b)), et si la contrainte

|lv] <0.42 x s (3.9)
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est vérifiée, les approximations (3.8a) et (3.8b) sont valides & une erreur relative de 15%.
Nous verrons en 4.2.2 que cette gamme de déplacements pour laquelle la mesure est fiable
peut étre décentrée, comme cela est expliqué en 4.1.4.

Il faut remarquer que ce phénomene d’aliasing temporel est tres général, apparait dans
toutes les méthodes de mesure du flot optique, et est mentionné par de nombreux auteurs
[Jah93]. 11 faut aussi remarquer que c’est systématiquement ce probléme qui motive le re-
cours & une approche multi-échelles du flot optique dans par exemple [Ana89, BRRO94,
SF95, WM95, MPM96]. A titre d’exemple, nous montrons comment ce probleme d’aliasing
temporel se manifeste pour les méthodes basées sur le filtrage spatio-temporel en figure 3.4,
et d’'une maniere plus générale en 3.5.

t T

A A
- 1
>
S
/), R R
/ T Vg Wy
h
\
= ~
Portion tronquée de la séquence Spectre correspondant
t T
A
S
™ ~
S

_£N

W - -
a \rrrrs = X Uy g Wy
w /L r
\
\
= ~
Portion échantillonnée Spectre correspondant

FiG. 3.4 — Ces graphiques illustrent [’aliasing temporel pour les méthodes de filtrage spatio-
temporel. En haut a gauche, nous avons la séquence en déplacement uniforme de la figure 3.2
tronquée en temps et en fréquence. Le spectre correspondant (en haut & droite) est donc lissé.
Si ensuite l'image est échantillonnée en temps (en bas a gauche), le spectre correspondant est
alors périodisé en fréquence w. L’aliasing se manifestera quand la vitesse sera telle que les
hyperplans lissés s’inclinent suffisamment pour étre confondus, auquel cas leur inclinaison
ne plus étre distinguée.

Si nous faisons les approximations (3.5) et (3.6), le systeme (S) discrétisé en temps
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Vot vot
>

échelle s
-—
échelle s
-—

v <s lv] > s

Fi1G. 3.5 — Ceci illustre le probléme de I’aliasing temporel dans la mesure du flot optique. Si on
considere des portions d’image de taille inférieure a s, on ne peut pas estimer de déplacement
v de longueur |v| supérieure & s car alors les deux portions d’images considérées n’ont rien
en commun (a droite).

devient

> <I(t+1;+1(t) 5¢us>w = (I(t+1) = I(t)WL,)
=12

’ 89@

: . r ’
Z<I(t+1;+1(t),6$s>w = (I(t+1) - (),
=12

oll v1 et vg sont la valeur supposée localement uniforme dans un voisinage de w au ¢ + 1/2
du flot optique.

Remarque

1l faut remarquer que lapprozimation de la dérivée temporelle de l’image par une différence
finie dans (3.5) doit étre considérée dans un sens faible, puisque la fonction image n’est
en général pas dérivable. Cependant, nous n’utilisons que des produits scalaires de la forme
(V1) ou (I,W0). Dans ces produits scalaire, l’approxzimation de TAYLOR que nous faisons
formellement porter sur l’image I dans (3.5) peut étre transférée sur l'ondelette 1 dans (3.7a)
et (3.8a), et comme ces ondelettes sont plusieurs fois dérivables, ces approrimations de
TAYLOR ont donc un sens.
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Chapitre 4

Présentation de la méthode

Les ondelettes sont un outil d’analyse multi-échelles na-
turel

Comme le choix de ’échelle de dilatation s des fonctions ¥™ ne peut pas étre fait a priori,
nous allons utiliser un schéma de raffinement en échelles. Ceci suggere d’utiliser une base
d’ondelettes comme fonctions de mesures puisqu’elle a naturellement une structure invariante
par translations et dilatations discretes, et les calculs de décomposition sont rapides.

Nous partons d’une famille d’ondelettes meres (¢™),—1...n dans Ly (R?). Nous définissons
ensuite une famille d’ondelettes discretes W}lk)n:L.. N,j€Z,kez2 Par

Te() = 279" (2 x — k)

ol j est un indice de résolution, k = (k1,k2) un indice de translation & deux composantes,
et « la variable & = (z1,22).

EXEMPLE— En traitement d’images, une famille de trois ondelettes méres est couram-
ment utilisée. Ces ondelettes sont construites comme produits tensoriels d’une fonction
d’échelle ¢ € L2(R) et d’une ondelette 1) € La2(R):

) = P(e)d(a2) (4.1a)
¢?($) = ¢(z1)P(z2) (4.1b)
Vx) = Ple)v(r) (4.1¢)

L’allure classique du spectre pour ces ondelettes est représenté en Fig. 4.1.

I faut remarquer qu’une ondelette ik est localisée autour du point
(277k1,277ky), et s’étend sur un support de taille proportionnelle & 277.

Pour tout couple (j,k), nous obtenons donc N ondelettes d’échelle 277 et de centre
277k : Y, n=1...N. Nous pouvons faire les méme calculs que dans les équations (3.1)—
(3.4). Pour chaque (j,k), nous obtenons alors un systéme local projeté de N équations qui
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gr ¢ g3

FiG. 4.1 — Spectre d’ondelettes 2D réelles standard

déterminent la valeur du flot optique autour de 277k, supposée uniforme sur un domaine de

rayon 277
oY o oI
jk ik 1
<I> O, >U1 + <I, D2s >v2 <vajk>

. : o : 81.
jk Jk _ N
<I> B, >U1 + <I, B2y >v2 = <8t 7¢jk>

Dans ce systeme, [ et % sont supposés étre estimés au temps t+1/2 avec les formules (3.5)
et (3.6) and le systeme peut donc étre écrit de maniere plus détaillée a l'instar de (DS).
Ainsi qu’il a été indiqué dans la section précédente, et plus particulierement en (3.9), une
mesure du flot ainsi obtenue ne sera fiable que si le déplacement v est petit par rapport a
277,

L’intérét d’utiliser des ondelettes qui proviennent d’une analyse multi-résolutions est que
tous les coefficients des systemes peuvent étre calculés par des jeux de filtrages et sous—
échantillonnages. En effet,

— la partie gauche de (S;i) est constituée de coefficients qui sont des coefficients d’on-
delettes dérivées de I'image I, qui pourront étre calculés en recourant & une analyse
multi-résolutions dérivée (voir le chapitre A).

— la partie droite a des coefficients qui sont des coefficients d’ondelettes de la dérivée tem-
porelle de 'image. Ils seront estimés par des différences entre coefficients d’ondelettes
des deux images successives.

4.1.1 Bases et frames d’ondelettes

La théorie des ondelettes et des analyses multi-résolutions nous fournit des outils simples
pour vérifier qu'une famille de coefficients d’ondelettes fournit une information complete sur
I'image. Ceci se produit des que la famille d’ondelettes considérée est une base ou un frame
(ou plus généralement une famille redondante).

La redondance (ou au moins la représentation exacte & 1’aide d’une base) est nécessaire
pour garantir que nous ne perdons pas d’information en passant de 1’équation du flot op-
tique (OF) & ’ensemble des systémes d’équations (3.1). Rien ne garantit en revanche que
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nous ne risquons pas de perdre de I'information en essayant de résoudre des équations re-
groupées en petits nombres. En général, tant que 'image contient des textures suffisamment
riches, nous pouvons raisonnablement espérer que la considération de petits systemes locaux
nous permettra d’estimer de maniére fiable le mouvement.

Cet espoir risque d’étre dégu dans quelques cas particuliers. Arrétons-nous un instant
sur I'exemple d’un motif régulier qui a un contenu fréquentiel trés différent suivant les axes
1 et T9, comme un motif

I(x,y) = sinx + sin 102 (4.2)

Dans ce cas, nous ne pouvons pas mesurer le mouvement de ce motif en nous limitant a
un systeme d’une échelle unique. Des ondelettes a une échelle j; auront une certaine bande
fréquentielle, et ne « verront » par exemple que la composante sinz; de la texture, i.e.

<w;‘L1k7[> = (¢;‘L1kvsinxl>

Cette composante étant invariante par translation, le systeme local correspondant est sous—
déterminé.

A une autre échelle Jj2, les ondelettes ne verront cette fois que la deuxieme composante
de la texture, i.e.

(W] ]) = (Y], sin 1022)

qui est encore une fois une texture invariante par translation.

Il peut donc arriver qu’aucun systeme local ne puisse permettre de déterminer a lui seul
le déplacement, bien que la texture elle-méme n’étant pas invariante par translation, son
déplacement soit en théorie mesurable. Pour contourner ce genre de probleme, nous utilise-
rons une sorte de mémoire inter-échelles pour combiner des systemes obtenus a différentes
échelles sous formes de contraintes aux moindres carrés, ainsi que cela est détaillé en 4.1.4.

4.1.2 Convergence de I’estimation

Nous pouvons donner deux résultats de convergence. Le premier justifie ’approximation
faite en supposant en 3.1 que le flot optique est constant sur le support des ¢l Nous
écrivons le systeme des contraintes S;, de maniere raccourcie

Mjkv = }/jk .

Nous supposons que la séquence d’images I(t; x) est le produit du déplacement d’une image
d’origine par un flot régulier

I(t;x + d(x,t)) = I(0;x) for all x, ¢ (4.3)
ot d est m fois continiiment dérivable en (z,t). Remarquons que

v(x) = M

ot
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Le premier théoreme affirme que nous pouvons controler 'erreur liée a I’hypothese selon
laquelle le flot est constant en espace.

Théoréme 4.1

On suppose que & +— I(0;x) est une fonction Lo et LIPSCHITZ—« en un point xg. Nous
supposons également que x +— I(0;x) n’est pas d’un degré de régularité LIPSCHITZ supé-
rieur & o en xg. Nous supposons enfin que la déformation (x,t) — 6(x,t) est |a| + 3 fois
continiment dérivable. Alors
1. Le vrai flot optique v(xo,0) (obtenu par dérivation du flot §) en xy au temps t = 0
satisfait le systéme d’équations suivant

Ny My, oI 1
<Iv 83:]1 >Ul(1'0,0) + <I, 6352 va(20,0) + €jp, = <8t - 7wjk:>

; ; ; (4.4
ol Oy, N a1 Ny
<Ia ale U1 (.’130,0) + Ia 8.’1,‘]2 "U2($0,0) + 6jk: = < a —o 7wjk:>
écrit en bref
Mjkv(mo,()) + Ejk = Y;k . (45)

Il existe des suites j, € Z, j, — +00, k,, € Z? telles que

27jpkzp — g quand p — 400
et le terme d’erreur Ej , est négligeable devant la norme de la matrice Mk, quand
D — +0o0

E.
Bk, | —0 quand p — +00 (4.6)
1M, ke,

2. 87l existe une sous-suite g — p(q) telle que conditionnement de la matrice M,
est borné, alors la solution v, du systéme

p(0)Rp(a)

=Y,

Ip(@)kp(a) (47)

Mjp(q)""v(tz)vq

converge vers le vrai flot v(xg) quand ¢ — +oo.
3. Si les matrices Mj, k., ne sont pas carrées, mais si leur conditionnement vis-a-vis

de l'inversion a gauche vV cond MT M est borné, alors on peut énoncer le méme résultat
en notant v, la solution de régression du systéme (4.7) qui est

T M;

Vg = (Mjp(q)kp(q) Jp(q)kp(q)) Mjp(q)kp('J) }/jP(Q)kP(Q)

st bien que

v, — v(20,0) quand ¢ — 400
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La preuve de ce théoreme est donnée en 5.2.1. Il faut remarquer que ce théoreme garantit
que la méthode différentielle projetée fournit une estimation asymptotiquement correcte du
flot optique, si on suppose que 1’on est en mesure d’estimer exactement la dérivée temporelle
de 'image. Ce théoreme ne traite donc pas de ’aliasing temporel. Un deuxiéme théoréeme
également prouvé en 5.2.2 traite de 1’aliasing temporel.

Théoréme 4.2

Nous faisons les mémes hypothéses sur le déplacement de limage 8 et sur la régularité de
limage ent = 0 qu’au théoréme 4.1. Si pour un certain 0 > 0, t; est une suite de d’intervalles
de temps telle que t; = O(277+9)) quand j — +o0, alors

1. le vrai flot v(xo,0) en xo au temps t = 0 satisfait le systéeme d’équations suivant :

(=12
: : : (4.8)
Ny, I(t;) — I(0)
I Y
=1,2 £ J
écrit en bref
Mo (0,0) + Ejj, = Yjj, . (4.9)

Il existe des suites j, € Z, j, — +o00, k), € 72 telles que
2*jpkp — X lorsque p — +00

et le terme d’erreur E} |, est négligeable devant la norme de la matrice M;,x, quand

p — +00.
1S ke, I
T lorsque p — 400 (4.10)
Mk, |
2. Si pour une sous-suite d’entiers ¢ — p(q), le conditionnement des matrices Mjp(q)kp(q)
est borné, alors la solution v; du systéme
! !
M, ki Ya = Vi ki) (4.11)

converge vers le vrai flot v(xg) quand ¢ — +0o. De méme, si les matrices ne sont pas
carrées et ont un conditionnement pour l’inversion a gauche également borné, on peut
en dire de méme des vy, pris comme solutions des systemes de régression.

Remarques

— Le fait que le pas de temps doive étre négligeable devant le pas de grille 277 provient
évidemment de la contrainte d’aliasing temporel: le déplacement entre deux images
doit étre négligeable devant le pas de grille des ondelettes utilisées.
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— Les hypotheses de régularité pour les deuz théorémes sont relativement fortes sur le
flot de déplacement (x,t) — x+d(x,t), mais sont en revanche faibles pour la régularité
de l'image. On fait seulement U’hypothése qu’on peut estimer la régularité LIPSCHITZ
de l'image autour d’un point a t = 0. Ailleurs, la fonction peut étre tres irréguliere,
tant qu’elle reste dans Lo.

4.1.3 Résolution de systémes sur-déterminés

Les systemes linéaires locaux que nous construisons sont sur-déterminés: ils ont plus de
contraintes que d’inconnues. Nous les écrivons de maniere synthétique

MV =Y (4.12)

ou M est une matrice complexe de taille n x m, V le vecteur des inconnues de taille m x 1
et Y un vecteur complexe de taille n x 1. L’entier m est soit 2, soit 3 suivant que nous
mesurions l'illumination (V = [v; va L'/L]T) ou non (V = [v; v2]T).

Nous construisons le systeme des moindres carrés correspondant. Comme les matrices M
et Y sont complexes mais que I'inconnue V' est censée étre réelle, ce systeme linéaire peut

s’écrire comme un systeme réel :
Re M V= ReY
Im M | ImY

Ce systeme est sur-déterminé parce que 2n est en général bien plus grand que m. Le systeme
des moindres carrés s’écrit donc

(ReM)*ReM + (ImM)*ImM)V = (ReM)*ReY + (ImM)*ImY)
ce qui s’écrit plus simplement sous la forme
Re(M*M)V = Re(M™Y) (4.13)

Plusieurs situations peuvent se présenter quand on résoud un systeme pareil.

1. Sile systeme n’est pas de rang plein, il ne peut pas étre résolu. Le probleme d’ouverture
demeure.

2. Si le systeme est de rang plein et a une solution Vj, deux cas peuvent encore se
présenter.

(a) Soit la solution Vj est une solution acceptable pour le systéme original (4.12), i.e.
MVy =Y, et alors on peut estimer que le flot est a peu pres uniforme sur la zone
considérée.

(b) Soit la solution Vj n’est pas une solution acceptable du systéme original. Cela
signifie que I’hypothese faite que le flot est constant sur le support des ondelettes
est fausse. Il varie vite ou est discontinu.

En pratique, la décision de savoir dans quelle situation nous nous trouvons est prise
en comparant le conditionnement de Re(M*M) avec un premier seuil, et en comparant
ensuite le cas échéant erreur d’adéquation || MVy —Y|| avec un deuxieme seuil. Cette erreur
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d’adéquation nous indique dans quelle mesure notre hypothese de constance du flot est
fausse. Si elle est grande, cela signifie que nous nous trouvons sur un point de discontinuité
du flot, ou encore de fort gradient. Si nous voulons faire de la segmentation de flot optique,
nous aurons a distinguer ces deux situations. Nous devrons enrichir notre modele local
d’image en utilisant un modele localement linéaire, voire quadratique, qui peut étre motivé
par un modele de mouvement solide tridimensionnel, comme l'indique KANATANI [Kang9]
(voir Sec. 6.4).

4.1.4 Raffinement progressif des mesures

Nos systemes locaux définissent une estimation du flot optique sue des grilles de résolu-
tions variées 27. Les grilles correspondantes {277 (k1,k2)} sont représentées sur la Fig. 4.2.
En chaque nceud de ces grilles, nous avons donc un systéme local (S;x). Le probleme au-

NN LZZ 7 77 777

FiG. 4.2 — Grilles a différentes résolutions

quel nous nous attaquons maintenant est celui de savoir quelle stratégie nous devons utiliser
pour combiner de 'information provenant de plusieurs résolutions pour construire une carte
« aplatie » de flots a la plus fine résolution spatiale possible. Il faut savoir que les mesures a
différentes résolutions ont des caractéristiques différentes :

— Les mesures de fine échelle ont (1) une résolution spatiale plus élevée et (2) reposent
sur une hypothese de régularité du flot plus faible.

— Cependant, les mesures d’échelles grossieres sont moins sujettes a 'erreur d’aliasing
temporel, comme indiqué en (3.9).

Dans ce travail, nous suivons la piste ouverte par différents auteurs [BYX83, Ana89,
WM95, Sim98, MK98] qui consiste & combiner les informations provenant de plusieurs
échelles différentes de la maniere suivante: les grands déplacements sont mesurés d’abord,
et a une échelle grossiere. Ensuite, le mouvement ainsi mesuré est soustrait des images, afin
que le mouvement résiduel puisse étre mesuré a une échelle plus fine.

Supposons qu’une estimation du mouvement a une résolution j—1 fournit un mouvement
v. Ce mouvement v peut étre décomposé de maniere unique sous la forme d’une somme

N

v=0" 40"



58 Chapitre 4. Présentation de la méthode

N € 27972
¥ € 277[—0.5,0.5)2

La raffinement de ’estimation a 1’échelle j consiste alors a trouver le mouvement v sous
la forme " + v" ou nous attendons du mouvement résiduel v, qu’il ne soit beaucoup plus
grand que lancien ®". Ce nouveau mouvement résiduel v” = (v}, 05) est obtenu comme
solution du systeme de N équations

1 N 29N Ol r
5 <<I(t+ 1)7 8.731 + <I(t)’ 6.231 > Uy

1 9 ;L,kJrsz oY, -
+ <<I(t+ N T +<I(t), o > b

:<I(t+1), ;jk+2jﬁ,v>—<1(t), n) (4.14)

N}

pourn=1...N.

Ces équations peuvent étre comparées aux mémes équations écrites en v = (vy,v2) quand
aucune compensation de grands mouvements n’est faite (ce qui revient a poser oV = 0), et
qui sont

% <<I(t + 1),8(,)ik> + <I(t),ij£’“>) vy
+% <<I(t+ 1)’6833;;k> + <I(t),8a—£“>> vp = (I(t+1)4%%) — (I(t)¥f)  (4.15)

Ce schéma de raffinement est initialisé a une échelle grossiere en utilisant une vitesse
prédite v de 0.

Il faut remarquer que la compensation des grands mouvements n’est faite que partielle-
ment : en multiples entiers du pas de grille courant, si bien qu’aucun calcul n’est nécessaire
pour calculer des coefficients d’ondelettes d’indices de translation non entiers. En ceci, notre
approche differe des approches de SIMONCELLI et MAGAREY et KINGSBURY.

Le comportement d’un systéme local & une résolution j et une position 277 (kq,k2) donne
une information sur I'image considérée et sur les déplacement de la nature suivante:

1. Si le systéme a une solution unique (v1,v2), nous obtenons une solution directe pour le
flot optique en 277k. Ceci se produit si le modele sous-jacent de flot optique est valide.
2. Sile systéme n’a pas de solution, cela signifie que notre hypothese (A) est fausse. Dans
ce cas, seules des mesures effectuées a plus fine échelle auront des chances de fournir
une estimation correcte du flot. Une estimation de la vitesse aux moindres carrés est
conservée pour faire de la compensation de grands mouvements.
Si notre région de mesure recoupe deux régions de 'image qui se déplacent a des
vitesses différentes, nous avons a diviser la région de mesure en sous—régions, sur
chacune desquelles on espere avoir un flot plus uniforme.
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3. Si au contraire, le systéme a une infinité de solutions, cela signifie que la texture
sur laquelle nous effectuons la mesure de mouvement est trop pauvre pour que nous
puissions savoir a quelle vitesse elle se déplace.

Un cas typique est une texture invariante par translation, parce qu’il est alors
impossible de mesurer son déplacement le long de son axe d’invariance.

En pratique, nous ne ferons aucune différence entre les cas 1 et 2. De plus, comme cela a
été motivé en Sec. 4.1.1, nous allons combiner des contraintes sur le flot avec des contraintes
qui proviennent d’échelles différentes. Si un systeme aux moindres carrés obtenu a I’échelle
J est noté A;V = Bj ou A; est symétrique positive, nous combinons ce systéme avec celui
provenant de la résolution précédente A;_1V = B;_1, et résolvons a I’échelle j le systeme

(Aj + ij—l) V= Bj + ij—l (416)

Cette combinaison a un sens parce que résoudre un systeme AV = B ou A est symétrique
définie positive est équivalent & minimiser la fonctionnelle quadratique V +— VT AV —2BTV,
et résoudre le systeme ci—dessus consiste donc & minimiser une combinaison positive de deux
telles fonctionnelles. En pratique, le coefficient p sera pris relativement petit, si bien que
les contraintes aux moindres carrés provenant de la résolution précédente n’influencent la
mesure a ’échelle j que si ces derniéres sont trop faiblement coercives.

Comme garde-fou contre les erreurs d’aliasing, nous ajoutons un test a posteriori dans
les cas 1 et 2. Nous ne rejetons les mesures (v],v5) (ou (vy,v2) si aucune compensation de
grands déplacements n’est faite) dont 'amplitude dépasse un seuil fixé proportionnel & 277,

Remarques

— Normalement, le systéme que nous récupérons d’une échelle plus grossiere est exprimé
en une inconnue qui est un autre déplacement résiduel, si bien qu’il faut faire un
changement de variables affine sur ce systéme avant de le prendre en compte.

— La décomposition du déplacement en somme de déplacement de grande amplitude et
de déplacement résiduel a un intérét si le déplacement résiduel peut étre mesuré sans
erreur d’aliasing a une échelle plus fine. On ne peut garantir pour le déplacement rési-
duel qu’une chose : qu’il se trouve dans 'intervalle 277[—0.5,0.5)2. La limite d’aliasing
en (3.9) ne permet a priori pas de mesurer tous ces déplacements. Cette gamme peut
étre étendue par sur-échantillonnage de la décomposition en ondelettes. Nous utilisons
également une deuxiéme technique que nous allons bientot décrire : le décentrement de
la gamme de déplacements mesurables.

Ondelettes analytiques

Dans cette section, nous expliquons pourquoi l'usage d’ondelettes a valeurs réelles clas-
siques ne permet pas de faire une mesure stable du flot optique, et motivons 'utilisation
d’ondelettes analytiques. Nous verrons qu’en plus d’augmenter le nombre de contraintes sur
le flot optique, elles permettent également de réduire l'effet de 1’aliasing temporel. Nous
allons brievement rappeler quelques notations sur les fonctions analytiques et la transforma-
tion de HILBERT.
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La transformation de HILBERT H s’applique de Lo (R,C) vers L2 (R,C) et peut étre définie
sur le domaine temporel ou fréquentiel par 'une des formules

Hf(w) = f(w) x sign(w) (4.17a)

Hf=f+ (%) (4.17b)

Une fonction f de carré intégrable est analytique si son contenu fréquentiel dans les
fréquences négatives est nul, ce qui revient a dire qu’elle est invariante par application de
la transformation de HILBERT. La transformée analytique d'un signal f est f© = f + Hf.
On peut remarquer que le signal original f, s’il est réel, peut étre estimé & partir de f+ par
application de la partie réelle: f = Re fT.

4.2.1 Stabilité de I'estimation

Des ondelettes a une variables classiques sont représentées avec leurs transformées de
FOURIER en (4.3-a-d). Si nous utilisons les ondelettes ¢!, 1% et 1/® définies en (4.1a—4.1c)
pour calculer le flot optique, les coefficients du systéme d’équations (S) sont & valeurs réelles,
et oscillants.

Pour ces raisons, ils s’annulent ou descendent fréquemment en dega du seuil de bruit et
la précision des mesures s’en ressent.

Pour mettre ce probleme en évidence, nous revenons un instant au cas de la mesure du
déplacement monodimensionnel. La mesure de vitesse s’écrit dans ce cas

P
o(k/29) ~ Bt [ I(t;x)pjn(x)d
(/2] = J1(t; 2) () da

(4.18)

olt ¢ est une ondelette réelle classique, représentée en figure (4.3-b,d). Nous notons 1™
londelette analytique associée. Le dénominateur de (4.18) peut alors s’écrire

D(k/27) = [I(t) *vjo] (k/27) (4.19)
ou encore
D(k/27) = Re [I(t) * ¢5] (k/27) (4.20)
Comme 9™ est analytique, I(t) * %J'B/ I’est aussi. Nous décomposons ce signal analytique
en produit d’une amplitude et d’un terme de phase, comme cela est décrit dans [Mal97],
chapitre 4:

[I(t) * jo’] (k/27) = A(k/29)ei®®/2) (4.21)

Dans cette décomposition, A est une fonction positive appelée amplitude analytique, et 60
est la fonction de phase, dont la dérivée €' est appelée fréquence instantanée.



4.2. Ondelettes analytiques

1
1 (@) ”(’r)/\
0.8 0.5

06 A

anl T

2l IEERTAY

—4 -2 0 2 4 -2 -1 0 1
T T
(a) ¢ (b) ¥
1 e 1
|P(w)]
0.5 / \ 0.5
0 0
-2 0 2w -2 0 2w
w w
() 19| () 9|

Fia. 4.3 — ¢, ¢ et leurs transformées de FOURIER

61



62 Chapitre 4. Présentation de la méthode

Dans le cas ol 1) est réelle dans (4.18), le dénominateur peut donc s’écrire comme la
partie réelle du terme ci—dessus, et sa valeur absolue est donc

|D(k/27)| = A(k/27)| cos O(k/27)] (4.22)

Ce signal en cosinus oscille avec une fréquence de I'ordre de 27, ce qui signifie qu’il a
toutes les chances de s’annuler ou étre proche de 0 pour plusieurs entiers k. La figure 4.4-a
montre que des valeurs échantillonnées de |D(k/27)| peuvent étre proches de 0: estimer une
fraction avec un tel dénominateur est aussi sir que jouer a la roulette russe.

Regardons ce que donne maintenant une ondelette analytique ¢ & la place d’'une onde-
lette réelle ¥. La formule qui donne v devient

2 [I(t) +( Ydx

v(k/27) ~ 4.23
)~ e (4.23)
(a) cas réel (b) cas analytique
Fic. 4.4 — Echantillonnage de |D(k/27)| dans les cas réel et analytique
Le dénominateur est donc maintenant
D(k/27) = A(k/27)e /) (4.24)

et son module seulement A(k/27). Ce nouveau dénominateur a maintenant moins de chances
de s’annuler (cf Fig. 4.4-D).

Bien que I'argument ci—dessus ne soit formellement valable qu’en dimension 1, I'expé-
rience a montré que le méme probléme apparait en dimension 2. C’est un euphémisme de dire
que les premiers résultats obtenus avec des ondelettes réelles n’étaient gueére encourageants.

Ondelettes analytiques en dimension 2  Ceci nous suggere de remplacer les trois onde-
lettes réelles 1!, 12 et 1> définies en (4.1a-4.1c) par les ondelettes suivantes

Ul (z) = ¢ (21)¢(x2) (4.25a)
V2 (x) = g(x1) (22) (4.25b)
Vi (z) = T (21)y " (22) (4.25¢)
U(x) = (21)9 (22) (4.25d)
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o ¥~ (z) = T (z).
Théoreme 4.3

Si (wjk)n 1.3 ez.kezz est une base de Ly(R?R), alors la famille (\I];'Lk)nzl.A,jeZ,keZz est
une famille redondante de Lo(R? R) : il existe une borne positive M telle que

>

Jjkn

(f, ;Lk>|2 > M| f|3 pour toute f de Lo(R?) (4.26)

Nous énongons aussi un résultat de stabilité inverse: l’énergie des coefficients d’ondelettes
analytiques d’une fonction f est bornée par un multiple fize de ’énergie Lo de cette fonction :

>

jkn

(£ 1% < Mo 113 pour toute f de Ly(R®) (4.27)

Nous allons donner une preuve de (4.26) ci—dessous. La preuve de (4.27) est plus technique
et est donc faite en 5.1.

Démonstration. En remarquant que

nous avons

<L+ (2,02

! D)2 + (W2, 1)
et
D> < (v v 1))®
2 (<w3 f> <w4 ?)

NN

Ces deux inégalités impliquent que
1
2 2
Z (W)™ = 3 Z(fﬂ/fyﬁ
jkn jkn
et le résultat est donc obtenu en tirant parti du fait que ( ;””k) est une base. O
Remarque

Il faut remarquer que les ondelettes W™ sont complexes. Elles ne sont donc pas dans
Ly(R2R), et nous ne pouvons donc pas dire qu’elles constituent un frame de Lo(R?,R).
On peut en revanche dire que

{Re(¥7,), Im(¥) :n=1...N, j€Z et k € Z*}
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est un frame de Ly(R2,R), ou encore que
{\P?k,\lf_;?k:nzl...N,jeZ etkEZZ}

est un frame de Lo(R%,C).

Ceci nous permet de garantir que la représentation de 'image obtenue par ces coefficients
d’ondelettes complexes est compléte, comme nous ’avions motivé dans la section 4.1.1.

Des fonctions de mesure analytiques sont également utilisée en filtrage spatio-temporel,
ou les filtres de vitesses sont analytiques [FJ90]. Il faut remarquer que la transformée de
Hilbert est parfois aussi utilisée comme outil pour créer des filtres sensible & une gamme de
vitesses donnée et non analytiques [WAA85, BRRO9].

En utilisant ainsi les ondelettes analytiques, nous intégrons de maniere naturelle les
informations de phase et d’énergie des filtres, et sortons du débat de savoir si 'une ou 'autre
de ces deux informations est la mieux appropriée pour mesurer le flot optique. MAGAREY
et KINGSBURY [MK98] motivent leur usage d’ondelettes analytiques avec des arguments
similaires.

Des considérations psycho-physiques motivent également 1'utilisation d’ondelette analy-
tiques. DAUGMAN [Dau88] a identifié dans le systéme de vision des paires de filtres de GABOR
avec un décalage de phase de /2.

_ _ 2 2
fi = e lmm@ll /207 o5 g

fo = e lm@l?/20% gin g g
Une telle paire de filtres peut étre considérée comme un unique filtre complexe
f — e—|\m—mo|\2/2ozeiu'm (428)

qui a un spectre dissymétrique, et est une approximation de la transformée analytique de f;
(pourvu que la norme du vecteur w soit plus grande que la largeur de bande de la gaussienne
qui est 1/0).

4.2.2 Décentrement de la gamme de déplacements mesurables
avec des ondelettes analytiques

Nous pouvons voir 'erreur d’aliasing comme l'erreur d’approximation de la dérivée v -
VI(x) par la différence finie I(x) — I(x — vdt). Dans le domaine fréquentiel, ceci revient
a approcher une exponentielle complexe qui correspond & une translation dans le domaine
spatial avec son développement de TAYLOR centré en 0, qui est 1 + v - w. Nous rappelons
que v est le déplacement entre deux images successives v = (v1,v2) et nous notons w la
variable de fréquence bidimensionnelle :

P(x) — Pz — vit) hw)(1 = emiwmdt)
~ = ~
v - Vot P(w) X (iw - vét)
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Nous allons voir dans cette section que nous pouvons réduire I'impact de 1’aliasing temporel
en faisant un développement de TAYLOR décentré de (1 — e v%t).

Les ondelettes & valeurs réelles ont un spectre symétrique, i.e. ’(/AJ(QJ) = @(—w). Pour ap-
procher 1/;6“”“’ avec un développement de TAYLOR en w, le choix le plus naturel consiste a
faire un développement de e’ autour de w = 0. Les ondelettes analytiques, telles qu’elles
sont décrites en (4.25a-4.25d) ont un spectre dissymétrique. Si nous utilisons un développe-
ment de TAYLOR de €V"* non plus centré en 0 mais au barycentre du spectre de 'ondelette
z/;, Ierreur d’approximation sera sans aucun doute plus faible, parce que nous exploitons
I’approximation de TAYLOR sur une boule de fréquences de rayon plus faible. Comparer les
figures 4.5—a et 4.5-b qui illustrent ce fait en dimension 1.

Y P
0 W 0 wo W
< L —>
domaine d’approximation de TAYLOR domaine plus petit
(a) Ondelettes réelles (b) Ondelettes analytiques
FiG. 4.5 —  Domaine fréquentiel ot Uapprozimation de TAYLOR est utilisée (ondelettes

monodimensionnelles). Nous remarquons qu’a gauche, le spectre de v est symétrique, et la
meilleure approzimation de e"”‘*’zﬁ est sans doute un développement de TAYLOR centré en
0. 4 droite, le spectre de Yt est supporté sur la demi-droite positive. Un développement de
TAYLOR. autour du centre wg fournit donc une meilleure approximation de eiwt/;.

Si nous regardons les équations du systeme (DS) avec une ondelette discrete ¥, au lieu
de l'ondelette continue v}, elles s’écrivent de maniere compacte

us’

I(t+1) — I(t) O,
Z < 2 ’ 6‘xz

> ve = (I(t+1) = I(t),¥f) (4.29)
£=1,2

Regardons comment (4.29) peut étre déduit par une approximation de TAYLOR d’ordre
1 autour de 0 en fréquence. Nous partons de

It+1/22)=It+ 1L,z +v/2) (4.30)
et

It+1/2,2)=1(t;x —v/2) (4.31)
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Nous déduisons de (4.31)
(It +1/2)005) = (1(),e™<205,)
(It +1/2)05) = (10, (1+i757) ¥ )

par approximation de TAYLOR

e+ 172050 = (10050 + 5 3 (1052 ) v (1.32)
=12
De (4.30), nous obtenons de maniére similaire
n ny L 0Uji
(It +1/2)Y5e) = (T +1)95%) — 5 I(t+1), AL (4.33)
(=1

)

En comparant (4.33) et (4.32), nous obtenons finalement (4.29).

Si nous faisons maintenant les méme calculs en décentrant le développement de TAYLOR
autour de w7y, (le centre fréquentiel de 'ondelette analytique w?k), nous obtenons apres des
calculs similaires

(I(t+1/2),95) ~

e @i/ | (14 v - Wi /2) (L (), 0]) + ! Z (I(t),
et

(I(t+1/2),¢5) ~

iv-w™ . n & L ’ .
V2 | (1 — v - Wi f2)(1(E + 1)) — 2 Z (e +1), 396]2 Jve
=12

qui donnent a nouveau par comparaison

2 " Oxy

Z <e—iv-w;}kl(t + 1) + 6iv~w7k[(t) aw;bk>
vg
£=1,2

= i1 —iv - wiy) (I(t+1).0) — ek (14 v - wiy) (1(8)15),)

; n . . 7 . N .
Nous rayons le terme e'”“ik (1 — jv - w;lk) et son conjugué, ce qui correspond a faire une
approximation d’ordre 2, pour obtenir enfin

—i'u~w;-lkl i'v~w?,cl o™
Z <€ (t“r;)‘i‘e (t)7 81/;,7ek>v£:<[(t+1)) gnk>_<l(t)a¢;)k> (434)

=12
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Cette formule permet d’approcher avec une précision meilleure le déplacement v si nous
sommes en mesure d’estimer v - w”,. Cela semble contradictoire. Néanmoins, avec une esti-
mation méme grossiere ¥ de la vitesse obtenue par exemple avec (4.29) ou par une estimation
a une échelle plus grossiere, une estimation plus précise est obtenue en reprenant les équa-
tions (4.34) ot les v ont été remplacés par ¥ dans toutes les exponentielles complexes :

o iDwl PRCR oY
5 < Mt D+ el ;ia:>wz<z<t+1>, n)— (IO (4.39)

=12

Nous appelons cette méthode « décentrement de la gamme de vitesses mesurables »,
parce qu’au lieu de pouvoir mesurer des vitesses dans une gamme |v| < o277, on les mesure
fiablement dans une gamme |v — 9| < 277 (pour des 2/% de norme raisonnable).

Il faut aussi remarquer qu’utiliser la formule d’origine (4.35) sans faire de décentrement
revient & utiliser la formule (4.29) dans laquelle I'estimé a priori de la vitesse est 0. Une
approximation méme grossieére ¥ de la vitesse (par exemple & 30% pres) fournit une mesure
de la vitesse donc plus précise qu’une mesure non décentrée.

L’intérét numérique de cette méthode a été vérifié sur une mesure de déplacement en deux
échelles. La mesure d’échelle grossiere est réinjectée pour décentrer la gamme de mesures
fiables a I’échelle la plus fine. Les résultats sont consignés dans la figure 4.6, ou ils sont
comparés a une situation ou aucun décentrement de gamme de mesure n’est effectué.

0.6 1

1
1

— 1

= N

% 0.4 — / ARV’

Z ,

g /’

2 /7

- 0.2 ] /,

; /

E L

= .-

0 | | |
0 0.5 1 1.5 2

Vitesse v en pixels

F1G. 4.6 — Gain en précision par le décentrement de gamme de fréquence. Erreurs moyennes
de mesure du flot avec décentrement (trait continu) et sans décentrement (trait pointillé).

Ondelettes en bancs de filtres

Pour pouvoir calculer les coefficients de (Sjr) en un temps court, nous avons besoin
d’ondelettes dont les coefficients puissent étre calculés par une transformée rapide. Nous
partons d’ondelettes séparables ¥ (x1,22) = f(x1)g(x2), et nous pouvons donc baser notre

N

construction sur cette d’ondelettes a une variable. Pour cela, nous allons utiliser tout le



68 Chapitre 4. Présentation de la méthode

cadre des analyses multirésolutions évoqué dans les premiers chapitres et décrit par Stéphane
MALLAT en détail dans [Mal89b, Mal89a, Mal97].

Des coefficients d’ondelettes en dimension 1 peuvent étre calculés avec une pyramide
de filtrages et de sous-échantillonnages si I’ondelette est une convolution infinie de filtres a
réponses impulsionnelles finies, ce qui s’écrit en domaine fréquentiel

h(w) = ﬁMj (;—J) (4.36)

ol les M; sont des polynomes trigonométriques. Pour des raisons d’efficacité, les M; doivent
étre tous les mémes, a ’exception des quelques premiers.

Nous montrons dans le chapitre A comment construire des bancs de filtres pour calculer
des coeflicients d’une ondelette dérivée. Dans cette section, nous allons principalement décrire
des bancs de filtres pour des ondelettes analytiques.

4.3.1 Ondelettes analytiques en bancs de filtres

Nous ne pouvons pas utiliser la transformation de HILBERT pour calculer des coefficients
d’ondelettes analytiques pour des raisons de cotit de calcul. En effet, ceci signifierait qu’il
faudrait utiliser des filtres de support infini, et de décroissance trés lente & l'infini. Nous
allons voir qu’il est possible d’approcher la transformée de Hilbert 1™ d’une ondelette réelle
1) par une ondelette presque analytique 1%, dont les coefficients pourront eux étre calculés
avec des filtres de support fini.

4.3.2 Conception des filtres

L’ondelette 1)# doit avoir presque toute son énergie concentrée sur le demi-axe des fré-
quences positives. De plus nous aimerions conserver la relation ¢ = Re(w#), de la méme
facon qu’avec l'ondelette « vraiment » analytique, nous avions ¢ = Re()T). Ainsi, le théo-
réme 4.3 pourra s’étendre aux ondelettes bidimensionnelles construites avec 1# au lieu de
Pt

Nous nous donnons une paire quelconque de filtres mg et m; qui peuvent étre par exemple
des filtres miroirs en quadrature D’ ADELSON et SIMONCELLI [ASH87] ou MALLAT [Mal89a]
ou plus généralement un filtre passe-haut et un filtre passe-bas. Nous définissons I'ondelette
1) comme une convolution infinie de ces filtres, ce qui s’écrit

h(w) =m (g) ﬁmo (;—j) : (4.37)

¥ et sa transformée de FOURIER sont représentées en (4.3-b,d).
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Transformation presque analytique

Si maintenant, nous notons my un filtre d’interpolation de DESLAURIERS—DUBUC, qui
vérifie entre autres donc la relation

ma(w) + mo(w+m) =2 Yw € R, et (4.38)
ma(w) = ma(—w) €R Yw € R, (4.39)

alors % (w) = P(w)ma(w/4 — 7/2) peut étre considérée comme une bonne approximation
de ¢ (w) pour deux raisons:
— La majeure partie de ’énergie de v située dans le lobe de fréquence négative est écrasé
par la multiplication par ms qui s’annule dans cette zone.

— Nous pouvons de plus récupérer 'ondelette originale 1) par extraction de la partie
entiere de ¥ :

b =Rev?
En effet,

—

—

(v# +97) ) = P# (@) + 9#(-w)
0@ (ma (5= 5) +me (7 -3))

2¢(w) grace & (4.38-4.39).

Cette relation nous permet d’étendre le théoreme 4.3 au cas des ondelettes quasi analytiques.
Nous avons le théoreme suivant :

Théoreme 4.4

La famille des ondelettes presque analytiques définies de méme qu’en (4.25-a-d) en rempla-
cant vt par v# est un frame.

Une des inégalités du frame s’obtient exactement de la méme maniere que dans la preuve
du théoreme 4.3, tandis que 'autre est montrée en 5.1. Une construction similaire a été
proposée par A. COHEN dans [Coh92]. Son approche differe en ceci que tous les filtres passe
bas sont modifiés (en des filtres de support infini) pour rendre ’ondelette presque analytique.
Dans notre approche, seule une étape du filtrage en pyramide est modifiée.

Les transformées de FOURIER des ondelettes bidimensionnelles construites a partir des
ondelettes presque analytiques selon les formules (4.25a-4.25d) n’ont plus qu’un seul pic
fréquentiel significatif. Elles sont représentées en Fig. 4.8.

Schéma de filtrage en cascade

Les produits scalaires [ I(x)y# (z)dz sont calculés de la méme maniere que des produits
scalaires [ I(z)y(z)dx & une étape de filtrage pres. Par comparaison avec I'expression de 1

&(W):ml (%) Xm()(%) Xmo(%) X oo,
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1 mol(w/4 —m/2) 1
~
. / h )# (w)|
[P (w) / \\
0.5 , 0.5
\ / /
0 0
-2 0 2w -2 0 2
w w
(a) ¥ et ma(y — ) (b) [p#|
Re(o#(@)
0.4 l“\
0.2 V[ et
0 N\ |\ I'\ \ >
TR
—0.2
ViV
—0.4 Y
-2 -1 0 1 2
x
(c) p#

FiG. 4.7 — Approzimation y# de |t et sa transformée de FOURIER

(b) ¢! (c) ¥ (d) v? (e) v*

(a) ¥°

FiG. 4.8 — Transformées de FOURIER des ondelettes analytiques bidimensionnelles
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I'expression de ¢# est
w

VR w) = dme (- 7) (4.40)

o (5) [ ()2 ) [ (2) e ()5 o
r(i-3)

filtre suppl.

c’est a dire que le produit infini contient un unique terme de plus indiqué par une accolade.
Si nous écrivons

ajk[f] = (f:djk)
djk[f] = (f¥jk)
(1] = (F)

le schéma de filtrage classique pour calculer les coefficients d;x[f] est indiqué en Fig. 4.9-a.
On peut le comparer au schéma analytique modifié qui est représenté en Fig. 4.9-b. Les
deux schémas sont représentés avec les conventions suivantes : les boites représentent

un sous-échantillonnage, et les boites et similaires représentent des étapes de filtrage.
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(b) Analytique

Fia. 4.9 — Schémas de filtrage réel et analytique en 1D
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Chapitre

Preuves de convergence

Frame analytique

Dans cette section, nous allons prouver que les ondelettes presque analytiques construites
en 4.3.1 constituent des frames.
Une famille d’ondelettes ¥, est un frame si la double inégalité suivante est vérifiée

N
MilIFI3 <Y DY T ) < M| £113 (5.1)

n=1jE€Z kcZ2

et ce pour des constantes M7 et My strictement positives fixées, et pour n’importe quelle
fonction f de Lo. Nous appellerons I'inégalité de gauche l'inégalité d’ellipticité, et celle de
droite I'inégalité de stabilité.

Comme les familles d’ondelettes analytiques ou presque analytiques ont été construites
de sorte a étre redondantes, I'inégalité de gauche est simple a établir. Elle a été prouvée
en Sec. 4.2 pour des ondelettes analytiques, et comme expliqué en Sec. 4.3.1, la preuve
est identique pour les ondelettes presque analytiques définies en 4.3.1. On peut également
remarquer que dans la preuve, on n’utilise pas le fait que la famille d’ondelettes de départ
1 soit orthogonale, mais seulement qu’elle constitue elle-méme un frame.

Dans cette section, nous allons nous intéresser & l'inégalité de frame droite (dite de
stabilité), que nous allons prouver pour des ondelettes analytiques ou presque analytiques
sous une forme assez générale. Précisons quelques notations. Nous allons mentionner plu-
sieurs filtres my pour plusieurs indices £. Pour un ¢ donné, m, désigne indifféremment le
filtre discret (c’est—a—dire une suite discréte de réels) et sa transformée de FOURIER (une
fonction 27—périodique). La distinction se fera quand elle est nécessaire en utilisant des cro-
chets (my[k]) pour désigner des valeurs de la suite discréte et des parentheéses (my(w)) pour
désigner des valeurs de sa transformée de FOURIER. Ainsi, on peut écrire

1 2 )
myelk] = ﬂ/0 me(w)e™*dw
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Le support d’un tel filtre désignera par défaut le support temporel du filtre, et sera donc une
partie de Z.
Prouvons tout d’abord un lemme utile:

Lemme 5.1

Soit 1 une fonction de Lo(R?), de transformée de FOURIER bornée. On suppose que &(w)
décroit suffisamment vite quand |w| — oo ou |w| — 0, c¢’est—a—dire

- C
[(w)]| < pour un s > 1/2 (5.2)
(1 Jwa])*(1 + Jwyl)®
lih(w)| < C'|w|* pour un « > 0 (5.3)
Alors, il existe une borne positive My telle que
Z Z Wik, f)1? < Ma| f||3 pour toute f dans La(R,C) (5.4)

JEL kEZ

Démonstration. Nous suivons la voie indiquée par Albert COHEN dans [Coh92]. Nous cal-
culons I’énergie de bande j:

oi(f) = Z [(f¥sm)?

kez?
1 oA
e Z [(Fbgn) (PARSEVAL)
kez?
, 2
Fl@)p(27w)e 2 F @ dw
471'2 hez? //Rz
2

—ik-w . ]

4 472 Z / / R2 fRlw)h(w)e dw (Changement de variables)

kez?
Nous appliquons de nouveau la formule de PARSEVAL & la fonction périodisée de Lo ([0,27]?)
= Z f (27 (w + 2km)) P(w + 2kT)
kez?

pour obtenir
2

> F (2 (w + 2km)) d(w + 2kn)| dw

keZ?

2]‘ 27
o;(f) = %/0

En choisissant un réel p de [0,2[ tel que ps > 1, on écrit par inégalité triangulaire

2
dw
//[O 2m]?
//[O 271']2

I (27 (w + 2km)) | % [¢h(w + 2km))|

keZ2
2

(2J (w + 2km)) | x [ (w + 2km)| P72 |ih(w + 2km)|P/?| dw

keW
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Par 'inégalité de CAUCHY—SCHWARTZ, on obtient

o;(f) < 2]‘//[0%]2 kgﬁ(zj(wmm))%(wmm )2~ P’ 3 \w w+2k:7r)’ dw

2w e
L’hypothese de décroissance de 1[) en (5.2) garantit que les sommes
R P
Z ‘z/J(w + 2k7r)‘ dw
kez?
sont bornées uniformément par un C”. Nous pouvons alors écrire

// 2 - 2
e //027r (2J(w+2k7r)) b(w + 2k) ”‘dw

keZ?
_ 0"57 / 7 (2w 2km)) oo + 2?0 o

C//

2—p
T on ‘

[ i@ = [éz7w)
Les hypotheses (5.2) et (53) garantissent que la série

Y WETw)Pr

J1<j<J2

converge pour J; — —oo et Jo — 400 avec une vitesse géométrique, et que sa somme

=Y b2 w)r

JEZ
est bornée uniformément sur un anneau fréquentiel A < |w| < 2A par une constante C"".
Comme S(2w) = S(w), cette somme est bornée sur l’espace R2 tout entier par le méme C"”.
Donc,
C//C///
> o) < / /
= R?
CI/C///
2 o
et done Y > [(fabju)l® < I1£113
JEZ keZ?
et la preuve est terminée. O

Si maintenant ¢ et 1 sont une fonction d’échelle et une ondelette définies par

~ Foo
w) =[] molw/2")
k=1

P(w) = mi(w/2)d(w/2)



78 Chapitre 5. Preuves de convergence

Nous supposons que mg est tel que q?)(w) = O(1/|w|) quand w — =00, ce qui est une
hypothese de régularité faible sur ¢. Nous supposons aussi que m; est un filtre passe-haut
de support fini, ce qui signifie que m;(w) = O(w) quand w — 0. Nous supposons enfin que

{%‘kl ($)¢jk2 (y)7 (b(x)jkl wjkz (y)7 /(/)jkl (‘r)d)ﬂh (y) : Jik ke € Z}

est une base inconditionnelle de Ly(R?). Nous définissons alors

1. une ondelette & une variable ¥#, avec

#(w) = plw)(w)

ol p est soit la transformée de Fourier de la fonction de Hilbert p(w) = 2 X 1(,,50) ou
est définie par p(w) = mo(w/4 — w/2) ot my est le filtre décrit en 4.3.1;

2. une famille d’ondelettes a deux variables analytiques

Y (21)p(2) P? (@) = ¢(x1) ™ (x2)
# (1) (2) (@) = ¥ (21)0# (22)

et pour tout n =5, Y™ (x) = " 4(x).

Nous pouvons maintenant énoncer

o' (x)
VP (x)

Théorémes 4.3,4.4
La famille d’ondelettes (presque) analytiques (¢7,) est un frame de Ly (R2,C).

Démonstration. Les hypotheses faites sur mg, m; et le fait que la fonction w — p(w) soit

bornée impliquent clairement que ¢™ satisfait les hypotheses (5.2) et (5.3) du lemme 5.1.

Par conséquent, nous pouvons borner

SO R

JEZ keZ?
par un multiple fixé de || f]|3 pour tout n et donc écrire I'inégalité de stabilité
8
DD WP < Mol fII3
n=1j€Z keZ?

Nous rappelons que I'inégalité d’ellipticité a déja été montrée en Sec. 4.2, Th. 4.3 et la preuve
est donc terminée. O

Si la fonction f est réelle (ce qui est le cas des images), alors ce développement est inutilement
redondant, puisqu'un coefficient (f,1%;) est le conjugué du coefficient (f ,1/);’,: Ysin < 4. Cest
pourquoi nous n’utilisons que les 4 premieres ondelettes dans notre mesure du flot optique.
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Consistance de I'estimation du flot optique

Dans cette section, nous prouvons que les approximations que nous faisons pour extraire
le flot optique sont consistantes, ce qui signifie que les erreurs de ces approximations tendent
asymptotiquement vers 0 quand le pas de temps et ’échelle de mesure tendent tous deux
vers 0. La difficulté principale de ces preuves est de trouver une formulation pour exprimer
le fait qu'une quantité est plus petite qu'une quantité de référence, quand on n’a pas de
borne inférieure sur la quantité de référence, mais seulement une estimation de sa vitesse de
décroissance a travers les échelles.

Pour estimer l'ordre de grandeur de coefficients d’ondelettes autour d’une singularité
donnée, nous allons utiliser un théoreme de JAFFARD qui lie la régularité LiPSCHITZ locale
et la décroissance des coefficients. Nous rappelons qu’'une fonction f de Lo est LIPSCHITZ—«
en un point x si et seulement si il existe un polynéome P tel que

|f(x) — P(x)] = Oz — zo|™) lorsque x — g (5.5)

Il faut remarquer que 'on peut limiter le choix de P & un polynéme (alors unique) de degré
au plus |a]. On peut également dire qu’une fonction f est exactement LIPSCHITZ—« en xg
si de plus 'elle n’est pas LIPSCHITZ—o’ pour un o’ > a.

5.2.1 Erreur d’approximation d’un flot non uniforme par un flot uni-
forme

Nous prouvons dans cette section le théoréme 4.1. Rappelons les hypotheses faites sur
le modele d’images. On suppose que la séquence est le résultat d’une déformation réguliere
(z,t) — d(x,t) d’'une image I(0;x) au temps t = 0:

x—x+0(z,t) (5.6)

Nous supposons que « — I(0;x) est localement Ly et de régularité LIPSCHITZ—« en g, ce
qui peut s’écrire

I(z) = P(x) + O(|x — xo|“) lorsque & — xg (5.7)

ou P est un polynéme de degré inférieur & a. Nous supposons également que I(0) est exac-
tement LIPSCHITZ—« en g, ¢’est—a—dire LIPSCHITZ—«’ pour aucun o > a.

Comme 6(x,0) = x for tout @, la transformation & — x + d(x,t) est inversible au temps
t = 0, et est donc également inversible pour un intervalle de temps autour de 0 sur un
voisinage fixé de x(, par application du théoreme d’inversion locale. Son inverse s’écrit

y—y—e(yt)

Nous supposons que le déplacement est uniformément LIPSCHITZ—(a + 3) en (x,t) (et
done |« + 3 fois continiiment différentiable).

1. D’une maniére générale, on pourrait appeler I’exposant LIPSCHITZ—a au point &g la valeur critique de
a telle que la fonction n’est pas LIPSCHITZ-«’ pour un o/ > « et est LIPSCHITZ«a/ pour tout o’ < a. Nous
n’irons pas a ce niveau de détail, afin d’éviter d’obscurcir notre exposé sans beaucoup gagner en généralité.
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Au temps t = 0, le flot optique est la dérivée temporelle:

08 (x,t)
,0) = 5.8
ow0) = T (58)
Dans ce cadre, I’hypothese d’illumination constante s’écrit
I(t;z + 0(x,t)) = I1(0;x) Ve, t (5.9)
et par dérivation, nous obtenons I’équation différentielle du flot optique
o1
v(x,0) - VI + 5= 0 (5.10)

Le frame d’ondelettes que nous utilisons s’écrit (w;?k) jkn €t les ondelettes sont supposées
avoir au moins |«| moments nuls. Nous supposons également que ce frame vérifie les hypo-
these du théoréeme A.3, et que les ondelettes sont contintiment différentiables et a support
compact.

Dans un premier lemme, nous allons construire un systeme d’équations que le vrai flot
optique satisfait a une erreur prés que nous allons estimer.

Lemme 5.2

Soit v un réel positif. Si x — I(0;x) est exacternent LIPSCHITZ—« en ®g, alors nous avons
pour n'importe quelle ondelette Y™ l’équation du flot optique approchée suivante :

1 (0,0) <1(0),66£’“> + v9(w,0) <I(O),%ﬁk> +r(Y" k) = <%(0), yk> (5.11)

ot
r(¥",5.k)| < M277FD (14 27z — k[*T) (5.12)

et pour tout o > «, il existe un réel N et des suites jp, k, et n, telles que

Jp — +00 quand p — +00
Q*jpkp — Xy quand p — +00
et
o1(0) ., C . /
| > N2 (1 2y — ky|® ) 1

Démonstration. La preuve de (5.12) repose sur un développement de TAYLOR de v autour
de xg. Un développement au premier ordre donne

v(x) = v(xo) + R(x)(x — o)

ol R(x) est une matrice 2 x 2 et * — R(x) a un degré de régularité de moins que v,
c’est—a—dire qu’elle est || + 1 fois différentiable.
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Le produit scalaire de (5.10) avec les ondelettes 17, donne

// - VI(0;z) d+//8[0w (z)dz = 0

Nous en tirons alors (5.11) si nous posons

"k / / (2 — @o)] - VI(0;2) 7 (@) da

Par une intégration par parties, nous obtenons

"k / / (0;) [(R(@) (1 — 20)) - Vili(@) + [V - (R(x)(@ — 0))] (@) | dao

qui peut étre découpé en la somme de deux termes 71 et ro. La premiere moitié de cette

intégrale est
ry =2 // I(0;z) (R(x)(x — x0)) - %’;(:‘j)dm

Comme les 277 O (x)/Ox, sont des ondelettes qui constituent un frame avec |a + 1]
moments nuls, et comme x — I(0;x)R(x)(x — xg) est LIPSCHITZ—a + 1, le théoréme de
JAFFARD [Jaf91, Mal97] implique que

‘// 1(0; ) (R(z) (@ — a0)) - Vg—’;(w)d:c‘ < M2 (1 4 (2 — K+

et donc
1] < M279(@HD (1 4 |20 — K|*TY) (5.14)

Le deuxiéme terme ro est

[[ 10219 - (RG@)(@ - 20))] i@l
La partie gauche de l'intégrande

1(0;2) [V - (R(z)(x — 20))]

étant LIPSCHITZ -« et les ondelettes 17 (x) ayant |a] moments nuls, nous pouvons utiliser
encore le théoreme de JAFFARD pour dire que

[ral < M'279CFD (14 2z — K|*) (5.15)
Nous combinons finalement (5.14) et (5.15) pour affirmer qu’il existe une borne M telle que
[P gik)| < M279HD (14 |22 — k[T

Pour prouver I'existence de suites j,, k, et n, qui satisfont I’équation (5.13), nous utili-
sons la réciproque du théoréme de JAFFARD que nous appliquons & une suite de boules de
centre o dont le rayon tend vers 0, et remarquons que x — I(0;x) n’est pas LIPSCHITZ—
(a+a')/2 en xg. O
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Ce lemme montre qu’autour d’une singularité LipsCcHITZ d’ordre «, le flot optique réel
satisfait un systeme d’équations de la forme:

Mjrv(wo) + Ejie = Yjk (5.16)
ot pour des suites j,, k, telles que j, tend vers +oo et 2777k, tend vers xg, le rapport

||Ej;nkp|| M jlat+l—a’) 1+ |k:P — 2jpw0‘06+1

T2kl Mg Zol
Mk, |~ N 1+ [kp — 29ra@o|*
< MQ—jp(a+1—a') 1+ |k17 - 2Jp$p|a+1
N 1+|kp72]1’$0|al
M , , ,
< NQﬂ”(aJrlfa ) (1 + |k — 2rag|* e )
M

=5 (g—jp(aﬂ—a/) + 270k, — w0|a+1—a/)

et tend donc vers 0 quand p tend vers l'infini si o’ est dans V'intervalle o, + 1[. Nous avons
donc prouvé la premiere assertion du théoreme 4.1.
Nous nous attaquons maintenant a la deuxieéme partie:

Théoréme 4.1-partie 2

S’il existe une suite d’entiers croissante ¢ — p(q) telle que les matrices carrées M;, ki
aient un conditionnement borné quand q — 400, alors les vitesses vj, k. ., solutions des
systemes

Mjp(q)kp(q)vjp(q)kp(q) = Y}p(q)kp(q) (517)

convergent vers le vrai flot v(xo).

Démonstration. Nous écrivons la différence entre les équations (5.16) et (5.17), pour obtenir

Mj, oy ey (V(20) = Vs kepa)) = ~Eipiyenc
et en notant « cond(M) » le conditionnement de la matrice M, nous avons

HEjp(q)kp(rl) ”

[90) = 350 b | € RN 0, )= 2]
prlg prlg

et I'erreur d’estimation tend donc vers 0. |

Ce résultat peut étre étendu au cas plus réaliste ol les matrices M, ne sont pas carrées,
mais ont plus de lignes que de colonnes. Dans ce cas, le conditionnement est supposé étre
le conditionnement vis-a-vis de I'inversion & gauche, i.e. cond(M) = y/cond(MT M), et la

solution v, .k, ., du systeme (5.17) est la solution aux moindres carrés du systeme:

_ T ) T .
vjp(q)kp(q) - (Mjp(q)kp(q)MjP(Q>kP(lZ)) Mjp(q)kp(q)Y]P(’J)kP(Q>
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si bien que nous pouvons énoncer

Théoréme 4.1-partie 3

S’il existe une suite croissante q — p(q) telle que les matrices M; g ont un condition-
P . . . 8 r(q)®p(q) .

nement borné vis—a—vis de l'inversion a gauche quand ¢ — +o00, alors la vitesse v, .k

solution de régression du systéme

r(q)

Mjp(q)kp(q)vjp(Q)kp(Q) = Y}p(Q)kD(Q) (518)

converge vers v(xg).

Démonstration. La preuve s’écrit d’un maniere similaire a celle de la deuxieme partie du

’ N . . N T .
théoreme. En multipliant (5.16) & gauche par Mjp(q>kp<q)7 on obtient

T T _ T :
jp(q)kp(q)M]P(Q)kP(Q)v]P(Q)kP(Q) + Mjp(q)kp(q)E]P((I)kp((I) - Mjp(q)kp(q)y;p(q)kp(q)

et en retranchant (5.18)

T _ o _ T ,
oty ot M koo (v(o) va<q>kp<q>) ==M; ki Eiviarknca

Ceci nous fournit la borne

T .
kpio)’ 15, ki Eincar ko |
(@ kp(a) T ,
re ”Mjp(q)kp(q)Mjp(q)kp(q) ”

H’U($O) - vjp(q)kp(q) H < CODd(Mj

et comme

T
HM,IJ;p(q)kp(q)EjP(Q)kP(Q) H < ”Mjp(q)kp(q) ” X ”Ejp(q)kp(q) ”

2
” jp(q)kp(q)Mjp(q)kp(q) H ”Mjp(q)kp(q) ”

nous obtenons

2 I1E; (@ Fn( )H
HU(fBO) i Ry ST H < cond(Mjp(q)kp(q)) o Iple)Prle) L

H‘lu’ﬂlp(q)k’p(w ”

Donc,
Vi kepty — V(Z0) quand ¢ — +oo
O

Les résultats énoncés dans le théoreme 4.1 sont faibles dans la mesure ou ils ne peuvent
garantir mieux que l'existence d’une sous—suite qui est susceptible de nous donner une esti-
mation correcte du flot optique. Il est clairement impossible d’énoncer un résultat plus fort,
comme ’exemple suivant nous le montre en dimension 1.

Considérons un motif I(z) qui soit 1.5-LIPSCHITZ en 0: I(x) = x+/|z|, et un flot de
déplacement v(x) = vg + ax pour des constantes a et vg. Supposons que nous utilisions
une ondelettes réelle impaire ¢ (i.e. Y(—z) = —¢(z)). La « matrice » Mj; est nulle pour
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tous j € N et k = 0 parce qu’elle s’écrit comme l'intégrale d’une fonction impaire. L’erreur
d’estimation est cependant

Ejo = /xM¢jodx
= a2j/2/:r\/mw(2jz)dx
=a2792 [ 27 x\/]2 T x|y (a)da
= a2_2j/x|m|1/21/)(:r)dac

= a2_2j EOO

Il existe une ondelette impaire telle que Fyy soit non nulle ce qui signifie que pour tout
J, le rapport ||Ejol|/||Mjo|| est infini. Nous ne pouvons pas espérer utiliser une seule de ces
mesures pour estimer le flot. Le théoreme ceci—dessus est vrai, car la mesure sera possible
par des mesures d’indices k& non nuls tels que 277k tende vers 0.

Jusque la, nous avons estimé ’erreur de mesure en négligeant 1'erreur d’aliasing, c’est—
a—dire en supposant que la dérivée temporelle de I'image nous était accessible. Nous allons
maintenant voir ce qui se passe quand nous devons estimer la dérivée temporelle de 'image
par une différence finie.

5.2.2 Erreur d’dliasing

L’erreur d’aliasing est causée par I'approximation de la dérivée temporelle de 'image
par une différence finie. Pour limiter le nombre d’équations et pour ne pas écrire de preuves
illisibles, nous nous limitons au cas simple de 'approximation de la dérivée par une différence
finie du premier ordre

oI I(t+dt)—I(t)
at 5t
et n’étudions pas celle que nous utilisons dans notre implémentation (cf Equ. (3.5) et (3.6)),
mais les preuves seraient semblables.
Nous commencons par énoncer quelques lemmes. Le lemme 5.3 estime 'impact sur les
coefficients d’ondelettes d’une fonction d’une déformation réguliere de cette fonction et c’est
dans ce lemme que se concentrent les calculs les plus techniques. Le lemme 5.4 garantit

I’existence d’un systeme linéaire dont le vrai flot optique est la solution, dans le méme esprit
que le lemme 5.2.

Lemme 5.3

Soit (t,x) — X¢(x) une application || +3 fois continiment dérivable définie de RxR? — R?
telle que © — X;(x) soit inversible pour tout t et telle que Xo(x) = x pour tout = € R2.
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Soit f une fonction R? — R qui est LIPSCHITZ—« en xg. Soit (‘P;-Lk) une frame d’onde-
lettes avec |a] + 1 moments nuls. 1l existe M > 0, jo € Z, n > 0 et tg > 0 tels que

// (f(Xi(z)) — f(2)) Vpdr < M (2—1'((“2) +[t277 (14 27> — k|°‘)) (5.19)

pour j > jo, 1277k — x| < n et [t| < te277.
Démonstration. Comme f est LIPSCHITZ—«a en xq, on peut écrire
f(x) = P(x) +r(z)

ol P est un polynéme de degré inférieur & « et |r(x)| < M|z — 2o|® pour un M € [0, + ool
Le terme de gauche de (5.19) peut alors s’écrire

// (F(Xe(@)) — () Vi (@)da = A+ B
A= // (P(Xi(@)) = P(x)) V] ()dz

et

B [[ 0(Xu(@)) - riw) Wiy @)

Comme ¥" a |a] + 1 moments nuls,

A= / / P(X(2)) W (x)da

Comme Dapplication & — P(X;(x)) est uniformément LIPSCHITZ—« + 3, elle est aussi uni-
formément LIPSCHITZ—a + 1, ce qui signifie

A< M2+ (5.20)

Pour majorer B, nous écrivons

B://T(Xt(w))xpyk(m)dw—//r(x) n (@)dz

Par le changement de variables & — X; '(z), et en écrivant

K(@,t) = det (82(;1 (:c,t))
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nous obtenons
B = // (K(:c,t)\IJ?k(Xt_l(m)) — IQ\I’?k(m)) r(x)dx

Notons que K est |a] + 2 fois continiiment différentiable, et que de plus K (x,0) = 1 pour
tout x. B peut de nouveau étre découpé en la somme de deux termes:

B

[ K@) @ @) - v r@ie + [ [(K@o - D)W@) (@)
+ Ba

= B

By est majoré par

By < |t\M”/ U7 (@)] % |2 — 20| da (5.21)

|t| M2 // 1277y + 277k — xo|* 0" (y)dy (5.22)

20 |f| Mg (et ( [ e @y + i - we [[ |wn<y>dy) (5.23)

< M2 IOAD (14 202 — k%)

N

ott (5.21) implique (5.22) par un changement de variables y = 2/z—k et (5.23) en remarquant
que (a+ b)* < 2%(a® + b*) pour a > 0, b > 0.
Un calcul similaire fournit une borne sur B :

B < M // W (X () — U(@)] X |2 — ol “dee

= M2 //|\I!"(2ijl(m)fk:)—\I/”(2jacfk:)| X |& — x| dx

M2+ // " (X727 (y + k) — O (y)| x|y + b — 20| dy
Nous remarquons d’abord que si t < tg277,
Yy U (20X, 127 (y + k) — k) — O (y)]

est de support borné. Deuxieémement, si le support de I'ondelette P est dans un voisinage
de xo (ce qui revient & supposer que j est assez grand et |277k — x| assez petit), nous
pouvons écrire

W (27X, (27 (y + k) — k) — U7 ()| < M2|X; @7 (y + k) — 27 (y + k)| < M2
pour un certain M’ si bien que finalement nous obtenons par intégration

By < M"279%t] (1 + |27z — K|*)
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et la majoration de B
B < M2t (1 + |27z — K|*) (5.24)

pour un autre M.
Pour conclure, nous combinons les bornes sur A et B pour obtenir (5.19):

/ (f(Xu(@)) — f(@)) Wieda < M (279€FD 4 |t277° (14 2y — K[*))  (5.19)

O

Lemme 5.4

Soit a un réel positif. Supposons que x +— I(0;x) soit exactement LIPSCHITZ—« en xg. I
existe jo € Z, tg >0, C >0 et M > 0 tels que si j > jo, 6t € [0,277to] et |xg —277k| < C,
alors
Yn o, I(6t) —1(0)
0) ( 1(0), 2 0) { 1(0), 225\ 4 1/ (yn k) = ( 0 n
(0 0) {10522 + e ) (101522 ) + '0m3k) 1O
(5.25)

ou
(6", e) | < M (279D (14 |27 — k| 48279 D (14 27w — k|7))  (5.26)

Démonstration. Le lemme 5.2 peut étre appliqué a 'image I(t) pour n’importe quel temps ¢,
ol la position xg soit étre remplacée par la nouvelle position correspondante ot I est encore
LIPSCHITZ—a, i.e. &g + 6(xo,t). Nous pouvons écrire 1’équation (5.11) pour tout temps ¢
comme :

oI
v(xo + d(xo,t),t // VIt z))dr +r(P",j,kt) = <8t ()% >
ol
(9" ok t)] < M2 (1 4 (27 (o + 8(wo b)) — k[*)
Dans cette inégalité, nous pouvons supposer que M est indépendant de ¢ sur un intervalle

de temps et d’espace fini autour de xq.
Cette inégalité peut étre intégrée en temps pour donner

ot
/ v(@o + 8(zo,),t / VI(t @), dwdt*/ r(y"giket) = (1(5t) = 1(0).4fy)
0

Nous pouvons maintenant écrire (5.25)

o(ao) | VI(O)Q/J?kdw—i—r'(W,j,k,ét):<w7 o >
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ou le reste ' s’écrit
st
, 1

Tzﬁo

St
r(d}n’j,k,t)dtJr%/o (v(m0+5(m0,t),t)/ VI(t;x) ;’k(m)dm

- 'u(:cO,O)/ VI(O;a:)wyk(m)dw> dt
Nous devons maintenant majorer ce reste. Nous 1'écrivons 7’ = 7} + r5. Le sort du premier
terme 7} est vite réglé:
[r(™ g, ke,t)] < M277 D (1 4|27 (g + 8(o,t)) — k|*TY) par le lemme 5.2

En remarquant que |d(z,t)| < M'[t]| et que (a + b)* < 2%(a™ + b*) pour tous a,b > 0 et
a > 0, nous obtenons

(" gode. )| < M'27ICHD (14 278+ 4 |2y — ke[ o)
< M// (|t|a+1 4 2*j(a+1)(1 + ‘2j$0 o k|a+1))
et par intégration

|T1| < E 0 |’I"(’(/J a]akat)‘dt

< M/// <|t|o¢+1 + 2—j(a+1)(1 + |2j$0 _ k‘a-&-l))
Comme nous supposons que |t| < t9277, nous pouvons simplifier cette majoration par
[ | < M279@FD(1 4 |27, — K|+ (5.27)

Le deuxieéme terme r s’écrit

rh = % /05'5 (’U((EO + 5(wo,t),t)/ VI(t; w)wfk(a:)dw - v(wo,O)/ VI(0; w)w;-lk(w)dm> dt
L’intégrande peut s’écrire

o(en + 8(zad)) [[ (Vitiw) - V1(0:2) iide ©

+ (v(xo + d(x0,t),t) — v(x0,0)) / VI(0; :c)z/;?kda: (D)

Par une intégration par parties

D = — (w(mo + 8(mo.t).t) — v(@0,0)) / / 1(0; )Vl dae
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Nous remarquons que (2_ja¢?k/al'[)jkgn est un frame de Lo(R?), et que I(0) est LIPSCHITZ—
« en xg, ce qui implique par application du théoreme de JAFFARD

D] < Mt|277%(1 + |27 a0 — k%)

Pour majorer le terme C, nous faisons une intégration par parties
C = —v(xg+ 6(x0,t),t) // (I(t;z) — I1(0;)) VY dx

4 V!
= —2v(xo + 6(xo,t),t) // (I(0;x — e(x,t)) — I(0;x)) 2ij dx

si bien que nous pouvons utiliser le lemme 5.3 avec f = I et avec

\I]<n,f) _ 2_]‘ ai/’?k
ik 8“
pour obtenir finalement
c| < M’ (2—1'(@“) +[t27 D1+ [ — k;|a))
Par intégration,

St
h=— C + Ddt
T2 =5 ; +

< M (2—1(‘1“) + 1627 D (1 4 (2 — k|a)) (5.28)
si bien qu’en combinant (5.27) et (5.28), nous obtenons une majoration de r’:
7' < 171l + I
<M (2—j(a+1>(1 + |2z — k| + 627D (1 4 |27y — k|a))
U

Nous pouvons écrire (5.25) en bref:
Mjrv(x0,0) + Ejj, = Y
ou la matrice My, est la méme que dans (5.16). Nous venons de montrer que
1Bll < A (277D (L4 |20 — k) +[0t]27 D (1 + 2o — k%))

Nous pouvons maintenant montrer la premiere partie du théoreme 4.2. Avec des argu-
ments identique & ceux du théoréme 4.1, pour o > ¢, il existe une suite j,, k, telle que

1M1, | > N2 (14 [2ng — k|*)
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Le taux d’erreur peut étre borné par

E. —j(a+1) Jon |+l
| kap<%(2 (1+ 2@y — K| )+I5tl

2770 D(1 + |27z — k|a))
M, I = N 277 (1 + 2o — k[*)

2-19 (14 |27y — k|)
Soit 6 un réel strictement positif. Nous choisissons une suite dt,, telle que

St, < 2770+0), (5.29)
Nous prenons o €]a,a + 0/2[N]a,a + 1[s, et il existe pg et M’ tels que p > py implique:

||Ejpkp || < M/|5tp|2fj(a717a/)
1Mk, |

et tend vers 0 quand p — +oco. La premiere partie du théoreme 4.2 est ainsi prouvée. La
derniere partie se montre exactement de la méme maniere que pour les parties 2 et 3 du
théoreme 4.1, et nous ne nous répéterons pas.
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Chapitre 6

Expérimentations numériques.
Perspectives.

Expérimentions numériques

L’algorithme a été mis en ceuvre avec des ondelettes analytiques. La raison d’un tel
choix et leur construction est détaillée en 4.2. Nous décrivons brievement quelques détails
d’implémentation et montrons comme l’algorithme se comporte sur différentes séquences
classiques.

Filires Les filtres que nous avons utilisés tout au long de nos expérimentations sont dans
I’ensemble les mémes: des filtres de DESLAURIERS—DUBUC d’ordres divers. Les filtres passe-
bas de DESLAURIERS-DUBUC sont

[-1 0 9 16 9 0 —1]/16 (6.1a)
ou

[3 0 —25 0 150 256 150 0 —25 0 3]/256 (6.1b)

Ces filtres ont un certain nombre d’avantages. Il ont une bonne résolution fréquentielle
(et un bon nombre de moments nuls) par comparaison avec le nombre d’opérations qu’ils
requierent pour une convolution. Ils contournent notamment la limite classique selon laquelle
le nombre de moments nuls est borné pour une taille de support fixée en ayant un certain
nombre de coefficients intermédiaires nuls qui augmentent la taille du support sans couter
des opérations supplémentaires. Par ailleurs les coefficients de ces filtres sont des rationnels
dyadiques, et on peut donc éviter des calculs en virgule flottante. Les transformées en onde-
lettes ont été sur-échantillonnées d’'un facteur 2, si bien que la gamme de mesures estimée
en (3.9) peut étre multipliée par 2.

Les filtres passe-haut correspondants mj sont les filtres passe-bas avec un déphasage de
7. Le filtre analytique mgo est obtenu par déphasage du mg d’une phase de /2. I faut
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remarquer que la convolution avec un tel filtre a le méme cott que la convolution par un
filtre réel mg, parce que les coeflicients sont soit réels, soit imaginaires purs.

Les effets de bords Plusieurs méthodes ont été testée pour réduire I'effet dévastateur sur
les mesures de la troncature des images aux bords, prolongement par 0, par une constante
(par continuité) et par symétrie. Comme 'a remarqué SIMONCELLI [Sim98], les prolonge-
ments continus sont ceux qui font perdre le moins de précision. Pour limiter le nombre des
calculs, les prolongements sont effectués a la demande a chaque convolution quand le support
d’un filtre sort des limites de 'image.

6.1.1 Colt de calcul

Nous avons annoncé que l'algorithme avait un cotut de calcul proportionnel au nombre
de pixels de I'image. Il reste maintenant a déterminer la constante qui apparait. Le cotit de
calcul a été estimé pour deux situations: avec et sans mesures de changements d’illumination.
Le cout en flops inclut le préfiltrage, les filtrages en cascade, la résolution des systemes, le
décentrement de gammes de mesures et l'interpolation. Nous obtenons ainsi une carte a
une résolution de blocs 2 x 2. Nous incluons également dans le colit de calcul le cott de
raffinement de la carte de flot & la résolution du pixel par interpolation. Des complexités de
calculs similaires ont été publiées par MAGAREY et KINGSBURY [MKO98], et sont rappelées
pour mémoire dans le tableau 6.1. La seule différence est éventuellement que MAGAREY et
KINGSBURY ont estimé la complexité pour 5 niveaux de filtrage, alors que notre estimation
vaut pour un nombre quelconque de niveaux.

Méthode complexité
MAGAREY & KINGSBURY 1618
La nétre (avec illumination) 863
La noétre (sans illumination) 780

TAB. 6.1 — Complexité en opérations de virgule flottante (FLOPs) par pixel

6.1.2 Séquences réelles

Nous avons téléchargé différentes séquences rassemblées par BARRON et coll. sur leur
site FTP & ladresse csd.uwo.ca. L’algorithme a été testé sur la séquence « rubic » (un cube
placé sur un plateau tournant), la séquence « taxi » (ou trois véhicules se déplacent vers
Pest, Pouest et le nord-ouest). Une image de la séquence et la carte de flot mesurée sont
représentées en Fig. 6.1.2 et 6.1.2.

6.1.3 Séquences synthétiques

L’algorithme que nous avons décrit a été essayé sur des séquences synthétiques classiques
(dont la séquence « Yosemite »), et les erreurs d’estimation ont été comparées a celles des
autres méthodes. L’erreur de mesure est faite comme l'usage le veut en termes d’erreur
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Fic. 6.1 — Séquence « rubic » et flot mesuré

FiG. 6.2 — Séquence « taxi » et flot mesuré

95
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angulaire, ainsi que cela a été proposé par FLEET et JEPSON dans [FJ90]. La « distance »
entre une vitesse mesurée ¥ = (01,02) et une vitesse réelle v = (v1,v2) est 'angle en degrés
entre les vecteurs

U1 U1
172 et (%)
1 1

soit arccos(l 4+ @ - v).

Pour la séquences « translating trees », l'erreur angulaire moyenne est 0.78° avec une
densité de mesure de 99,3%, qui peut étre comparée aux 1,32° de MAGAREY et KINGSBURY.
Le tableau 6.2 rappelle les résultats obtenus par d’autres méthodes.

Images Méthode Erreur moyenne Densité
21 FLEET & JEPSON 0,32° 74,5%

10 WEBER & MALIK 0,49° 96,8%

2  MAGAREY & KINGSBURY 1,32°  100,0%

2 Notre méthode (avec illumination) 0,78°  99,3%

TAB. 6.2 — Erreurs angulaires comparées pour la séquence « translating trees ». Dans ce ta-
bleau, la premiere colonne indique combien d’images successives sont nécessaires pour mesu-
rer le flot optique. Il faut remarquer que de ce point de vue, les méthodes les moins couteuses
sont celle de MAGAREY et KINGSBURY et la natre.

Pour la séquence « Yosemite », 'erreur angulaire moyenne sur toute I'image (ce qui inclut
le sol et le ciel, moins une bande de 16 pixels par bord) est de 6,52°. La densité de mesure est
96,5%, parce que quelques mesures ont été rejetée a cause de ’aliasing temporel. Ce résultat
se compare & celui de MAGAREY et KINGSBURY (de 6,20°). Pour cette séquence, la carte de
flot et la carte d’erreur angulaire sont représentées avec la carte de variations d’éclairements
mesurés. L’erreur angulaire moyenne est comparées a celle d’autres méthodes en figure 6.3.

D’autres méthodes [WKCL98, MP98] permettent d’atteindre des erreurs d’estimation
plus faibles, au prix d'une complexité de calcul sensiblement plus élevée. MEMIN et PEREZ
[MP98] obtiennent une erreur moyenne de 5.38° pour la séquence Yosemite, et WU et coll.
annoncent des erreurs également inférieures, mes ces méthodes consistent & minimiser des
fonctionnelles non convexes par relaxation.

Images Méthode Erreur moyenne Densité
21 FLEET & JEPSON 4,63° 34,1%

10 WEBER & MALIK 4,31° 64,2%

2  MAGAREY & KINGSBURY 6,20°  100,0%

2 Notre méthode (avec illumination) 6,50°  96,5%

TAB. 6.3 — Erreurs comparées pour les différentes méthodes de mesure pour la séquence
« Yosemite ». Voir les remarques faites dans la légende du tableau 6.2.
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LA S
iiai il

R

(a) Une image (b) Flot mesuré

(¢) Erreur angulaire (d) Changements d’illumination
mesurés

FiG. 6.3 — Séquence « Yosemite ». Nous voyons notamment que l’erreur angulaire est im-
portante autour de l’horizon, ot se situe une discontinuité du flot optique. La carte des
changements d’illumination indique les zones ou lillumination est constante (en gris), ot
elle augmente (en blanc) et ow elle diminue (en noir). L’algorithme détecte que le coté droit
du nuage de gauche s’éclaircit, tandis que le coté gauche du nuage de droite s’assombrit, ce

qui correspond l’impression que laisse la séquence quand on la regarde. Nous allons valider
notre mesure d’illumination sur une autre séquence synthétisée.
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6.1.4 Changement d’illumination

Nous utilisons ’équation du flot optique définie en 4. L’estimation du flot optique et des
changements d’illumination est faite en utilisant une cinquiéme ondelettes d’intégrale non
nulle :

VO (z1,22) = ¢(z1)d(22) (6.2)

Jusque 13, toutes les ondelettes W', ... ¥4 décrites en (4.25a-d) que nous avons utilisées
pour mesurer le flot optique ont une intégrale nulle. Ainsi, les mesures de déplacements ne
sont en théorie pas trop perturbées par les changements d’illumination. Comme nous voulons
maintenant mesurer ces changements d’illumination, il nous faut au moins une ondelette
d’intégrale non nulle qui puisse « voir » les changements globaux de niveaux de gris. Tous
les systémes linéaires ont également une troisiéme inconnue L'/L et une contrainte linéaire
réelle supplémentaire obtenue par produit scalaire de 1’équation du flot optique avec WO.

Nous allons voir que cette mesure augmente ’insensibilité de notre approche aux change-
ments d’illumination. Notre algorithme est insensible aux changements d’illumination addi-
tifs par construction (de méme que ceux de MAGAREY et KINGSBURY et d’autres auteurs).
Nous avons en revanche mesuré la sensibilité de I'algorithme & des changement multiplicatifs
d’illumination. Pour cela, nous avons mesuré le déplacement entre les images 20 et 21 de
la séquence « translating trees » ou la deuxiéme image est multipliée par un facteur va-
riable dans 'intervalle [0,5; 1,5]. Les résultats sont indiqués dans le tableau 6.4. Ils sont tres
bons comparés aux méthodes classiques (dont des résultats sont rapportés par MAGAREY et
KINGSBURY) ou des facteurs d’illuminations de 0,95 ou 1,05 suffisent & multiplier l'erreur par
10. Ils sont également tres bons comparés a ceux de la méthode de MAGAREY et KINGSBURY
qui n’estiment la robustesse de leur méthode que dans l'intervalle [0,95; 1,05].

Nous avons comparé le changement moyen d’illumination mesuré avec la valeur réelle
AL/L. Pour des variations importantes, la vraie valeur est en fait

L(t+1) — L(t)
L(t) + L(t + 1)

out et t + 1 sont les temps des deux images successives sur lesquelles la mesure est faite.
Ceci provient du fait que notre algorithme prend comme référence I'image qui se situe au
temps t = 1/2 et qui est obtenue par interpolation temporelle

It) +I(t+1)

I(t+1/2) ~ :

comme cela est expliqué en détail dans la section 3.2 sur I'aliasing temporel.

A titre d’exemple, pour une multiplication de I(¢ + 1) par un facteur de 0,5, nous nous
attendons & avoir un facteur de changement d’illumination de 2x (0,5—1)/(1+0,5) ~ —0,67.
Dans la table 6.4, nous voyons que ce terme est donc bien estimé sans biais.

Un deuxieme essai a été effectué sur la méme séquence « translating tree ». L’image 20
est inchangée, tandis que 1'image 21 est multipliée par un profil gaussien

_ e’ +(y—yg)®

g(zy)=1+e 202 (6.3)
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Facteur d’éclairement s | 0,5 0,7 0,9 1,0 1,1 1,3 1,5
Erreur angulaire 1,332  0,84° 0,76°  0,78° 0,79° 0,84° 0,93°
AL/L réel 2(s—1)/(1+s) | —=0,67 —0,35 —0,105 0 0,095 0,26 0,4
AL/L mesuré -0,67 —-0,35 —-0,105 0,00 0,095 0,26 0,40

TAB. 6.4 — Erreur de mesure angulaire, changements d’illumination réels et mesurés (en
moyenne sur l'image entiére). Il faut remarquer que lalgorithme supporte des variations
d’éclairement tres violentes.

dont le centre (z9,y0) est (75,75) et o = 75/2. Rappelons que les dimensions de 'image des
« translating trees » sont 150 x 150 pixels. Le profil de changement d’illumination est donc
censé étre:

' 9ly) -1
L "1+g(xy)

dont le maximum est 2/3. Les deux images successives obtenues sont représentées en Fig. 6.4.

F1G. 6.4 — Deuz images successives de la séquence « translating trees » modifiée pour avoir un
changement d’illumination artificiel. La deuxiéme image est multipliée par un profil gaussien
dont la formule est donnée en (6.3).

Le flot optique et les changements d’illumination ont été mesurés entre ces deux images.
L’erreur angulaire moyenne pour I'estimation du flot optique est de 2,45°. L’erreur moyenne
d’estimation de changements d’illumination a été estimée de la maniere suivante : si on note
A lillumination mesurée qui est censée estimer L'/L, on mesure I’erreur moyenne en norme
Ly

i) - |

L(@.4)

1 N M
i=1 j=

Cette erreur de mesure était donc de 0,0255. Si on la rameéne & un maximum de 0,67, cela
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fait une erreur relative de 3,8%. La carte d’illumination théorique et la carte mesurée sont
présentées sur la figure 6.5.

Fic. 6.5 — Carte de changement d’illumination pour la séquence « translating trees » modi-
fie. A gauche, la carte synthétique. A droite, la carte mesurée.

Nous pensons qu’en plus d’augmenter la robustesse de la mesure du flot optique vis—
a—vis de changements d’illuminations, la mesure de ce parametre supplémentaire pour étre
utilise en codage de séquences vidéo. Pour de raisons diverses, I’éclairement d’une scéne peut
changer au cours de la prise de vue. Ceci peut étre causé par des mouvement de sources,
ou simplement di au mouvement de la caméra. Si la caméra se déplace d’une zone sombre
a une zone claire, le systeme d’équilibrage des lumieres va changer la réponse du capteur
optique, et ainsi changer la luminosité apparente d’un objet fixé de la scéne.

Compression vidéo

La mesure du flot optique est un moyen de capturer la redondance temporelle entre des
images successives d’une méme séquence vidéo, et de réduire la taille du code nécessaire
pour la représenter. Dans cet esprit, on peut proposer une premiere approche simple de la
compression vidéo par compensation de mouvement.

On note la séquence vidéo I(t;x) o t € N. Un codage simple consiste & coder les images
une par une par un schéma de compression d’images statiques (JPEG, SPIHT, etc.). Une
maniere élémentaire de tirer parti de la redondance temporelle de la séquence d’images est de
coder une premiere image I(0), puis de coder ensuite seulement les différences entre images
successives I(1) — I(0), I(2) — I(1), etc. Cette stratégie est intéressante quand une grande
partie de I'image est immobile (des personnages qui se déplacent sur un fond fixe), mais est
mise en défaut dés qu'une trop grande partie de la scéne est mobile (par exemple & cause
d’un mouvement de la caméra, comme un travelling ou un zoom).

La deuxieme approche consiste a effectuer une compensation de mouvement. On mesure
le déplacement v(t + 1/2) entre les images I(t) et I(t + 1). Si la mesure est précise et si le
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flot suffit & expliquer les modifications de I'image, on peut espérer retrouver 'image I(t+1)
par déplacement (en angl. warping) de 'image I(t) le long du champ de vecteurs v(t +1/2).
Si on note

T, (f)(@) = f(x - v(z))

on pourra espérer que I'image au temps ¢ déplacée le long du flot v(t 4+ 1/2) sera proche de
I(t+1), c’est a dire

It 4 1) = Tyq1/2)(I(1))

En général, il reste une erreur de prédiction E(t) qui est définie par
E(t) =1(t+1) = Typs1/2) (1))

Le principe du codage de I'image par compensation de mouvement est donc le suivant :

— On transmet la premiere image I(0).

— On transmet pour chaque image qui suit v(¢t+1/2) et E(t), qui permettent au décodeur
de reconstituer I'image I(t 4 1) selon la formule

Ce principe parie sur le fait qu’il est plus efficace de coder v(t + 1/2) et E(t) plutoét que
de coder simplement I(t+ 1) — I(¢). Cela se congoit, car idéalement E(t) = 0, et le champ v
est plus régulier que la dérivée I(t + 1) — I(t) de la texture des objets qui se déplacent. Les
erreurs de prédiction sont représentées pour deux séquences d’images dans la figure 6.6.

Ce principe a été mis en ceuvre par deux binémes d’éleves sur la base de I’algorithme de
mesure du déplacement, Paul FROMENT et Rodolphe GINTZ [FG99], puis Hervé DELAY et
Adrien VEILLARD [DV99]. Dans les deux cas, ils ont mis au point un algorithme complet
de compression et de décompression de séquences d’images vidéo qui soutiennent bien la
comparaison avec des codeurs téléchargeables librement sur le réseau internet, ce qui est
tres honorable pour de premieres implémentations.

Introduction de I’éclairement comme variable explicative
supplémentaire

Quand I’éclairement d’une scene change, les modifications de I'image ne peuvent pas étre
décrites en termes de déplacement d’objets. La variation d’illumination doit donc intégra-
lement prise en compte par dans I'image d’erreur E(t). Si le profil d’éclairement g(¢,x) est
régulier (comme en (6.3)), 'image d’erreur sera de la forme

I(t) x g(t) (6.4)

c’est a dire qu’elle héritera de la complexité de I'image d’origine. Si nous ajoutons la variable
explicative « éclairement » & notre modele, nous aurons a coder le profil g(x) que nous aurons
mesuré, et Uerreur de prédiction ne contiendra plus de terme d’erreur (6.4) a coder.
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I(t+1) - (1) 1t +1) — Togi1 /2 11

F1G. 6.6 — Pour les séquences « rubic » (en haut) et « taxi » (en bas), nous voyons les
erreurs de prédiction sans compensation de mouvement (4 gauche) et avec compensation de
mouvement (a droite). Le contraste a été augmenté (avec une saturation forte des images
de gauche) pour que les images soit comparables.
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Ainsi, en ajoutant la variable d’éclairement dans le schéma de compensation, nous rem-
placons le codage de I(t) x g(t) par le seul codage de g(t) dont nous espérons qu’il soit moins
colteux.

Le nouveau modele de prédiction de mouvement et d’illumination est donc le suivant.
On mesure un déplacement v(x,t + 1/2) et un champ d’éclairement A(x,t + 1/2). On prédit
alors I'image I(t + 1) en fonction de I'image I(t) selon la formule

I(t+1) = (1+AW®) X T2 L(1)

d’on le principe de codage par compensation de mouvement et de changements d’illumina-
tions :

— On transmet la premiére image I(0)
— On transmet pour chaque image qui suit v(t + 1/2), A(t + 1/2) et E(t) au décodeur.
Ce dernier peut reconstituer I'image I(t + 1) en fonction de I(¢) selon la formule:

It +1) = (1+ A1) X Tyur1/2)(L(1) + E(?)

Remarque

En principe, la compensation de changement d’éclairements devrait se faire non pas selon
la formule

I<—I><(1—‘r)\)

mais selon la formule plus précise

e

parce que le changement d’éclairement est supposé étre mesuré ent + 1/2 (cf. Sec. 6.1.4).

Modéles non constants du flot optique

Une extension possible de l'algorithme présenté dans ces pages consiste a utiliser un
modele moins simple du flot qu'un modele de flot localement constant. Deux modeles peuvent
a la fois étre motivés par des considérations géométriques et des modeles tridimensionnels
sous-jacents [Kan89], tout en étant solubles dans le cadre présenté ci-dessus.

6.4.1 Modeéle de projection stéréographique d’éléments plans

Considérons un modele de caméra a projection stéréographique, c’est a un dire qu’un
point de lespace (x,y,z) se projette sur le plan du film au point de coordonnées (X,Y") selon
la formule

IS NSRS I
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Considérons un élément plan dans ’espace. Il peut étre caractérisé par une équation
cartésienne. Nous ferons ’hypothese que ce plan n’est pas « vu par la tranche », autrement
dit qu’il ne passe pas par 'origine. Son équation cartésienne peut alors étre écrite:

ar+by+cz=1 (IT)

La projection entre le plan image et ce plan peut étre inversée. On obtient aisément z,
y et z en fonction de X et Y quand on suppose que le point vu en (X,Y) est I'image d’un
point du plan (II).

B X

TTUX Y +o
B Y

y_aX+bY+c
1

ST AX Y fo

Si on consideére maintenant que la facette considérée incluse dans le plan (II) a un mouve-
ment solide, le vecteur vitesse en un point de coordonnées (x,y,z) s’écrit v = vo+w AOM,
soit

T =T+ wWyz — WY
Y=Y+ w:x —wgz

Z=Zo + wpy — wyT

On peut donc en déduire le flot optique en fonction du mouvement réel

. T T

x=2_:

z 22

v=Y_;¥
z z

et tenant compte du mouvement solide, on tire

To + Wyz — WY —xéo + WY — wyT

X:
z 22

X
20 4wy —w.Y — 5 — w, XY + w, X
z z

et d’apres 'hypothese de planéité :
X = zoaX +bY +¢) +w, —w.Y — %X (aX +bY +¢) —w, XY +w, X?
= X?*(wy, —at) + XY (~w, — bz)
+X(axo — czo) + Y (bio — w,) + cdo + wy
Par un calcul identique, on obtient :
Y = XY(—a% +w,)+Y2(=bi —wy)
+X (ago + wy) + Y (=byo — c2o) + cyo — wy
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6.4.2 Cas d’'un modeéle de caméra a projection orthogonale
Dans le cas d’une projection orthogonale (ou X et Y sont petits), on obtient les mémes
formules sans les termes de degré 2, soit
X = X(aio — cz0) + Y (bio — w.) + cio + w,
Y = X(ago + wy) + Y (=bjo — czo) + cyo — wy

6.4.3 Estimation d’un flot non localement constant avec des onde-
lettes
Nous considérons simplement le modele de flot linéaire, qui correspond a une projection
orthogonale d’un objet plan de mouvement solide sur le plan de la caméra, bien que les
calculs ci—dessous puissent s’étendre dans le méme esprit au cas plus général de la projection
stéréographique.
Le modele de flot obtenu est donc de la forme
Vy = ax + by +c¢
vy =dx +ey+ f
ou l'identification doit porter sur les coefficients a, b, ¢, d, e et f. L’hypothese que le flot
optique est constant sur le support des ondelettes est ici remplacée par une hypothese selon

laquelle ce modele de dépendance linéaire du flot en fonction de la position est vrai sur le
support des ondelettes ¢ = 7 utilisées. La projection de I’équation du flot optique s’écrit

donc
oI n ol n or .\ _
(eewe) = (gewe) + (o) =0

soit par application du modele
ol n ol n ar .\
<am(ax+ by +¢) > + <ay(dx+ey+f),¢ > + <aﬁ/’ > =0

et apres des intégrations par parties
oy" n oy oy
a <<ﬂ, g >+ (L >> +b<y17 By > +C<I, o

oY opm N oY\ /oI .,
*d<ﬂ’ax>”(<“’ay>+“’¢ >) tf <Iay> - <M >

Ainsi, les coefficients de a & f sont solutions de NV contraintes linéaires dont les coefficients
sont des coefficients d’ondelettes de I, I et yI. On peut ainsi effectuer des calculs rapides
de ces coefficients (en O(N) opérations) de la méme maniere que le flot optique était calculé
rapidement ci—dessus.

Remarque

Le lecteur peut s’imaginer que dans le cas d’un modéle de flot localement quadratique, nous
pouvons obtenir un résultat similaire, d savoir que les coefficients des systémes linéaires a
résoudre seront cette fois des coefficients d’ondelettes des images I, xI, yI, 221, y*I et xyl.
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Ces modeles plus riches peuvent avoir plusieurs usages, et ont certains avantages sur
le modele simple de flot localement constant. Comme cela a été mentionné en 4.1.3, un
tel modele peut étre utilisé pour faire de la segmentation de flot optique, ainsi que 'ont
démontré ODOBEZ et BOUTHEMY[OB98]. Un modele trop simple détecte des singularités du
flot optique également la ou le flot varie fortement, comme a 'intérieur d’une surface plane
qui a un mouvement de zoom par rapport a la caméra, et n’est donc pas approprié.

Un tel modele peut aussi augmenter la fiabilité d’une mesure: MENDELSOHN et coll.
[MSB97], avec un modele local plan d’objet (en projection stéréographique) augmentent la
fiabilité de leurs mesures, avec un gain appréciable pour les déplacements importants. Une
autre application est la reconstruction de scénes tridimensionnelles en imposant une certaine
régularité locale aux objets qui sont reconstitués.
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Annexe A

Bases et frames d’ondelettes
dérivées

Résumé

Dans certaines applications, comme dans notre cas pour la mesure de mouvement,
on peut avoir a recourir & des bases d’ondelettes dérivées, et plus spécifiquement de cal-
culer des coefficients d’un signal contre des dérivées d’ondelettes. Nous verrons que les
analyses multi-résolutions s’accommodent bien de la dérivation. Si les ondelettes pro-
viennent d’une analyse multi-résolutions a filtres & support compact, les dérivées ont en
général la méme propriété. Nous verrons également que la dérivée des vecteurs de base
d’un frame d’ondelettes constitue également en général un frame, a une renormalisation
pres.

Ondelettes et filtres dérivés

On se donne une fonction d’échelle ¢ et une ondelette ¥ construites avec deux filtres
discrets mg et m; par convolutions infinies :

5= T o (2) (A1a)
bw)=m (5)é(3) (A.1b)

On appelle g et m; les filtres duaux, et ¢ et 9 les filtres duaux définis & partir de g et
1 avec des formules similaires & (A.la,b).

Les dérivées de ¢ et ¢ ont pour transformées de FOURIER w — iwp(w) et w — iwih(w).
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Pour faire apparaitre les filtres dérivés, on exploite la relation algébrique suivante :
w 1= (eiw/Z + 1>(€iw/2 _ 1)
_ (eiw/Z + 1)(eiw/4 + 1)(eiw/4 . 1)

zw/2 ( iw/2K 1)

zw/2 )
< > X2K(62w/2K71)

dont le passage a la limite donne la relation :

+0o0 72(4)/2’C 1
e“’—l:H (%) X W

= ||’:]N

k=1
soit
' eiw -1
w= —————
+oo (e”’“’—&-l)
k=1 2
En posant
2mo(w)
M,
oW ="
e —1
Mi(w) = 5 my(w)

les nouvelles ondelettes ® et W engendrées par convolutions infinies des filtres My et M;
(avec des formules analogues & A.la—A.1b) ont les propriétés suivantes:

o) =Dt +1)—d(t) (A.2a)
P(t) = U(t) (A.2Db)
Les filtres duaux s’obtiennent par des transformations inverse. Si nous posons
~ A
My(w) = ——5—1mo(w)
~ 27’7L1 (W)
Miw) = =57

les ondelettes duales P et \i/, si elles existent, vérifient des relations inverses avec les ondelettes
duales ¢ et :

(1) = /t b (A.30)

+oo
D(t) = /t B (u)du (A.3b)
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Nous voyons que nous pouvons produire de maniere systématique un schéma de filtrage et
sous-échantillonnage discret inversible si celui de départ l'est, car

mo(w) mo(w + 7) ‘:_ My(w) Mo(w+m)
mi(w) my(w+m) Mi(w) Mi(w+ )

Cependant (si par exemple les fonctions sont trop peu régulieres, comme des ondelettes
de HAAR), rien ne garantit que les familles d’ondelettes construites restent des bases incon-
ditionnelles de Lo (R).

Pour rester dans le cadre d’analyses multi-résolutions biorthogonales dans Lo(R), il faut
que les fonctions de base construites soient bien de carré intégrable. Il faut également que
les familles de fonctions d’échelles translatées sur un grille réguliere constituent une base de
RiEsz. COHEN, DAUBECHIES et FEAUVEAU ont prouvé un théoreme qui sert a vérifier que
des filtres & support compact définissent bien par des formules du type de (A.la—A.1b) des
bases inconditionnelles de Lo(R) biorthogonales.

Ce théoreme impose une régularité minimale aux fonctions d’échelles. Nous en rappelons
I’énoncé.

Théoréme A.1 (COHEN, DAUBECHIES, FEAUVEAU)

Soient deuz paires de filtres a support compact (mg,mq) et (Mmg,m1) qui vérifient la relation
de dualité

i e RERG IR wech IETRNNRY

On suppose que les deux filtres passe-bas mqg et mq se factorisent sous la forme

motw) = (S5 1)N )

o) = (S5 1)N )

ot les exposants N et N sont mazimauz et r et 7 sont polynéomiauz. On définit les exposants
critiques

|

SiN—b>1/2et N-b> 1/2, les bases d’ondelettes construites avec ¢ et v d’une part
et avec ¢ et iy d’autre part sont des bases inconditionnelles duales de Lo(R).

1
b=inf |- log max
j=1|jlog?2 weR

J
Hr(ka)
k=1

J
: ~ ok
o [jlogf‘)g%sg [[ e

k

Ce théoréme prouve que si les fonctions d’échelles (& support compact) sont suffisamment
régulieres, alors les familles d’ondelettes construites avec des paires de filtres duaux sont
automatiquement des bases inconditionnelles duales.
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Si nous appliquons ce théoréme aux paires de filtres duales (My,M;) et (My,Mi), les
conditions du théoreme deviennent pour les filtres d’origine:

N—-b>3/2

Cette condition revient a exiger de la fonction ¢ un degré de régularité supplémentaire
(prévisible si on veut que ¢’ soit également dans L2(R)). D’ott le théoréme suivant, qui repose
sur le théoreme A.1.

Théoréme A.2

Soit deuz paires de filtres duales (mo,m1) et (mg,m1), soit N, N, b et b définis dans l’énoncé
du théoréme A.1. Si N —b > 3/2 et N —b > 1/2, alors la famille (27]'7/1;‘]@)3‘,1@62 est une base
inconditionnelle de Lo(R). La base duale associée est la famille de fonctions

+o0 N
T — / 2995 (u)du

Démonstration. La preuve consiste & montrer que les deux paires de filtres construits
(Mo,My) et (Mgy,M;) vérifient les hypothése du théoreme A.1. Les filtres My et My ont
des factorisations qui se déduisent de celles de mg et 1y :

M) = (5 1)N_1 )

i) = (<5 1)N+1 )

tandis que les exposants critiques de My et M, sont respectivement les mémes que ceux de
mo et myg.

Enfin, les filtres M; et M; sont & support compact. Pour My, c’est immédiat, car il est le
produit d’une convolution de my avec un filtre & deux coefficients (donc & support compact).
M, est en revanche obtenu par la formule

2T7L1 (w)

emiv —1

M (w) = (A.5)
et n’est polynémial que si M1 a au moins un moment nul (i.e. m1(0) = 0). Considérons
pour cela la relation (A.4) en w = 0. Comme b est nécessairement positif ou nul, 'entier
N est supérieur ou égal a 2. Ceci implique que mo(7) = 0. La matrice de transfert 7'(0)
est triangulaire supérieure. Comme T'(0) = T/(0)~T, T(0) est triangulaire inférieure, ce qui
signifie que m1(0) = 0 et le polynéme trigonométrique w — mq(w) est donc divisible par
e —1.

Ceci permet de conclure que le théoréme s’applique bien & la base d’ondelettes (27 w; o)
Les relations (A.2a-A.2b) et (A.3a-A.3b) découlent directement de la définition des filtres
j\l()7 Ml, Mg et Ml. O

Remarque

Le calcul de filtres dérivés peut étre fait pour des multi-résolutions un peu plus générales que
celles introduites dans la théorie des ondelettes, et que l'on appelle parfois multi-résolutions
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non stationnaires. Si une ondelette est construite par convolution infinie de peignes de DIRAC

contractés a des échelles 277 :
—+oo
dw) =T mi27w)
Jj=1
alors, la dérivée pourra s’écrire

+oo
V') =[] M5270w)
j=1

iw

“Amy(w) sij=0
Mj(w) = anj(w) ! .
o1 s3>0

Il faut remarquer que l'usage de telles ondelettes n’a de sens que si les m; sont presque tous
les mémes, a l'exception de quelques premiers, sans quoi tout le bénéfice de 'usage de bancs

de filtres est perdu.

Frames d’ondelettes dérivées

Dans cette section nous établissons un résultat de portée générale selon lequel, des déri-
vées d’ondelettes d'un frame constituent sous des conditions relativement faibles également

un frame.

Nous allons pour cela utiliser le lemme suivant qui permet de caractériser des couples de

frames duaux.

Lemme A.1 (Lemme des ciseaux.)

Soit deuz familles (e, )nen €t (fn)nen de vecteurs d’un espace de HILBERT H, qui vérifie les

mégalités de stabilité :

Z [(usen)|* < Me|[ul? pour tout uw € H
neN
Z|(U7fn>|2 < Myljul? pour tout u € H
neN

et vérifient de plus

(u,u) = Z<uaen><fn7u> pour tout u € H

neN

(A.6a)

(A.6b)
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alors (en)nen €t (fn)nen sont des frames duauz, c’est o dire que

lull> < [{u.en)] Vue H (A.8a)
—Hu||2 > [ufu) P Vue H (A.8b)
u= Z(u fn)en = Z(u,en>fn Yue H (A.8c)

neN neN

Démonstration. La preuve est relativement élémentaire et est en partie reprise de Co-
HEN [Coh92]. Le fait que les deux familles vérifient les inégalités de stabilité (A.6a—A.6b) ga-
rantit que le terme de droite de (A.7) est absolument convergent (par l'inégalité de CAUCHY—
SCHWARTZ).

Cette méme inégalité nous garantit d’ailleurs que

lal® < 1D Kuen)?, [ s fu) 2

neN neN

En la comparant respectivement avec (A.6a) et (A.6b), on obtient les inégalités d’ellip-
ticité (A.8b) et (A.8a). Les deux familles sont donc bien deux frames. Par polarisation
de (A.7), on obtient

(u,v) = Z<U7€n><fmv> pour tous u,v € H
neN

t (A.8c). O

Ce lemme signifie que si deux familles de vecteurs vérifient 'inégalité de stabilité et vérifient
la relation (A.7), alors elles vérifient également la deuxieme inégalité de définition d’un frame
(Vinégalité d’ellipticité), et sont de plus deux frames duaux. Deux frames sont dits duaux
g’ils vérifient (A.8c). Selon cette définition, un frame donné peut avoir plusieurs frames
duaux. Dans la littérature, il est courant de parler du frame dual, qui est celui qui fournit
les coefficients de décomposition de norme £? minimale. Il n’est cependant pas nécessaire de
produire le frame dual d’'un frame pour garantir que c’est un frame. Ce théoréme sera utile
pour montrer que des ondelettes dérivées constituent un frame, car nous construirons pour
cela un frame dual.

Nous pouvons maintenant énoncer notre théoreme sur les frames d’ondelettes dérivées.

Théoréme A.3
Nous supposons que {47y, :n=1...N,j € Z,k € Z*} (en notant ¢7y (z) = 279" (2/x — k))
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est un frame de Lo(C). On note zﬁjnk les fonctions d’un frame dual. On suppose également :

= C

RIS 3/2
[ (w))| Tt o) (L 1 [y ])° pour un s > 3/
Jr(w)] < 1/2
[ (w)] T 1 o) (Lt oy))® pour un s > 1/
[ (w)] < C'|wl pour un o > 0
an(w” < C'w|® pour un o > 1

Alors, la famille d’ondelettes

_,(9 ;Lk: . 2
2 ]87 :jELKkeZ ne[l,N]Le[l2]
4

est un frame de Lo(R?).

Démonstration. Nous allons produire un frame d’ondelettes duales. Si on note
n

\Iﬂ},f — 9 0 Jjk

ik 81‘@

alors on pose
T n,l Y n
\Iljk (33‘1,.132) = QJGg * wjk'

ou la distribution Gy est définie par sa transformée de FOURIER

~ Wy
Gelorwn) = 22
1

(A.9a)

(A.9b)

(A.9c)
(A.9d)

(A.10)

En fait, G = [G1 G237 est le gradient du noyau de GREEN de I’équation de la chaleur :

Au=wv

L’hypothese (A.9d) nous garantit que les fonctions \i/?,’f sont dans L(R?). De plus, nous

pouvons écrire

[ @@z~ [[v1-(@xg)de

(A.11)

pour des fonctions f et g suffisamment régulieres et d’intégrale nulle, ce qui se voit clairement

en passant aux transformées de FOURIER.

Les hypotheses (A.9a) et (A.9d) sont taillées sur mesure pour que les ondelettes U™ et

U™t vérifient les hypothése du lemme 5.1. Ceci nous fournit donc les inégalités :

SO YTOR < MIfI? Vf € Ly(R?)
7,k,n,l
ST < MIf)? Vf € Ly(R?)

Jikn,t
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On note égo I'ensemble des fonctions dont la transformée de FOURIER est C° et a support
compact dans R? — {0}. Pour toute f € C§°, on peut écrire par dualité des frames (w?k) et

(W5))
af af 7 7
) <a—w,Ge . f> -y <a—w,wjz> (FGo e 1)
(=1,2 l 7,k,n,l
Par application de (A.11), on obtient
af n n
(f.f) = Z <6wﬂ/’jk> < jkaGe * f>
7.kl
et par antisymétrie des opérateurs de dérivation a%é et de Gy, on obtient
oYy -
(FH = <fa—;[> (Gex i)
J.k,n,l .

et donc

(5= 30 (hwi) (BT )

Jrk,m,l

Par densité de C3° dans Ly(R?) et par continuité de I'expression de droite dans Lo(R?),
cette relation s’étend A toute f € Lo(R?) et nous pouvons alors conclure par application du
lemme des ciseaux. O
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Chapitre 7

L’apprentissage

Résumé

L’apprentissage et I'interpolation sont deux variantes extrémes d’un méme probléme
dont I'objet est de construire une fonction censée approcher raisonnablement une fonc-
tion inconnue dont on ne connait qu'un certain nombre d’échantillons. Ces problémes
apparaissent dans des cadres variés qui vont de la résolution d’équations au dérivées
partielles, en passant par la modélisation de formes en synthese d’images, au domaine
de l'apprentissage, des réseaux de neurones et du controle adaptatif. Dans ce chapitre,
nous allons présenter un panorama des diverses méthodes de reconstruction ou d’ap-
proximation de fonctions qui ont été proposées.

Les problémes d’apprentissage

Le probleme type auquel sont confrontés les diverses méthodes présentées dans ce chapitre
s’écrit presque systématiquement sous la forme suivante: étant données un certain nombre
de mesures (z,,4,) € R? x R, pour n = 1... N, on veut trouver une fonction f de R? dans
R telle que

f(@n) = yn pourn=1...N

7.1.1 Quelle solution choisir?

Ce probleme est simple a résoudre dans un cadre dit d’estimation paramétrique, c’est a
dire que la fonction inconnue est déterminée par un petit nombre de parametres a estimer
(comme dans le cas de la régression linéaire). Dans ce cas, le systéme linéaire sous—jacent est
surdéterminé et il est vraisemblable qu’il n’ait pas de solution. On choisit alors un modele
de mesure bruitée par un bruit gaussien:

Yn = f(xn) + €y

ou les variables €, sont indépendantes et de méme distribution gaussienne centrée d’écart—

type o. La régression consiste a chercher la combinaison de parameétres qui maximise la
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vraisemblance (densité conditionnelle de la mesure pour une fonction f fixée). Dans le cas
gaussien, on maximise

1
fwn n 20>
L= WHG ez
n=1

ce qui revient a minimiser

N
Z(f(xn) - yn)2

et on obtient ce qu’on appelle communément une méthode dite des moindres carrés.

Si aucune hypothese forte n’est faite sur la fonction f, ¢’est—a—dire que si on se contente
de supposer qu’elle appartient a un espace fonctionnel de fonctions continues de dimension
infinie, nous quittons le cadre de l’estimation paramétrique et le probleme est alors mal
posé. 1l faut lui ajouter des contraintes qui seront motivées par le fait que la fonction ainsi
construite prédira correctement d’autres valeurs que les z,,.

7.1.2 Quel probléme choisir?

Une heuristique relativement naturelle consiste a dire que l'interpolant le plus « simple »
sera le meilleur. Cette notion a trouvé plusieurs formalisations mathématiques:

— une formalisation analytique : une fonction est simple si elle est réguliere. Ceci motivera

entre autres des approches basées sur la régularisation [TA77], qui peuvent étre vues
comme des estimations bayésiennes.

une formalisation de théorie de 'information : une fonction est simple si elle peut étre
décrite avec peu de mots (ou un programme court). Ceci a motivé plusieurs travaux
basés sur la notion de complexité définie par KOLMOGOROV.

une formalisation statistique de la complexité : VAPNIK [Vap95, Vap97] a construit une
théorie statistique de I'apprentissage. Il se place dans le cadre ou on veut estimer la
dépendance entre deux variables aléatoires x et y sur la bases d’échantillons de ces
variables, en approchant la variable y par une fonction f(x) de la variable z. Le risque
de prédiction qui est alors par exemple E(f(x)—y)? ne peut pas étre évaluée. La théorie
de Vapnik fournit en revanche une borne supérieure de ce risque qui s’écrit sous la forme
de deux termes: 'erreur empirique (la somme d’erreurs d’ajustement sur les points de
mesure) et un terme qui dépend de la complexité (appelée dimension de VAPNIK—
CHERVONENKIS) de la sous—famille de fonctions utilisée pour réaliser I’approximation.
La formule s’écrit

1 N
E((y— f(x NZ )2+ H(h,n,N)

avec une probabilité supérieure a 1—n; h est la dimension de VAPNIK-CHERVONENKIS.
VAPNIK propose alors de minimiser ce qu’il appelle le risque structurel, qui est cette
somme d’un risque empirique et d’un terme de complexité.
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Les différentes approches trouveront leur justifications dans plusieurs types de criteres
qui sont interdépendants, que nous citons :

— des criteres de convergence et de précision (bonne estimation de fonction régulieres)

— un critere pratique de rapidité de calcul. Les applications d’algorithmes d’apprentis-
sages font souvent intervenir des quantités importantes de données ou bien des données
de dimensions élevées. Le critere de rapidité de calcul devient presque un critere de
faisabilité.

— un critere de compacité de stockage. Il se justifie par lui-méme et par les limites
physiques des ordinateurs qui implémentent ces méthodes. Il se justifie également par le
gain en rapidité qu’il est susceptible d’engendrer. Il se justifie enfin par le principe selon
lequel la solution la moins complexe, donc stockable de la maniere la plus compacte
est vraisemblablement la meilleure.

7.1.3 Mesure d’erreur et fonction objectif

On peut définir plusieurs types de mesures d’erreur. La plus simple et la plus accessible
est 'erreur empirique, par exemple quadratique:

1 N
Remp = N ;(yn - f(-rn))2

Des les diverses théories de I'apprentissage, il est courant de chercher a controler ’erreur
réelle. On suppose que les mesure x,, et y, sont des réalisations de variables aléatoires X et
Y qui sont corrélées, de mesure de probabilité jointe p(x,y)daxdy. L'erreur réelle est alors

R=B((Y - [(X))?) = / / (v — F(x)*p(z.y)dudy

Cette erreur a quant a elle le défaut principal de ne pas étre mesurable, car dépend
d’une densité précisément inconnue. Certaines techniques d’approximation consistent donc
a choisir une fonctionnelle objectif. Ce sont des mesures d’erreur composites, qui sont la
somme de deux termes:

— un terme d’adéquation aux mesure (ou terme d’erreur empirique)

— un terme de régularité ou de complexité, parfois aussi appelé terme de « controle de
capacité ».

7.1.4 Les différentes approches

Les résultats disponibles sur les différentes méthodes d’approximation sont de nature
variable. Pour certaines approches, on dispose de résultats limités (capacité d’approximation
d’un réseau, résultats partiels de convergence), pour d’autres de résultats plus complets de
stabilité et de convergence des algorithmes.



7.2

124 Chapitre 7. L’apprentissage

Les réseaux de neurones

Le terme de réseau de neurones désigne une vaste famille de techniques que nous ne
pouvons décrire dans son intégralité ici. Dans ce qui suit, le terme de réseau de neurone sera
utilisée dans une acception tres restreinte: le perceptron multi-couches déterministe.

7.2.1 Le percepiron multi-couches

Le perceptron multi-couches est composé d’un certain nombre d’unités de calcul appelées
neurones, placées dans des couches numérotées de 0 a L. Les neurones de la couche 0 sont
appelés neurones d’entrée (et leur ensemble noté &), et ceux de la couche L neurones de
sortie (et leur ensemble noté S).

Les neurones sont reliés entre eux par des connexions orientées (parfois appelées azones),
qui vont d’un neurone d’une couche £ & un neurone d’une couche £+ 1. On notera la relation
« il existe une connexion allant de n & n’ » par « n — n’ ». Chaque neurone n peut avoir un
état x,, € R. Chaque connexion allant d’un neurone n & un neurone n’ a un poids Cy.,.

On peut consulter un réseau de neurones. Ceci consiste a fixer I’état des neurones d’entrée,
a calculer ’état des autres neurones et a lire I’état des neurones de sortie. Pour calculer les
états des neurones, on associe a chaque neurone n une fonction de transfert ¢, : R — R.
L’état d’un neurone n est alors calculé par la formule

n’—n

La somme est faite sur tous les neurones n’ tels qu’il existe une connexion allant de n’ & n, ce
qui implique que tous les neurones n’ considérés sont dans la couche antérieure a celle de n.
On peut remarquer que le calcul des états peut se faire en un balayage unique des neurones
couche par couche dans 'ordre croissant des couches. On désigne ce mode de calcul par le
terme de propagation.

La construction d’un réseau de neurones consiste a choisir le nombre de neurones et
leurs fonctions de transfert, les connexions et a fixer les poids des connexions. L’attrait de
cette approche réside dans le fait qu’en ne changeant que les poids des connexions, on peut
représenter un vaste gamme de fonctions différentes, et qu’il existe une méthode générique
pour régler les poids des connexions, appelée régle d’apprentissage supervisé. Cette regle peut
étre employée afin que le réseau reproduise la dépendance entre deux variables aléatoires
corrélées E et S. E et S sont deux vecteurs E = (Ey,)nee et S = (Sp)nes.

7.2.2 Capacité d’expression

L’un des principaux attraits du perceptron multi-couches est de pouvoir approcher n’im-
porte quelle relation dépendance entre entrées et sorties, pourvu que 1’on dispose de suffisam-
ment de neurones. Avec des perceptrons a deux couches a fonction de transfert sigmoidale,
on peut aisément approcher une fonction caractéristique d’un convexe quelconque. Ce qui
est moins intuitif, ce qu’'un perceptron a une couche avec la méme fonction de transfert
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sigmoidale pour tous les neurones peut approcher arbitrairement n’importe quelle fonction
suffisamment réguliere [Cyb89]. Ceci revient a dire que les fonctions

wHcha(ak-m—&—b)
k

forment une famille dense. Des résultats plus précis ont été obtenus par BARRON [Bar93].
CANDES et DONOHO ont proposé de remplacer systématiquement les sigmoides par des
ridgelets, c’est-a-dire des fonctions de la forme

xz— Y(a-x+b)

et construisent dans Ly (R?) une transformée continue en ridgelets et des frames de ridgelets.
Ils fournissent ainsi une méthode explicite de construction d’une approximation en ridgelets
d’une fonction connue.

7.2.3 Laregle d’apprentissage supervisé

On dispose donc d’une source d’exemples : une variable aléatoire (E,S) composée de deux
vecteurs dépendants. On présente des exemples au réseau, c’est a dire que 'on effectue des
tirages de la variable (E,S). On consulte le réseau en fixant les états des neurones d’entrée a
E, et on compare la sortie fournie f(F) par le réseau au vecteur S. Idéalement, la sortie est
égale & S (ou si la dépendance entre E et S n’est pas déterministe, 'espérance de f(E) — S
est nulle).

En général, ce n’est pas le cas, et la regle d’apprentissage consiste alors a modifier les poids
de connexions en fonction de leur influence sur la sortie par un simple gradient stochastique
qui s’écrit :

Cnn/ <~ Cpn/ — ’)’y : (f(E) - S)
Cnn/
Cette regle peut étre implémentée sous une forme extrémement simple appelée rétropropa-
gation des erreurs. On définit pour chaque neurone n un deuxieme état qui est son erreur
rn. Cette erreur est définie pour les neurones de sortie par r, = x,, — Sy, et est propagée en
arriere suivant la formule:

Tn = Z Cnn’rn’¢;1’ (mn’)
n—n'’

d’ou le terme de rétropropagation. Les mises & jour des coefficients ¢,  s’écrit alors:
Cnn' < Cpn! — VTnTn!

Ces deux regles de calcul d’erreur et de mise a jour constitue ce que ’on appelle classiquement
les regles de WIDROW—HOFF.

Les fonctions de transfert ¢, doivent au moins ne pas étre toutes linéaires. Sinon la
dépendance entre entrée et sortie est linéaire, et donc triviale. On peut d’ailleurs définir le
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Sortie

A

S O

Entrée

Fi1c. 7.1 — Un réseau de meurones. Dans la figure de gauche, on voit les neurones, les
connexions du graphe sans cycle, et les neurones d’entrée et de sortie sont indiqués. Dans
le dessin de droite, la régle de transfert est matérialisée : x4 = ¢4(p1ax1 + P34T3).

nombre « réel » de couches d’un perceptron multi-couches comme étant le nombre de couches
ou les fonctions de transfert ne sont pas linéaires.

Les fonctions de transfert sont en général des fonctions régulieres. C’est considéré comme
un prérequis qui est motivé par ’observation que des entrées « proches » doivent donner des
résultats « proches » voire identiques en classification. On dit que le réseau doit avoir une
capacité de généralisation. Des fonctions couramment utilisées pour la classification sont les
sigmoides ¢, comme la tangente hyperbolique o : x — thx. Ce sont des fonctions régulieres
qui tendent vers —1 en —oo et vers +1 en 400, et qui peuvent étre considérées comme des
fonctions a réponse binaire.

Ce cadre de constructions est tres vaste, ce qui fait que pratiquement toute méthode de
calcul peut étre vue comme un implémentation en réseau de neurones. Notamment, des que
'on choisit une base (g, )men d’un espace de fonctions sur R?, décomposer une fonction
dans cette base revient a construire un réseau de neurones mono-couche, avec un neurone
par fonction de base g,, qui a précisément comme fonction de transfert g,,. Le neurone de
sortie a alors pour état une combinaison linéaire de ces valeurs avec des poids qui sont les
coefficients de décomposition.

L’inconvénient majeur de ces approches est que rien ne garantit que la méthode d’ap-
prentissage supervisé converge, sauf dans le cas tres particulier ou les seules connexions que
I’algorithme est censé régler se trouvent en aval des dernieres fonctions de transfert non
triviales. Dans ce dernier cas, la dépendance entre la valeur produite par le réseau et les
coefficients & régler est linéaire. Sinon, la fonction d’objectif E (|| f(E) — S||) est une fonc-
tion non convexe des coefficients c,,/, avec en général plusieurs minima locaux, et rien ne
nous garantit que cette méthode de gradient stochastique ne reste alors pas bloquée dans
un minimum local.

7.2.4 Les trois étapes de la conception d’un réseau de neurones

En pratique, la difficulté dans le réglage d’un réseau de neurones se situe en amont de la
phase d’apprentissage. Pour résumer, on peut considérer que la construction d’un réseau de
neurones se décompose en trois étapes:

— Le choix d’une architecture. Ceci consiste a choisir le nombre de couches, a fixer certains



7.2. Les réseaux de neurones 127

poids de connexions et les fonctions de transfert.

— Le choix d’une régle de croissance. En pratique, le nombre de neurones a utiliser
pour représenter la correspondance entre entrées et sorties dépendra de la complexité
de cette correspondance. Il faut donc poser des regles de croissance du réseau, qui
déterminent comment la structure du réseau doit évoluer suivant la complexité de la
fonction a apprendre. Ces regles de croissance peuvent également inclure des regles de
suppression de neurones.

— Le choix d’une regle d’apprentissage pour déterminer la valeur des poids manquants.
La regle la plus universelle est la regle d’apprentissage supervisé décrite ci-dessus. On
peut en envisager d’autres, comme la résolution d’un systeéme linéaire. La faisabilité
ou la convergence d’un algorithme d’apprentissage dépendra de maniere cruciale de la
bonne réalisation des deux étapes ci—dessus.

7.2.5 Le percepiron de ROSENBLATT

La forme la plus simple de réseau de neurones (réseau a une couche) a été proposée par
ROSENBLATT en 1962. ROSENBLATT a appelé cet objet perceptron.
Le perceptron a N entrées scalaires = (z1,...,ry) et une sortie binaire y:
y=sgn(c+w-x)

ol ¢ est un scalaire et w un vecteur a N composantes. Le perceptron sépare ’espace en deux
demi-espaces d’équations w-z+c<0etw-x+c¢> 0.
ROSENBLATT veut utiliser le perceptron pour distinguer deux classes d’exemples z € CT
et x € C~ dont on suppose qu’ils sont séparables par hyperplan, c’est a dire qu’il existe w
et ¢ tels que
w-r+c<0 Ve el
w-r+ec>0 Vo eCt
Sur la base de considérations physiologiques, il suggere de prendre une suite d’exemples
(xt,ﬁt) ou
€ = +1 si Tt € C+
€ =—1 sixy €C
et de modifier itérativement les coefficients w et ¢ a chaque fois que le réseau donne une
réponse incorrecte y; a un exemple x; suivant les regles:
(wit1,ce41) = (we,ct) sisgn(w; -y +¢) = €
(wt+17ct+1) = (wt + €:T¢,Ct + Gt) sinon.
NOVIKOFF a montré que si les deux classes de points sont séparables et finies, et quand
la suite d’exemples, chaque exemple est répété un nombre infini de fois, alors 'algorithme

converge en temps fini. Il a également donné une majoration du nombre de corrections a
effectuer. La borne est exprimée en fonction du rayon de ’ensemble des exemples

R=max{|z| :x €CTUC}
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et de la marge de séparation

1
inf{|lw|| ;w-z2+1>0WzelCtetw-z—-1<0WxeC}

p:

Théoréme 7.1 (NOVIKOFF, 1962)

L’algorithme de ROSENBLATT initialisé par wy = 0 et cg = 0 converge en temps fini, aprés
au plus |R?/p?| corrections.

Des ondeleites comme fonctions de transfert neuronales
pour les réseaux a une couche

PATI et KRISHNAPRASAD ont remarqué qu’un réseau de neurones & une couche a fonc-
tions de transfert sigmoidales pouvait, pour certaines valeurs des poids de connexions, étre
vu comme un réseau de neurones en ondelettes. Ils proposent une structure de réseau de
neurones a une couche avec des fonctions de transfert en ondelettes. La fonction réalisée par
le réseau est donc

f(x) = Z ek (Apx + by) (7.2)
K

ou les coefficients & ajuster sont les cg.

Ils décrivent deux regles de croissance basées soit sur une analyse fréquentielle de 1’en-
semble des exemples, ou sur la corrélation inter-échelles des coefficients. Le réglage des poids
du réseau se fait par inversion d’un systeme de régression linéaire, puisque la sortie dépend
linéairement de ces poids.

ZHANG et BENVENISTE [ZB92] ont proposé une approche similaire & celle de PATI et
KRISHNAPRASAD, qui consiste a rechercher une approximation d’une fonction inconnue par
un sous-échantillonnage adaptatif d’une transformée en ondelettes continues. Le réseau est
donc aussi un réseau a une couche, de fonction (7.2). Contrairement & PATI et KRISHNA-
PRASAD, ils font varier les positions by et matrices de déformation Ay de chaque ondelette
avec un algorithme de rétropropagation.

Par la suite, ZHANG [Zha97] a proposé un algorithme d’approximation adaptative de
fonctions constructif qui est relativement proche de ce que nous allons proposer, et que
nous détaillerons donc dans le chapitre suivant. BENVENISTE et coll. [DJB95] ont développé
des approches de Monte-Carlo pour I’apprentissage d’une fonction sur la base d’exemples.
Cette approche permet a la fois de prouver des résultats d’approximation non linéaire, et de
construire un algorithme qui converge en probabilité.

Le contirdle adaptatif

Cette technique d’apprentissage peut également servir dans le cadre du contréle d’un
systeme dynamique dont des parametres sont inconnus, qui a été développé et étudié en dé-
tail par SLOTINE et coll. [Slo86, SC86, SLI0]. Dans le cas ou I’équation du systeme dépend
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linéairement des parametres inconnus, on peut trouver des algorithmes stables et conver-
gents. Par « parametres inconnus », on peut désigner un jeu fini de parametres aussi bien
qu’une fonction compléte inconnue.

7.4.1 Controle adaptdatif en dimension finie

Prenons un exemple: on veut déplacer une masse connue m attachée a un ressort de
raideur inconnue k, a laquelle on applique une force choisie u. L’équation d’évolution du
systeme est alors:

mi = —kx +u (7.3)

2 k"

FiG. 7.2 — Schéma de principe du systéme masse plus ressort et la force appliquée par un
controleur.

On veut faire suivre & la masse une trajectoire choisie z4(t). Si la raideur k est connue,
on choisit une commande de la forme:

u:km+<id—2x_zd—x_2zd) (7.4)

T T
Ainsi, I’équation d’évolution devient
T — abd Xr — Xq

=0 (7.5)

(& — Zq) +2

ce qui garantit que 'erreur de suivi z — x4 s’écrit (a +bt)e /7 et tend donc vers 0 exponen-

tiellement. Il est courant d’introduire une variable composite d’erreur

r —Xq

S= —ig+ (7.6)

Cette variable d’erreur est choisie telle que si elle tend vers 0, alors nécessairement 1’erreur
de suivi  — x4 tend aussi vers 0. Son intérét est de ramener 1’équation d’évolution (7.5) a
un systeme du premier ordre
) S
§=—— (7.7)
T
Si la raideur du ressort est maintenant inconnue et estimée par la valeur k, I’erreur de
suivi ne tend pas vers 0. La force de commande devient

(7.8)

u:l%x+<g'¢d—2m_xd—x_xd)

T2
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et équation d’évolution (7.7) en la variable composite devient

. s k—k
§=—-——-+
T m

T (7.9)

En I’état, la convergence vers 0 de s et de 'erreur de suivi ne sont plus garanties.

Le controle adaptatif permet de choisir une loi de contrdle et de calcul de k qui garantit
la convergence de l'erreur de suivi vers 0 et éventuellement de k vers k.

On choisit pour cela une fonctionnelle de la forme

Lo, 1 2
V= 55 + 27(k‘ k)

ou v est un facteur de gain libre, et on suppose que la variable k sera susceptible d’évoluer
au cours du temps. Cette fonctionnelle sera une fonction de LYAPUNOV qui garantira la
convergence du systeme si

— elle est définie positive, c’est a dire que son minimum unique est atteint en s = 0 et

k =k,

— elle est décroissante au cours du temps.
La premiere condition est vérifiée par construction. Nous allons voir que nous pouvons
choisir une regle d’évolution explicite pour k qui garantit que la fonction de LYAPUNOV est
décroissante. La dérivée de V' au cours du temps est :

V:sé—i—’y(fc—k)l;

2 — . 2
R bk
T
. 52 ~ S IS
V:—;A%k—@(ax+7@ (7.10)
Le miracle est qu’en posant
2 sx
b 7.11
- (7.11)

nous pouvons faire disparaitre de 'expression (7.10) un terme qui nous génait a double titre:
il pouvait rendre la fonction de LYAPUNOV non décroissante et ne pouvait étre estimé. Nous
obtenons donc

s2

v %
-

On peut alors montrer qu’avec les lois de controle (7.8) et d’apprentissage (7.11), U'erreur
composite s tend vers 0. Intuitivement, s ne peut pas rester durablement strictement positif
sans que V décroisse jusqu’a étre strictement négatif, ce qui est impossible. Formellement,
ceci se prouve a l'aide d'un théoreme d’analyse dii & BARBALAT.

On n’a pas de résultat aussi tranché pour k. La fonction de Lyapunov ne garantit que le
fait qu’il reste borné. En pratique k ne tendra vers k que si le controle le requiert. Si zg = 0
et si le systéme part d'un état de repos z(0) = 0, #(0) = 0, la commande sera nulle et k
n’évoluera pas. On dit que le systeme n’apprend que « ce dont il a besoin ». On voit ainsi
qu’on ne peut garantir une vitesse de convergence de la variable d’erreur composite s vers
0, car on peut repousser arbitrairement loin dans le temps ’estimation de k.
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I I I I I
0 50 100 150 200

(a) Trajectoires souhaitée et réelle

1— pEx
o8- | [T
1
0.6 — . 3 |
1
0.4 — I k
02 |
1
0 — }
[ [ [ [ [
0 50 100 150 200

(b) Paramétre réel k et estimé k

Fic. 7.3 — Exemple de contrile adaptatif pour le systéme masse plus ressort de la figure 7.2
On voit que les zones grisées dans lesquels un mouvement est demandé au controleur sont
celles ou l'erreur d’appréciation k—Fk du paramétre k se réduit. Au repos, l’estimation k de

ce parametre ne change pas.
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7.4.2 Apprentissage de fonctions

Cette approche peut s’appliquer & un nombre quelconque de parametres, et éventuelle-
ment & un objet caractérisé par un nombre infini de parametres: une fonction [SS92, CS95,
SS95, BS97].

Supposons que le systeme a controler soit de la forme

™ = f(z,...207V) 4 u

L’état mesurable du systéme est composé des variables x, . ..,z("~1. On se fixe une trajec-
toire cible x4 dont les dérivées sont connues & tout ordre.
Si on choisit une base discrete (¢;);er de R™, la fonction inconnue f se décompose

fla,. . a) = Zci¢i($7 oz

i€l

et le probleme d’apprentissage se reporte sur les coefficients inconnus ¢;. Si on choisit une

variable composite
d 1 n—1
8—(&“!‘;) ((E—l’d)
s

u=— Zéi(bi(x, szt (a5 - 2

- T
i€l

et une loi de controle

on obtient I’équation d’évolution en la variable composite

5= =243 (e - e (5177 - ’x(nil))

Il faut noter que dans ’expression de la commande u choisie, le terme & — § ne fait intervenir
de dérivées de la trajectoire réelle que jusqu’a l'ordre n — 1 (par élimination) et peut étre
calculé a partir de 1’état.

Si nous choisissons maintenant un jeu de gains (;);er, la fonction de LyApuNoOv

1 1 .

V= 552 t3 Z%‘(Ci — &)
i€l

a pour dérivée temporelle

. 1
V —

T

s2 4+ Z(Ci — &) (spi(x, ... xY) = 4,8)

i€l

La fonction de LYAPUNOV sera décroissante au cours du temps si on choisit la loi d’évolution
sur les coefficients ¢; :

_ soi(x, ... (1))
Vi

Ci
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Remarques

— Ce schéma d’apprentissage sera un des rares qui puisse étre concilié avec les impératifs
de stabilité du controle.

— On voit que la loi d’évolution imposée sur chaque coefficient ressemble a celle imposée
aux coefficients des réseauz de neurones. Chaque coefficient est modifié en fonction de
Uerreur, et a la mesure de son influence ¢ un moment donné (qui est ¢;(x, ... z"=Y))

— On verra que le choix des parametres y; n’est pas innocent, surtout quand le nombre de
parametres ¢, peut étre infini. Le choix de ces gains revient a choisir dans la fonction
de LYAPUNOV une mesure de régularité. Si par exemple la base de fonctions est une
base d’ondelettes orthogonales (11 et si les gains ;i correspondants sont de la forme

Vie = 1422

la mesure de régularité est équivalente a une norme de SOBOLEV d’indice «.

Ainsi, la fonction de LYAPUNOV peut a nouveau étre vue sous le schéma classique : un
terme d’adéquation (erreur de suivi) plus un terme de régularité imposée a la fonc-
tion & apprendre. Dans ce cas particulier, le deuziéme terme cumule la double fonction
d’imposer une régularité a la fonction apprise et d’imposer son adéquation aur me-
sures. Cette approche a de trés fortes similitudes formelles avec les méthodes qui vont
étre exposées par la suite, et qui sont dites de régularisation.

La régularisation et les fonctions radiales

La régularisation est un cadre d’approximation qui a des base théoriques solides. Cet outil
a connu plusieurs évolutions récentes, parmi lesquelles les Support Vector Machines (SVM)
de VAPNIK, ou encore les méthodes multipolaires de calcul rapide adaptées a ce cadre par
BEATSON et NEwWsAM [BN9S].

La régularisation [TA77] consiste & choisir un espace hilbertien H de fonctions de R? dans
R, muni d’une norme ||.||# et d’un produit scalaire associé (.,.). Les contraintes interpolatrices
doivent étre équicontinues au sens de cette norme:

IM Yz, Vf €, [f(@)] < M| flln

7.5.1 Le probléme régularisé

La solution interpolatrice régularisée est donc la fonction f de norme minimale qui vérifie
les contraintes interpolatrices, c¢’est—a—dire

f=arg min{||fllx : f(zn) =yn,Yn=1...N} (0

Une forme plus générale de probleme de régularisation consiste a minimiser un criteére
qui combine des contraintes de régularité et d’adéquation aux mesures, sous la forme

N
= i n) = Unl* + M7 11
f arjgc;?r{unglf(m) ynl® + Al £ 113 (11)
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Le deuxieme probléme est systématiquement bien posé: c’est un probléme de minimi-
sation d’une fonction quadratique définie positive dans un espace de HILBERT qui a une
solution unique. Le premier probléme n’est lui bien posé que si les contraintes interpola-
trices ne sont pas dégénérées. Ceci impose que les points de mesure x,, soient distincts,
et que l'espace H soit suffisamment « riche ». Cette richesse s’exprime par exemple de la
maniére suivante : pour toute partie finie X € R%, on doit avoir

{flx:feHy=R"

Cette propriété ne peut étre vérifiée par un espace de dimension finie. Elle I’est par tous
les espaces de SOBOLEV qui ne contiennent que des fonctions continues.

Nous verrons dans la suite que choisir la formulation (II) du probléme consiste & supposer
que les mesures y; sont perturbées par un bruit gaussien additif d’autant plus important que
A est grand. La formulation (I) en est donc un cas limite correspondant & un bruit de mesure
nul.

7.5.2 Résolution du probléme régularisé

Les calculs qui vont suivre n’ont pas pour objectif d’établir des résultats connus, et seront
donc présentés sans toutes les justifications théoriques.

Dans un espace de HILBERT, une fonctionnelle linéaire continue peut s’exprimer comme
le produit scalaire par un vecteur de 'espace (théoréme de représentation de RiEsz). Donc,
pour tout = € R%, il existe un vecteur v, € H tel que

flx) = (frve) VieN
On définit également le noyau d’interpolation

K(z,y) = (vz,0y)-

Par construction, on a K(x,y) = K(y,x).
La solution du probléme (II) s’écrit alors explicitement & l’aide des vecteurs v,. En effet
en notant

N
MIFA =" 1 f(xn) — yal® + M F13

n

Il
-

|<fvva:n> - yn|2 + >‘<f7f>

I
] =

3
Il
-

la forme différentielle dM est

N N
AM = 2X(f,df) + 2D (dfvs,) (fve,) =2 ynldf.va,)
n=1

n=1 =
df>

N N
= <2>\f +2 Z<f|vzn>v:1:n -2 Z YnVz,,
n=1 n=1
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Au minimum, cette différentielle est nulle, ce qui signifie que

M= Z — {(f 02, ) 0s, (7.12)

Cette formule implicite nous indique déja que la solution s’écrit comme combinaison
linéaire des N fonctions v,,,. On pose

N
F=Y cnva, (7.13)

n=1

N
§ xn;

et
[ €1 [ <v9017v$1> T <vmlvvx1\7>
C= , K= 7
L ¢N L <UfEN 7UTE1> T <UrcN aUmN>
[ (fvz,) [ v
F= et Y = :
L <f7UIN> L YN

On obtient par produit scalaire de (7.13) et (7.12) par les v,, pour m = 1...N les
relations

KC=F (7.14)
A =K(Y - F) (7.15)

dont on tire
C=(K+)'Y (7.16)

Dans le cas limite o A — 0, on doit supposer que K est inversible (ce qui impose
notamment que les x,, soient distincts), et on peut alors écrire

C=K1'Y (7.17)

qui est la solution du probleme (I).

7.5.3 Noyaux auto-reproduisants de régression

Le noyau auto-reproduisant [Aro50, GJP95] associé & cet espace de HILBERT est la
fonction

K:RExRT SR
(z,y) = ve(y) = (va,0y)
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On appelle ce noyau « auto-reproduisant » parce qu’il vérifie les propriétés suivantes:
(h,K(.,x)) = h(z) Vh e H,r € R?
(K(.2),K(.y)) = K(z,y) Vz,y € R

Les noyaux présentés jusqu’a présent sont dits définis positifs, parce que la matrice de
collocation symétrique K, qui peut s’écrire

K(,Thl‘l) K(£C1,$N>
K(zn,x1) ... K(zn,zn)

est définie positive si les points x,, sont tous distincts.
Des formes courantes de noyaux auto-reproduisants sont les noyaux invariants par trans-
lation:

K(z+6y+96) = K(x,y) Vr,y,0

qui s’écrivent sous une forme simplifiée K (z,y) = K(z —y). Les noyaux auto-reproduisants
pour les espaces de SOBOLEV définis avec une norme invariante par translation sur un do-
maine infini rentrent dans ce cadre. La norme hilbertienne s’écrit alors sous la forme

-
e

ot la transformée de FOURIER K de K est intégrable, strictement positive et bornée :

K(w) €]0,M] Yw

K (w)dw < 400
Rd

Parmi ces noyaux, il est également courant de choisir des noyaux isotropes, qui s’écrivent
finalement

Kz —y) = g([lz —yll)

On note que, dans ce cas, le noyau K et sa transformée de FOURIER K sont des fonctions
radiales.

7.5.4 Fonctions définies positives
Dans le cas radial, le noyau d’interpolation s’écrit donc
K(zy) = g([lz —yl)

D’apres les résultats que nous avons vus ci—dessus, la fonction g conviendra si la trans-
formée de FOURIER de la fonction 2 +— g(||z||) définie de R? dans R est positive. Le critere
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faisant intervenir d explicitement, la fonction g ne pourra a priori convenir que pour un
espace de départ de dimension d fixée R<.

Un théoreme de SCHOENBERG fournit une caractérisation des fonctions g qui conviennent
pour un espace de départ de dimension d quelconque. Nous allons I’énoncer en donnant
d’abord les définitions suivantes.

Définition 7.1

Une fonction g de ]0,+oo[ dans R est dite définie positive si pour tous entiers d et N, pour
tout N-uplet (z1,...,xn) de points distincts de R, la matrice de terme général g(||x, —2.m]|)
est définie positive.

Définition 7.2
Une fonction h de ]0, + oo[ dans R est dite absolument décroissante si

1. elle est indéfiniment dérivable
2. pour tout t €]0, + oo[ et tout entier naturel n

R (1) >0 si n est pair,
R (1) < 0 st m est impair.
Nous pouvons maintenant énoncer

Théoréme 7.2 (SCHOENBERG, 1950)

La fonction g est définie positive si et seulement si la fonction t — g(\/t) est absolument
décroissante.

Ce théoreme a deux avantages considérables: il nous libere de toute considération fré-
quentielle et nous fournit un critere relativement simple pour choisir une fonction g qui
conviendra pour faire de I'approximation dans un espace de dimension quelconque.

Ainsi, nous pouvons produire les couples de fonctions absolument décroissantes et de
fonctions définies positives suivants :

Absolument décroissante Définie positive

T = e—z/202 r— 6—7’2/202
s SO S
(0/2 + m)oz (a2 +r2)a

Ce modele nous permet de construire des fonctions qui conviennent pour de l'interpola-
tion dans n’importe quelle dimension. Ceci exclut de notre champ de vision les fonctions qui
pourraient ne convenir que pour une dimension d donnée.

7.5.5 Modéle bayésien

On peut justifier une telle approche par un modele bayésien, qui repose sur un modele
a priori du signal et du bruit. On suppose tout d’abord que la fonction f a estimer est une
réalisation d’un processus aléatoire centré de densité

dP(f) o e~ 1/ 15/25°
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Cette hypothese apparemment ad hoc revient a faire les hypothese suivantes sur les
valeurs ponctuelles de la fonction:

1. f(x) est une variable aléatoire centrée gaussienne,

2. BE(f(2)f(y) = s*K(2.y)
et le noyau apparait donc explicitement comme terme de corrélation entre valeurs ponctuelles

de la fonction®.
On fait ensuite ’hypothese que les mesures y,, sont des mesures bruitées:

Yn = f(‘rn) + €n

ol les variables €, sont gaussiennes identiquement distribuées d’écart—type o. On peut alors
exprimer la densité de probabilité conditionnelle des mesures y, en fonction de la valeur de
la fonction

N
2 2
APy ) ox [ e Ut w2e

n=1

La régle de BAYES consiste a rechercher la fonction f qui maximise la densité de pro-
babilité a posteriori dP(f) sur la donnée des mesures (y,), qui s’écrit & un facteur de
normalisation pres:

dP({yn}|f)dP(f)
dP({yn})

N
2 2 2 2
— I W/25% o T emchr2e

n=1

VPR 202
X exp 5 Z(f(xn) Yn)“/20

dP(f{yn}) o

S
n=1

ce qui revient bien a minimiser le terme

N
n=1

pourvu que A désigne le carré du rapport estimé entre bruit et signal :

2
= (%)
S
On voit la différence principale entre les deux problemes (I) et (II): la premiere forme
correspond a I’hypothese selon laquelle le bruit de mesure est nul. On voit également que

choisir un coefficient de pondération A revient a faire une hypothese sur les importances
relatives du signal et du bruit.

1. PARZEN a montré en 1962 que la donnée d’un espace de HILBERT au noyau auto—reproduisant K et la
donnée d’un processus stochastique centré de covariance K (z,y) sont équivalentes (quand K est symétrique
défini positif).
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7.5.6 Limite de 'approche régularisée

Quand on choisit une norme régularisante, on doit choisir une fonction K telle que la
norme s’exprime sous la forme
¢ 2
w
[Uer,
K(w)

ou K doit décroitre quand w tend vers l'infini et prendre une valeur finie en 0. Le choix de
cette fonction implique nécessairement le choix a priori d’'un parametre d’échelle. On peut
le retrouver systématiquement de la maniere suivante. On pose:

Aw = inf{lw] : f(w) < £(0)/2}

Le parametre d’échelle sera alors Az = 1/Aw. Cette approche n’est donc pas invariante
par changement d’échelle. Le choix de ce parametre d’échelle conditionne la convergence du
schéma d’approximation, et doit étre lié a la densité des points. Si cette densité n’est pas
uniforme, et si par exemple le parametre d’échelle est variable, ’arsenal théorique développé
ne s’applique plus.

Extension a des semi-normes et des noyaux conditionnel-
lement définis positifs

Si on veut choisir une fonctionnelle quadratique qui pénalise les fonctions irréguliéres sans
introduire de facteur d’échelle, il faut choisir un noyau K avec une fonction g homogene, par
exemple de la forme r — r*. Nous obtenons des semi—normes:

wm%=/ﬁwnxwwm)

7.6.1 Théoréeme du représentant

Si la fonction w — K (w) diverge en 400, la semi-norme

-
S

ne définit plus un espace de HILBERT, mais un semi-espace de HILBERT. Ce semi-espace de
HILBERT peut étre vu comme la somme de
— D'espace des distributions tempérées dont la transformée de FOURIER est une fonction
localement de carré intégrable sur R? — {0} et pour lesquelles 'intégrale définissant la
semi-norme ci—dessus est finie,

— un espace N de dimension finie des distributions tempérées f telles que f x /K (w)

ait un sens et soit nulle. En pratique, le pole de K (w) est & croissance polynomiale et
cet espace est un ensemble de polynomes.
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Les résultats présentés en 7.5 s’étendent a ce cas. On peut citer un théoreme de KIMELDORF
et WAHBA qui s’énonce de la maniére suivante :

Théoréme 7.3 (KIMELDORF,WAHBA)

Le probléme de minimisation de la fonctionnelle quadratique

fro [ fP K
sous les contraintes
f(zn) = yn pourn=1...N
est bien posé dans un semi—espace de Hilbert sous la réserve que
(PeN etVn,P(z,) =0)=P=0

La solution se caractérise alors de la maniére suivante. Elle s’écrit sous la forme

N
f(x):P—i—chK(xn,x) o PeN,
n=1
elle vérifie les conditions interpolatrices
f(@n) = yn
et les coefficients (cp,) vérifient
N
Z cnP(z,) =0 VPeN
n=1

On peut trouver une formulation similaire pour la variante de ce probleme qui inclut un
modele de bruit. On peut montrer que ce genre de probleme d’interpolation a toujours une
solution unique quand on se donne un espace de polynémes A et un noyau z,y — K(z,y)
symétrique. La contrainte de définie positivité qui s’appliquait auparavant est remplacée par
une contrainte de définie positivité conditionnelle :

Définition 7.3

Une fonction continue symétrique définie de (R?)? dans R est conditionnellement définie
positive par rapport a un espace de polynomes N si elle vérifie la propriété suivante : pour

tout entier N, tous points x1,...xn de R?, et tous réels c1...cn, on a
N N
Z Z enemK (zpn,2m) > 0
n=1m=1
St
N
Z cnP(2,) =0 VPeN
n=1

et si les ¢, ne sont pas tous nuls.
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De la méme maniere que pour les noyaux d’interpolation définis positifs, on peut trouver
des fonctions g telles que le noyau radial

RY =R
z = g(||x]])

soit défini positif conditionnellement & 1'espace K,_1(R?) des polynomes de degré au plus
p — 1, et ce quelle que soit la dimension d de I’espace de départ. D’ou

Définition 7.4

Une fonction de [0, 4+ oo| dans R est conditionnellement définie positive de degré p si pour
tout entier d, pour tout entier N, tout N-uplet (x1,...,xN) de points de R?, tout N -uplet
de réels (c1,...,cny) non tous nuls, on a

N N
S cucmglllan — wul) > 0
n=1m=1
st les coefficients ¢, vérifient
N
> enP(x,) =0 VP € K,(R%)
n=1

Le théoréeme de SCHOENBERG a été étendu par MICCHELLI [Mic86] aux noyaux condi-
tionnellement définis positifs.

Théoréme 7.4 (MICCHELLI, 1986)
Une fonction g est conditionnellement définie positive de degré p si et seulement si la fonction
hiteg(Vt)
vérifie
(=D)*n® (1) >0 VEk > p,Vt >0

Nous avons de nouveau une caractérisation exacte des fonctions g qui génerent des noyaux
radiaux conditionnellement définis positifs pour des dimensions d’espace quelconques et qui
nous affranchit encore de considérations fréquentielles.

A titre d’exemple, nous pouvons citer les fonctions suivantes

Fonctions h Fonctions radiales Ordre p

z—Va?+a r— Va2 +r? 1
(> 4+2)% agN  r—(a®+r%)° o]

z— " 1/2 r - 2l n

Un exemple de telles fonctions a été étudié par DUCHON. Il a proposé une fonctionnelle
de régularisation de la forme suivante :

191 = [ 1f@P oo
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dont le noyau auto-reproduisant a donc pour transformée de FOURIER

A 1
Klw) = o

La régularité doit étre suffisante pour que les noyaux soient continus, ce qui signifie que
m > d/2.
L’expression réelle du noyau est alors

K(z) = ||=]*" ¢ si d est impair

K(z) = o>~ n |l sinon.

L’espace polynomial associé a de telles fonctions est ’espace des polyndémes de degré au plus
m — 1.

7.6.2 Ordre d’approximation

Un certain nombre de théoremes permettent d’estimer la vitesse de convergence d’un
réseau de fonctions radiales en fonction de la régularité de la fonction a estimer f et de la
norme régularisante utilisée, et sont par exemple rappelés dans [SW98].

Si on note f la fonction inconnue, et fy la fonction obtenue par interpolation régularisée
sur les échantillons (x,f(x))zex, on peut définir:

La maille maximale de X est le réel

h(X) = max min |z — z'||
xeD x'eX

La distance de séparation est le nombre

¢(X)= min |z -’
rzeEX ,x' X
Az’

Si la fonction f est la restriction & un ouvert borné Q C R? d’une fonction de l’espace
de SOBOLEV H%?%5 et que I’on prend un noyau d’interpolation K tel que

Allw||=** < K(w)| < Bllw| 77 (7.18)
alors 'erreur d’approximation ||f — fx||e est bornée par

If = falloo < MA(X)*

Si la fonction n’est pas assez réguliere, la convergence ne peut pas étre prouvée. Si la
fonction & approcher f est de régularité SOBOLEV locale H%/ 2+s" ] faut utiliser un noyau
K, de régularité s suffisamment faible pour que s < mins’.

Ceci pose deux problemes: il faut choisir a priori la régularité sous-jacente s de la régula-
risation. Cette estimation doit étre la meilleure possible, car si elle est trop basse, la vitesse
de convergence s’en ressent et si elle est trop élevée, le systeme devient instable. De plus,
ce parametre est unique. Si la fonction a une régularité non uniforme, on doit s’aligner sur
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la plus basse régularité min s’ pour choisir le parametre s. La conséquence est alors que la
vitesse de convergence, étant en h(X)™" ¢ est relativement lente.

Cette approche a un autre probléeme: le mauvais conditionnement de la matrice du sys-
teéme & inverser. Celle-ci est liée a la distance de séparation des échantillons (la plus petit
distance entre deux échantillons distincts). Si on note A la matrice du systéme, on a la seule
majoration

A oo 00 < @(X) 7

et diverge donc d’autant plus vite que 'ordre cherché est bon, ce qu'on désigne parfois dans
la littérature sous le terme de relation d’incertitude de la régularisation.

7.6.3 Calcul rapide avec des noyaux radiaux

A priori, le calcul en un point z d’une combinaison linéaire de noyaux :

N
f@) =" cng(llon - 2l)

demande N opérations quand ces noyaux ne sont pas bien localisés, ce qui est le cas de tous
les noyaux présentés ci—dessus, a I’exception peut-étre de la gaussienne. Quand le nombre
de noyaux qui intervient augmente, les calculs de valeurs au point peuvent devenir de plus
en plus longs.

BEATSON et NEwsAM [BCN98, BN98] ont proposé un schéma d’accélération des calculs
qui consiste a regrouper les noyaux proches les uns des autres en paquets, et ces paquets en
paquets plus gros. Ils s’inspirent pour cela des travaux de GREENGARD et ROKHLIN. Nous
allons avoir un apercgu de la méthode de GREENGARD et ROKHLIN dont le probleme est
formellement plus simple, puis nous verrons ce qui s’y ajoute dans 'approche de BEATSON
et NEWSAM.

GREENGARD et ROKHLIN veulent résoudre numériquement une équation elliptique avec
un nombre fini de sources discrétes, dont le noyau de GREEN est (a des transformation
élémentaires preés) une fonction analytique. Ils ont pour cela mis au point une méthode
rapide pour calculer des potentiels de la forme

N
f(Z) = Z Cn¢(z - Zn)
n=1
définis dans le plan complexe. Les noyaux ¢ sont des noyaux analytiques de la forme de

¢z —
z
ou encore ¢:z—lInz

GREENGARD et ROKHLIN montrent que si on groupe des centres (zn)ne p qui sont proches,
on peut trouver un développement multipolaire centré en un point z. qui approche bien leur
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contribution a une distance grande devant le « rayon » de ce groupe de points:

m—+1
a am r
E en®(z —2zp) =a_11In(z — z¢) + ao + ! o4y +0
nepP 2= Zc (Z—Zc)m |z—zc|

ou le « rayon » r est

nepP
///— \\\
V2 N
Va N\
y: \

/ \
/ \
[ B \
' —1 |z
\ . oo )
\ . . /

\

M27I| = 4
\ 2—7J ’

F1G. 7.4 — Domaine de validité de approzimation multipolaire. Si les centres (zp)nep s
trouvent tous dans un carré de centre z. et de coté 277, 'approximation multipolaire de la
contribution de ces centres z, est valide au—dela d’un cercle de rayon M277.

Ils développent également des regles de calculs pour décentrer un développement multi-
polaire, c’est—a—dire pour passer d’un développement de la forme

In(z — 2,) + ao + e
a_1In(z —z.) + a e —
! o (z — zo)™
a un développement de la forme
b1 b
boiln(z—2)+byg+ —— +---
1In(z —2)) + 0+z—zé+ +(z—zé)m

Leur méthode de calcul d’un potentiel se subdivise alors en deux étapes. Une étape
préparatoire consiste a placer les centres z, des noyaux dans les noeuds d’un arbre. L’arbre
est un arbre quaternaire, dont chaque nceud est associé & un carré dyadique 277[k; k +
1[x[k'; k" + 1] du plan. La structure de 1'arbre est liée & la subdivision de ces carrés en
quatre, c’est—a—dire que le noeud lié au carré

27k k 4+ 1[x [k K +1]
a pour fils les quatre nocuds liés aux carrés
27T 2k + €2k + 1+ €[x[2K + €32k + 1+ €| (e,') € {0,1}?

L’arbre est construit de telle maniere que les feuilles (les nceuds associés aux carrés de
plus petite taille) contiennent au plus un nombre prédéterminé v de points z,.
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Fi1G. 7.5 — L’arbre de GREENGARD pour le calcul rapide d’un potentiel. La figure montre la
structure hiérarchique de l’arbre liée a une subdivision de carrés.

Pour chaque feuille, on calcule le développement multipolaire autour du centre de son
carré. Ensuite, on calcule les développement multipolaires des nceuds intermédiaires par
remontée d’arbre : pour cela, les développements multipolaires des quatre fils d’un noeud sont
recentrés au centre du carré du nceud pere et sommés. A la fin de cette phase préparatoire,
nous avons donc un arbre, dont chaque nocud correspond & un carré du domaine, et pour
lequel nous disposons d’un développement multipolaire dont la précision est bonne a une
distance du carré grande devant son rayon, comme indiqué en Fig. 7.4.

Le calcul de la valeur du potentiel total en un point utilise ensuite par récursivité ce jeu
d’approximations a plusieurs échelles. La valeur du potentiel est calculée comme somme des
contributions de tous les carrés de plus grande taille placés a la racine de ’arbre. Quand un
carré est loin du point de mesure x (relativement & sa taille), son développement multipolaire
est utilisé. Sinon, on recourt aux contributions des quatre sous—carrés qui le composent, et
ainsi récursivement. Par une telle approche, si les N centres x,, sont placés avec une densité
a peu pres uniforme, le temps d’estimation du potentiel en un point est de 'ordre de log N
au lieu de N.

FFH
HERH
HH
FH
HTH
HH
HHRH
HHHH

FiG. 7.6 — Ezemples de grilles utilisées pour calculer un potentiel en différents points. On
voit que plus on s’approche du point ot l'estimation est faite, plus les carrés utilisés sont
petits.
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Comme les noyaux utilisés par GREENGARD et ROKHLIN sont analytiques, les développe-
ments multipolaires sont formellement de la méme nature qu’un développement de LAURENT
d’une fonction sur R.

BEATSON et NEWSAM étendent cette approche a des noyaux non analytiques. Un déve-
loppement asymptotique dans toute sa généralité fait intervenir des différentielles d’ordre
quelconque, c’est 3 dire des tenseurs d’ordre k & 2F coefficients. Comme les noyaux qu’ils
utilisent sont radiaux, cette approximation se simplifie en combinaison de termes de la forme

p
Z ap,q(x'qﬁ)q oll les p et ¢ vérifient p < ¢
x

sensiblement plus malaisée a manipuler que les développements de GREENGARD et RO-
KHLIN. L’application est en revanche plus générale, puisque les fonctions n’ont plus a étre
analytiques, et la dimension de I'espace peut étre plus élevée.

Pour des noyaux homogenes (conditionnellement définis positifs), l’erreur d’approxima-
tion est de Pordre de (r/||x — z.||)? ol p est I'ordre d’approximation, ce qui signifie que la
distance du point d’estimation x au centre x. d’un carré doit étre grande devant le c6té du
carré r

|z — x| > 7

BEATSON et NEWSAM appliquent également ces méthodes a des noyaux non homogenes.
Comme exemple de noyau non homogene, on peut citer les multiquadriques

x = y/a? + ||z|]?

ol un parametre a homogene a une distance apparait. Dans ce cas ’approximation multi-
polaire n’est valide que si

|z — x|l > Vr2 +a?

ce qui limite la finesse des subdivisions de carrés, dans la mesure ou il n’est pas intéressant
de recourir a des subdivisions en carrés de taille inférieure a a.

Des résultats numériques de comparaison entre un calcul direct des valeurs de la fonction
et un calcul avec I'approche multipolaire sont consignés dans le tableau 7.1. Ils donnent le
temps de calcul pour estimer en 3200 points différents la valeur d’une fonction qui est
elle-méme combinaison de 3200 noyaux placés aléatoirement. I’ordre d’approximation pour
I'estimation multipolaire est choisi de telle sorte que la précision relative soit de 10719, Le
temps de calcul de N valeurs d’une somme de N noyaux est ramené en théorie & O(N log N),
alors que le calcul direct prend N? opérations. Il faut également noter que la phase de
préparation est la plus cotiteuse, tandis que la phase de calcul de N valeurs une fois ’arbre
construit ne cotte que N opérations.

Cette méthode permet donc d’évaluer une combinaison de noyaux en N points pour un
total de IV log N opérations. Il peut aussi étre utilisé pour inverser la matrice de collocation
par une méthode itérative. Sa complexité ne permet en revanche pas de 1'utiliser pour des
méthodes d’inversion plus complexes et directes.
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Type de noyaux Va2 +.001  z%In|z|
Temps (calcul direct) 32.2s 63.6 s
Temps (méthode multipolaire) 0.71 s 097 s

TAB. 7.1 — Comparaison entre le calcul direct et la méthode multipolaire

Les machines & vecteurs support de VAPNIK

Les machines a vecteurs support peuvent étre utilisée en régularisation, pour faire de la
classification ou de la régression. Leur intérét est de fournir un solution plus creuse qu’une so-
lution de régularisation classique, dans la mesure ou en général, la plupart des coefficients des
décompositions qu’ils fournissent sont strictement a zéro. L’approche des vecteurs support
est basée sur une théorie plus générale de la complexité et de la capacité de généralisation
que nous décrivons ici.

VAPNIK et CHERVONENKIS ont proposé une mesure de complexité d’une famille de fonc-
tions qui est appelée dimension de VAPNIK—CHERVONENKIS et brievement dimension VC.
VAPNIK a prouvé qu’il est possible de majorer avec une probabilité aussi proche de 1 que 'on
veut le risque d’approximation d’une correspondance entre deux variables aléatoires X et Y
par la somme de deux termes connus. Le premier terme est le risque empirique, c¢’est—a—dire
Perreur d’ajustement de la fonction f sur NV réalisations de ces variables (z1,y1), - . .,(N,yn),
et le deuxieme terme fait intervenir la mesure de complexité (dimension VC) de la famille
de fonctions dans laquelle on choisit I"approximation f, et le nombre N d’échantillons. On
note le risque empirique

1 N
Romp = N Z(yz - f(xl))2
i=1

et le risque réel
R=EY - f(X))
La majoration obtenue a la forme suivante
R < Remp + H(n,h,N) avec probabilité 1 —n

ou la fonction H est connue.
VAPNIK propose une stratégie de minimisation du terme de droite de I'inégalité ci-dessus,
qu’il appelle risque structurel

Rstruct - Rcmp + H(n,h,N)
Une réalisation possible est de choisir une suite croissante de famille de fonctions (S, )nen :
SoCS1C---CS, CSpyp1C...

Leurs dimensions VC dimyc(S,,) sont croissantes et on les suppose connues. Les profils
des termes Remp et H(n,dimyc(Sn),N) pour un 7 fixé sont respectivement croissant et
décroissant, et positifs. Le terme H(n,dimyc(S,),IN) tendant vers +oo quand la dimension
VC de S, tend vers +oo, il existe un choix d’espace qui permet de minimiser le risque
structurel, comme cela est indiqué en Fig. 7.7.
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Rstruct

Fi1G. 7.7 — Principe de minimisation du risque structurel

7.7.1 Dimension de VAPNIK-CHERVONENKIS

La dimension de VAPNIK—CHERVONENKIS (ou en bref dimension VC') est une mesure de
complexité appliquée a une famille de fonctions donnée. Nous allons la définir et 'opposer a
une notion heuristique que nous avons introduite de « capacité de généralisation ».

Définition 7.5 (Dimension VC)

Soit une famille de fonctions f € F définie sur un espace X et d valeurs dans {0,1}. La
dimension de VAPNIK—CHERVONENKIS de la famille F notée dimycF est le plus grand
entier N tel qu’il existe N points (x1,...,xx) € XN pour lesquels

{f|{3:1.,_xN} cfeFy= {0,1}{@..@1\,}

Ceci signifie que toute fonction binaire de {x1,...,xn} dans {0,1} peut étre obtenue par la
restriction d’une fonction de F a Uensemble {x1,...,xn}. Si cette construction peut étre
faite pour des entiers N arbitrairement grands, on dit que la dimension VC de la famille de
fonctions F est infinie.

Cette définition s’étend aux fonction a valeurs dans I’ensemble R tout entier.

Définition 7.6

La dimension VC d’une famille de fonctions F définie d’un espace quelconque X sur R est
la dimension de la famille suivante :

F = {CL‘ — 1(f($)>a) feF,ae R}
c’est a dire de la famille des fonctions de niveaux que l’on peut construire a partir de ces
fonctions a valeurs réelles.
Remarques

- La dimension d’une famille de fonctions est au moins N s’il existe un N —uplet de points
tel que la restriction de la famille de fonctions a ces points constitue toutes fonctions
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binaires définies sur {x1,...xn}. Cette définition de complexité est une mesure de
la plus grande complexité possible de cette famille de fonctions, ce que l'on peut se
représenter comme sa plus mauvaise capacité de généralisation possible.

— Il faut remarquer que cette définition ne fait intervenir aucune structure sur l’espace
de départ, et notamment pas de structure topologique. Pour illustrer ce fait, prenons
X = [0,1] et choisissons une permutation o de [0,1] aussi discontinue que l'on veut
(comme une permutation sur les chiffres de la décomposition décimale). Si une famille
F de fonctions continues f a une dimension VC fizée, la famille des fonctions foo a
la méme dimension.

- Quand F est une famille de fonctions a n parametres, la dimension VC de cette famille
de fonctions peut étre a la fois plus grande ou beaucoup plus petite que le nombre de
parametres n. VAPNIK présente un cas pathologique qui est celui de la famille

(z — sin(ax))

a€cR
dont la dimension VC est infinie. Il montre que si on prend les points x1, ..., xN définis
par
=107, ..., zx=10"%
toute fonction binaire b définie sur {1,... ,N} peut étre représentée comme la restric-
tion de x — signsin(azx) a {z1,...,2n} St « vaut

N
a=mY (1—b))10" +

et que cette famille de sinusoides a un paramétre a donc une mauvaise capacité de
généralisation.

— On peut montrer que la dimension VC d’un espace vectoriel F' de fonctions de dimen-
sion finie est égal a la dimension algébrique de ’espace engendré par F' et la fonction
constante, soit dim F' ou dim F' + 1.

~ La dimension VC d’une réunion de familles | J,, Fi, est supérieure ou €égale a la plus
grande dimension VC dimycFy de ces familles (ce qui est une propriété relativement
classique d’une dimension, comme la dimension de HAUSDORFF). Il faut noter en
revanche que la dimension d’une réunion finie |J, Fi, de familles peut étre strictement
supérieure d la plus grande dimension VC de ces familles (ce qui n’est pas le cas de la
dimension de HAUSDORFF ).

7.7.2 Majoration de I'erreur d’estimation

Le théoreme central qui fournit une majoration du risque réel en fonction du risque
empirique et d'un terme de complexité a plusieurs déclinaisons suivant le type de probleme
que l'on cherche & résoudre (classification ou régression). Dans tous les cas, un paramétre
clef est la dimension VC de la famille des fonctionnelles de cout associées a la famille de
fonctions choisies.
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Si nous cherchons & approcher la fonction inconnue x — y = f(x) par un élément f,
d’une famille (f,)aca, la fonctionnelle de cotit associée est la fonction

Qa : (x,y) = |y - fa($)|2

si bien que le risque réel peut s’écrire

R(a) = / Qo (.9)dP(2,)

et le risque empirique

1 N

Remp(a) = N Z Qo (Tn,Yn)

n=1

En théorie, ce n’est donc pas la complexité des fonctions approchantes (f,) qu’il faut
controler, mais la complexité des fonctionnelles de cotit @Q,, associées. En pratique, elles sont
fortement liées. On peut montrer la relation

dimye(fa)aca < dimye(Qa)aca < 2dimye(fa)aca

Théoréme 7.5 (VAPNIK, 1995)

Supposons que la famille de fonctions Q soit bornées par A, alors avec probabilité 1 — ),
on a:

R() € Rempla) + A\/ hin 5 +le) —In(m/4) Va (7.19)

ou h est la dimension VC de la famille des Q, i.e.

h = dimVC’(Qa)aeA

L’information que ce théoréeme apporte est de plusieurs natures. On obtient une infor-
mation qualitative : en augmentant la complexité du modele par lequel on essaie d’expliquer
des mesures, on obtiendra un risque empirique plus faible, mais la capacité de généralisation
du modele sera plus faible, parce que le terme

\/h(ln 2N | 1)~ In(n/4)
N

augmente avec la dimension VC du modele. Mais 'information est également quantitative,
car les deux termes d’erreur empirique et de perte de capacité de généralisation sont présentés
de maniere commensurable. Ceci est tres différent des modeles de régularisation classiques
ou le compromis entre capacité de généralisation et adéquation aux mesures est arbitraire.
Dans 'exemple de la régularisation, ou la fonction de cotit est

Remp + A f113
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Parbitraire se situe a plusieurs niveaux: le choix du parametre A\ (le rapport présumé entre
variance du bruit et du signal) et dans le choix de la métrique hilbertienne qui sous—tend
I’espace H.

Des variantes de ce théoreme existent pour les cas ou les fonctionnelles de cotit ne sont
pas bornées (ce qui est le cas de la régression, par exemple).

On exploite cette relation en minimisant le risque structurel. On choisit comme objectif
& minimiser ce que l'on est capable d’estimer, c’est—a—dire le terme de droite de (7.19)

e —In
Rstruct(a):Remp(a)+A\/h(ln - —&-]1\; In(n/4)

7.7.3 Mise en ceuvre du principe de minimisation de I'erreur struc-
turelle : les machines a vecteurs support

VAPNIK propose comme cadre général de minimisation du risque structurel la méthode
suivante. On dispose d’une suite d’ensemble de fonctions (S, )nen incluses les unes dans les
autres, de dimensions VC croissantes. Quand on se place dans un espace .S, fixé, un terme
du risque structurel est fixé: la perte de capacité de généralisation. La minimisation du
risque structurel se fait donc par minimisation du risque empirique. On obtient ainsi une
solution f,, € S,. Quand n croit le risque empirique va décroitre et la perte de généralisation
augmenter et tendre vers +o00. On sait donc en théorie trouver un ordre n optimal pour lequel
le risque structurel est minimal.

C’est a ce niveau de la conception des machines a vecteurs support que se fait 'intro-
duction d’information a priori. Elle se fait par le choix des ensembles S,,.

La construction des machines & vecteurs support repose sur la considération des proprié-
tés d’un probleme type de classification: la séparation optimale de deux familles de points
séparables par un hyperplan, qui est le probleme que le perceptron de ROSENBLATT devait
résoudre.

VAPNIK montre que séparer deux classes de points par un hyperplan de marge maximale
revient a minimiser le risque structurel d’erreur de classification, car on montre que la di-
mension VC des fonctions séparatrices de marge p dans une boule de rayon R est majorée
par | R%/p?|. Pour des points de mesure 1, ...,z, qui sont respectivement dans les classes
€1,...,6n OU € € {—1,4 1}, hyperplan d’équation y = w-x + b est un hyperplan séparateur
si

w-x; >0 sieg =41
w-x; <0 sieg =—1
et sa marge est maximale si
|w - x; + b) )
—————— est maximal
i [[w]

Ceci constitue un probleme de programmation quadratique, dont la solution s’exprime
sous la forme:

w-x+b= Zai@i,x} +5b
iel
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ou ’ensemble I est en pratique relativement petit, et les vecteurs x; sont appelés vecteurs sup-
port. Intuitivement, les vecteurs support sont les points de mesure critiques qui se trouvent
a la frontiere des classes & séparer, et qui permettent de délimiter le plus précisément la
frontiére de séparation entre les classes de points.

La séparation par des hyperplans est un cadre de classification relativement pauvre, car
pour beaucoup de cas, les familles que 'on veut séparer ne sont pas séparables par des
hyperplans. Pour continuer a bénéficier de ’arsenal théorique qui justifie la recherche d’hy-
perplans de marge maximale tout en utilisant des surfaces de séparation plus complexes,
VAPNIK suggere de séparer non pas les points de mesures z; eux-mémes, mais des représen-
tants X;W(x;) de ces points de mesures dans un espace F' de dimension bien plus grand, que
VAPNIK appelle l'espace des caractéristiques (feature space). On se donne une fonction de
caractérisation non linéaire notée W.

La séparation de marge maximale non linéaire consiste & séparer les points X; = ¥(x;).
Comme la fonction de séparation s’exprime exclusivement a l'aide de produits scalaires
(X,X;), soit donc (¥(z),¥(x;)), on n'utilise en pratique jamais la fonction ¥ directement,
mais seulement le noyau K défini par

K(za") = (¥(z),¥(2')) (7.20)

Si inversement on se donne un noyau symétrique défini positif, le théoreme de MERCER
garantit 'existence d’un espace F' et de la fonction VU tels que (7.20) soit vérifiée.
Pour conclure, chercher une fonction de séparation sous la forme

e(x) = ZciK(xi,x) +c

icl

telle que la marge de séparation

m_in | Zie[ CiK(xivxj) + C|

J N

soit maximale revient a appliquer un principe de minimisation du risque structurel. Dans
le cas non linéaire, le probleme n’est plus un probleme de programmation quadratique. En
revanche, on peut utiliser le théoreme du point selle pour résoudre le probleme dual qui lui
reste un probleme de programmation quadratique.

Les machines a vecteurs support peuvent également étre utilisés pour faire de la régres-
sion. Notons |ale = max(0,|a| — €). Pour des points de mesure z;,y;, cela consiste & recherche
la fonction f sous la forme

fla) = ZCiK(ﬂﬂiﬂ?) ol

el

e <C

telle que la fonctionnelle
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soit minimale. La borne C' et € permettent de controler l'erreur de généralisation. Certains
auteurs réécrivent ce probleme sous la forme d’un probleme de minimisation globale de la
fonctionnelle

H[f] =

Z |f(@i) — yile + Zcf
i=1 i

Ici encore, seulement pour un sous-ensemble en général petit I C {1...n}, les coefficients
(¢i)ier ne sont pas nuls, et les points (x;);er sont appelés vecteurs support.

Ainsi, la technique des vecteurs support est a la fois théoriquement satisfaisante et fournit
des méthodes de calcul convergentes et de complexité relativement limitée. Elle se rapproche
beaucoup de la régularisation classique. Elle en hérite ainsi de nombre d’avantages et d’in-
convénients. Elle en differe cependant en ceci qu’elle permet d’obtenir une représentation
sensiblement plus comprimée de la solution que les méthodes de régularisation.

La représentation choisie du signal reste cependant complétement identique. On cherche
la solution sous forme d’une combinaison linéaire de noyaux centrés sur les points de mesure.
Nous avons déja vu que ces représentations sont basées sur un a priori fort sur la régularité
de la fonction et qu’elles n’offrent aucune adaptativité locale (en régularité ou en échelle)
car les noyaux K (x;,x) sont tous les mémes & une translation pres.

Ceci nous incite a baser notre recherche d’une méthode d’interpolation sur le choix d’une
représentation, et a choisir seulement ensuite le principe ou la méthode qui permettra de
construire l'interpolant.

S|
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Chapitre 8

Approches multi-résolutions

Résumé

Dans ce chapitre, nous décrivons une nouvelle méthode d’interpolation en ondelettes.
Cette méthode consiste a sélectionner un sous-ensemble d’une famille d’ondelettes, et
a résoudre ensuite dans cette famille le systéme linéaire des contraintes interpolatrices.
La partie centrale de cet algorithme est le choix des ondelettes, parce qu’il détermine
la stabilité de cette approche. Nous proposons donc un schéma d’interpolation en trois
étapes.

1. Le choix d’une sous-famille d’'une base d’ondelettes prédéfinie, en fonction des
positions des points de mesure. Ceci est fait avec un algorithme d’allocation, qui
sélectionne des ondelettes de la base en construisant une correspondance biuni-
voque entre les ondelettes et les points de mesure.

2. La sélection parmi les couples ondelette/mesure d’un sous-ensemble pour lequel
le systéme des contraintes d’interpolation est stable. Nous proposons pour cela un
critére géométrique simple que nous appelons le critére d’exclusion en dimension
1 et le critére de bon placement relatif en dimension supérieure.

3. La derniére étape consiste alors & inverser le systéme linéaire obtenu, qui est stable
et creux.

Nous énoncons et prouvons ensuite des résultats de stabilité et de convergence qui
soutiennent bien la comparaison avec la régularisation. L’ordre d’approximation est
localement adaptatif, et la matrice du systéme de collocation est bien conditionnée. La
premiére section de ce chapitre motive le choix du mode de représentation en ondelettes.

Le choix d’une représentation

Pour représenter une fonction estimée, il faut choisir un mode de représentation de cette
fonction. Les réseaux de neurones comme des perceptrons multi-couches représentent des
fonctions par une structure de calcul composée de combinaisons linéaires et d’application
d’une fonction de transfert. La dépendance de la fonction obtenue en fonction des parameétres
n’étant pas linéaire, il existe peu de cas ou on peut fournir un algorithme d’apprentissage
prouvable.
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Nous allons employer un mode de représentation plus simple: une combinaison linéaire
d’une sous-famille finie d’une base. Sur la donnée de N mesures (2,,,Yn)n=1...N, on cherchera
un interpolant f comme combinaison linéaire d’une sous—famille finie (g, ),c; d’une base de
fonctions G = (gn)nen:

f= chgn

nel

Une fois la sous—famille I choisie, les coefficients (¢, )ner seront déterminés par les contraintes
interpolatrices. L’objet principal de notre discussion va étre tout d’abord le choix des fonc-
tions sélectionnées. Les méthodes que nous avons passées en revue dans le chapitre précédent
ainsi que le principe de minimisation du risque structurel de VAPNIK nous incitent a recher-
cher la représentation la plus compacte possible pour la fonction f, c’est a dire avec une
sous—famille I de cardinal minimal.

Le choix de la base G = (gp)nen est dicté par plusieurs criteéres :

— la base G doit avoir de bonnes propriétés d’approximation de la classe de fonctions f
choisie. Une fonction f de la classe de régularité choisie doit pouvoir étre approchée
avec une bonne précision par une décomposition sur une petite sous—famille (g, )ncr
de la base G ;

— les calculs d’acces a une valeur ponctuelle et d’apprentissage doivent étre rapides. Ceci
nous pousse a choisir des fonctions de base g, localisées, et a exclure par exemple des
fonctions comme les exponentielles complexes x — %,

Nous allons donc commencer par recourir a des résultats de la théorie de ’approximation

pour guider ce choix.

8.1.1 Approximation linéaire

L’approximation consiste a remplacer des fonctions objectif f par une fonction appro-
chante fy plus simple & représenter et ce avec une erreur (distance entre la fonction objectif
et Iapproximation ||f — fn||) la plus faible possible pour une taille de code N donnée.

Si f est une fonction périodique, une approximation a 2N + 1 termes de cette fonction f
est par exemple la série de FOURIER tronquée aux 2N + 1 termes de plus basse fréquence.

+N

fane1= Y (fen)en
n=—N

ol e, (z) = e"*

On sait que si la fonction f est uniformément LIPSCHITZ—«, les coefficients ( f,e,,) vérifient
(fren) = o(n™?)
et donc 'erreur d’approximation vérifie

If = fons1ll2 = o(n/27)
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On note l'erreur d’approximation a N termes de f dans une base orthonormée G =
(gn)nen:

N[ f Hf ngn

n=1

Ceci suggere la définition suivante, que nous reprenons de [DeV98a]

Définition 8.1
Soit une base hilbertienne G = (gn)nen d’un espace H, Uespace d’approzimation d’indice o
noté A7, est 'ensemble des fonctions f € 'H telles que ’erreur d’approzimation a N termes
décroisse en N~ :

feA, 3B, <BxN™®

N
ngn

On peut définir comme norme de f le plus petit B pour lequel I’inégalité ci—dessus est vérifiée,
c’est—a—dire qu’on pose

1F1lag;,, = max (en[fIN?)

lin

Nous pouvons reformuler la remarque ci—dessus en disant que les fonctions 2r—périodiques
a--LIPSCHITZ sont dans I'espace d’approximation Ag;l/ % §i la base hilbertienne considérée
est la base de FOURIER.

On peut montrer des théorémes inverses selon lesquels les classes d’approximation des
fonctions de FOURIER sont des classes de fonctions de régularité uniforme. Notamment, on

peut encadrer un espace d’approximation entre des espaces de régularité Sobolev :
W C AY, cWaerl/2e pour tout € > 0

Une fonction est donc dans I’espace d’approximation Ajf;, si la décroissance de ses coef-
ficients de FOURIER est suffisante.

8.1.2 Approximation non-linéaire et espaces de BEsov

L’approximation non-linéaire sur N termes d’une fonction f dans une base fixée G =
(gn)nen consiste a tronquer le développement de f dans G non plus aux N premiers termes,
mais a NV termes choisis de telle maniere que 'erreur soit la plus petite possible. On pose:

= Z<fagn>gn
nel

ou [ est choisi de telle maniere que card I = N et

f - Z<fagn>gn

nel

f - Z <fagn>gn

cardl’ = N = |
nel’
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Quand la base G est hilbertienne, ceci revient a sélectionner les N plus grands coefficients
de la décomposition de f sur la base.

Si on réordonne les vecteurs de base g, en gp, de maniere a ce que la suite |(f,gn, )| soit
décroissante, ’approximation non linéaire sur N termes de f s’écrit

N

In= Z<fugnk,>gnk

k=1

On note également 'erreur d’approximation non-linéaire dans la base G

N
EN[f] = f_z<fagnk>gnk

k=1

On définit également classiquement un espace d’approximation non—linéaire en fonction
de la décroissance de I'erreur d’approximation :

Définition 8.2

Soit un espace de Hilbert H et une base hilbertienne de cet espace G = (gn)nen, l'espace
d’approximation non linéaire d’indice o noté A% est défini par

feA® =3B ey[fl] <Bx N©@

C’est un espace vectoriel.

Une définition plus compléte des espaces d’approximation non linéaire est une définition a trois
indices «, p et q.

Définition 8.3

Soit un espace de Hilbert H et une base hilbertienne de cet espace G = (gn)nen. On définit lerreur
en norme L, d’approrimation non—linéaire par

enplfl = Jjnf | f =3 cngn
(Cn)nel nel p

L’espace d’approzimation non linéaire d’indices o, p et q noté Ag(Ly) est défini par

—+oo
1 « .
> A (Ve ) < +oc i < +o0
N=1
sup (N%np[f]) < +o0 st q = 400
NeN*

Remarque

L’indice p est l’exposant de la morme avec laquelle on mesure ’erreur d’approximation. L’indice
a est lindice de décroissance de lerreur en fonction de N. Les espaces Ag(Lp) sont des espaces
de fonctions pour lesquelles la décroissance de l’erreur est comparable a N~%. L’indice q est un
indice de subdivision plus fine de ces échelles de décroissance qui est secondaire. On remarque que

A oo (Lo) = A“.
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Une fonction est dans un espace d’approximation non linéaire d’exposant élevé si sa dé-
composition dans la base G est clairsemée, c’est a dire que la suite des coefficients réordonnés
dans l'ordre décroissant vérifie

[(fgni )| < Bn~® (8.1)

pour un « grand. Une définition presque équivalente de cette propriété s’écrit

> Hgugn) "/ < o0

neN

On montre alors que l'erreur d’approximation non-linéaire sur N termes décroit en
N1/2-a ¢t que donc f € A*~1/2,

L’approximation non—linéaire est utilisée pour tronquer des décompositions de signaux
sur des bases d’ondelettes. Les espaces d’approximation non-linéaire sont des espaces de
BESov, qui sont des espaces de régularité plus grands que des espaces de SOBOLEV. Un
espace de BESOV est principalement défini par 2 indices. Un indice de régularité uniforme «
et un indice p qui est une sorte d’indice de tolérance. Une fonction de régularité LIPSCHITZ—«
uniforme est contenue dans un espace B*(L,). Si maintenant cette fonction a un nombre
fini de singularités ou elle n’est que LIPSCHITZ— (v — d/p), sur le complémentaire desquelles
elle est uniformément LIPSCHITZ—«, elle reste dans cet espace.

La définition d’un espace de BESOV repose sur les modules de régularité d’une fonction

Définition 8.4 (Module de régularité)

On définit Uopérateur de différences finies d’ordre r et de pas h A}, par

Aw(f)(®) = f(x +h) — f(z) pourr =1
et par la relation de récurrence
ALK (D) = A3 ()

On montre aisément que l'opérateur A}, peut s’écrire

T

AL (f)(@) =D (~1)""CF f(m + kh)

k=0

On définit alors le module de régularité d’ordre r, de pas h de la maniére suivante :

wr(f,h) = sup [|AR ()l
[h'|<h

On voit que ce module de régularité décroit avec h et tend vers 0 si h — 0 quand la fonction est
continue. On voit également que si la fonction est r fois dérivable, le module de régularité d’ordre
r décroit en h".

Le choix de p va nous permettre quelques singularités dans la fonction f. Supposons que p soit
inférieur & 1/r et que la fonction f soit & support compact, r fois dérivable sur R* (de dérivée r—iéme
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bornée) et discontinue en 0. La différence d’ordre 7 + 1 et de pas h sera uniformément majorée par
un A" sur R — [—rh;rh]. Sur [—rh,rh] elle sera simplement bornée par une constante.
Dans ce cas,

/ |AL(f)(@)|Pde < M|h|P" 4 M'|h| < M'|h)PT pour |h| assez petit
R

ce qui nous permet d’écrire
wr(f,h)p < M"R"

Pour des exposants p suffisamment petits, le module de continuité ne “voit pas” les singularités.
Plus généralement, supposons par exemple qu'une fonction f soit uniformément LIPSCHITZ—a sur
son domaine de définition de dimension d privé d’une singularité S de dimension de HAUSDORFF
0 et de mesure ms(S) finie. On suppose que dans un voisinage de la singularité, la fonction est
uniformément LipscHITZ-3. On aura alors

/ wit (f)(@)[Pdz < MAP + ma(S)h'~°h"
< M'heP sip<(d—26)/(a—pB)

Le module de régularité “ignore” des singularités, d’autant plus fortes et de support de dimension
de HAUSDORFF d’autant plus élevée que le coefficient p est petit. Nous pouvons maintenant définir :

Définition 8.5 (Espace de BESOV)

Une fonction f est dans un espace de BESOV d’indices a, p et q, noté Bg'(Lyp) si

oo . q dh ,
(h wLa“rlJ (f,h)p) 7 < 400 St q < 40
0
sup (Wi (f21)p) < 00 si g = oo
h>0

Comme dans la définition des espaces d’approximation non linéaire, I'indice g est d’importance
secondaire par comparaison aux indices a et p.

La théorie de ’approximation non linéaire prouve entre autres que les espaces d’approximation
non linéaire dans les bases d’ondelettes sont des espaces de Besov. Ceci s’exprime plus précisément
de la maniere suivante.

Théoréme 8.1
Soit 1%y, une base d’ondelettes orthonormale dyadique de Lo (R), vérifiant donc Vi = 24/ 24, (2~
k). Alors,
AU (Ly) = B (L:)

£
1
"~ s/d+1/p

a la condition que les ondelettes utilisées aient |a+ 1] moments nuls et soient dans ce méme espace
de BESOV. Sous ces conditions, les espaces d’approzimation non—linéaire sur des bases d’ondelettes
sont donc des espaces de BESOV.
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8.1.3 Structure et approximation en arbres

Quand nous disposons d’une information limitée sur la fonction que nous voulons es-
timer, (ses valeurs en un nombre fini de points), on peut trouver plusieurs interpolations
possibles qui correspondent a plusieurs choix possibles de sous—familles d’une base d’onde-
lettes. A Pextréme, nous pouvons trouver une famille d’ondelettes de trés haute résolution
qui permettront de représenter la fonction apprise par une somme de pics disjoints. La ca-
pacité de généralisation d’un tel interpolant a toutes les chances d’étre nulle. Nous devons
donc également introduire un a priori dans 'ordre dans lequel nous choisissons les onde-
lettes qui composent la sous—famille. Nous allons le faire en imposant une structure sur les
sous—familles que nous allons utiliser.

Par ailleurs, rechercher une fonction sous forme de combinaison linéaire d’une sous—
famille quelconque d’une base, c’est a dire utiliser les résultats de I’approximation non linéaire
sous sa forme la plus générale n’est réalisable pour plusieurs raisons. La premiere raison est
un probleme de stockage. En approximation non linéaire, il faut non seulement coder les
coefficients retenus:

Cy ={N,g1,...9n}

mais également coder les indices de la sous—famille I des ondelettes sélectionnée. Le code
correspondant est donc:

C]’rifl = {N’nl’...,nN,gnla"'vgnN}

pour étre en mesure de reconstituer les signal.

Un code de ce type peut étre en théorie arbitrairement grand si les coefficients sélectionnés
peuvent étre quelconques.

La deuxiéme raison est algorithmique. L’ensemble

Cd=G —{¢jx: (j,k) ¢ I}

des ondelettes candidates parmi lesquelles on recherche une fonction 1;, pour étendre la
sous—famille finie I en une nouvelle sous—famille I U {9} est dans ce cas infini. Pour nous
limiter a un ensemble de fonctions candidates fini, nous devons utiliser des représentation
plus structurées que des représentations d’une fonction sur une sous—famille quelconque :

In(z) = Z Cngn(T)

neln

Une stratégie tres utilisée en compression d’images consiste a n’utiliser des sous—familles
d’ondelettes I qui constituent des arbres. Ce choix est guidé par la considération que les co-
efficients d’ondelettes élevés sont principalement ceux dont le support de I'ondelette touche
une singularité. Les coefficients dont le support de I'ondelette touche une singularité consti-
tuent ce que 'on appelle en général le cone d’influence de la singularité. Comme ceci est
montré dans la figure 8.1.

Ceci implique que l'on peut considérer qu’il y a une dépendance statistique forte entre
coefficients d’échelles j voisines et de localisation 277k voisines. Quand la famille d’ondelettes
est engendrée par S ondelettes meéres (¢*)s—1.g, et que la famille d’ondelettes est

Se(m) =27 /20° (2@ — k) se{l...S},jeZ, ke’
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FiG. 8.1 — Cénes d’influence de deux singularités ponctuelles, et sous—arbres des coefficients
associés.
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on utilise la structure d’arbre suivante :
s=s'
(ks)R(G'E ) =i =j+1
k; € {2k;,2k; + 1}

Dans ce cas, la famille des fonctions candidates pour augmenter la famille de décomposition
de la fonction approchée est finie:

Cd = {45y, : (j.k.s) € 1,3(5'K' ;") € T tel que (j'.K',s")R(j.k.5)}

A priori, on peut craindre qu’une famille de représentations ainsi restreinte ait de moins
bonnes capacités d’approximation. COHEN, DEVORE et collaborateurs ont montré qu’en
fait la perte de capacité d’approximation était minime. Il suffit de faire une hypothese de
régularité plus forte (avec une augmentation de 'indice de régularité p arbitrairement faible)
pour que les approximation en arbres aient des erreurs d’approximation qui décroissent de
la méme maniere.

Un théoréme de COHEN, DEVORE et coll. [DeV98b, CDDD98]prouve que les espaces d’approxi-
mations en arbres ne sont pas beaucoup plus petits que qu'un espace d’approximation non linéaire
quelconque. Plus précisément, si on note 7,*(L,) I'espace d’approximation analogue & Ag(Ly) ol
les seules sous—familles de coefficients qui sont autorisées sont celles qui constituent des sous—arbres,
on a

TN (Ly) O By (Ly)

des que
1
ajd+1/p
pourvu que les ondelettes considérées aient || + 1 moments nuls et qu’elles soient dans ’espace de
BEsov By (Ly).

L’avantage de la représentation en arbre en termes de codage est immédiat. Le codage des
coefficients sélectionnés est maintenant borné par O(N) ot N est le nombre de coefficients.
11 suffit en effet d’indiquer pour chaque coefficient lesquels de ses 2¢ fils sont également dans
I’ensemble I des coefficients d’ondelettes sélectionnés.

Enfin, nous pouvons proposer une interprétation de ce choix & la lueur des travaux de
VAPNIK sur la minimisation du risque structurel. En 7.7.3, nous avons vu un cadre de mise en
ceuvre du principe de minimisation du risque structurel proposé par VAPNIK. On construit
une suite (S,,) croissante de familles de fonctions de dimensions VC croissantes. On minimise
le risque empirique sur chaque S,, (c’est & dire que recherche une solution de régression dans
cette famille), et on cherche le meilleur compromis entre erreur de généralisation et erreur
empirique.

L’approximation en arbres peut se lire ainsi: on note A € A les sous—familles d’ondelettes
qui constituent des arbres. La dimension VC d’un espace vect A engendré par une sous—
famille A sera égal & card A ou card A + 1. Nous pouvons alors considérer les familles de
fonctions (vect A) ac4 sur lesquelles nous estimons un interpolant par régression. La seule
différence est que les (vect A) g4c4 ne constituent pas une suite croissante, mais seulement
une famille croissante indexée par des éléments d’'un ensemble A qui n’est pas totalement
ordonné, comme ceci est indiqué dans la figure 8.2.

nw>1T=
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U U

|Sl C Sy C S3 C ‘ vect Ay C vect A3 C
U U

vect Ag C vect Ay C

(a) (0)

FiG. 8.2 — Familles d’espaces d’approximation pour la minimisation du risque structurel. En
(a), la suite croissante d’espaces proposée par VAPNIK, en (b), une autre structure de choix
correspondant au sous—arbres de l'arbre des coefficients d’ondelettes.

8.1.4 Limites de I'approximation en ondelettes

Quand la dimension d de I’espace sous—jacent augmente, les singularités de support ré-
gulier peuvent avoir des dimensions diverses et devenir plus cotiteuses a coder en ondelettes,
comme le montre schématiquement la figure 8.3.

38 ondelettes 80 ondelettes 165 ondeletes

o

F1G. 8.3 — Codt de représentation d’une singularité. Le nombre de coefficients dont la valeur
est affectée par la présence de la singularité est de lordre de 2% ot 6 est la dimension de
HAUSDORFF du support de la singularité.

Singularités de dimension de HAUSDORFF élevée

Considérons un instant une fonction constante par morceaux :

f(ZE) = 1(w€Q)

ou la frontiere OS2 est de longueur finie et de courbure bornée. Cette fonction est notamment
a variations bornées. Les ondelettes a une échelle j donnée qui auront un coefficient non nul
seront au nombre de O(2(¢=17) et seront de module O(2-%/2). L’énergie Ly correspondante
sera donc de 'ordre de grandeur
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Une approximation sur les j premieres échelles contiendra
144 20@d=DG=1) 4 9ld=1)j o o(d—1)j

termes et ’erreur correspondante sera

IF =D > hutimll = 0277/2)

§'<j nk
On obtient ainsi une estimation de I’erreur & N = 2(4=1)J termes qui est
en(f) = OV~ =@T) (8.2)

Cette estimation est conforme a I’application du théoreme 8.1. En laissant les coefficients
q de coté, on peut voir que la fonction 1(zcq) est dans tout espace de BEsov B%(L,) ou
p < 1/a. L’application du théoréme nous dit que

A(Ly) = B(L,)

ou

Le théoreme s’appliquera si

& a+§>da

donc pour o < ﬁ, et nous retrouvons ainsi 'ordre limite de décroissance estimé en (8.2).

David DONOHO et Emmanuel CANDES ont développé des transformées en ondelettes
modifiées (les ridgelets) qui permettent de représenter de maniére optimale des singularités
de support hyperplan. Malheureusement, ces représentations deviennent peu efficaces pour
représenter des singularités ponctuelles. Leur utilisation se fait donc dans le cadre de diction-
naires redondants de représentation qui contiennent tout a la fois des ondelettes classiques
et des ridgelets qui se répartissent la tache de la représentation. Une description détaillée
des ridgelets et de ses variantes peut étre trouvée dans les articles de DONOHO et la these
de CANDES [Can97, Don98a, Can9g].

Dans ce cas, certains schémas d’approximation sont plus efficaces que ’approximation
non linéaire dans une base d’ondelettes. Si nous considérons le cas ou la dimension de ’espace
est d = 2, et ou la frontiere du domaine 2 a une frontiere réguliere de courbure bornée, on
peut montrer que pour tout nombre N fixé, on peut approcher la fonction 1(zcq) par une
somme de N fonctions caractéristiques de triangles (7},)n,=1..n & une erreur Lo de l'ordre
de O(N~1!) pres, comme le montrent N.DYN et S. RippA [DLRI0].

Une approximation par une triangulation adaptée peut donc fournir un ordre d’approxi-
mation supérieur & une approximation sur une base d’ondelettes car elle tire parti de la
régularité du contour.
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F1G. 8.4 — Approximation d’une fonction caractéristique d’un domaine de frontiére réguliére
par une somme de fonctions caractéristiques de triangles T, .

Ceci montre aussi que cette approximation peut étre obtenue avec un perceptron multi-
couches & 4N 41 neurones. En effet, un triangle T;, peut étre représenté par les trois inégalité
linéaires :

T, ={x: )\}l(w) > O,)\i(w) > O,Af’l(w) > 0}

Si nous choisissons la fonction sigmoide o(t) = 1(;s¢), la fonction caractéristique d'un
triangle s’écrit

3
1(:13€Tn) =0 (z O'(A];(ZB)) - 275>

k=1

et la fonction 1(zeq) peut donc étre approchée a N —1 prés par un réseau de neurones & 4N +1
neurones. L’erreur optimale d’approximation en réseaux de neurones de cette fonction est
donc au plus O(N~1) olt N est le nombre de neurones.

Ces deux méthodes d’approximation sont donc dans ce cas plus efficaces que I’approxi-
mation en ondelettes qui ne peut atteindre qu'un ordre de O(N -1/ ).

Espaces d’entrée de dimension trés élevée

Pour des dimensions d’espace d’entrée tres élevées, la représentation en ondelettes souffre
du fléau des hautes dimensions (curse of dimensionality). En effet, Uefficacité de la représen-
tation en ondelettes repose la possibilité de prédire de nouvelles valeurs d’une fonction sur
la base d’autres valeurs. Pour des ondelettes d’interpolation & une variable les plus simples
possibles, c’est—a—dire les ondelettes linéaires par morceaux, le schéma de prédiction consiste
a prédire une troisieme valeur sur la base de deux premieres. Il faut donc au minimum deux
échantillons pour que ce schéma de prédiction fonctionne. Si maintenant nous passons en
dimension d plus élevée que 1, nous utilisons des ondelettes produits tensoriels d’ondelettes a
une variable, qui sont d-linéaires par morceaux. Les premieres prédictions ne peuvent se faire
que sur la base de 2¢ échantillons. Si la dimension d est élevée, nous n’aurons jamais autant
d’échantillons, et nous ne pouvons donc pas nous attendre a obtenir des représentations de



8.1. Le choix d’une représentation 169

fonctions en ondelettes qui sont creuses. Dans ce cas, la représentation en ondelettes n’est
pas bien adaptée, et les représentations en fonctions séparables ou en fonctions radiales sont
les seules qui restent utilisables.

Pour conclure, nous avons vu qu’il existe des outils pour approcher des fonctions régu-
lieres par morceaux avec une précision asymptotique meilleure que celle fournie par les onde-
lettes. Néanmoins, ces méthodes de représentations sont complexes. Elle consistent soit a re-
chercher une approximation creuse d’une fonction dans un dictionnaire redondant [Don98b],
a manipuler des réseaux de neurones dont la convergence des méthodes d’apprentissage est
rarement prouvable, ou encore a générer des maillages adaptatifs, comme le font N. DYN et
S. RipPA. Les maillages sont cependant difficiles & manipuler quand la dimension devient
élevée.

Néanmoins, les ondelettes permettront d’atteindre un bon compromis, car elle ont une
bonne capacité d’approximation tout en permettant de faire de l'interpolation avec des
calculs de complexité raisonnable, et ce avec des algorithmes d’approximation prouvables,
comme nous allons le voir. Comme nous venons de le voir, ceci ne s’appliquera que pour des
dimensions d’espace de départ raisonnables.

8.1.5 Arbres d’ondelettes d’interpolation

La représentation en arbres des sous—familles d’ondelettes utilisées pose plusieurs pro-
bléemes que nous allons présenter maintenant.

Le premier probleme est un probleme intrinseéque a la représentation en arbres. En di-
mension supérieure a 1, on ne dispose pas d’'une forme d’ondelette, mais de plusieurs formes
d’ondelettes différentes générées par les différentes ondelettes meres. En général, il existe
29 — 1 ondelettes meres, et donc 2¢ — 1 arbres disjoints pour placer des coefficients d’onde-
lettes qui sont gérés séparément.

Il nous a paru artificiel pour notre application d’avoir a choisir entre plusieurs
arbres paralleles. Nous proposons donc une nouvelle structure de base d’interpolation d—
dimensionnelle dans laquelle il n’y a qu’une seule forme d’ondelette.

Nous inspirons pour cela de la construction de DONOHO des bases d’ondelettes d’inter-
polation en dimension 1. Si on se donne une fonction d’échelle d’interpolation ¢, qui vérifie
donc

#(k) = dro Vk e Z
soit encore

> o+ 2km) =1

kEZ

DoNOHO suggere de choisir comme ondelette () = ¢(2x — 1), soit donc une fonction qui a
exactement la méme forme que ¢. Il choisit donc une base des espaces de détail W; comme
une sous-famille de la base de Riesz de Vjy;. On peut alors utiliser ces ondelettes pour
construire une base d’ondelettes d’interpolation a d variables par le schéma classique utilisé
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entre autres en traitement d’images, en posant

€(y) = p(xr) sie=0
V(@) {w(x) sie=1

et en choisissant les 2¢ — 1 ondelettes meéres

() = < (x1) X - x P (2q) ot € € {0,1}¢

Si ¢ et ¢ sont une fonction d’échelle et une ondelette d’interpolation avec ¢ (z) = ¢(2x — 1),
les 2¢ — 1 ondelettes ont des formes différentes. Une autre approche consiste & appliquer
la construction des bases de détail comme sous-famille d’une base de fonctions d’échelles
directement sur les ondelettes a d variables.

On pose donc ¢(x) = ¢(x1) X -+ X ¢(x,). On pose ensuite

V; = vect{¢(. — k) : k € Z4}
W; = vect{6(2. — k) - k € Z4, k)2 ¢ Z4)

On peut vérifier que
VieW; =Vjn
et la base d’ondelettes duale de

B={¢jk:j=0etkcZYU{pj:j>0etkecz—22%

est alors
dok(x) = 6(x — k) ke z?
Gik(w) = d(x —277k) = Y d(k/2—K)d(@—27TK) j>0,k/2¢2°

k'ezd

Les ondelettes duales sont des combinaisons linéaires finies de masses de Dirac, mais ne sont
pas séparables. Comme toutefois nous n’utilisons jamais explicitement leur expression, cette
complexité ne sera pas génante. La simplicité de cette représentation nous servira dans la
suite de I'exposé et dans nos preuves.

Structure d’arbres

On peut aisément plaquer sur une telle famille d’ondelettes une structure quand d = 1.
Une ondelettes est repérée par 2 indices j et k tels que k & 27Z. La structure d’arbre suivante
peut étre utilisée :

(j+1,2k—1)

i,k) a pour fils
(k) ap {(j+1,2k+1)
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En dimension supérieure, il n’est pas possible de trouver une structure aussi simple, a
moins d’introduire une structure légerement redondante. Les nceuds de 1'arbre sont indicés
par (j,k) j € N et k € Z?. La relation de filiation s’écrit :

(j,k) a pour fils (5 + 1,2k + €) e {0,1}¢

Certains noeuds de I'arbre ne correspondront alors pas & des coefficients d’ondelettes (ceux
pour lesquels j > 0 et k € 2Z9).

Une structure d’arbre est-elle toujours nécessaire?

Nous verrons que dans certains schémas d’interpolation, nous pouvons renoncer a effec-
tuer une interpolation avec une sous—famille d’ondelettes qui constitue un sous—arbre.

L’un des intéréts de la structure d’arbre est de fournir un moyen de limiter le nombre de
fonctions candidates. Dans 'approche que nous allons décrire par la suite, nous verrons que
nous pouvons nous affranchir partiellement de cette contrainte par une méthode d’allocation.
Dans certains cas (pour certains types de bases d’ondelettes), 1’allocation que nous allons
maintenant décrire sera exactement une descente d’arbre.

8.1.6 Apprentissage pour les réseaux d’ondelettes

Nous avons la connaissance de deux méthodes d’apprentissage. Une premiere filiere est
celle développée par ZHANG et BENVENISTE [ZB92], et ZHANG [SZLT95, Zha97], tandis que
la deuxieme a été proposée par PATI et KRISHNAPRASAD [PK93]. Il existe d’autres approches
que nous ne détaillerons pas ici, car elles sont relativement éloignées de la notre.

La méthode la plus simple est celle proposée par PATI et KRISHNAPRASAD. Ces auteurs
proposent d’apprendre une fonction inconnue en en cherchant une décomposition sur une
sous-famille d’une base d’ondelettes. Une sous—famille est sélectionnée, soit par une analyse
spectrale de ’ensemble des échantillons, soit par raffinement progressif, et PATI et KRISH-
NAPRASAD résolvent ensuite un systéme aux moindres carrés pour obtenir les coefficients de
la décomposition, c’est a dire les coeflicients c;;, dans la décomposition

f= chk%k
gk
Pour montrer la similitude avec les techniques de réseaux de neurones, ils exhibent une
méthode itérative d’apprentissage par une méthode de gradient dont on peut prouver la
convergence (il faut noter que la fonctionnelle d’erreur est une fonction quadratique des
parametres a ajuster).
L’approche proposée initialement par ZHANG et BENVENISTE consiste a chercher une
approximation d’une fonction sous la forme suivante :

F= ax(Brm — cx)
k

olu les matrices By et les vecteurs ci sont susceptibles d’étre modifiés par 1’algorithme d’ap-
prentissage. La dépendance de la solution en fonction des parametres étant fortement non
linéaire, peu de résultats théoriques de convergence peuvent étre fournis.
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Par la suite, ZHANG a développé un algorithme d’apprentissage qui consiste a sélectionner
des ondelettes d’un frame, ce qui se rapproche de ce que nous allons proposer, et ensuite de
résoudre le systéeme linéaire associé pour obtenir les coefficients de décomposition de

f= Z CikVjk

(5,k)ET

Sa méthode de choix des ondelettes se fait en deux passes: une passe de sélection, et une
passe d’élimination ou de sélection.

La premiere passe de sélection consiste a choisir toutes les ondelettes dont le support
contient un point de mesure. On limite ainsi ’ensemble de recherche aux ondelettes qui sont
susceptible d’expliquer les mesures obtenues.

Pour la deuxieme passe, ZHANG propose deux approches différentes. La premiere est
une approche de resélection itérative. A chaque étape, ZHANG ajoute une ondelette qui est
le plus capable d’expliquer 'erreur résiduelle de régression. Cet approche repose sur une
orthonormalisation de la famille d’ondelettes avec une métrique adaptée :

(£.9) =Y f(@n)g(wn)

La deuxiéme approche consiste a faire une troncature de développement. La régression
est faite sur toutes les ondelettes sélectionnées, et les ondelettes dont les coefficients de
régression sont les plus petits sont progressivement éliminées de la décomposition 1.

Dans les deux cas, le choix du nombre d’ondelettes (et donc de la capacité de générali-
sation) est mené sur la base d'un critere dit de validation croisée généralisée, qui consiste a
minimiser un critere composite

N
GOV = 3 (flan) — )? +2

n=1

d 1
cardl ,

ou I est ’ensemble des indices des ondelettes retenues, et donc card I le nombre de ces
ondelettes. On retrouve donc un critere classique, ol le premier terme est I’erreur empirique
et le deuxieme un terme de controle de capacité qui est d’autant plus pénalisant que le
nombre d’ondelettes introduit est élevé. Le terme o désigne 1’écart-type estimé du bruit de
mesure.

Ondelettes d’interpolation et grilles d’approximation_____

Nous supposons que nous disposons d’une famille d’ondelettes que nous notons sous la
forme

B = (¢jk)jeN,keK_,»

définies d’un espace de départ D qui sera soit R?, soit [0,1]%.
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Dans cette notation, j est I'indice de résolution et k est un indice de translation. Si ¢ est
une fonction d’échelle de DESLAURIERS—DUBUC, on pourra par exemple définir

pi(x) = (2 — k)
Ko=17¢
K;={kecZ:k/2¢7% j>1

pour avoir une base des fonctions définies sur R? tout entier. Dans un hypercube, on pourra
prendre ¢;; comme étant la fonction d’échelle construite par raffinement dyadique de DEs-
LAURIERS et DUBUC adapté a I'intervalle et définir les ensembles d’indices K

Ko = {0,1}¢
Kj={ke{0,....27}" : k/2¢ 2%} j=1

Dans les deux cas, on note ensemble des indices (j,k) qui décrivent la base complete K,
défini par

—+oo
K=J{} x K;
j=1
On note v, € R? le centre de I'ondelette d’indices j,k qui vaut pour I'exemple ci-dessus
Vi = 277k
On suppose que la base d’ondelettes B est une base d’ondelettes d’interpolation. C’est a
dire que
Gik(Virr) = Ok Vk kK
b (Vi) =0 Vi >4,k K

Pour chaque échelle j, on fixe une partition de ’espace de départ D en bassins d’attraction
des ondelettes ¢y :

D= |J B
keK;

o
ol vj, € Bji. En pratique, le bassin d’attraction sera une cellule de VORONOI, c’est a dire
Bjr ={z €D :|z—vjk| <|v—vjw|Vk' € K;}

a un ensemble de mesure nulle pres.

Si nous utilisons des ondelettes d’interpolation triadiques, pour lesquelles une fonction
d’échelle de résolution j et de d’indice k s’écrit ¢k (z) = (372 —k), des définitions similaires
peuvent étre utilisées. On aura alors

Vik = 37k
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et pour j > 1

B {kecZ: k/3¢7%) siD=RI
7 \{ke{0...39} : k/3¢ 79} siD=]0,1]¢
Quelle que soit 1’échelle de dilatations (dyadique ou triadique) que nous utilisions, on
remarquera qu'un vecteur rationnel dyadique (resp. triadique) qui s’écrit donc 277k (resp.

377k) est le centre d’une unique ondelette d’interpolation de la base B. Les indices j’,k" de
I’ondelette en question sont déterminés de maniere unique par les propriétés :

277k =277k (resp. 377k =377k
j =0 ou bien (j >0 et k ¢ 2Z¢ (resp. k ¢ 3Z%))

Schéma d’allocation

Nous décrivons ici un schéma de construction de familles de coefficients d’ondelettes sur
la base de la donnée d’un certain nombre de points de mesures. Ce schéma est défini pour
satisfaire certains criteres d’optimalité que nous détaillerons par la suite.

La fonction de ces schémas d’allocation est de choisir une sous—famille d’une base d’onde-
lettes d’interpolation afin de construire une estimation d’une fonction sur la base de mesures
ponctuelles. Deux premiers criteres s’imposent :

— le schéma doit construire une sous—famille dans laquelle le probleme d’interpolation
fournira une fonction a priori réguliere. Ceci impose que des ondelettes de basse échelle
soient préférées a des ondelettes de fine échelle ;

— des composantes de résolution fine n’ont de raison d’apparaitre dans la représentation
de V’estimée que si on dispose d’information de fine échelle sur la fonction, c’est a
dire de points de mesures proches. On attend de ce schéma qu’il fasse apparaitre des
ondelettes de fine échelle dans les zones ou la densité de points de mesure est suffisante.

Nous allons partir d’une famille de mesures («,,yn)n=1.. n. En pratique, le schéma d’al-
location dépendra des points de mesure x,, et non des valeurs mesurées y,. Nous noterons
par la suite X’ ’ensemble des points de mesure {z, :n=1...N}.

Définition 8.6 (Allocation admissible)

Une allocation admissible d’un ensemble fini de points de mesure distincts x € X dans une
famille d’ondelettes d’interpolation est une injection i de X dans K, telle que toute mesure
x allouée a une ondelette ¢;(z) est dans le bassin d’attraction de cette ondelette

T € By pour tout x € X.

et qu’une mesure n’est allouée a une ondelette de résolution donnée seulement si elle ne
pouvait pas étre allouée a une ondelette d’échelle plus grossiére, ce qui s’écrit :

i(z) = (j,k), x € By avec j' < j = 3o’ € Xtel que i(z') = (j' k')

On note I limage de i, qui est donc l’ensemble des indices des ondelettes sélectionnées.
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En général (dés que des ondelettes de plusieurs échelles différentes sont dans T), plu-
sieurs allocations admissibles différentes existent. Nous allons considérer que certaines sont
meilleures que d’autres. Pour cela nous définissons une relation d’ordre entre deux allocations
possibles d’un méme jeu de points de mesure X.

Définition 8.7

Une allocation i d’un jeu de points de mesures X dans une base d’ondelettes est supérieure
a une autre allocation i’ si et seulement si il existe un jo € N tel que les deuz conditions (C1—
C1) et (Cy) suivantes sont vérifides :

1. Pour tout j tel que 0 < j < jo, on a

In({j} x K;) =I'n({j} x K) (C1)
(k) € I =i (jk) =i~ (k) (e

ce qui signifie que l’allocation est la méme jusqu’a I’échelle jo non incluse.
2. Comme les allocations sont toutes les deux admissibles, les ondelettes sélectionnées a
l’échelle jo sont également les mémes :

In({jo} x Kj,) =I'0 ({do} x Kj,)

La deuzieme condition est alors que les mesures allouées a l’échelle jo sont plus proche
des centres vy, pour i que pour i, i.e.

Go.k) € T = i (Go.k) — vior| < 1" (Go.k) — viok| (Cy)

Nous allons voir que ce schéma d’allocation a deux bonnes propriétés. On peut montrer un
résultat d’unicité, et on peut montrer qu’une allocation converge (quand le nombre de points
alloués devient grand) vers un placement des points sur des positions qui sont exactement
les noeuds v, des ondelettes et que les sous—systemes correspondants sont donc inversibles
et tres bien conditionnés.

8.3.1 Quasi unicité et existence d’un optimum

En toute rigueur, il peut exister des configurations dans ’allocation d’un nombre fini
de points z,, dans une base d’ondelettes ou il n’y a pas d’allocation strictement meilleure
qu’une autre. Cela signifiera qu’il existe deux allocations indifférentes.

Définition 8.8 (Allocations indifférentes.)

On dit que deux allocations sont indifférentes s’il existe une résolution jo telle que les condi-
tions (C1-C1) et (Cs) ci—dessus sont vérifiées, ot les inégalités dans (C2) sont toutes des
égalités (C%), mais les allocations sont différentes a Uéchelle jo (C4):

(jo.k) € I = [i™"(jo.k) — Vjor| = |i171(j0,k) — Vjok| (C3)
ke tel que (jo,k) € Tet i~ (jo.k) # i (jo. k) (C3)
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Nous pouvons énoncer le lemme suivant :

Théoréme 8.2

Soit X un ensemble de points de mesure. Au moins une de ces deuxr propositions est vraie :
— il existe une allocation optimale, c’est—a—dire strictement meilleure que toute autre
allocation possible.
— il existe deux allocations indifférentes.

Démonstration. Nous n’allons donner qu'un apergu de la preuve qui n’est pas tres difficile.
Elle consiste a faire ’allocation échelle par échelle avec ’algorithme suivant. On commence
par poser j =0 et Xy = X,

1. On appelle A; 'ensemble des k € K; tels que X; N Bjr # 0. Pour tout k € Aj,
on note x;; le point de mesure dans le bassin Bj; qui est le plus proche de vjg.
Comme les bassins d’attraction sont disjoints, les x5 sont distincts. On peut donc
poser i(zk) = (4,k).

2. On définit I’ensemble des points de mesure a placer a 1’échelle suivante :

i1 =X —i ({7} x Ay)
Les points de mesures qui restent vérifient tous
r € Xj1 et x € By pour j' < j=k ey
Ce procédé est itéré pour j =1,2,... jusqu’a ce que X; = ). Comme
card X1 < card &},

cet algorithme finit bien (au plus tard pour j = card X). Il est clair qu’on obtient ainsi
une allocation optimale, sauf si la définition des x;, n’est pas unique, c’est-a—dire qu’a une
échelle donnée jy, on trouve deux points de mesure a la méme distance d’un centre v; g,
auquel cas il existe deux allocations indifférentes. O

8.3.2 Schéma d’allocation itératif

Le schéma suivant permet de réaliser une allocation optimale quand elle existe.

Si les points de mesures x,, sont des réalisations d’une variable aléatoire X de densité
bornée, alors on pourra montrer que les situations ou il existe deux allocations indifférentes
sont de probabilité nulle.

Ceci nous garantira que dans les situations générales (a ’exclusion du cas de probabilité
nulle ou il existe des allocations indifférentes), nous pouvons toujours avoir une allocation
optimale unique, et que le résultat de l’allocation itérative ne dépend pas de 'ordre de
présentation des mesures, mais seulement de ’ensemble des mesures X.

Définition 8.9 (Schéma d’allocation itératif)

Nous supposons que nous disposons déja d’une allocation i, d’un ensemble X, de n mesure
dans la famille d’ondelettes. L’allocation d’une famille de n 4+ 1 mesures X Uz se fait de la
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maniére suivante :

Calculer I'allocation i,, . ; en fonction de i,, consiste & allouer x & partir de ’échelle j =
0.

Allouer = a partir de I'échelle j consiste a faire les choses suivantes
1. Soit k € K tel que v € Bjy,.

(a) Les mesures qui sont allouées a d’autres ondelettes de la méme échelle ne
sont pas déplacées :

in(x) = (j,k' avec k' # k = ipi1(x) = in(z)
(b) Si aucune mesure n’était allouée en (j.k), i.e. (j,k) & I, on pose

int1() = (jk)
et iny1 coincide avec i, pour les ondelettes de résolution supérieure a j, i.e.
in(x) = (j' .k )avec j' > j = ins1(2) = in(x)
L’algorithme est terminé.
(c) Si une mesure x' est allouée a (j,k), c’est-a—dire si (j,k) = in(x'), on dit

qu’il a compétition entre les mesures & et «'. On note x, le point de {x,z’}
le plus proche de v, et . le plus éloigné. On pose alors

Z.n+1 ($;D) = (]ak)

et on alloue x, a partir de l’échelle j + 1.
Cet algorithme finit en au plus j + 1 itérations si j est la plus grande résolution dans
I’ensemble I,, des ondelettes sélectionnée au temps n, c¢’est—a—dire
} =  1max
J (4" k" )EL
On peut montrer par une récurrence simple que 1’on construit ainsi une allocation opti-

male (s’il n’existe pas d’allocation indifférente). Ceci nous garantit notamment que le produit
d’une allocation itérative est le méme, quel que soit ’ordre d’apparition des points de mesure.

Exemple d’allocation

Nous donnons ici un exemple d’allocation itérative dans un cadre de construction d’on-
delettes triadiques. Les mesures allouées sont placées respectivement en

Tl = 0,3 Ty = 0,1
r3 = 0,2 x4 = 0,01

Le résultat de cette allocation est représenté dans la figure 8.5. Les cercles pleins indiquent
des noeuds de ’arbre qui correspondent a un coefficient d’ondelette, tandis que les autres sont
seulement utilisé pour compléter la structure et en faire une structure d’arbre. La mesure
x1 est tout allouée a l'ondelette ¢gg. Ensuite la mesure x5 étant plus proche de vy que 1,
x1 est éjectée pour étre allouée a ’échelle en dessous a 'ondelette ¢11, etc.
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0 %/ 0. J 0f1 010,
\‘)3 0.3 { 0.3
° ° o ° ° . . °

e O e0eO0 00 90000060 ®® 0006000 ee O e 00 00
0.2 0.1 0.2

Placement de x4, de xo, de z3, et de z4

FiG. 8.5 — Exemple de procédure d’allocation itérative

8.3.3 Comportement asymptotique

Nous allons prouver un théoréme qui fournit une motivation importante de cette ap-
proche. Si nous effectuons un placement itératif des points de mesures et si la variable
aléatoire X est de densité strictement positive (et bornée), les points alloués & une mesure
donnée convergent vers le centre de I’ondelette presque strement.

Théoréme 8.3

On suppose que les points de mesure x,, sont des réalisations indépendantes d’une variable
aléatoire X de densité de probabilité strictement positive et bornée. On note i, [’alloca-
tion obtenue par le schéma itératif des n points de mesures x,...,x, et I, 'ensemble des
ondelettes sélectionnées.

On peut alors montrer que pour tous j > 0,k € K; donnés,

Ing tel que n = ng = (j,k) € 1,
Tyt T Vik T OO
presque sirement.
Démonstration. On choisit un pas € < 27771, On note b.(j,k) 'ensemble
be(jk) ={x € D : |z —vji| < €}
On note A.(j,k) I'ensemble des antécédents de (j,k), c’est—a—dire
Ac(Gk) = {(J k") 1 ' < j et By Nbe(j k) # 0}

Le cardinal de Ac(j,k) est fini. De plus, comme les (vj/g')(j/,k)ea. (j,k) SOnt des multiples
entiers de 277, les boules b.(5',k") pour (j',k") € A.(j,k) sont disjointes dés que e < 2771,

Comme la probabilité de ’événement {x,, & b.(j,k)} est strictement inférieure & 1, on a
pour tout (j',k")

In tel que x,, € b.(5',k") presque strement
et donc comme A (j,k) est fini,

V(5 k") € Ac(j.k), Injp tel que T, € be(j,k) presque strement.
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On pose alors
n = max{n; g}
On montre alors que A (j,k) C I,, et que
V(' K) € AcGik), lin ' (G:k) — vin| < € (8.3)

par exemple par récurrence sur j, en exploitant le fait que la suite des (I,,,)men est croissante
et que si (j,k) € I, alors la suite

m— | (j.k) — vjkl m = mg

est décroissante.

De (8.3), on obtient donc que pour tout (j,k) et tout e suffisamment petit (inférieur a
27771 on a

In,m =n= (j,k) € Inet |i,' (k) — vj| <e p.S.

En utilisant cette relation pour la famille dénombrable des e, = 2777!=%, on obtient par
conjonction de propositions presque sures la proposition presque stre suivante :

In,m =n= (j,k) € Inet i)} (j,k) — vjr, quand m — +oo

O

En quoi cette situation est-elle intéressante? Si on choisit un sous—systeme de coefficients
d’ondelettes (j,k) pour j < jo (dans un domaine D fini), on sait que presque stirement, les
mesures allouées a chaque coefficient (j,k) vont tendre vers vj. Dans la situation limite,
le sous—systeme considéré correspond donc a un échantillonnage régulier. La matrice du
systeme obtenu est donc la matrice de la transformée en ondelettes pour ces ondelettes
d’interpolation. Cette matrice est triangulaire, inversible, et de conditionnement en norme
£°° qui croit proportionnellement & 7, c’est a dire au logarithme du nombre des contraintes
considérées.

Allocation dans une base de SCHAUDER

Nous allons voir que dans une situation de difficulté minimale (dimension 1, ondelettes
linéaires par morceaux), I’algorithme d’allocation peut étre utilisé pour réaliser une interpo-
lation adaptative. Cet exemple simple nous permettra déja d’avoir un apercu des difficultés
que nous aurons a affronter dans les cas plus complexes. Pour commencer, nous allons rap-
peler quelques résultats sur les matrices a diagonale dominante que nous allons largement
utiliser par la suite.
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8.4.1 Conditionnement des matrices a diagonale dominante

Une matrice A de terme général (a;;)i1<i,j<n est dite & diagonale dominante si

\aii\>2|az‘j| pour tout i =1...n
J#i

Selon le théoréeme de HADAMARD, la matrice A est alors inversible. Une preuve élémen-
taire se fait par ’absurde. On suppose que A n’est pas inversible. Il existe un vecteur v non
nul tel que Av = 0. Soit alors v; une coordonnée de v de valeur absolue maximale. Av = 0
implique

Jaiivil = |y aijv;
J#i
soit  |a;vi| < Z |aijvj]
J#i
< foil Y ]
J#i

< ‘aiivi‘

et donc une contradiction.
Si on veut estimer la norme de la matrice inverse A~!, on doit faire une hypothese de
dominance diagonale un peu plus forte:

Définition 8.10

Une matrice A de terme général (a;;)i jer (€ventuellement de taille infinie) est a diagonale
dominante avec une marge de n si

|| >U+Z\aij| pour tout i € 1
J#i

Dans le cas infini, on suppose que 'opérateur associé est continu de ¢*° dans £°°, ce qui
revient & dire que la famille (a;;);ecr est bornée.
Dans ce cas, le théoréme suivant fournit une estimation de la norme de la matrice inverse

AL
Théoréme 8.4

Soit A une matrice & diagonale dominante bornée. On note a™ = sup; |ay| et a= = inf; |ay|.
La matrice A est inversible, et la norme opératorielle de A=% dans L({> ) est majorée
par

+
A7) < —
na—
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Démonstration. Soit D la matrice diagonale de coefficients diagonaux d;; = a;. D est clai-
rement continue et inversible. On note B = D~ A. La matrice B de terme général b;; vérifie

alors

bii =1
D byl <1- !
i#i o
n
<1-

On note que nécessairement, a™ > a~ > 7. On remarque que la norme opératorielle de 1 — B
est inférieure & 1 —n/a™ et est donc strictement inférieure & 1. B est alors inversible, et son
inverse est la somme de la série entiere absolument convergente suivante :

+oo

B =Y (I-B)

k=1

et de plus

“+o0
IB=H <Y I - B
k=1

“+o0 n k
<> (1-%)

k=1

a+

Ui

Par suite, A = DB est aussi inversible et la norme de son inverse vérifie

AT < ID7HIB
+
a
< R

na

Apres ce préliminaire, nous pouvons entrer dans le vif du sujet.

8.4.2 Labase de SCHAUDER

La base utilisée est une base de SCHAUDER de fonctions définies sur lintervalle [0,1].
On note ¢ la fonction linéaire par morceaux définie par

0 sizr<—louz>1
ox)=<Cz+1 size[-1,0]
11—z size[0,]]
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puis on définit les fonctions de base:
bin(z) = d(27x — k) pour z € [0,1]

La base de SCHAUDER est la famille de fonctions

b sour 9= 0¢t k€ {0,1}
! j>0etke(Z—-22Z)n{0...27}

Les centres des ondelettes sont v, = 279k. Les bassins d’attraction sont

B — [kfé,k+§}rj[o,1] sij=0
! [279(k—1),277(k+1)] sij>0

Quand nous nous donnons une suite de mesures (z,,y,) avec des points de mesure x,,
distincts, et que nous choisissons par la méthode d’allocation n ondelettes de la base de
SCHAUDER, nous obtenons alors sous certaines conditions que nous allons identifier un sys-
teme d’équations linéaires inversible.

Soit (¢jk)rea, la sous—famille d’ondelettes choisie par allocation. On effectue sur cette
famille la transformation suivante, que nous allons appeler “relocalisation”.
8.4.3 Larelocalisation

L’opération de relocalisation d’une sous—famille d’ondelettes d’interpolation a une défini-
tion tres générale. C’est une transformation triangulaire qui a une famille (¢;x)ren, associe
la famille (¢;x)ren, de la maniere suivante:

Définition 8.11 (Sous-famille d’ondelettes relocalisée)

Soit (¢jr)ken,; une sous—famille d’une base d’ondelettes d’interpolation. La sous—famille re-
localisée est la famille de fonctions (pjk)ken, définie par

ik = jk si Ny =0 pour j' > j (8.4a)
Sinon, on définit par récurrence sur j' les fonctions ¢jk.; par

ik = Pjk

Dikyjr = Qjkyjr—1 — Z Giksj—1 (Vi )ik pour j' > j
k'€

Comme Aj/ est vide pour j' assez grand, la suite (¢jk;j/);'>; est stationnaire pour j' assez
grand. On pose alors

Pik = ¢jk;oo (84b)
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Quand la définition (8.4a) s’applique, ces deux définitions sont en fait équivalentes,
puisque si A = () pour tout j’ > j, alors la suite (¢;k;jr);7>; est constante.

On peut remarquer que si la sous—famille choisie contient toutes les ondelettes jusqu’a
une certaine échelle, c’est—a—dire par exemple en dimension 1

Ao =ZA,; =727 pour 1 < j < jo
Ay =0 pour j > jo,

alors ce changement de base est exactement une transformation en ondelettes inverse.
Sinon, dans le cas le plus général, on a la propriété suivante :

Proposition 8.1
La matrice de collocation (ij(Vj/k’))keAj,k/eAj/ est la matrice identité.

Démonstration. On sait déja que ¢;r (k) = 0j;:0kk si j° < j. On peut ensuite montrer
par une simple récurrence sur j” que

(pjk;j//(uj/k,/) =00k pour tous j' < j” et kK e A;

Exemple

Supposons que nous disposions de 5 points de mesure

1 =0,1 zo = 0,23
z3 = 0,35 x4 = 0,62
r5 = 0,8
La méthode d’allocation va sélectionner 5 ondelettes avec la correspondance suivante :
To < $oo T4 < o1
T3 < Q11 T1 < P21
Ty < ¢33

Les ondelettes relocalisées sont représentées dans la figure 8.6. Nous pouvons montrer
que si les mesures placées dans I'arbre des coefficients d’ondelettes vérifient un certain critere
d’exclusion que nous allons détailler, le systeme des contraintes d’interpolation est inversible.

Le critere d’exclusion que nous allons utiliser est le suivant :

Définition 8.12
Soient u et v deux réels positifs. Une allocation i : X — B vérifie le critére d’exclusion (u,v)
st pour tout (j,k) =i(x), on a la propriété suivante :
() =i(x Vet j <j=a" & vir — 27w v + 2774 (Ex1)
x €y — 2 v v + 2770] (Ex2)
Nous appellerons parfois Uintervalle [vj;, — 2 Jy; Vi + 279w lintervalle d’exclusion de l’on-
delette ¢;1 de largeur u.
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g T1 T2 T3 T4
‘ ' t oo 901
¢/\
/>
Allocation Sous—famille sélectionnée

rog I1 T2 T3 T4

Sous—famille relocalisée

Fic. 8.6 — Ezemple d’allocation dans un base d’ondelettes d’interpolation dyadique. Exemple
de relocalisation.



8.4. Allocation dans une base de SCHAUDER 185

Remarques

— On peut d’abord remarquer qu’il est facile de vérifier si ce critére d’exclusion est satis-
fait, car il suffit de le vérifier pour seulement deux mesures x' : elles correspondent a
deuz ondelettes (j1,k1) et (ja,k2) de résolutions ji et jo plus basses telles que

27k =279 (k- 1) 272y =27 (k +1)

ot évidemment k1 € Kj, et ko € Kj,.
— On peut montrer qu’il existe un plus grand sous—arbre de coefficients de larbre I = i(X)

pour lequel ce critere est vérifié. Quand la plus grande maille de ’ensemble des points
de mesure

max min |z — 2’|
z€[0,1] 2’ €X

tend vers 0, ce sous—arbre des coefficients vérifiant le critere d’exclusion tend vers
Uarbre complet des coefficients, c’est a dire que

inf{j : K; # Aj} — +o0

Nous allons montrer qu’une allocation qui vérifie le critére d’exclusion—(1/2,1/2) fournit
un systeme de contraintes linéaires inversibles. Si de plus u est plus grand que v, nous aurons
une majoration du conditionnement de la matrice du systeme.

Théoréme 8.5

Si une allocation d’un jeu de mesures (z;,y;) avec x; € [0,1] dans une base d’ondelettes
d’interpolation linéaires par morceaux de L ([0,1]) vérifie le critére d’exclusion (1/2,1/2),
alors le systéme des contraintes est inversible. Si elle vérifie le critére d’exclusion (u,v) ot
u=1/24n et v=1/2—mn, alors la matrice inverse du systéme des contraintes linéaires a
une norme opératorielle inférieure (en normes £°) d Mjmaz/n-

Démonstration. La preuve se décompose de la maniére suivante. On renumérote les onde-
lettes sélectionnées (¢;x)(; k)er Par ordre croissant de la position de leurs centres v en

(¢jtkt)t:1~uN
ou N = card X, si bien que
Vitky <+ < Vjnky

Pour simplifier la démonstration, on suppose que les deux ondelettes d’échelle j = 0 sont
dans I'', si bien que

Virky = 0 Vinkn = 1
et pour des raisons pratiques de notations, on suppose que l'on peut écrire :

Vioko = 0 Vingi1kngr = 1

1. mais la démonstration peut se faire sans cette hypothese
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Fic. 8.7 — Les deux figures ci-dessus représentent des exemples d’allocation de mesure
dans la base de SCHAUDER. Dans les deux cas, les ondelettes qui sont sélectionnées par
lallocation sont indiquées par un rectangle blanc ou noir. Chaque mesure est représentée par
une fleche verticale dont la pointe indique l'ondelette a laquelle elle est allouée. La largeur du
rectangle indique l'intervalle d’exclusion de chaque ondelette (de largeur 1/2). Les ondelettes
qui constituent le plus grand sous—arbre d’ondelettes qui vérifie le critére d’exclusion sont
indiquées par des rectangles noirs. On voit par exemple dans la figure de gauche (a) que
Uondelette (ps1) ne vérifie pas le critére d’exclusion, car la mesure allouée a l'ondelette ¢oo
est dans son intervalle d’exclusion (c¢f (Exp)). Pour une méme raison les ondelettes ¢ag
et ses descendantes sont marquées par un rectangle blanc. Dans la figure (b), on voit la
deuziéme raison pour laquelle une ondelette peut me pas vérifier le critére d’exclusion: la
mesure qui est allouée & (4,11) n’est pas dans son rectangle d’exclusion (cf (Exs)).
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On montre que les ondelettes relocalisées ;) correspondantes sont linéaires par morceaux
(avec « deux morceaux non nuls »). Une ondelette ¢;,, est donc définie par

0 pourte [0V, k[

Pk, () = Q1
0 pourt €y, k1]

S1t = Vjk,

pour ¢t = 1...N et est linéaire sur les deux intervalles [vj, ,k, ,.Vj,k,] €t
(Vjike Vies1kerr]- Un exemple d'une famille relocalisées est ainsi montré en figure 8.6-c.

Lemme 8.1

On note x;, la mesure allouée & une ondelette ¢ji,, c’est a dire telle que i(x) = (j,k). Si
Dallocation vérifie un critére d’exclusion (1/2,1/2), on peut alors montrer que chaque mesure
Zj,k, est dans Uintervalle

Vjk, + Viip1kega

2

Vji_1ke—1 T Vjik,

: (8.5)

< Tk <
Démonstration. La preuve se fait par récurrence. La récurrence est initialisée par le cas
ou I = {(0,0),(0,1)}, c’est & dire quand les seules ondelettes sélectionnées sont celles de
résolution 5 = 0. Dans ce cas simple, on peut aisément montrer que par application de
I'inégalité (Exy) pour chacune des ondelettes, la relation (8.5) est vérifiée.

Considérons maintenant un sous—arbre de coefficients I auquel a été alloué un jeu de
mesures £ € X, et que pour ce sous—arbre, le critere d’exclusion soit vérifié. On suppose que
les ondelettes sont ordonnées par ordre croissant de I'abscisse de leur centre v en ¢;,x, .

On choisit une ondelette ¢;,%, de résolution j; maximale dans I. On peut appliquer par
récurrence le résultat du lemme a la sous famille des coefficients privés de cette ondelette.
Pour 7 & {t — 1,t,t + 1}, on a alors

Vi _ikr_1 T Vi ok,
2

et également

Vj,_oks—o T Vi _1ky s

< ZTj g, <

< Ty gk <

Vicke T Virgikrga

2

Vji yke_q T Vit1kigr

2 2
Vji_1ke—q T Viip1kiga ] Vijip1kepa + Vijiyokiyo
2 < Ty ik < 9

Il faut compléter cette chaine d’inégalités en prouvant que

Vi, 1ke—1 T Viiky
2

Vjiky T+ Vitg1kepr

<

Vjs _1ke—1 T Vi,

Ly _1key 2 (86)
Vj TV 1
Tk, % (8.7)
< Tk (88)

2
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Comme la famille de coefficients sélectionnés I constitue un arbre, on peut vérifier que
270t (ky 4+ 1) = 2791 k4
279 (ky — 1) =277 1k
Le critere d’exclusion appliqué pour ¢ donne alors par (Ex;) pour j = j; et j/ = ji_1
I'inégalité (8.6). En effet, on sait par récurrence que

Vjs_1ke—1 T Viip1kepr

2

Tjy_rkeor <

et par (Ex;)
—je—1 -1
Ljy_1ki—1 g [Vjtkt -2 WViek, + 277 ]

ce qui implique (8.6). On obtient (8.8) de maniere similaire. La double inégalité (8.7) est
obtenue par application de la relation (Exs) de 'hypothese d’exclusion pour j = j;. O

Par conséquent, pour chaque mesure xj,x,, t = 1... NV, il existe au plus deux ondelettes
relocalisées qui prennent des valeurs non nulles en ce point. La premiere est toujours ¢;,x, qui
prend une valeur strictement supérieure a 1/2, et la deuxieme soit ¢j, &, ,, S0it ©j, . k., -
On en déduit que la matrice du systeme sur la base ¢ est a diagonale dominante, et est donc
inversible par le théoreme de HADAMARD.

Si nous supposons maintenant que l'allocation vérifie le critere d’exclusion (u,v) ol u =
1/24+netv=1/2—mn, avec n > 0, alors on montre de maniére similaire que chaque point
de mesure xj,x, est localisé dans 'intervalle défini par les inégalités

1 1
5 -n (Vjt—lkt—l - Vjtkt) < Xk, = Vijoky < 5 -1 (V.jt+1kt+1 - Vjtkt)

Dans ce cas, la matrice A’ du systéme des contraintes linéaires dans la base des fonctions
©jk est a diagonale dominante avec une marge strictement positive. En effet, on a

1

Pk (‘rjtkt) > 5 +n
1

¢jt71kt71(xjt/€t) < 5 ="
1

90jt+1kt+1(xjtkz) < 5 -1

dont on déduit:
|geke @k )| = > |0sks (T, ) | + 21
t'#t
parce que cette fois encore, soit @;, ,r,_, soit @j, ,&,., s'annule en x;,,. La matrice inverse
A'~1 a donc une norme (opératorielle de £>° vers (°°) inférieure &

1
A7 < —
2n
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Comme enfin la norme de la matrice de changement de base (¢;x) < (@) est inférieure
& M jmax, on obtient que la matrice inverse de la matrice A des contraintes interpolatrices
dans la base d’origine est bornée par

My
A < 22
2n

O

L’hypothese d’exclusion implique notamment que les points de mesure pris en considéra-
tion soient suffisamment éloignés les uns des autres. Plus précisément, on peut vérifier que
I’écart entre deux points de mesure x ;1 et x;/;- est nécessairement supérieur a 272~ max(j.j /),
c’est a dire que la distance est minorée par une marge proportionnelle au pas d’échelle
correspondant & 1'ondelette choisie parmi ¢;;, et ¢;/; de plus haute résolution.

Intuitivement, il se concoit bien que si deux mesures proches sont allouées a deux onde-
lettes, au moins une des ondelettes doit avoir une échelle au plus du méme ordre de grandeur
que la distance entre les deux mesures, pour que le systeme des contraintes soit stable. Sinon,
cela signifie que ’'on essaie d’expliquer des différences de valeurs en des points proches avec
des fonctions de base qui ont des échelles de variation bien plus grossieres.

Nous allons en revanche voir qu’une seule hypothese de cette nature (sur les distances
respectives entre les mesures rapportées a des échelles d’ondelettes) n’est pas suffisante pour
garantir la stabilité du systeme construit.

Considérons un jeu de trois mesures 1 = 0, 2 = 1/2 + € et &3 = 1/4. Les ondelettes
associées par ’algorithme d’allocation sont respectivement ¢gg, ¢o1 et ¢11. La fonction est
alors une fonction continue et linéaire par morceaux (les morceaux sont les intervalles [0,1/2]
et [1/2,1]). Quand e tend vers 0, le systéme de contraintes devient dégénéré, alors que les
distances entre mesures restent minorées par 1/4. En effet, en faisant varier y3 d’un pas h,
le coeflicient de 'ondelette ¢g; variera d’un pas 2h/¢, et la norme de la matrice inverse peut
étre arbitrairement grande.

Généralisation en dimension supérieure

Dans cette section, nous étendons les résultats précédents aux dimensions supérieures et
a des ordres d’approximation supérieurs. Nous allons nous attacher a définir un cadre dans
lequel un choix d’une sous-famille d’ondelettes nous fournira un systeéme de contraintes in-
terpolatrice stable. Nous donnerons des conditions suffisantes pour cela en 8.5.2, et pourrons
énoncer un théoreme de stabilité en 8.5.1. Ce théoreme établit deux résultats:

— La norme L*° de la fonction interpolante fy obtenue a partir des échantillons
(z,f(x))mex est bornée par un multiple de sup,cy |f(x)|. En peut notamment en
déduire une majoration :

[ lloo < M x| flloo

— Lanorme opératorielle de la matrice inverse de celle du systeme des contraintes linéaires
est tres basse. Si la matrice du systeme est notée A et si jpax est la plus grande
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résolution qui apparait dans la sous-famille sélectionnée, on a
1 .
HA ||OO,OO g M.jmax
Par conséquent, si (') est la distance de séparation des mesures de X, c’est—a—dire si

q(X)= min [z —a|
z,x' €X
rz#x’

alors la norme de A~! est bornée par un

1A loo,00 < Mi + Malog g(X)]

Certaines composantes de I'approche que nous avons décrite jusqu’ici vont étre réutili-
sées pour généraliser ce résultat a des ondelettes d’interpolation d’ordre quelconque et des
dimensions quelconques, tandis que d’autre devront étre abandonnées.

Le critere d’exclusion ne peut pas étre utilisé si la dimension de ’espace de départ est
supérieure & 1. En effet, nous avons implicitement utilisé le fait que la construction d’un
arbre dyadique en dimension 1 consiste a faire un partitionnement hiérarchique du segment
[0,1] en segments dyadiques, et ce n’est plus le cas en dimension supérieure a 1.

Le critere d’exclusion va étre remplacé par un critere que nous allons appeler « de bon
placement relatif ».

Définition 8.13 (Critére (BRP) de bon placement relatif)

Soit i une allocation d’un jeu fini de points de mesure X dans une base d’ondelettes d’inter-
polation. On dit qu’un point de mesure x alloué a une ondelette ¢ i vérifie le critére de bon
placement relatif de paramétres p € N et p € R si pour tous (j',k")

1. — Vs < —J ! i) = (4 !
Hyjk VJkHOO < 6p2 }é{ dJr' e X Z(LE) (] »k) (89)

J'<j 2" = vjlloo < p277

On dit alors qu’une allocation vérifie le critere de bon placement relatif de parametres p
et p si toutes les mesures allouées vérifient le critere ci—dessus.

Remarques

— Ce critére signifie qu’une mesure allouée d une ondelette (j,k) donnée ne peut étre
prise en compte que i

1. un certain nombre d’ondelettes placées a une résolution plus basse et de centres
proches sont dans I,

2. pour ces ondelettes, la distance entre point de mesure et centre de l’ondelette et
inférieur ¢ une constante fois 277.

— On peut d’abord remarquer que le critére pour une mesure donnée ne fait intervenir que
des mesures d’échelle plus grossiére. Quand on dispose donc d’une allocation donnée,
on peut extraire une plus grande sous—allocation (dont la définition est relativement
évidente) qui vérifie le critére de bon placement relatif.
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— Le cout d’extraction d’un tel sous—arbre est relativement court, puisque pour chaque
ondelette, il suffit de parcourir au plus (2p + 2)% autres ondelettes. Le coit total de
Uextraction du plus grand sous—arbre qui vérifie le critére de bon placement relatif est
donc O(N) ou N est le nombre de mesures.

Le critére de bon placement relatif va nous permettre de sélectionner un sous—arbre de
I’arbre d’allocation pour lequel nous serons stirs que le systeme des contraintes d’interpolation
est bien conditionné.

8.5.1 Conditions de stabilité

Nous allons montrer que sous réserve que le critere de bon placement relatif est vérifié
pour une allocation donnée, la résolution du systeme des contraintes linéaires est stable. Le
critere de bon placement relatif fait intervenir un parametre p dont nous allons donner une
estimation par la définition suivante.

On pose P = {—p...p+1}? et P' = PN (2Z%). Pour tout k € P et tout S C P', on
définit

Sor = dok — Y dor(2 K )pua
k'es

On prend la sous—famille des ondelettes d’échelle 0 dont le support touche I’hypercube
[—1/4;3/8]¢, les mémes ondelettes d’échelle 1. On se place dans une situation ot une sous—
famille des ondelettes d’échelle 1 est sélectionnée (par exemple par allocation), et la notation
ci—dessus désigne donc les ondelettes relocalisées. La formule qui les définit est relativement
simple, puisque leur calcul ne fait intervenir des corrections que sur une seule échelle.

On peut alors définir le rayon de dominance p.

Définition 8.14 (rayon de dominance a marge 7.)

Soit ¢ une ondelette d’interpolation de support compact (inclus dans [—p,p]). Soit (¢jx)kek,
une base d’ondelettes définies sur R?, par la construction suivante :

Ko=174
Kj:deQZd pour j >0

et par
Pik(x) = ¢ 21 — ki) X -+ X (2 wq — ka)
On définit alors

Doy =qz:log@)|=n+ > |o5@)|+ D o) (8.10)

keP—{0} keP!
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Ensuite pour tout € € {O,l}d, € £ 0, on note

Dey =1 a:|de(@)| =0+ Y 5@+ D |ow(@) (8.11)

keP keP'—{e}

Pour n inférieur a 1/2, on sait que 0 € Dy, et €/2 € De . En effet le terme de gauche de
Vinégalité qui définit Dy, ou De, vaut 1 et le terme de droite vaut n. Si donc n < 1/2, on
peut dire que chaque De ,, contient un voisinage de €/2.

De la, on pose

Peqn =max{p:|x—€/2| < p=x € Dey}t (8.12)
Le rayon de dominance a marge n est alors

inf  pen (8.13)

Pn = €,
T eef0,1}4

On peut vérifier que pour n < 1/2 ce rayon est strictement positif. Dans le cas de la base
de SCHAUDER que nous avons étudié dans ci-dessus, ce rayon est égal a (1 —n)/4.

8.5.2 Stabilité de 'interpolation en cas de bon placement relatif

Nous pouvons énoncer un premier théoreme de stabilité.

Théoréme 8.6

Soit © une allocation optimale d’une famille de mesures © € X qui vérifie le critére de bon
placement relatif de rayon p,. Alors le systeme de contraintes d’interpolation est inversible.
La norme de la matrice inverse dans la sous—famille des ondelettes originale est majorée
Par M jmaz/N 00 jmaz est la plus grande résolution qui apparait dans la sous famille I. La
norme de la matrice inverse dans la base des ondelettes relocalisées est bornée par M/n,
c’est—-a—dire par une constante.

Démonstration. On va montrer que la matrice du systéme de contraintes dans la base relo-
calisée est a diagonale dominante avec une marge de 7.

Considérons un couple d’allocation constitué d’un point de mesure x et d’une ondelette
(j,k). Soit jar le plus grand indice j' tel que

W e Ay ]2 e — K| <p

Soit (jar,knr) une ondelette correspondante. Par application du critere de bon placement
relatif a Pondelette (jar,knr), nous pouvons affirmer que

J<imet |2z —K|w<p=(K)el

Nous pouvons montrer que les seules ondelettes relocalisées qui sont susceptibles d’avoir
une valeur non nulle en @ sont les ondelettes ¢,/ telles que ||k' — 27 v | s < p, et qu'alors
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leur résolution j’ est au plus jps. Nous pouvons déja exclure les ondelettes de résolution
supérieure a jys. Pour les autres, on note

S={K €Aj,1:[Ik = virllo < p}

Si donc j" < jar, une ondelette ¢4 relocalisée jusqu’a I'échelle jir — 1 que nous avons noté
@ik’ ;i —1 dans la définition de la relocalisation s’écrit comme combinaison linéaire

(bj/k/;jMfl = Z Clid)jMflJi

KEZD
(rbj/k/;jM—l(Vj”k”) =0 si j/, < .]M et (j//ak/) # (j7k>
ikt -1 (Vik) =1 sij <jm

En effectuant la relocalisation jusqu’a la résolution jas, on obtient que les fonctions ¢,z
coincident sur I'hypercube H = {v;x} +279[—1/2;1/2]¢ avec

3IM

¢§k,(2jM*1.) sij’ < gjm et |22 — viklleo < p
0 sij! < gar et |27 i — vjklleo > p
b1 (27M71) st = g
Les relocalisations suivantes n’affectent plus la valeur des ondelettes sur I’hypercube H,

parce que les ondelettes correctives (¢j/p/)ire K,r,j'>ja SONt nulles sur ’hypercube H. On
peut donc dire pour conclure que ;g coincide sur H avec la fonction

G (271 s § < gag et |22 Ly — vjkllee < p

0 si g < jm et (|22 iy — vjklleo > p
b1 (2771 sigl = ju
0 si j' > jinr

Le critere de bon placement relatif étant vérifié pour ¢;,,x,, avec le rayon p,, on peut
déduire que

lpje(@)| = n+ Z lpjrr ()]

(4", k") # (k)
k/EAj/

Comme on peut écrire cette relation pour tous les couples ondelette / mesure, on en
déduit que la matrice du systeme des contraintes linéaires dans la base relocalisée est a
diagonale dominante a marge 7.

La matrice du systeme est donc inversible, et la norme opératorielle de son inverse est
majorée par un certain M; /7. Comme la norme de la matrice de passage de la base relocalisée
a la base d’ondelettes d’origine est inférieure a Msjmax, On peut majorer la norme de la
matrice inverse du systéme dans la sous—famille d’ondelettes d’origine par M jmax/n (avec
M = M;M,). 1l faut bien préciser ici que le facteur M dépend de la famille d’ondelettes
considérée, mais ne dépend pas du nombre de mesures pris en compte (ni donc de la taille
de la matrice du systéme des contraintes linéaires). O
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Nous allons donner un deuxieme résultat de stabilité pour majorer la norme L*° de
I'interpolant en fonction de la norme £°° de la famille des mesures y,,. Nous allons utiliser
pour cela le lemme suivant :

Lemme 8.2

Soit une i une allocation d’une famille de points de mesure (x,,) dans une base d’ondelette qui
vérifie le critere de bon placement relatif. Soit (pjk)ren, la famille d’ondelettes relocalisées
associées. Alors
— les ondelettes relocalisées pj, sont bornées par un majorant Ymq, qui est indépendant
de la sous—famille allouée ;
— pour tout point x fixé, le nombre d’ondelettes relocalisées qui prennent une valeur non
nulle en x est borné par un entier Np,q. indépendant du nombre de points de mesure.

Démonstration. La preuve se fait de maniére similaire & la preuve de stabilité ci—dessus.
Pour montrer le premier point, on prend une ondelette quelconque de la famille relocalisée,
et on montre qu’elle peut s’écrire comme une forme contractée d’une ondelette (bgk.

Soit ;i une ondelette relocalisée. Soit

jm = max{j’ : Ik'A;: tel que ||2j/1/jk — k|l < 2p}

Par ’application du critere de bon placement relatif, on peut montrer par une récurrence
élémentaire que pour tout j' € {0...jp — 1}, on a

2 v — K| <= (FK) €T
Dans ce cas, I'ondelette ¢z relocalisée jusqu’a I'échelle jpr — 1 s’écrit

Pikijnr—1 = Pjpy—1,20m 13k

Comme cette ondelette a son support dans I’hypercube H = v + 279 [—p; p]?, on voit alors

que @;k peut s’écrire

Pik = ¢0Sk(2j-)

Son(x) = dor — Y bok(k'/2)ui
k'es’
S ={K € Aj, : |k — k| < 2p}

Les fonctions qﬁgk qui peuvent ainsi étre obtenues sont en nombre fini, et sont donc unifor-
mément bornées par ¢m.x. Les fonctions relocalisées sont donc uniformément bornées par
le méme Y ax-

Le deuxiéme point se montre en reprenant exactement la preuve du théoréme précédent.
On peut montrer que le nombre de fonctions relocalisées qui prennent une valeur non nulle
en un point donné  est majoré par 2 x (2p + 2)%. O
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Théoréme 8.7
Sous les hypothéses du théoréme précédent, la norme L de Uinterpolant ||f||~ est bornée

par

M su

(Raly (8.14)

Démonstration. La fonction interpolante obtenue f s’écrit

f= Z CikPjk

keK;

D’apres le théoreme précédent, on peut écrire
M
|cjre| < — sup [yn|
n n

Comme les fonctions relocalisées sont bornées (par ¢max) et que pour tout € D, le nombre
des ondelettes relocalisées qui ne s’annulent pas en x est également borné (par Npyax), on
obtient

M pmax IV,
7l < =2 gup |
n

Remarque

Les théorémes ci—dessus ont formellement été montrés pour des ondelettes définies sur le
domaine R tout entier. Ils peuvent néanmoins étre étendus & un domaine borné de la forme
[0,1]9. Les notations et définitions (notamment du rayon de dominance absolue) doivent étre
adaptées, ce qui les rend substantiellement plus complexes, mais tous les arguments donnés
sont transposables. Nous l’admettrons pour la suite de [’exposé.

8.5.3 Vitesse de convergence de I'approximation

Les hypotheses des théoremes ci—dessus s’expriment en termes d’allocations de mesures
dans une base d’ondelettes qui sont censées vérifier un critére de bon placement relatif.

Dans cette section, nous allons montrer que ce critere de bon placement relatif est vérifié
pour un sous—arbre de n’importe quelle profondeur pourvu que la densité des points de me-
sure soit suffisante. Dans un deuxieme temps, nous donnerons des résultats d’approximation
asymptotiques pour le schéma d’interpolation irréguliere que nous venons de décrire.

Existence d’allocations vérifiant le critére de bon placement relatif

Soit une famille de points * € X. Si la largeur de maille de cette famille de points
est suffisamment petite, on peut prouver l'existence d’une sous—allocation de profondeur
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minimale qui vérifie le critere de bon placement relatif. Nous allons tout d’abord poser
quelques définitions que nous avons omises jusqu’alors.
Définition 8.15 (Sous-allocation)

Soit une allocation i d’une famille de points de mesure X dans une base d’ondelette B =
(Pjk)recr; - Un couple (X',i") est une sous—allocation de i si

X cx

il =1

On pourra tout d’abord vérifier que si 7 est une allocation optimale, alors i en est
également une.

Définition 8.16

La profondeur d’une allocation ou d’une sous—allocation est le plus grand j tel que A; = K;.

Cette définition n’a de sens (dans le cas d’un nombre de points de mesure fini) que si le
domaine est borné (par exemple [0,1]¢ et pas R?).

Définition 8.17 (Maille maximale)

La maille mazimale d’un ensemble de points de mesure est le réel h(X') défini par

h(X) = i — |00 8.15
(&) = max min [lz — | (8.15)

On peut montrer que si la maille maximale d’un ensemble de points de mesures est
inférieure a p,,2_j alors la profondeur de la plus grande sous—allocation qui vérifie le critére
de bon placement relatif sera supérieure ou égale a j.

Nous pouvons maintenant énoncer toute une série de théoréemes pour estimer le taux de
convergence de I'approximation de la fonction.

Approximation de fonctions continues

On peut montrer un premier théoreme de convergence qui s’applique a des fonctions qui
sont seulement continues.

Théoréme 8.8

Soit f une fonction continue de [0,1]% dans un espace vectoriel F normé. On note fx la
fonction obtenue par interpolation irréguliere sur la base des mesures (x,f(x))gcx. Alors
quand la maille mazimale h(X) tend vers 0, fx tend uniformément vers f.

Démonstration. On utilise comme marchepied le théoreme d’approximation de fonctions
continues dans une base d’ondelettes d’interpolation que nous rappelons: si f est continue
sur [0,1]4, alors la troncature jusqu'a une échelle j du développement de f dans la base
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d’ondelettes d’interpolation converge uniformément vers f:

fi= Z <fa<l~5j'k'>¢jfk'
k/EKj/
i<y
If — fillLee — 0 quand j — 400

On applique alors le théoreme de stabilité a la différence f — f;. Soit € > 0. Pour j assez
grand,

If = filleee <€

On note f; » linterpolant obtenu & partir des points de mesure («,f;(€))zcx. Pour une
maille maximale assez petite, la plus grande sous—allocation de X qui vérifie la critere de
bon placement relatif contient toutes les ondelettes d’échelle inférieure & j. Dans ce cas, on
peut montrer aisément que f; x = f; par unicité de la solution du probleme d’interpolation.
On a alors

I fx = flloe < |Ifx — filloe +1f5 — flloe
= |Ifx = fixlloe +[If; = fllzee

<M sup @) — £;@)] + 115 — Fll
N xzex

(5 )
<|—+1)e
n

et lerreur L*>° tend donc vers 0. O

Nous voyons que les hypotheses de ce théoreme sur la fonction f pour obtenir la conver-
gence uniforme sont minimalistes. On ne pouvait exiger moins de f qu’elle soit continue. Si
la fonction f est discontinue, la convergence uniforme ne peut pas avoir lieu.

Nous abordons maintenant le cas de fonctions plus régulieres pour lesquelles nous pouvons
avoir une estimation explicite du taux de convergence.

Théoreme 8.9

Soit f une fonction définie de [0,1]¢ dans un espace vectoriel normé F qui est uniformément
LipscHITZ-a sur [0,1]% pour un exposant a > 0 donné. On peut alors montrer la magjoration
sutvante de Uerreur d’interpolation (en reprenant les notations du théoréme précédent) :

[ fx = fllLee < Mh(X)* (8.16)
qui est vraie dés que 'ondelette d’interpolation duale a au moins o + 1| moments nuls.

Démonstration. On utilise la méme approche que précédemment. On utilise un marchepied
qui est 'approximation uniforme d’une fonction par des ondelettes jusqu’a une échelle j.
Si une fonction est uniformément LIPSCHITZ-« et si Pondelette duale a au moins |« + 1|
moments nuls, alors les coefficients d’ondelettes vérifient :

(f:djn) = O27)
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et on a donc

If = fill L = O(27%)

Nous pouvons écrire

If = fxlloo <IIf = filloo + 15 = flloo
= [If = filloo + [1f5.2 = fxlloo
=0(27%)

par application du théoreme 8.7 a la différence f; — f, et on obtient ainsi la majoration
annoncée de l'erreur. O

Ces résultats peuvent déja étre 'objet d’une premiere comparaison avec les propriétés
de la régularisation mentionnée en 7.6.2. On note que la vitesse de convergence est défini
comme le minimum entre la régularité LiPSCHITZ de la fonction et le nombre de moments
nuls de 'ondelette duale. Quelle que soit la situation, la norme de la matrice inverse du
systéme dans la base d’ondelettes (non relocalisée) est majorée par un certain Mj/n ou n
est la marge de dominance choisie.

Par comparaison, la régularisation impose que la régularité LiPSCHITZ—« de la fonction
a estimer soit connue avec le plus de précision possible. Si la régularité est sous—estimée par
un terme 3, on n’obtient qu’un taux de convergence de I'ordre h” (ce qui est une situation
comparable avec celle de notre algorithme). Si en revanche g est plus que «, la régularisation
échoue (les coefficients de la solution explosent) alors que notre approche converge avec le
meilleur ordre possible: en h(X)*.

8.5.4 Théorémes d’approximation non uniforme

Dans cette section, nous allons montrer des théoremes selon lesquels I'approximation
dépend localement de la régularité de la fonction. Ceci nous permettra incidemment de
prouver des résultats de convergences plus faibles pour des fonctions qui sont discontinues.

Pour cela, nous devons revenir sur le théoreme de stabilité 8.4. Ce théoréme nous fournit
une majoration uniforme des composantes d’un vecteur x vérifiant Az = y en fonction d’une
majoration uniforme des coefficients de y. Le théoreme nous dit en effet que

M
[2lloo < — Iyl
U

si la matrice A est continue a diagonale dominante a marge de 1. Si nous voulons produire
des résultats qui donne une estimation locale de I’erreur, nous devons tout d’abord affiner
le résultat ci—dessus pour avoir une majoration locale, de la forme:

M
|| < —1yil
U

Malheureusement, une majoration aussi simple n’a de chances d’avoir lieu que si la matrice
A est diagonale.
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Nous allons considérer un cas d’une simplicité extréme, mais qui nous permettra de voir
comment une telle majoration peut se faire. Supposons que y est défini par y = (y;)icz avec
y; = 0;,0. Supposons également que la matrice soit de diagonale 1: a;; = 1Vi. La matrice
I — A a donc une norme opératorielle inférieure a 1 — 7. De plus, A est une matrice bande
de largeur 2p 4 1:

|’L*]| >péa¢j:0
On a alors
r=A"1y

= (I -A)ky

keZ

La matrice (I — A)* est une matrice bande de largeur 2kp -+ 1, et de norme opératorielle
bornée par (1—n)*¥. Donc (I — A)*y est supporté sur {—kp, ... .kp} et est borné par (1—n)¥.
On obtient la majoration locale des coefficients du vecteur x :

il < Y (1-n)t
kp>|i
_ mlil/p
< (1-mn)
n

Le vecteur x peut donc étre de support infini, mais ses coefficients ont une décroissance
exponentielle. C’est un résultat similaire que nous aurons pour ’approximation de fonction de
régularité non uniforme. Une singularité localisée aura sur 'erreur d’estimation de la fonction
une influence sensible sur tout le domaine d’approximation, mais d’intensité décroissant
exponentiellement avec la distance a la singularité.

Décroissance de I'impact des singularités

Nous allons introduire pour cela les définitions suivantes. On se donne une allocation qui
vérifie le critere de bon placement relatif avec un rayon de p,. La matrice du systeme est
donc & diagonale dominante avec une marge de 1. On note

Jp=max{j < 0: K; =A;} (8.17)

c’est a dire que 'allocation a rempli tous les niveaux jusqu’a 1’échelle j; incluse.
On note ’ensemble des centres d’ondelettes sélectionnées

N:{l/jk:j>oetk€/\j} (818)

On rappelle que la correspondance entre centres et ondelettes est biunivoque, car

yjk:Uj/k/ j
ke K; :>{ k

jll
k
K S Kj/
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On peut donc identifier les couples (j,k) (avec k € K) et les centres vj;. On note donc ¢,
I’ondelette de centre v et x, le point de mesure qui a été alloué a cette ondelette.

La matrice du systeme A dans la base des ondelettes relocalisées est donc de terme
général a,,/ ol

Ayy! = 901/(1:1/’)
Définition 8.18 (Centres adjacents)
On dit que deuz centres d’ondelettes v,v' € N sont adjacents si
Ay’ 7& 0 ou 97237 7& 0

et on note cette relation v < v'.
Si v =1 alors v < v/, car la matrice A n’a pas de coefficient diagonal nul.

Définition 8.19 (Temps de parcours)

On dit que le temps de parcours entre deux centres v et ' estt € N si il existe une suite de

centres adjacents qui les joint, c’est a dire s’il existe une suite de centres vy, ...,v; tels que
Vk > Vk41 pourk=0...t—1
Vg =V
v, =1

et il n’est pas de suite ayant les mémes propriétés pour un t plus petit. On note ce temps de
parcours ty,.

Le temps de parcours entre deux centres est ainsi

— nul s’ils sont égaux

— égal a 1 ¢’ils sont adjacents et différents.
Cette définition dépend de ’allocation et de la matrice du systeme (et donc des ondelettes
d’interpolation choisies).

Nous allons montrer une premiere proposition qui nous permet de lier temps de parcours
et distance réelle:

Proposition 8.2

Soit une allocation qui vérifie le critére de bon placement relatif de rayon p,, et soit j, la
résolution définie en (8.17). On suppose également que 'ondelette d’interpolation d’échelle
0 a un support inclus dans [—p,p|?. Le temps de parcours entre deux centres v et v' est alors
minoré par

[ = V"l

ty,r > 290
vv p+1

Démonstration. Nous n’allons pas donner une preuve détaillée, mais seulement ses éléments
principaux. On utilise le fait que les ondelettes de la base relocalisée peuvent s’écrire comme
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des ondelettes de I’échelle j, relocalisées et ont donc un support inclus dans un hypercube
v+ [—p277b p277r]d, Par suite deux centres v et v/ ne peuvent étre adjacents que si leur
distance est inférieure a (p 4+ 1)27 7 :

vV Sy =1V < (pF1)279
En itérant cette propriété, on obtient

[V = Vlloo

tw/’ 2 2jb
p+1
U

Soit (y,)ven un vecteur de support S C A et de norme ||yl = 1. Notons ¢ le vecteur
¢ = A~ 'y. La proposition qui suit va nous permettre de majorer séparément les coefficients
¢,. Pour tout v € NV, on note

— 3 R
d(v,5) = inf [lv — [l

Proposition 8.3

On pose
a+ = Sup a;;
i

a = mf [¢273
i

o + 2Jb 1
le| < Mexp _24dv,5) In
na- p+1 1—n/at

Démonstration. On définit la matrice D qui est constituée des coefficients diagonaux de A.
Son terme général s’écrit

et on a alors

duu’ = auu’éuu’
Cette matrice est inversible. On note
B=D1A

La matrice B a maintenant une diagonale de 1: b;; = 1 et est & diagonale dominante & marge
de n/a™. 1l faut remarquer que si dans le cas de la base de Schauder, les ondelettes avaient
des valeurs majorées par 1, ce n’est plus cas quand 'ordre d’approximation est supérieur et
que l'on utilise une construction sur un domaine borné. Dans ce cas, certaines ondelettes
de bord prennent des valeurs supérieures a 1 par des effets de « rebonds ». Comme dans la
preuve du théoreme 8.4, on sait que la matrice I — B a une norme opératorielle inférieure a
1 —mn/at, ce qui garantit qu’elle est inversible.
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De la méme maniere que dans la preuve du théoreme8.4, on peut écrire

+oo

c=Y (I-B)FD™y

On note ¢* le vecteur

On peut majorer la norme > de c¢* par

1 n\F
Ielo < == (1= =5) lyllos

Par ailleurs, un coefficient c® de ce vecteur ne peut étre non nul que si le temps d’acces de
v a un point de S est inférieur a k:

FA0=W €St <k
= d(,S) <27%(p+ 1)k

On obtient alors les deux propriétés :

1 n\*
bl < = (1= =5 lylloe

=0 st d(v,S) > 27 (p+ 1)k

v
dont on tire

1 n\*
wl< Y = (1-25) bl
k>290d(1,5)/(p+1)

+ Jb
ola® | 2hdwS) (1
na- p+1 1—mn/a*

En groupant sous une dénomination générique toutes les constantes qui dépendent de pa-
rametres choisis a priori comme p, 1, p,, la dimension de I’espace, on obtient une majoration
des coefficients de ¢ qui est

O

lev] < Mlylloezp (—M'27d(1,5))

Nous pouvons maintenant transformer ce théoréme en théoreme de majoration locale de
la fonction interpolante en fonction de la fonction source de points de mesure.

Théoréme 8.10

Soit Q0 un sous—ensemble ouvert de D, et soit f une fonction bornée de support inclus dans
Q. Pour tout ensemble de points de mesures X, on note fx la fonction interpolante obtenue
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par interpolation sur les mesures (x,f(x))zcx. On note comme précédemment la maille
mazximale de X :

h(X) = max min ||z — x'|| s
xzeED x'€X

Alors on a la majoration
[fae(@)| < Me MA@/ ||

Démonstration. On pose j = In(h(X)/p,)/In2. Le sous—arbre des coefficients qui vérifient
le critére de bon placement relatif contient alors tous les coefficients d’ondelettes jusqu’a
I’échelle j incluse. Soit & un point du domaine, au plus Npy,.x ondelettes relocalisée prennent
une valeur non nulle en . Soit

N ={(jk) : djr(x) # 0}
I’ensemble des indices correspondants. On a alors
(4,k) € N = d(vjx,S) < d(z,S) + h(X)
et
d(vjk,S) < d(Vk,) + h(X)
et par application de la proposition 8.3
= ey < Me MU= 7)o
On obtient donc
[ F2()] < Nasipmas M e~ MA@ ] oo
ce qu’il fallait démontrer. O

Ce dernier théoréeme nous permet maintenant de trouver une majoration locale de ’erreur
d’interpolation d’une fonction de régularité non uniforme.

Théoréme 8.11

Soit une fonction f définie sur le domaine D = [0,1]%. On suppose que cette fonction est
uniformément LIPSCHITZ-« sur le domaine D privé du support S d’une singularité au voisi-
nage duquel la fonction n’est qu’uniformément LIPSCHITZ—(3, avec 8 < a. Soit un ensemble
fini de points de mesure X, et soit fx l’interpolant obtenu par interpolation des mesures
(xn,f(2,)) sélectionnées par allocation et extraction du plus grand sous—arbre qui vérifie le
critére de bon placement relatif. On a alors la majoration d’erreur :

/(@) = fa(@)] < Mih(X)® + Mph(X)Fem Med@S)/mE)
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On peut ainsi voir que si l'on est loin de la zone singuliere, I'erreur décroit en h(X)%, et
sur la zone singuliere, I’erreur décroit en h(X)P. Prés de la zone singuliere, I'erreur due & la
présence de la singularité diffuse autour de singularité, avec une intensité qui décroit expo-
nentiellement avec la distance a la singularité. La portée de cet influence est proportionnelle
a la maille maximale, et donc tend vers 0 quand h(X) — 0.

Démonstration. La preuve repose essentiellement sur le théoreme 8.10. Quand la maille
maximale de 1’ensemble de points de mesure h(X) tend vers 0, le plus grand sous—arbre
qui vérifie le critere de bon placement relatif construit par allocation contient toutes les
ondelettes jusqu’a la résolution j = In(h(X)/p,)/In2 (qui tend vers 'infini quand la maille
maximale tend vers 0).

On note f; le développement de la fonction f sur la base d’interpolation tronqué aux
échelles allant de 0 a j:

fj = Z <fv(l~5j’k’>¢j’k:’

3'<d
kK'eK

Comme les ondelettes ¢ji et éjk ont des supports respectifs 277 (k + [—p,p]¢) et
279 (k + [—q,q]%) les hypothéses faites sur la régularité de la fonction f impliquent que
l’on a lestimation d’erreur suivante :

|f(z) — fi(@)| < Mih(X)™ + Mah(X)°L(a(m.0)< (pta)27) (8.19)

On note maintenant f; x la fonction obtenue par interpolation avec les mesures
(T, f;(x))zecx. Comme la maille maximale est inférieur & p,277, on a f; x = f; par unicité
de la solution du systeme d’interpolation. On peut alors écrire :

[f(®) = fx(@)] < [f(2) - f3(@)| + |fi(z) — fx(2)] (8.20)

Le premier terme pourra étre majoré par ’équation (8.19). Pour le deuxieéme, on décompose
le terme d’erreur f; — f de maniere brutale de la fagon suivante :

fi—=f = (fi— Nl@.s)>pra2) + (i = Hla@.s)<@ra)20)
= el + €2

On rappelle que la notation gy désigne le produit de I’application de 'algorithme d’inter-
polation aux échantillons (x,9(x))zex. On déduit de I’équation ci—dessus que

(@) = fx(@)| = |fix(2) = fx(2)]
<lerx(®)] + lez,x ()] (8.21)

Or comme
lex (@) < Mih(X)"
on a par application du théoréme 8.9

le1,x (@) < Mih(X)* (8.22)
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et comme enfin ey a pour support {z : d(x,S) < (p+ q)27} et est uniformément bornée par
le2(@)| < Mah(X)”
on obtient par application du théoreme 8.10
le2,(2)| < Myh()Pe=Mdl@S)/m) (8.23)

On obtient par (8.21) et par les deux majorations (8.22) et (8.23)

|fi(@) = fa(@)] < MIR(X)™ + Mah(X)Pem MA@S/RE)
On obtient finalement par (8.19) et (8.20) la majoration

F(@) ~ Fr(@)] < MAX)* + MYR(X) e M9/
et la preuve est terminée. O

A titre de corollaire, nous pouvons montrer un résultat de convergence pour des fonctions
continues par morceaux. Considérons une fonction continue sur un ouvert {2 et un ouvert
Qs tels que D — (21 U y) soit de mesure nulle. Nous supposons de plus que la fonction est
bornée sur tout le domaine de définition. Nous pouvons alors prouver que la fonction fx
tend vers f en norme L, pour tout p > 1.

Pour simplifier la preuve, nous supposerons que la fonction est uniformément LIPSCHITZ
a sur 21 et Q9 pour un a > 0 quelconque. Dans ce cas, il suffit d’appliquer le théoreme 8.11
a cette fonction. On obtient :

|f(@) = fa(@)| < Mih(X)™ + Mph(X) e MAS)/RE)

ce qui donne par intégration et 'inégalité triangulaire de MINKOWSKI

1/p
P 1 e
D

Le premier terme de droite M{h(X)“ tend vers 0 quand h(X) tend vers 0. Le deuxieéme
terme est majoré de la maniere suivante :

/ e MPd(@.9)/M(X) 4o < ({w d(z,9) < /—h(X)}) + m(D)eMP/V/A)
D

et tend donc aussi vers 0, parce que S est de mesure nulle.

Ainsi, la convergence peut étre obtenue pour des fonctions relativement peu régulieres
(qui ne sont pas nécessairement & variation bornées). La fonction caractéristique de l'in-
térieur du flocon de VON KOCH, par exemple, n’est pas a variations bornées, mais son
interpolant converge en norme L, vers elle. Pour reposer les yeux de lecteur fatigué par ces
démonstrations absconses, nous représentons cette fonction en figure 8.8.
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Fic. 8.8 — Fonction caractéristique du flocon de VON KoOCH. Comme la dimension de
HAUSDORFF du contour est strictement supérieure ¢ 1 (log4/log3 exactement), sa longueur
est infinie, et la fonction ne peut pas étre a variations bornées.

Exemples

L’algorithme décrit ci—dessus a été appliqué a des échantillons de la fonction réguliere
par morceaux suivante

f(z,y) = sin <3‘y — |z —0.3] - 0.4‘)

Les échantillons étaient au nombre de 10000 et ont été tirés aléatoirement. Le critere de
bon placement relatif en a conservé environ 800. Apres construction de I'interpolant en on-
delettes et troncature des coefficients d’ondelettes & un seuil de 1072, il reste 310 coefficients.
Les points de mesure sont représentés en figure 8.9, avec la fonction originale, la fonction
reconstituée, et la carte des erreurs. Les ondelettes sont des ondelettes de DESLAURIERS—
DuBuc triadiques dont les ondelettes duales ont 4 moments nuls.

Interpolation d’une surface discontinue
La fonction discontinue f définie par
F@1,22) = 1o, 1an<1,2) (1= 21 = 23) + 1o, 1a531,2) (23 — 1)

a été estimée sur la base de 10000 échantillons aléatoires placés dans le carré. L’ensemble
de points de mesure est représenté en Fig. 8.10. Les résultats consignés dans cette figure
montrent que l'interpolation a une précision qui dépend localement de la régularité de la
fonction, et qu’elle n’est pas perturbée par la présence de singularités.

8.6.1 Décroissance de I'erreur avec le nombre de points de mesure

Dans cet exemple, nous avons pris une fonction de régularité LIPSCHITZ o = 1/2 définie
par

f(z) =/|sin(4z — 1) pour x € [0,1]
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(d) Erreur et mesures conservées

Fic. 8.9 — Expérimentation numérique. Algorithme d’interpolation appliqué en dimension
2. En (a), les points de mesure aléatoires. En (b), la fonction originale. En (c) la fonction
apprise. En (d), les points de mesure conservés aprés troncature de larbre des coefficients
d’ondelette superposés avec la fonction d’erreur. On voit que les mesures conservées sont

situées pres des singularités.
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(a) Fonction originale (b) Ensemble de points de mesure
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(c) Fonction estimée (d) Carte d’erreur et mesures retenues

Fic. 8.10 — Interpolation d’une fonction discontinue. La principale différence que l’on peut
voir entre la fonction originale et la fonction interpolée se situe sur la singularité ot des
effets de GIBBS apparaissent dans la fonction estimée. On peut remarquer que les mesures
conservées sont concentrées autour de la singularité.
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L’algorithme a été testé sur des nombres croissants d’échantillons aléatoires tiré selon
une loi uniforme sur [0,1]. La norme L de l'erreur d’estimation est représentée en Fig.8.11.
D’apres les résultats énoncés ci-dessus, nous devons nous attendre a une décroissance en
h'/2. Comme par ailleurs la maille maximale h décroit proportionnellement & N—', on doit
finalement avoir une erreur qui décroit en N—1/2,

10

107
-2

10 ‘ : 0 : : : :
10" 10® 10° 10* 0 02 04 06 08 1
(a) Erreur L*° en fonction du nombre (b) Fonction d’origine et centres des onde-
d’échantillons lettes conservées

F1G. 8.11 — Approzimation d’une fonction LIPSCHITZ-1/2. Le graphe de gauche représente
la décroissance de l’erreur L en fonction du nombre d’échantillons. L’ordre de décroissance
est en N~Y/2. A droite, la graphe de la fonction originale et les centres d’ondelettes retenues
par lalgorithme apreés troncature.

Commentaires et perspectives

Dans cette section en forme de conclusion, nous rappelons quelles sont les propriétés clefs
de notre approche, et indiquons comment elle peut étre étendue a une estimation de fonction
sur la base de mesures bruitées.

8.7.1 Comparaison avec les autres méthodes

Par comparaison avec la régularisation, cette méthode permet a la fois d’obtenir un
systeme de contraintes linéaires bien conditionné, et d’obtenir un taux de convergence qui
dépend localement de la régularité de la fonction. Par comparaison avec les méthodes de
maillages adaptatifs [DGS99, DR93], cette méthode a une formulation générique indépen-
dante de la dimension d de ’espace de départ.
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Elle a en revanche 'inconvénient de ne pas prendre en compte certaines mesures. A un
prix peut-étre élevé, la régularisation n’en ignore aucune. Ceci motivera des approches un
peu différentes décrites dans le chapitre suivant.

8.7.2 Le cas des mesures bruitées

Nous pensons que cette approche peut étre étendue pour estimer des fonctions sur la
base de mesures bruitées :

(mnvyn = f(mn) + Gn)

ou les €, sont des réalisations indépendantes d'un bruit gaussien centré. X désigne la suite
(Zn,yn)n et € la suite des bruits de mesure (€, ).

L’estimation peut se faire de la maniere suivante: on effectue une allocation itérative
d’une suite de mesures (x,),=1..ny dans 'ensemble des coefficients d’ondelettes. On sélec-
tionne une sous-famille (x,, ), c; de mesures et une sous-famille d’ondelettes I’ par application
du critére de bon placement relatif. On ne parle plus d’ensemble de points de mesures, mais
de sous-famille, parce qu’on peut envisager d’avoir plusieurs mesures au méme point avec
des valeurs mesurées différentes.

La différence avec I'approche précédente consistera a utiliser toutes les contraintes inter-
polatrices (€,yn), avec 'ensemble réduit des ondelettes (¢;r)(jk)crr- On résoud le systeme
de régression

fxe= Z CikPjk

(4,k)el’
N
Z |fx.e(Zn) —yn* est minimum.
n=1

On note de maniere abrégée Agc = yo le systeme linéaire des contraintes

fre(®n) =yn pour n € J

et Asc = y; le systéme des contraintes linéaires supplémentaires (qui auraient été ignorées
dans la méthode ci-dessus)

fX,S(mn) = UYn pourn€J

Le systeme de régression consiste a minimiser la norme Lo de
A
0| ,_ Yo
As Ys

c=(AJ Ao+ ATA) " (Alyo + ATyy)

et le vecteur ¢ s’écrit

Les théoremes précédents nous garantissent que le sous-systeme carré A des contraintes
conservées par le critere de bon placement relatif est stable. Le systeme régressif total avec
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toutes les contraintes est donc a fortiori aussi inversible, puisque A Ag+ AT A, est la somme
de matrices respectivement définie positive et positive.

Une deuxieme phase de débruitage peut ensuite étre effectuée par troncature des coef-
ficients d’ondelettes obtenus (wavelet shrinkage). Il n’est sans doute pas idéal d’effectuer
cette troncature dans la base des ondelettes d’interpolation. Il faut dans ce cas trouver une
nouvelle représentation du signal dans une base par exemple orthogonale dans laquelle la re-
présentation de la fonction apprise reste compacte, et dans laquelle la matrice de covariance
du bruit de mesure sur les coefficients ¢ qui s’écrit

Ap

r:E<(AOTAO+AZAS)1 [ AT AT Je” { )

} (AT Ao + AZASV)
= (Ang + A;FAs)f1

est suffisamment proche d’une matrice diagonale.

8.7.3 Densité de points de mesure non uniforme

Jusque 1a, nous avons toujours supposé dans les différentes preuves de convergence que la
densité des points de mesure est uniforme. De la méme maniere que la vitesse de convergence
de Derreur locale dépend de la régularité locale de la fonction, on peut s’attendre a ce que
Perreur d’estimation locale dépende également de la maille maximale locale, comme par
exemple

1f (@) = fx(@)|| < MA(X,x)"
ol la maille maximale locale est par exemple

WX x) = inf |z" — '
(X.x) sup Jnf &7 —a'|
|z’ —x|<e

Nous ne disposons pour l'instant pas de formulation exacte d’un tel résultat, et donc encore
moins d’une preuve. Cependant, une expérimentation numérique suggere qu’une telle esti-
mation doit pouvoir étre produite. Nous avons pris 1000 réalisations (z,)n=1...1000 d'une
variable aléatoire non uniforme X sur [0,1]. Cette variable était définie par la formule
X = (Y +2Y?%)/3 ot Y est une variable uniforme. La densité de probabilité de X est
représentée dans la figure 8.12—a. Ces 1000 échantillons ont été utilisés pour estimer une
function de régularité LIPSCHITZ 1/2. La fonction (trait plein) et 'estimée (pointillé) sont
représentées dans la figure 8.12-b. L’erreur d’estimation correspondante est représentée en
figure 8.12—c. On voit que cette erreur est plus faible 1a ou la densité de points de mesures
est plus élevée.
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(c¢) Erreur d’estimation

F1G. 8.12 — Echantillonnage de densité non uniforme, et erreur associée
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Chapitre 9

Interpolation incrémentale.
Perspectives.

Résumé

Dans ce chapitre, nous décrivons une implémentation incrémentale de ’algorithme
décrit dans le chapitre précédent. De telles implémentations peuvent étre utiles dans
un cadre ou les mesures sont fournies au fur et & mesure au réseau, et celui-ci est
consulté régulierement. Dans un tel cas, le réglage et 'utilisation du réseau ne peuvent
étre pas étre faits successivement, et 'interpolation de la fonction doit étre raffinée
progressivement & mesure que les échantillons sont fournis.

Dans un deuxiéme temps, nous décrivons des variantes de ’algorithme ou le controle
de stabilité ne se fait plus par sélection de mesures qui vérifient le critére de bon
placement relatif. Ces variantes consistent pour la premiere a effectuer un contréle a
posteriori de la stabilité du systéme. La deuxiéeme est une sorte de régularisation locale.
L’objectif de ces variantes est d’éviter la sélection sévere de mesures effectuée par le
critére de bon placement relatif.

Implémentation incrémentale de I'algorithme d’interpo-
lation

L’interpolation que nous avons décrite dans le chapitre précédent peut étre menée de
maniere incrémentale. Pour cela, on doit tenir a jour I’ensemble des points de mesure, ’en-
semble des coefficients d’ondelettes, la matrice (creuse) du systéeme, et la matrice inverse
du systeme. L’algorithme d’allocation itératif est par construction incrémental. La mise a
jour du systeme des contraintes, de la matrice inverse du systeme et des coefficients d’onde-
lettes consiste a effectuer des modifications de faible rang de ces matrices. Ces modifications
peuvent étre réalisées avec la formule de SHERMAN—MORRISON.

Si nous supposons que cette approche incrémentale doit tourner en ligne, il faut introduire
un moyen de limiter la croissance du nombre de coefficients d’ondelettes dans la représenta-
tion de l'interpolant. Cela se fera en éliminant des coefficients dont la valeur absolue est dega
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d’un certain seuil, et la mesure associée. Nous voyons ici un intérét immédiat de ’existence
de l'algorithme d’allocation. Il fournit un choix raisonnable de contrainte & éliminer en méme
temps qu’un coefficient d’ondelette tronqué.

L’approche que nous proposons consiste a choisir une structure dans laquelle I’allocation
s’apparente a une descente d’arbre. Si une structure d’arbre n’est pas nécessaire pour ef-
fectuer une allocation et construire un interpolant, elle est cependant plus pratique a gérer
quand le sous-ensemble de coefficients est appelé a étre augmenté ou diminué.

9.1.1 Structure d’arbre

Afin d’avoir une structure d’arbre pour laquelle 'allocation s’apparente & une descente
d’arbre, nous avons dii utiliser a structure d’arbre triadique, avec des ondelettes d’interpo-
lation de DESLAURIERS—DUBUC triadiques (qui sont brievement décrites en Sec. B.6).

La raison pour laquelle nous utilisons une structure triadique est que les bassins d’attrac-
tion qui sont des cellules de VORONOT ! & une résolution donnée doivent étre inclus dans les
bassins des ondelettes de résolution plus grossiere. Ceci n’est pas le cas pour les ondelettes
d’interpolation dyadiques, comme c’est illustré en figure 9.1. Si en revanche nous utilisons
des ondelettes triadiques et la structure d’arbre correspondante, les bassins d’une résolution
j sont inclus dans les bassins de la résolution j — 1 et ’allocation consiste donc & effectuer
une descente d’arbre.

| 4 v A | | 4 4 w 3 A | | 4 ~ ~ w ~ ~ A |
> o o o o o ¢
b el o (o} <
b o O, o o o C
) [ ] (| ) o [ J o (| Do o ol ofd
> o o o o o C
2 o o 0 <
b o o o o o «
[ 3 - a [ 3 ~ - ~ a [ 3 ~ ~ - ~ ~ a
Bassins pour Vj Bassins pour V7, dyadique Bassins pour Vi, triadique

F1G. 9.1 — Pourquoi utiliser une structure d’arbre triadique. Ceci est illustré dans les trois
graphes ci-dessus. A gauche, on voit les cellules de VORONOI a la résolution j = 0. Dans le
cas dyadique, les cellules de VORONOI ne sont pas incluses dans celle de résolution j = 0
(figure du milieu), tandis que dans le cas triadique, elle le sont (figure de droite).

La structure d’arbre est donc la suivante. Les racines de ’arbre sont les ondelettes de
résolution j = 0 et d’indice de translation k € {0,1}%. Ensuite, chaque ondelette d’indices j
et k a les filles suivantes:

(¢j+1,3k+€)56{—17071}d

a condition que les centres correspondants soient encore dans le domaine [0,1].

1. Un diagramme de VORONOI d’un ensemble discret X de points @ est un ensemble de cellules de VORONOT
B(a) définies par B(x) = {y € R? : |z — y| < |2/ — y|, V&' € X — {x}}.
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Cette structure d’arbre contient toutes les ondelettes ¢;x, ce qui inclut celles pour les-
quelles j > 0 et k € 3Z%. Nous rappelons qu'une base est constituée de la maniére suivante

B={dju: |kl <3,j=00u (j>0etkg3z}

Nous rendons donc les ondelettes qui ne sont pas dans la base (celles pour lesquelles j > 0
et k € 3Z%) silencieuses, c’est & dire que leur coefficient doit rester nul. Elles ont cependant
une utilité pour maintenir la structure de ’arbre.

Dans ce cas, 'algorithme d’allocation itérative décrit en section 8.3.2 se fait en descente
d’arbre a un détail pres. Si une mesure tombe dans le bassin d’une ondelette silencieuse
(j,k), elle soit étre passée & Pondelette non silencieuse la plus proche, d’indices (j,k + €) ol
ec{-1,0,1}%et |€]s = 1.

9.1.2 Calculs de mise & jour des matrices

Comme cela est par exemple exprimé dans la formule de SHERMAN—MORRISON, des
changements dans la matrice A~! causés par des variations de faible rang de A peuvent
étre calculées avec peu d’opérations. Résoudre le systeme linéaire des contraintes de maniere
incrémentale consiste & stocker constamment la matrice A, la matrice A™!, le vecteur des
mesures ¥y et le vecteur des coefficients c. Pour résoudre le systéme des contraintes

Ac=y

nous avons envisager deux types de modifications
— l'ajout d’une contrainte d’interpolation et d’une ondelette,
— l'opération inverse : I’élimination d’une contrainte et d’une ondelette.

Ajout d’'une ondelette et d’'une mesure Si nous ajoutons une ondelette 1, et une
mesure & de telle maniére que I et X’ sont respectivement remplacés par I U {(j,k)} et
X’ U {x}, les mises & jour de matrices sont les suivantes
AV
A [ 4y }
out V est le vecteur des coefficients 1,5/ (z) pour (j',k") € I, L est la ligne de coefficients
Yik(x') pour ' € X', et 6 = ;i (x).
En posant o = LA™V, A~! est alors mise & jour par une formule similaire & celle de
SHERMAN—MORRISON :

-1 -1, A7'vrpa—! ATy

{A V} R o ] (9.1)
L 0 _ LA™ 1
0—a 0—a

Le vecteur c¢ est aussi mis a jour avec la formule suivante :

1 o
c+A V(LA —vy)
c— e
y — Lc
e
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Dans ce dernier calcul, le plus grand nombre d’opérations provient de la multiplication
A~ x V. On pourrait se demander s’il n’est pas plus simple de recalculer directement ¢ par
le produit A~'y avec les matrices A™! et y. La différence est que le vecteur y n’a pas de
raison d’étre creux, alors qu’en général, V l'est.

Refrait d’'une ondelette et d’une mesure Les calculs sont similaires dans le cas du
retrait d’'une mesure et d’une ondelette.
Supposons que l'inverse de la matrice

AU
=70

7]

et que 'on retire la contrainte correspondant a la derniere ligne et ’ondelette correspondant
a la derniere colonne. La nouvelle matrice du systéme sera donc simplement A’, c’est & dire
que la mise & jour de A s’écrit

est connu et vaut

A—A

On peut alors extraire A’~! & I’aide des relations suivantes

A-lyrpaA-1
B = A7ty T
+ 0 — «
AU
vV = —
0—«
LA!
K = -
0 — «
1
T pr—
0 — «
On obtient
VK
Al_lzB—T (92)

La mise a jour du vecteur des coeflicients c se fait aussi par une formule de ce genre. Si
on suppose que c s’écrit

ou c¢; € R et y s’écrit
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le vecteur y sera simplement remplacé par y’. Le vecteur ¢ devra subir le calcul de mise &
jour suivant :

, Vv
ce—cCc — —
-

Nous pouvons prouver que la matrice A and son inverse tronquée sont creuses, de méme
que les vecteurs de mise & jour. On peut considérer que toutes les lignes et presque toutes
les colonnes de la matrice du systéme A ont de Pordre de O(jmax) coeflicients non nuls,
ainsi que pour A~!. Si nous nous placons dans le cas oii les points de mesure sont placés
régulierement alors j est le logarithme du nombre N de points de mesure, et la complexité
d'une itération est alors O(log N)?, ce qui est un ordre de grandeur d’une implémentation
en temps réel.

Controle a posteriori de la stabilité

L’inconvénient principal de la méthode décrite dans la section précédente est qu’elle
élimine généreusement toutes les contraintes qui ne peuvent pas étre prises en compte, parce
que le critére de bon placement relatif ne peut pas garantir qu’en les intégrant dans le
systeme et en ajoutant ’ondelette associée, on obtienne encore une matrice inversible.

Une deuxieme approche consiste a effectuer un controle de stabilité basé non plus sur le
critere géométrique relativement restrictif de « bon placement relatif », mais sur la norme
estimée a posteriori de la matrice inverse du systeme.

La norme que nous pouvons chercher & controler est la norme opératorielle dans L(£>°,£>)
de la matrice inverse du systéme. Pour une matrice B donnée de terme général (b;;), cette
norme opératorielle s’écrit

HB||L(e°C,é°°) = SUPZ |bij|
L

L’itération de base consiste a garder une copie originale des variables courantes y, ¢, A et
A~1, a faire les calculs (en moyenne courts) qui consistent & prendre en compte une nouvelle
mesure et a une utiliser une nouvelle ondelette obtenue par le schéma d’allocation. Deux cas
peuvent se produire

— soit la norme de la matrice A~! reste acceptable, et alors la mesure est retenue. Les

modifications provisoires effectuées sur z, ¢, A et A~! sont validées.

— soit la norme de la matrice A~! dépasse un certain seuil, et alors la mesure n’est pas

retenue. Toutes les modifications effectuées sur z, ¢, A et A~! sont annulées.

Il est beaucoup plus difficile pour une telle approche de fournir une preuve de conver-
gence, car la changement de conditionnement de la matrice A n’est pas seulement di au fait
que la derniére mesure ajoutée soit mal placée, mais peut tres bien étre di a une accumu-
lation d’instabilités dont la cause est diluée parmi les mesures précédentes. Ce qui plaide en
faveur d’une telle approche, c’est que ’algorithme d’allocation a tendance a progressivement
rapprocher les points de mesures des centres des ondelettes, et & ainsi améliorer progressi-
vement le conditionnement de la matrice du systeme, et que nous pouvons raisonnablement
penser que le systéme ne restera pas bloqué dans une situation ou il refuse définitivement
de prendre en compte une nouvelle mesure.
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9.2.1 Vue d’ensemble

Le schéma de principe de ’algorithme par contréle a posteriori de la stabilité est le
suivant. Pour chaque mesure, I’allocation nous fournit une ondelette a ajouter au dévelop-
pement de la fonction. Un premier calcul est fait pour mesurer la modification causée sur
la matrice inverse du systeme A~'. Si la nouvelle matrice inverse a une norme qui dépasse
une borne donnée, la nouvelle paire mesure/ondelette est rejetée. Un schéma de principe de
cette approche est donné dans la figure. 9.2.

nouvelle mesure .
———————» Allocation

Mesure et ondglette proposée

Mise a jour

inverse instable inverse stable
-« L
mise a jour annulée mise a jour enregistrée

F1G. 9.2 — Schéma de principe du contréle a posteriori

9.2.2 Remplacement de mesures

Si la nouvelle paire mesure/ondelette est rejetée, nous essayons alors de remplacer une
mesure déja prise en compte par cette nouvelle mesure, pour voir si ceci améliorera la stabilité
du systeme. Si tel est le cas, la nouvelle mesure est conservée, tandis que la mesure ancienne
est éliminée. Aucune ondelette n’est ajoutée dans la représentation de la fonction.

9.2.3 Controle de croissance

La croissance de 'arbre d’ondelettes ainsi construit est contrélée en parcourant les coef-
ficients de plus fine échelle (qui sont modifiés). A chaque fois qu'un coefficient est en deca
d’un seuil de troncature fixé, le coefficient et ’ondelette correspondante sont retirés.

La troncature des coefficients d’ondelettes est considérée comme un moyen efficace de
réaliser un débruitage d’'un signal bruité de taille fixe. Dans notre cas, des expérimenta-
tion numériques nous laissent penser que 'utilisation de grands seuils de troncature pour
débruiter des mesures ne marche pas quand l'interpolation est réalisée en ligne. Une rai-
son théorique est donnée par les résultats de DONOHO: le seuil optimal est proportionnel
a écart-type du bruit et augmente avec le nombre N de coefficients bruités. Dans le cas
de l'interpolation en ligne telle que nous la faisons, le nombre d’échantillons est potentielle-
ment infini, et ce procédé semble sélectionner les mesures ou les réalisations du bruit sont
exceptionnellement importantes.
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Choix du seuil pour le contrdle de stabilité

Au vu des résultats de stabilité obtenus dans le chapitre précédent, la norme de la matrice
A=t est de ordre de O(jmax) Ol jmax est la plus grande résolution qui apparait dans la sous-
famille d’ondelettes sélectionnée. C’est donc dans cet ordre de grandeur qu’il faut choisir le
seuil auquel on compare la norme mesurée de la matrice inverse du systeme.

Comme le controle de la norme opératorielle est effectué sur la matrice A~! dans la base
d’ondelettes normales (et non pas la matrice inverse dans la base d’ondelettes relocalisées,
voir Sec. 8.5.2), le contréle de I’erreur sera plus faible. La norme de la matrice A~! dans
la base d’ondelettes relocalisées ;i sera donc au mieux majorée par un terme de la forme
Mjrznax‘

Supposons par exemple que nous ayons suffisamment de mesures pour avoir sélectionné
tous les coefficients jusqu’a une résolution j donnée (et aucun en dela de la résolution jmax),
on aura d’une maniere similaire a ce qui est montré dans le théoreme 8.9, la majoration
d’erreur?

—ai -2
||f - fX”OO < M3 a]]max
a comparer avec la majoration obtenue dans le théoreme 8.9 qui était
If = falloo < M3~

La borne obtenue suppose tout d’abord qu’il faille controler les plus fines résolutions
représentées jmax- Par ailleurs, comme jy.x = j, le taux de décroissance que 'on pourra
assurer sera légerement plus faible dans la méthode décrite au chapitre précédent. Pour
que l'erreur d’estimation tende vers 0, il faudra donc que la fonction a apprendre soit de
régularité LIPSCHITZ—« pour un « > 0, alors qu’il suffisait auparavant que la fonction soit
seulement continue.

Nous pourrons donc montrer un résultat de convergence conditionnelle. Si nous pouvons
placer des mesure dans ’arbre des ondelettes jusqu’a un niveau j sans dégrader la norme de la
matrice inverse du systeéme, ni placer des mesures a des échelles j,.x excessivement grandes,
nous pourrons garantir que l'estimée est arbitrairement proche de la fonction originale,
pourvu que son degré de régularité LIPSCHITZ soit strictement positif.

Régularisation partielle

Il faut remarquer que méme sous cette forme, 'algorithme repose sur une élimination
partielle de mesures et d’ondelettes effectuée afin de conserver la stabilité du systeme d’in-
terpolation. Nous nous sommes également lancés dans ’étude d’une autre approche dite de
régularisation partielle, dont 'objet est de proposer une estimation qui ne rejette aucune
mesure.

Revenons au systéeme de controle de stabilité a posteriori décrit ci-dessus. Quand le
schéma d’allocation soumet une nouvelle paire ondelette/mesure, le controle de stabilité a

2. Les puissances de 2 qui sont dans le théoréme 8.9 ont été remplacées par des puissances de 3, puisque
nous énongons ici le résultat pour des ondelettes triadiques.
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posteriori garde la mesure si la nouvelle matrice inverse du systeme a une norme dans des
limites acceptables, et la rejette sinon.

L’alternative que nous avons envisagée et mise en ceuvre consiste a ajouter des ondelettes
supplémentaires dites de régularisation, et dont les centres sont placés autour du nouveau
point de mesure, pour effectuer une séparation du nouveau point de mesure par rapport
aux autres et ainsi pouvoir conserver la nouvelle mesure. Comme nous obtenons alors un
systeme linéaire avec davantage d’inconnues que de contraintes, nous pouvons rechercher
une solution aux moindres carrés, c¢’est a dire résoudre le probléeme

min {[|c|z : [ Ao Ar Jc=y}

ol Ay est la sous-matrice du systéme des contraintes qui correspond aux ondelettes sélection-
nées par allocation, et A, est la sous-matrice qui correspond aux ondelettes de régularisation.
On note

A=[ 4 4]

Pour des raisons proches de celles qui imposent le choix de normes de SOBOLEV dans
les méthodes de régularisation, le choix de la métrique hilbertienne ||.|py définie sur les
ensembles de coeflicients a une influence cruciale sur la forme de la solution ainsi obtenue.

Nous avons envisagé de construire cette métrique de maniere adaptative. Pour chaque
coefficient d’ondelette ¢ auquel est alloué une mesure, nous posons 7y, = 1. Pour les autres
coefficients (coefficients de régularisation), nous attribuons un poids? Vik = 3_do"yj,1}k/ si
I'ondelette ¢ est une fille de ¢;_1x. La métrique hilbertienne choisie sur les coefficients
d’ondelettes est alors:

2 NGk
lellz =D =%
ik ik

Cette approche peut également étre implémentée sous une forme incrémentale. Si on note
I' la matrice diagonale de coefficients

1
LGk gy = 0557 Okkr —5—
Vik

la solution du systeme régularisé s’écrit alors
c=T1AT (AT147) 'y

L’introduction de la matrice I' n’augmente pas considérablement la complexité de cette
approche, car elle est diagonale. En revanche, nous résolvons maintenant un systeme aux
moindres carrés dans un cadre incrémental, et il faut tenir a jour en mémoire les matrices

A, AT7'AT et son inverse (AF_lAT)_l.

3. Comme toujours, cette formule vaut pour des ondelettes triadiques.
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37k

Fic. 9.3 — Ezemple d’arbre avec deur catégories d’ondelettes. Les disques désignent des
coefficients d’ondelettes. Les ondelettes sur fond gris sont celles auxquelles correspondent
des points de mesures; leur poids ;i est toujours égal a 1. Les ondelettes sur fond blanc
sont les ondelettes de régularisation; leur poids est au plus 3~% fois celui de l'ondelette
parente. On rappelle que les cercles vides correspondent auzx ondelettes silencieuses, dont le
coefficient est toujours nul.

9.3.1 Expériences numériques et perspectives

Les deux approches de sélection a posteriori et de régularisation locale ont été implé-
mentées. Dans la premiere, le controle de stabilité a été implémenté sous une forme faible.
Au lieu d’estimer explicitement la norme opératorielle de la nouvelle matrice A~*, nous
avons basé le test de stabilité sur le seul parametre § — o qui apparait dans la formule de
mise & jour (9.1). En n’acceptant que des paires ondelette/mesure pour lesquelles le terme
|0 — | obtenu est supérieur & un seuil fixé, on peut majorer la norme de la matrice A=! et
s’assurer qu’elle est toujours inversible. Malheureusement, la borne que ’on obtient sur la
norme de A~! est un suite divergente en fonction du nombre de points de mesure. Ce type
de controle de stabilité est moins cotiteux que celui qui consiste a estimer explicitement la
norme opératorielle de la matrice A~!, mais ne se révele pas tres efficace.

Ces implémentations ont été testées pour estimer une fonction dans un cas ou 'approche
du chapitre 8 aurait échoué, parce qu’elle présuppose que les points de mesure remplissent
asymptotiquement tout le domaine considéré. Les points de mesure sont ici 200 points tirés
au hasard sur un méme cercle. Dans les deux cas, le profil de fonction obtenu est proche de
la fonction a apprendre, mais des instabilités finissent par apparaitre, d’autant plus que le
nombre d’échantillons est important. Les résultats sont consignés dans la figure 9.4.

Ces résultats montrent que 'on peut espérer se libérer des contraintes fortes sur I'en-
semble des points de mesure qui sont imposées par le critere de bon placement relatif. En
revanche, la stabilité offerte par ces méthodes est encore loin d’étre satisfaisante. En té-
moigne un deuxiéme couple d’essais numériques effectués en dimension 1 sur une fonction
réguliere par morceaux. La fonction est

f(z) =z +5sinbx x 15519

Le produit de 'approximation par sélection des mesures par application du critere de
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(a) Points de mesure

(c) Fonction estimée (d) Carte d’erreur et centres d’ondelettes

F1G. 9.4 — Apprentissage d’une fonction sur une sous-variété: un cercle. En (a), les points
de mesure. En (b), la fonction originale. En (c), la fonction estimée et en (d), la carte
d’erreurs et les centres des ondelettes retenues pour représenter la fonction.
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bon placement relatif et le produit de I'approximation par régularisation locale sont consi-
gnés dans la figure 9.5. La méthode de régularisation locale ne fournit pas des résultats
satisfaisants par comparaison avec la méthode BPR. Le résultat avec notre implémentation
de contréle a posteriori de la stabilité n’est pas meilleur.

"o 1 0 1

Fic. 9.5 — Approximation d’une fonction réguliére par morceaux sur 200 échantillons aléa-
toires. A gauche, l'approximation par la méthode BPR et a droite la régularisation locale.

Pour la premiere approche, la raison des instabilités vient d’étre indiquée: la stabilité
de la matrice A~! n’est pas controlée uniformément au cours du temps, mais seulement par
une borne croissante. L’implémentation par controle a posteriori de la stabilité ne peut se
faire de maniere stable qu’en mesurant effectivement apres insertion d’une nouvelle paire
ondelette/mesure dans le systéme la nouvelle norme opératorielle de la matrice inverse du
systeme. Cette estimation peut se faire sous une forme incrémentale.

Pour I'approche de régularisation locale, on peut proposer ’analyse heuristique suivante.
Cette approche se trouve & mi-chemin entre une régularisation complete (pour laquelle la
décroissance des poids v, le long des échelles serait la méme pour tous les poids v, = 3—ad),
et une forme a priori instable de I’algorithme décrit au chapitre précédent, que I’on obtient
en retirant simplement les ondelettes de régularisation du développement de la fonction fy :

fx= Z CikPjk

Vie=1
pour revenir a un systeme linéaire carré:
Aoco =y

Si en revanche, lattribution de poids égaux a 1 n’est faite que pour des coefficients
sélectionnés suivant un critere de stabilité géométrique (le bon placement relatif) ou a pos-
teriori pour le sous-systeéme correspondant Agcy = y, on peut espérer obtenir un systéme
aux moindres carrés stable. Ce systeme pourra étre analysé comme un raffinement en ré-
gularisation d’une approximation en ondelettes. Nous voyons qu’ainsi, le développement de
cette approche de régularisation locale va bénéficier du développement des deux premieres
méthodes.
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L’avantage qui est recherché dans cette régularisation partielle est principalement de
limiter la croissance du conditionnement de la matrice de collocation, en ne faisant pas de
régularisation pour les coefficients d’ondelettes qui apparaissent dans un sous-systeme carré
de contraintes d’interpolation et d’ondelettes qui est stable, mais seulement pour le reste des
coefficients.
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Annexe B

Ondelettes d’interpolation

Résumé

La littérature sur les ondelettes abonde de familles d’ondelettes et d’analyses multi-
résolutions aux propriétés diverses, soit orthogonales, soit biorthogonales, symétriques
avec plus ou moins de degrés de régularité et de moments nuls. Une classe sur laquelle
nous allons nous arréter est celle des analyses multi-résolutions d’interpolation. Nous
montrons brieévement que les outils d’interpolation classiques peuvent étre intégrés dans
un cadre d’analyse a plusieurs échelles. Dans de cadre, les travaux effectués par DEs-
LAURIERS et DUBUC au début des années 1980 jouent un roéle central.

Le terme d’ondelette d’interpolation peut préter a confusion. Dans une base d’ondelettes
dite d’interpolation, ce n’est pas a proprement parler 'ondelette qui est une fonction d’in-
terpolation, mais la fonction d’échelle.

Fonctions d’échelle d’interpolation

Une fonction d’échelle d’interpolation est donc une fonction ¢ qui est également un fonc-
tion d’interpolation au sens classique du terme, & savoir qu’elle vérifie la propriété suivante :

o(k) =0 sikeZethk#0
1

et est au moins continue.
Si la fonction ¢ est construite a partir d’'une analyse multi-résolutions et s’écrit comme
convolution infinie de peignes de DIRAC:

+o00 w
o) = [T mo (57)
k=1
la condition que cela impose sur le filtre mq s’écrit :

mo(w) + mo(w+7) =1 YweR
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De nombreuses familles de fonctions d’interpolation sont connues (fonctions Spline, fonc-
tions d’interpolation de DESLAURIERS—DUBUC). On sait depuis les résultats énoncés par
F1x et STRANG qu’une fonction d’interpolation de support compact fixée ne peut pas avoir
un ordre d’approximation arbitrairement grand.

Ondelettes d’interpolation

Ces propriétés qui portent sur les fonctions d’échelle n’ont pas d’extension naturelle sur
les ondelettes, ce qui n’est pas le cas de la construction des ondelettes orthogonales. Aussi, a
défaut d’autre choix, certains auteurs (CHUL..) on proposé de choisir des espaces d’ondelettes
W; supplémentaires orthogonaux de V; dans V1, c’est-a-dire

Wj=Via NV

Nous suivrons pour notre part l'approche proposée par DONOHO, qui s’inspire de
I’exemple de la base de SCHAUDER pour choisir tout simplement I’ondelette

P(z) = ¢(20 —1)

La normalisation des fonctions contractées et translatées se faisant en norme L., on
note ¢;x(t) = ¢(27t — k), et les bases construites par DONOHO sont alors

By ={¢jr:j=4JetkeZoubien j > J et k impair}

L’avantage de ce choix va apparaitre tres vite: les fonctions d’échelles duales sont des
masses de DIRAC, et les ondelettes duales des sommes discretes de masses de DIRAC. Nous
ne le prouverons pas ici, car la preuve est technique et sans grande difficulté. Nous nous
contenterons d’exhiber un argument qui étaye ce résultat, et qui repose sur le calcul des
filtres duaux. Le filtre « passe—haut » associé au choix d’ondelette de DONOHO est :

1

mi(w) = 56_

W

La matrice de transfert correspondante est alors:

mo(w)  mo(w + )

M(w) = e—zw/2 _e—iw/2

Comme le filtre mg est un filtre d’interpolation, le déterminant de M (w) a une forme
extrémement simple:

1 .
det M(w) = —56_“"

On en déduit la forme de la matrice de transfert duale M(w) = M (w)~7T:

~ 1 1

M(w) = 2mo(w + ﬂ_)e—iw Qmo(w)e—i(w—i-‘rr)
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On peut en déduire les ondelettes duales

50 = o(0)
30 = S0 ol (1 1)

Ondelettes de DESLAURIERS-DUBUC

Les fonctions d’échelle de DESLAURIERS—DUBUC sont des fonctions d’interpolation qui
vérifient une équation de raffinement dyadique et qui réalisent un optimum entre taille
de support et nombre de moments nuls de 'ondelette duale, a I'instar des ondelettes de
DAUBECHIES.

Plus précisément, pour un nombre de moments nuls pair 2p fixé, il existe un seul filtre
myg de taille de support inférieure ou égale a 4p — 1 qui soit un filtre d’interpolation. Ceci
se prouve en considérant le systéeme linéaire des contraintes associé, qui se trouve étre un
déterminant de VAN DER MONDE. Ces filtres et les fonctions d’échelles correspondantes sont
dits de DESLAURIERS—DUBUC, car ils ont été exhibés pour la premiere fois par DESLAURIERS
et DuBUC dans leur schéma d’interpolation dyadique itératif (basé sur une interpolation de
LAGRANCE glissante). Des fonctions d’échelles pour différents parametres p sont représentées
en Fig. B.1.

FiG. B.1 — Quelques fonctions d’échelle de DESLAURIERS—DUBUC, tracées sur leur support
uniquement.

On peut vérifier que la fonction d’auto-corrélation

O(t) = /Rgzﬁ(um(u + t)du

d’une fonction d’échelle orthogonale ¢ est une fonction d’échelle d’interpolation. On peut
vérifier qu’en prenant 1’auto-corrélation d’une fonction d’échelle de DAUBECHIES, on obtient
une fonction de DESLAURIERS-DUBUC.

Contrairement aux coefficients de filtres de DAUBECHIES, les coefficients de filtres de
DESLAURIERS—-DUBUC ont une formule explicite, et sont rationnels. Pour un parametre pair
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donné p, les coefficients du filtre mg sont les suivants:

molk] =0 si |k| = 2p
mo[2k] =0 sik#0
1

_ (=D (2p)*
mol @k = D = S e B+ k- Dk 1) pour k< p

Ondelettes sur I'intervalle

Le domaine d’analyse d’un signal est tres souvent borné, parce que ce signal a analyser
n’est qu’un trongon d’un signal de support infini. Les constructions de représentations sur
des domaines bornés de bases d’ondelettes se font traditionnellement de deux manieres dif-
férentes: la périodisation ou la construction de bases d’ondelettes sur I'intervalle avec des
ondelettes de bords.

B.4.1 Périodisation
La périodisation d’une fonction définie sur R est une fonction définie sur R/NZ.
P Li(R) - Li(R/NZ)
frole= Y7 )

y=z(N)

x=k/2

Fi1G. B.2 — Décomposition en ondelettes périodisées d’une fonction définie sur un intervalle.
On voit que le non prolongement périodique est percu comme une singularité en termes
de décroissance des coefficients d’ondelettes, et mous voyons ainsi un cone de coefficients
important prés du bord.

Par périodisation de vecteurs suffisamment décroissants d’une base orthogonale de Lo (R),
on obtient un ensemble de vecteurs qui constitue une base orthonormale de Lo(R/NZ).
Le vice caché de cette construction est qu'une fonction réguliere sur [0,N] ne sera pergue
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comme réguliere (en terme de décroissance asymptotique des coefficients d’ondelettes de la
base périodisée) que si la fonction est réguliere en tant que fonction définie sur R/NZ, ce
qui signifie qu’elle doit vérifier des conditions de prolongement périodique

f(0) = F(N)
£1(0) = f'(N)

F0(0) = FHW)

Ceci est illustré dans la figure B.2.

B.4.2 Ondelettes de bords et bases de fonctions sur I'intervalle

COHEN, DAUBECHIES, JAWERTH et VIAL ont proposé une deuxiéme construction de
bases d’ondelettes orthogonales qui peuvent étre considérées comme des véritables bases
de Lo([0,N]). Avec ces bases, toute fonction réguliere sur [0,N] a des coefficients d’onde-
lettes qui décroissent vite, c’est—a—dire qu’il n’est plus nécessaire d’imposer des conditions
de prolongement périodique. Une décomposition correspondante d’une fonction est donnée
en Fig. B.3.

A A
o e @ - - - - . .
Y J
e | @\ ¢
. . [
° [ ]
x=k/2 i

FiGc. B.3 — Décomposition d’une fonction en ondelettes construites sur l'intervalle. On voit
par comparaison avec la figure B.2 que cette fois, le fait que la fonction ne soit pas contini-
ment prolongeable périodiquement n’est pas percu comme une singularité par les coefficients
d’ondelettes.

Cette construction repose sur la construction d’ondelettes de bords qui sont des combinai-
sons linéaires d’ondelettes tronquées. Ces ondelettes sont toujours parfaitement localisées,
c’est-a—dire que des ondelettes de fines échelles ne peuvent jamais avoir un support qui
touche les deux extrémités de lintervalle [0,N]. Cette construction est plus satisfaisante
dans la mesure ou différence de valeurs ou de dérivées entre 0 ou en N ne sont pas percues
comme une singularité de la fonction. Elle a en revanche le défaut d’étre plus complexe, en
faisant intervenir une famille de filtres de bord. De plus, ce schéma repose explicitement sur
le fait que les ondelettes de Lo (R) dont on part sont des ondelettes de DAUBECHIES, et n’est
pas généralisable simplement.
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B.4.3 Ondelettes d’interpolation sur I'intervalle

Pour les ondelettes d’interpolation, DONOHO a suggéré de suivre cette méme voie. Nous
en emprunterons une autre, plus simple et plus intuitive, qui s’appuie sur la construction
qui a originalement été proposée par DESLAURIERS et DUBUC.

Retour sur le schéma de DESLAURIERS ef DuBuC

Leur schéma de raffinement est le suivant. Si une fonction f est connue sur une grille
réguliére (par exemple Z), on construit une estimation sur une grille deux fois plus fine 1/27Z
par interpolation de LAGRANGE glissante. En chaque point entier, la valeur de 1’estimation
est inchangée. En chaque point demi-entier k + 1/2, on note Ilj; ;1] le polynéme d’inter-
polation de LAGRANGE de degré 2p — 1 qui coincide avec f sur les points k —p+1,....k et
k+1,...,k+ p. On pose alors

f(k+1/2) = Hpg gyay (k +1/2)

I,
;0 o
(@]
O o o
~2-10 1 2 -2-10 1 2 -2-10 1 2
Calcul de f(—3) Calcul de f(1) f estimée sur 17

Fic. B.4 — Schéma de raffinement dyadique de DESLAURIERS—DUBUC. Les points noirs
désignent les valeurs de f sur la grille entiére, et les points blancs les valeurs interpolées
de la grille demi—entiére. Deuz polynomes de LAGRANGE sont également tracés. Dans cet
exemple, leur degré est 3. Les deux images de gauches indiquent comment sont calculées
f(=1/2) et f(1/2), tandis que l’image de droite montre les valeurs de f sur la grille demi-
entiere.

Un exemple est représenté sur la figure B.4. Ce schéma peut étre itéré indéfiniment pour
obtenir une définition de f sur I'ensemble D de tous les rationnels de la forme k/27. On peut
montrer que si la suite originale (f(k))rez est uniformément continue (i.e. (f(k)—f(k+1))kez
est bornée), alors I'interpolée de f définie sur D est également uniformément continue, et
peut donc étre prolongée par continuité sur R tout entier'.

Le processus d’interpolation dyadique est linéaire, et les valeurs intermédiaires s’ob-
tiennent par filtrage:

flk+1/2) = mo[2l + 1] f(k — 1)

leZ

1. En fait, comme les ondelettes sont & support compact, 'hypothése de continuité uniforme sur la suite
(f(k))kez n’est pas nécessaire. Dans ce cas, la fonction interpolée peut étre prolongée en fonction continue
sur R.
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ol my est le filtre de DESLAURIERS—DUBUC mentionné ci—dessus.
Ainsi, pour construire une fonction d’échelle ¢;x, on peut partir de la grille Z/27 sur
laquelle on définit les valeurs de ¢, par:

l 0 sik#1
Oip| == | = .
29 1 sik=1
On étend ensuite la définition de ¢, sur D tout entier en itérant le schéma d’interpolation

dyadique, puis sur R tout entier par densité. La définition d’ondelette dans ces termes ne
pose pas de probleme. On définit ¥ = @41 2k+1-

Adaptation a l'intervalle

C’est cette construction que nous pouvons étendre a l'intervalle. Le seul probleme que
nous avons a résoudre dans ce cas est de définir le schéma d’interpolation dyadique pres du
bord. Si nous partons d’une grille entiére restreinte & I'intervalle [0,N], et si les polynémes de
LAGRANGE sont de degré 3, le schéma de raffinement de DESLAURIERS—DUBUC ne peut pas
étre utilisé tel quel pour estimer la valeur en %, car le polynoéme devrait étre construit sur la
base des valeurs de f en —1, 0, 1 et 2, mais la fonction f n’est connue que dans {0,...,N}.
On contourne cette difficulté en utilisant un polynéme de LAGRANGE décentré, c’est—a—dire
que f(1/2) est estimé avec le polynéme IIj;,5. On voit donc que le méme polynéme sert a
estimer f(1/2) et f(3/2).

Fic. B.5 — Schéma d’interpolation décentré. Le méme polynome lj1.5) sert a estimer les
valeurs interpolées f(3/2) et f(1/2).

D’une maniere générale, pour un ordre d’interpolation pair 2p quelconque, on peut adap-
ter le schéma de DESLAURIERS et DUBUC a l'intervalle. Ceci fait intervenir p — 1 filtres de
bord en plus du filtre de DESLAURIERS-DUBUC classique. On peut montrer que les fonc-
tions d’échelles ainsi construites ont au moins la méme régularité que celles définies sur la
droite réelle toute entiere. A chaque échelle j, on a 2p fonctions d’échelle de bord & chaque
extrémité de 'intervalle:

?k pour 0 < k < 2p & gauche

?k pour N2/ —2p < k < N27, & droite
¢ pour 2p < k < N2 — 2p, de forme inchangée
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Les ondelettes de bord gbgk et (b?k remplacent des ondelettes ¢;;, dont le support ne serait
pas inclus dans [0,N].

Les espaces d’échelles V; sur l'intervalle sont donc engendrés par les N 27 + 1 fonc-
tions d’échelle ainsi construites. Un espace de détails W; est encore construit par sous-
échantillonnage de I'espace d’échelle Vj1, en sélectionnant les ondelettes de la forme qbg 1k
@jt1,k €t ¢?+1,k d’indice k impair.

Remarques

— Il faut remarquer que la dimension naturelle d’un espace d’échelle V; n’est plus un
multiple de 27 comme dans le cas orthogonal, mais « multiple de 27 plus 1 ».

— La régularité des fonctions d’échelles et des ondelettes ainsi construites est au moins
€gale a celles des ondelettes construites sur la droite réelle entiere. La raison est qu’a
Uintérieur de lintervalle [0,N], ces fonctions coincident avec des combinaisons linéaires
finies d’ondelettes de la droite réelle, et que pres des bords, elles sont polynomiales.
Plus précisément, des ondelettes de [’intervalle ¢§k ou gb?k sont polynomiales sur res-
pectivement [0,277] et [N — 277 NJ.

Autres constructions

Ce genre de constructions a un défaut partagé avec les ondelettes orthogonales sur 'in-
tervalle de COHEN, DAUBECHIES, JAWERTH et VIAL. Les ondelettes de bord ont un rebond
(overshoot) de plus en plus important quand le parametre qui régit 'ordre d’approximation
devient de plus en plus élevé (alors que les ondelettes définies sur tout 'intervalle ont une
valeur absolue bornée par 1).

Ainsi,

— pour p = 2, max |¢f ;| > 1.04

~ pour p = 3, max|¢f | > 1.25

~ pour p = 6, max|[¢] 3| > 6.8

— pour p = 12, max |¢f 5| > 665

Une parade que 'on peut imaginer est de prendre des filtres de bord d’ordre inférieur,
mais alors la décroissance des coefficients d’ondelettes en sera affectée le long du bord.

Il existe un autre cas dans lequel il peut étre utile de réduire localement la taille des
filtres : quand ’échelle est tres grossiére (relativement a la taille de I'intervalle). Si I'intervalle
considéré est [0,1], la grille entiére correspondante ne contient que deux nceuds. Il n’est
évidemment pas possible de faire une interpolation de LAGRANGE avec de polynomes de
degré supérieur a 1. Ceci permet d’avoir une base d’ondelettes d’interpolation dans laquelle
I’espace de d’échelle est de tres petite dimension, méme si par ailleurs I'ordre d’interpolation
est tres élevé.

Dans la construction d’une base d’ondelettes de DESLAURIERS-DUBUC de C([0,1]) le
raffinement pour passer de la résolution j = 0 a la résolution ;7 = 1 utilise un polynome
de LAGRANGE de degré 1, le raffinement de j = 1 & j = 2 un polyndéme de degré 2. Les
raffinements suivants se font avec un schéma de DESLAURIERS—DUBUC décentré décrit ci—
dessus. Dans la figure B.6, les schémas d’interpolation glissants de LAGRANGE sont figurés
a gauche, et les ondelettes de la base d’interpolation ainsi construites a droite.
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®0,0 ®0,1
0—1 Vo
1—2 Wo
$2.1 2,3
2—3 Wh
\ \ = f \

Fi1Gc. B.6 — Schémas de raffinement dyadique aux échelles basses (a gauche) et fonctions de
base (d droite) pour une base d’interpolation sur lintervalle d 4 moments nuls.

Théorémes d’approximation uniforme

Dans la plupart des cas, la topologie utilisée pour parler de convergence de décomposition
en ondelettes de fonction est la topologie Lo. C’est une topologie naturelle pour certains
problemes de traitement du signal, et pratique.

Dans le cas des ondelettes d’interpolation, avec le choix que fait DONOHO de bases de
Riesz pour les espaces de détails, la topologie qui s’impose est une topologie de norme L,
notamment parce que les ondelettes duales étant des sommes finies de masses de DIRAC,
elles ne sont pas dans L.

Un premier théoreme est di 8 DONOHO, et montre qu’une fonction uniformément conti-
nue peut étre approchée avec une précision arbitraire par sa décomposition sur V;, pourvu
que j soit suffisamment grand. DONOHO suppose que la fonction d’échelle ¢ a une décrois-
sance exponentielle.

Théoreme B.1 (DONOHO)

Si f: R — R est uniformément continue, et si la fonction d’interpolation ¢ est a décroissance
exponentielle, alors

sup (B.1)

terR

-3 1 (3) o1

est fini pour tout j et tend vers 0 quand j — +00.

On peut proposer des variantes de ce théoreme. Soit on maintient I’hypothese selon
laquelle la fonction f est uniformément continue. Dans ce cas, la décroissance imposée sur
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¢ doit étre suffisamment rapide pour que les sommes

S (5) o2t — k) (B.2)

kEZ

soient convergentes uniformément en ¢t. Comme une fonction uniformément continue est de
croissance au plus linéaire, il suffit d’imposer a la fonction ¢:

M
Je>0,M>0:|o(t)| < ———
6(0] < 15 e
c’est a dire une décroissance beaucoup plus faible.
Une autre approche consiste a réduire les hypotheses sur la fonction f en la supposant
seulement continue sur R. Dans ce cas, les fonctions ¢ doivent étre a support compact, afin
de garantir que les sommes (B.2) soient toujours définies.

Théoreme B.2

Si f: R — R est continue, et si la fonction d’interpolation ¢ est a support compact, alors

10 -3 1 (5 ) ot - 1)

kEZ

sup
te[—M,M)]

tend vers 0 quand j — 400, et ce pour tout M > 0. En d’autre termes, l’approximation
par des sommes de fonctions d’interpolation est convergente dans l’espace des fonctions
continues sur R, au sens de la topologie d’espace de FRECHET muni de la famille de semi-
normes (Ny)nen- :

No(f) = sup [f(1)]

te[—N,N]

On peut énoncer un théoreme similaire pour le cas d’une décomposition sur l'intervalle.
Dans ce cas, les problemes de continuité ou d’uniforme continuité ne se posent pas. Par
ailleurs, quand on fait des hypotheses de régularité plus forte sur la fonction, la décroissance
a travers les échelles des coefficients d’ondelettes permet de majorer explicitement ’erreur
d’approximation (B.1). Ainsi, on peut montrer que si la fonction est LIPSCHITZ—«, lerreur
d’approximation pourra étre bornée par M2~%7,

Ondelettes de DESLAURIERS-DuBUC friadiques

Dans certaines variantes des algorithmes d’apprentissage décrits dans les chapitres pré-
cédents, nous utilisons des ondelettes d’interpolation triadiques et non dyadiques. Nous pou-
vons facilement construire de telles ondelettes en adaptant le schéma dyadique ci—dessus.
Au lieu d’utiliser un raffinement dyadique, qui interpole une fonction définie sur Z en une
fonction définie sur 27, le raffinement triadique produira & partir d’une fonction définie sur
Z une fonction définie sur 3Z.
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On obtient ces ondelettes de nouveau par interpolation de LAGRANGE glissante. Pour
chaque intervalle entier [k,k 4 1], nous prenons des entiers placés symétriquement k — p +
1,....)k et k+1,....,k+ p, et notons Il ;1) le polynéme de Lagrange qui coincide avec f
sur ces points. Nous posons alors

f(k+1/3) = Hpge g1y (k +1/3)

Pk +2/3) = Mg o) (5 +2/3)
Ceci est illustré dans les figures B.7-a,b. Ce schéma peut également est adapté a un
intervalle fini. Dans ce cas encore, le masque d’interpolation doit étre décentré pres des

bords afin que les points de référence utilisés soient bien dans l'intervalle, comme cela est
indiqué dans la figure B.7—c.

10

L H’T\ W L

-2—-10 1 2 -2—-10 1 2 0 1 2 3 4
(a) Calcul de f(—2) et f(—%) (b) Calcul de f(3) et f(2) (c) Masque décentré

FiG. B.7 — Schéma de raffinement triadique

Pour des polynomes de Lagrange de degré 3, ce qui correspond a un choix de parametre
p = 2, nous avons un filtre d’interpolation

_ 81 + 120 cosw + 60 cos 2w — 10 cos 4w — 8 cos bw

913 (B.3)

mo(w)

qui définissent par convolutions infinies une fonction d’interpolation
+o0 w
o) = ITmo (57)
j=1

Si nous définissons les ondelettes ¢, comme étant ¢(3/z—k) sur la droite toute entiere, et
utilisons dans le cas de 'intervalle une définition similaire a celle donnée pour les ondelettes
dyadiques, nous pouvons exhiber de nouvelles bases

{¢jki(j>06t3k€Z) ouj =0}
pour la droite réelle, et
{djr :0< k< N3, (j>0et 3k gZ) ouj=0}

pour Uintervalle [0,N].
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L’effet tunnel des ondelettes triadiques

Une différence notable entre ondelettes dyadiques et triadiques apparait dans la construc-
tion d’ondelettes sur 'intervalle. Des ondelettes de bord, qui ont une forme différente des
ondelettes de la droite réelle a cause de la proximité du bord, apparaissent a des positions
ou une ondelette de la droite réelle aurait eu son support inclus dans 'intervalle. Cette diffé-
rence est reliée au fait que le support d’une ondelette s,, est dans le cas triadique strictement
inférieur au support du filtre sy, alors que les supports sont égaux dans le cas dyadique. En
effet

1 1

Sw = (§+Z+...)Sf28f dans le cas dyadique,
1 1 1 .

Sw = 3 + 9 +.. ) sy = §sf dans le cas triadique.

Pour les ondelettes dyadiques, la situation est différente, dans la mesure ou il est courant
de construire des ondelettes de bord uniquement pour remplacer des ondelettes qui débor-
deraient de l'intervalle si elles avaient la forme d’ondelettes de la droite réelle.

$o4 $o03

F1c. B.8 — Ondelettes triadiques sur lintervalle. En (a), 'ondelette ¢pos4 sur Uintervalle [0; 9]
n’est pas une ondelette de bord, et a comme support [1,5;6,5]. En (b), 'ondelette ¢o3 est une
ondelette de bord, et a comme support [0;5,5]. Ce qui est spécifique au cas triadique est que
londelette ¢poy déplacée d’un pas vers la droite aurait tenu dans l'intervalle, mais il se trouve
que 'ondelette centrée en 3 est quand méme une ondelette de bord.
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