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Notionsde Base

- Traitement d'image

- Trallis

- Résidus

- Mesures
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‘ Traitement d' Images (l) |

=> | 'analyse d'images peut se diviser en trois grands types de problemes :
Codification, Extraction de caractéristiques et Segmentation.

1- Codification :

La codification inclut tous les modes de repréesentation des images. |l
sagit en particulier de: mage
Acquisition: Tranformation Rl Acquisition |01

d'une image réelle en nombres
: cer Ir,nage Image
Compression: Modification de la ~ numerique comoression |-UMEriaue
représentation de I'image. DTS
Synthese: Création d'une image a Nombres m'J”m‘%rgie e
partir d'une représentation plus = synthese Es
symboligque.
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‘Traitement d Images(ll)l

2- Extraction de Caractéristiques:

L'objectif est |'améioration de la qualité

d'une image ou la mise en évidence de !Mmagel
guelques unes de ses caractéristiques. Ceci

inclut I'extraction de parametres et la
restauration d'images présentant du bruit

ou des défauits.

| mage2

Extraction de

parametres et
mesur es

.

Nombres

3- Segmentation :

La segmentation consiste a construire une Pixels

representation symboligue de I'image. C'est
a dire, définir une carte de l'image qui
décrit les regions homogenes selon un
critere établi a priori.
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‘ Quatredémarchesen traitement d’ imagel

Espace ‘ Géométrique’ Espaces abstraits
Lineaire: Statistique:
L » Convolution, e Analyse multivariée
Lineaire e Fourler, ondel ettes e  Réseaux neuronaux
» Tomographie « Séréologie
o Krigeage, Splines
Morphologique: _
P 94 Syntactique:
* Filtrage , , .
Non « Hiérarchies e démarches sémantiques
lineaire ( ex. Granulométries) * Grammaires
e Indexation

Ensembles aléatoires
Ligne de partage des eaux
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‘ Définitionsde la M or phologie M athématique |

Mathématique

Algebre des Treillis
Geéomeétries ensembliste et intégrale
Stéréologie

Modeles topologico-probabilistes

Physique

Démarche fondée sur la théorie
des ensembles destinée a lier
propriétés physiques des objets
et textures des structures.

Traitement du signal

Technigues non linéaires de
traitement du signal reposant sur
des opérations de sup. et d'inf.
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| nformatique
Algorithmes et programmes

permettant  d'effectuer des
traitements d'image sur
ordinateur ou sur materiel

spécialisé.
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‘ Structures de Base |

Traitement linéaire du signal

La structure fondamentale dans le
cas linéaire est I' espace vectoriel

* ensemble de vecteurs V
* ensemble de scalaires K
tds que

1) V, muni de l'addition, est un
groupe commutatif
2) K est un corps,

3)Il existe une lol de
multiplication externe entre
scalaires et vecteurs.

Morphologie mathématique

| a structure fondamentale est le treillis
complet, ou ensemble L tel que:

1)L est muni de l'ordre partid < :

ac<a
{ asb,bsa=>a=b
asb,bsc=>ac< ¢

2) Pour toute famille dééments
{X;}OL, 1l existe, dans L, un
supremum et un infimum .e.:

Inf: plusgrand minorant A { X, }
Sup: pluspetit magjorant Vv { X; }
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\ Concepts Premiers I

Traitement linéaire: Morphologie Mathématique :

=> Lastructure de travail | |=> La structure de travail est le treillis (ordre) et
est |'espace vectoriel les lois fondamentales sont le supremum et
et lalol fondamentale I'infimum :
est I'addition . Les transformations premiéres sont celles

e La transformation de qui preservent ces lois de base du treillis.

base est cele qui

préserve la structure Préservation de l'ordre:

de travail et commute X<y ¥ (X)sW(Y) = croissance
aveclalor . Commutativite avec Sup.:
WEANF)=Z AW () WY (vX;)=VW(X;) « dilatation
C'est laconvolution. Commutativité avec Inf.:

W (AXi)= AW (X;) « érosion
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\ Exemplesdetreillis I

Trelllis 2P(E) des partiesd' un

ensemble E- Treillisdesréelsou entiers.
L'ordre est défini sur P (E) par Ordre numeérique sur N ou R
larelation d' inclusion _

. Sup: VvV (sens usuel)
up: U X e v
Inf: N Inf: A .
Extrémes: E, [ Extremes: -oo, +00 -

Yy oOXx

Treillis des ensembles convexesde R"™:

. . . . X

Ordre défini par larelation d'inclusion

sup : enveloppe convexe de la réunion y
Inf : intersection Sup
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‘ Trelllisde Fonctions |

* E étant un ensemble arbitraire, et T désignant R, Z ou une de leurs parties fermeées, les
fonctionsf : E — T forment aleur tour untreillis, noté TE, pour |'ordre produit :

f<g ss f(X) < g(x) pour tous x 1 E,
et ou le sup et I'inf dérivent des sup et inf numeériques, i.e.
(V1)) =V fi(x) (A F))(X) = AT (x).
On convient de noter O alafoisle minimumdans T et dans TE

e DansTE, lesfonctionsimpulsions:
Kt () =t 9 x=y ; Kie(y) =0 s x#y
sont sup-genératrices i.e.toutf: E - T est un supremum dimpulsions.

e Ladémarche précédente s étend directement aux produits detreillisdetype T, c'est adire
aux fonctions multivariees ( e.g. couleur).
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‘ Trelllisdes partitions |

Définition : On appelle Partition d’ un espace
E toute application D: E —P(E) telleque

() OxOE, x0OD(x)
() Ok y)OE,

soit D(X) = D(y)
soit D(xX) N D(y) =0

o Les partitions de E forment un trelllis D
pour |'ordre selon lequel D < D' quand

chague classe de D est incluse dans une Lesup desdeux typesde cellules
classede D'. Le plusgrand elément de D est |  est |e pentagone ol leurs
E lui-méme, et le plus petit celui qui
pulverise E en latotalité de ses points.

frontieres coincident.
Leur inf, plussimple, s obtient
par intersection des cellules.
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‘ Atomes, Co-premiers et Complément |

Une partie L’ d’untreillisL est unsoustreilliss ele est stable pour les
V et A, et s ellecontient les deux ééments extrémesO et mdeL.

Un trelllis L est complémenté quand pour tout alJ L , il existe au moins un
b L tel que

avb=m : anb=0.

Un édément a, non nul, d un treillisL est un atome s
X<a = X=0 ou x=a.

Unéément x L L estdit co-premier quand
x<avb =2 x<a ou x<b.

Deplus, | 'éément x [ L est fortement co-premier quand pour toute
famille {b; , 10I} , finieounon, | *on a

X< f{b,10l} = X <b pourun b{Db}.
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‘Sup-générateurs; Distributivitél

« UntrelllisL est sup-généré quand il possede un sous-ensemble X < L, dit sup-générateur,
tel quetout dement ald L est le supremum des ééments de X qu'il magjore:

a= v{xOX,x<a}

Quand les sup-générateurs sont co-premiers (resp. atomiques) , L est qualifié de co-premier
(resp. atomique) .

o Letralllis L estdistributif quand, pourtout a,y,z 0L
an(yvz)=(aAny)Vv(aAz) ou defagonéquivaente
av(yanz)=(avy)Aa(avz).

e Quand ces conditions s éendent al’infini, L est dit infiniment distributif
an(vy,itdl)=v{(aay),10l}
av(Ay,idl)=aA{(avy),10l}

( NB : Lesdeux conditions ne sont plus équivalentes!)
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‘ Caractéerisation destreillis P (E) |

Théoreme ( G.Matheron): Les quatre énoncés suivants sont équivalents

o L est complémenté et genére par laclasse Q de ses co-premiers;
e L est atomique ( declasse Q,) et genéré par la classe Q. de ses co-premiersforts;
e L estisomorpheauntreillisdetype P(E) ;
o L estisomorpheautreillisP(Q) .
Quand ils sont vérifiés, Lest aorsinfiniment distributif et I'’on a
Q=0Q,=Qs.

Autrestreaillis:

. Letreillisdefonctions TE est infiniment distributif mais pas complementé. Les
impulsionsy sont des co-premiers sup-générateurs, et méme forts quand Test discret
(T fini, T=2Z), mais pas desatomes.

. Letreillis g des partitions est sup-géenére, mais ni distributif ni complementé.

J. Serra Ecole des Mines de Paris ( 2000 ) CoursMorpho 1. 13



‘ Notion de Dualité |

Avec la structure de
treillis , on a défini
deux lois, Sup. et Inf.,
gui jouent des roles
Ssymeétriques .

Toute involution qui
permute Sup. et Inf.
engendre une dualité.
Définition: Deux
ope&rateurs P e P*
sont duaux Vvis a Vvis
de I' involution (c) g,
pour tout X

P (X°) =[PO(X)] ©

J. Serra

Exemples d'involution:

Treillis des parties d'un ensemble : L'involution
est [acomplémentation :

> | compl | O

) )

Treillisdesfonctionsf: E - [0,M] : L'involution
est la symétrie par rapport a M/2.

M M
| nvolution
—_ —_ =/ — \~ > —_ —_ —_ /~
0 . 0 .
E E

Ecole des Mines de Paris ( 2000 )

Ensembles<
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‘ Autodualité |

Démarche linéaire:

La convolution est auto-
duade , c'est a dire duae
d'ele- méme:

f*(g=-(*g

Cela dgnifie que les
composantes claires et
sombres sont toujours
traittes de  maniere
Ssymétrigue.

J. Serra

Démarche morphologique :

 La dudlité fondamentale entre le sup. et l'inf. se
transmet a tous les outils de la morphologie
mathématique.

 Engénérdl, lestransformations vont par paires qui se
correspondent par dualite, par exemple érosion et
dilatation, ouverture et fermeture

e Cependant , on trouve aussi des opérateurs
- autoduaux, i.e.

P (X)) =[P (X)] ¢ (lecentre morphologique)

- ou invariants par dualité, i.e.
P (Xe)= P (X) (ex:lafrontieredans R")
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‘ Comparaison entre Entrée et Sortie |

o Extensivite, anti-extensivité : Une transformation est extensive sl son
resultat est toujours plus grand que l'original. On définit la notion
d'anti-extensivite par dualité.

[Extensivité: X W (X) anti-extensivité: XW (X) X[E |

X — | P o(f) f
H(X) — M

Ensembles (extensivité) Fonctions (extensivite)

* |dempotence : Une transformation est dite idempotente lorsqu’ elle est
Invariante par itération. [ | dempotence W[ W (X)] = ¥ (X) ]
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‘ Trellisd' opérateurs |

A tout treillisL est associelaclasse L' desopérations a: L L . Or, L' est ason
tour un treillis ou:

a<pB (dansL')

&> a(A) <B(A) pour tout AL

(va) (A) = va,(A)
(Aa) (A) = A, (A) (dansL') (dansL ) (dans
L') (danslL)

o Par exemple, lesapplicationsa : L — L qui sont:

Croissantes, ou extensives, ou anti-extensives
sur L sont autant de sous-treillisde L' ;

e Plusgénéralement, nous rencontreronslestreillis
desouvertures; des filtres; del'activité etc...
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‘ Notion de Résidu en Morphologie |

e La theorie du filtrage
morphologique met ['accent

sur les propriétés de | Primitive]
croissance et didempotence Y J
ansi que sur les relations Ty

: — Différence__
d'ordre entre transformations . ;
L _»Primitive: ‘
 On peut auss sintéresser aux 4 —

différences entre deux (ou
plus) transformations. On
parle alorsderésidus.
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Classification desreésidus

J. Serra

Lesrésidus que |'on utilise en pratique peuvent étre regroupeés en trois categories :
1- Lesrésidus de deux primitives
2- Lesrésidus de deux familles de primitives
3- Lesrésidus provenant de transformations en tout ou rien

-

Résidus provenant de

Deux famillesde primitives: :
transfor mations

Deux primitives: , Y

{CH{vw} en tout ou rien
Exemples Exemples: Exemples:
. Gragien't e Erosion ultime * Amincissement
« Top hat » Squelette » Epaississement
P * Bissectrice conditionnelle e SKIZ
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‘Transfor mations mor phologiques et homothétiesl

Il est souvent nécessaire de modifier I'echelle de travail, c'est a dire de proceder a une
homothétie X — AX. On peut distinguer deux types de transformations:

1- Opérationsinvariantes par homothétie:

P (X) = (1/A) @ (A X)

Exemples: Frontiere, squel ette, centre de gravité.

2- Familles de transformations compatibles avec |'homothétie:

Wy (X)=(17A) g, (A X)
Exemple: granulométrie, FAS, associes a des éléments structurants homothétiques
B(A) =AB. Onaalors Y (X) = (I/A) Y,g (A X).

N.B. 1/ C'est lafamille prise globalement qui devient invariante selon les homothéties.
2/ Mutatis mutandis, les notions ci-dessus S éendent aux fonctions.
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‘ M esures et Courbes |

Toute analyse d’ image se termine soit par une image nouvelle (ex. filtrage),
soit par une mesure, ¢’ est adire des nombres.

Mesures

La plus ssimple, et sans doute la plus frequente des mesures est |’ indicateur
de présence-absence. La seconde est la mesure de Lebesgue, ou ses
versionsdigitales. Il en existe quel ques autres, topol ogiques ou métriques

Familles dépendant d’ un parametre positif
Les deux représentations courantes dans ce cas consistent a

Associer une mesure a chague transformation de la famille et obtenir une

courbe déependant du parametre A. Exemples . histogramme, fonction
de distribution granulométrique.

e ou considérer la famille de transformations comme les sections d'une
fonction numérigue. Exemple : fonction distance.
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\ Références l
Sur lesorigines:

La morphol ogie mathématique a pour racines principales lathéorie des treillis et la geométrie
aléatoire. Crée par G. Matheron et J.Serraen 1964, elle a été connue par trois publications de
base de ces derniers, a savoir :

{MATT75}, qui porte sur les ensembles ( cadre topol ogique, ensembles aléatoires, modele
booléen, convexité, granulométries, représentation des transformations croissantes) ,

{ SER82}, axé sur les transformations invariantes par translation (extension aux fonctions,
morphologie discrete, amincissements, combinaison d’ opérateurs),

{ SER88}, qui étend |la démarche au cadre destreillis (dilatation, theorie du filtrage
morphologigue, connexité, squelette, fonctions booléennes). Cette démarche a été poursuivie
par H.Heijmans et Ch. Ronse { HEI90} { RON91}.

|| existe par ailleurstrois excellents traités sur le sujet { COS89} { SCH93} {HEI 94} . On
trouvera enfin de significatives introductions a la morphol ogie mathématique dans
{SER87} {HARS87} {GIA88} {DOU92L} et { SER97}.
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