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1.1 Imagerie hyperspectrale

1.1.1 De I’image classique a I’'image hyperspectrale

Un appareil photographique classique échantillonne une sceéne spatialement sous forme de
pixels et spectralement sous forme de trois bandes spectrales couvrant la partie visible du spectre
lumineux : rouge, vert et bleu entre 0.39 pm et 0.78 pm. Il réalise ainsi trois mesures de lumino-
sité par pixel. Le résultat de cette procédure est une image trichromatique. Ce choix est adapté
a la reproduction d’une scene destinée a €tre vue par un ceil humain car celui-ci possede sur
sa rétine trois types de cones permettant de percevoir les trois couleurs primaires mesurées par
I’appareil photographique. On peut ainsi reproduire fidelement toutes les couleurs perceptibles
par I’ceil humain et seuls I’échantillonnage spatial et 1a quantification numérique limitent la qua-
lité de I’'image. Mais la lumiere provenant de cette scéne contient bien plus d’information que
ces trois valeurs par pixel. En effet, I’énergie lumineuse réfléchie par une surface est une gran-
deur continue spatialement et spectralement. Tout échantillonnage de cette grandeur conduit a
une perte d’information. Un bon échantillonnage est celui qui conserve un maximum d’infor-
mation utile en vue d’une exploitation donnée. Si I’échantillonnage de 1’'image trichromatique
est adapté a sa fonction, d’autres types d’échantillonnage, en particulier suivant la dimension
spectrale, permettent d’autres types d’applications.

13



14 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Bande spectrale Longueur d’onde Résolution spatiale

Bande 1 0.433 - 0.453 pm 30 m
Bande 2 0.450 - 0.515 pm 30 m
Bande 3 0.525 - 0.600 pm 30 m
Bande 4 0.630 - 0.680 pum 30 m
Bande 5 0.845 - 0.885 yum 30 m
Bande 6 1.560 - 1.660 pm 30 m
Bande 7 2.100 - 2.300 pm 30 m
Bande 8 0.500 - 0.680 pm I5m
Bande 9 1.360 - 1.390 um 30 m
Bande 10 10.30 - 11.30 pm 100 m
Bande 11 11.50 - 12.50 gm 100 m

TABLE 1.1 — Caractéristiques des images multispectrales issus du satellite Landsat 8.

L’imagerie multispectrale [Schott, 2007; Richards, 1999] propose un échantillonnage différent
de I’imagerie trichromatique dont le but est I’'identification des constituants de la surface obser-
vée. En effet, en un point donné, la forme du spectre de la lumiere reflétée est déterminée par la
composition chimique de la surface car chaque liaison chimique entre les molécules constituant
la surface absorbe une longueur d’onde spécifique de la lumiere incidente. Ainsi, bien plus que
la couleur, c’est la composition chimique de la surface qui est accessible a partir de la lumiere
reflétée, chaque matériau étant caractérisé par un spectre de réflectance spécifique appelé signa-
ture spectrale. C’est pour exploiter cette information qu’est apparue I’imagerie multispectrale
dans les années 1970. Celle-ci consiste a mesurer la luminance dans un nombre donné de bandes
spectrales (ou canaux spectraux) choisies de facon a discriminer les différents matériaux recher-
chés. Ces bandes peuvent étre séparées, contigués ou superposées, et éventuellement en dehors
du domaine visible. Cette technique permet 1’identification des matériaux a partir du profil glo-
bal de leurs spectres lumineux. Le tableau 1.1 détaille les 11 bandes spectrales acquises par le
satellite d’observation terrestre Landsat 8 lancé le 11 février 2013 [Knight et Kvaran, 2014].
Dans cet exemple, 1’échantillonnage spatial varie également en fonction des bandes spectrales.

L’imagerie hyperspectrale [Chang, 2007] est une évolution de I’'imagerie multispectrale qui est
caractérisée par ’acquisition de la lumiere de la scene observée dans un grand nombre de bandes
spectrales contigués. Avec plusieurs dizaines ou centaines de bandes couvrant généralement le
visible et I'infrarouge, la résolution spectrale est nettement supérieure a celle de 1’imagerie
multispectrale, souvent au détriment de la résolution spatiale. Cela permet une analyse plus
fine de la composition de la surface, laissant apparaitre les bandes d’absorption caractéristiques
de chaque matériau. Une image hyperspectrale est donc composée d’un ensemble de mesures
d’énergie lumineuse suivant trois dimensions (deux dimensions spatiales et une dimension spec-
trale). Elle est parfois représentée sous la forme d’un cube de données comme dans la figure 1.1.
Une image hyperspectrale peut occuper un volume de plusieurs centaines de méga-octet (Mo)
en mémoire. Tout traitement est rendu difficile par le volume important des données en jeu. La
mise en ceuvre de solutions algorithmiques et matérielles permettant le contournement de
cette difficulté est I’un des objectifs de ce travail de these.

La figure 1.2 illustre les différents échantillonnages d’un spectre lumineux correspondant a un
pixel d’une image. Avec I’acquisition trichromatique, il est seulement possible de donner une
couleur au pixel correspondant a ce spectre : un vert foncé. Avec I’acquisition multispectrale,
on pourra par exemple identifier qu’il s’agit de végétation. Avec 1’acquisition hyperspectrale,
on pourra identifier I’espece végétale observée, ici un pin a pignons dont le spectre de réflec-



1.1. IMAGERIE HYPERSPECTRALE 15

FIGURE 1.1 — Image hyperspectrale représentée par un cube de données.

tance est disponible a ’adresse http://speclab.cr.usgs.gov/spectral.1ib06/
ds231/datatable.html.

1.1.2 Acquisition d’une image hyperspectrale

Il convient ici de préciser ce que I’on appelle réflectance d’une surface. Pour une longueur
d’onde donnée, la réflectance correspond a la proportion de lumiere incidente réfléchie par la
surface. Plus précisément, la réflectance en tant que BRDF (Bidirectional Reflectance Distri-
bution Function) est calculée comme le rapport entre la radiance / émergeant d’un élément de
surface dans un certain angle solide, exprimée en W - m~2.sr~ !, et ’intensité I’ du flux incident
collimaté (c’est a dire venant d’une seule direction), exprimée en W - m~2. La réflectance BRDF
est donc exprimée en s~ et est obtenue par la formule [Schmidt, 2014]

I

plo) = 7l cos(6)’

(1.1

0 étant 1’angle d’incidence. Dans cette these, la BRDF est supposée constante quelque soit la
direction émergente choisie (hypothese lambertienne). Son intégration sur la demi-sphere des
émergences donne une réfléctance globale sans unité et comprise entre 0 et 1. Durant toute cette
these, le terme réflectance désignera cette réflectance globale.

Une image hyperspectrale est acquise a I’aide d’un spectro-imageur dont le schéma de fonction-
nement est donné par la figure 1.3. Il est généralement embarqué sur un satellite ou aéroporté
pour acquérir des images de zones étendues, mais il peut aussi étre utilisé en laboratoire ou les
conditions de mesure sont maitrisées. Il effectue un balayage de la surface et mesure la quantité
d’énergie lumineuse issue de chaque élément de surface couvert par un pixel pour chaque bande
spectrale. Il ne mesure pas directement la réflectance d’un élément de surface, mais la quantité
de radiation enregistrée par la surface du détecteur (en W). Apres une calibration spectrale et
radiométrique, les mesures sont converties en radiance, exprimée en W - m~2 - sr—'. La réflec-
tance est caractéristique d’une surface, alors que la radiance dépend des conditions de mesure
telles que :

* Le spectre de la lumiere incidente.
* L’interaction de la lumiere avec 1’atmosphere.

* [’angle d’incidence et I’angle d’émergence.
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pectral et hyperspectral.



1.1.

IMAGERIE HYPERSPECTRALE

Miroir de balayage
et autres optiques

Elément

Lumiére issue
de la surface
couverte par
un pixel

dispersif Optiques

>

d'imagerie

17

FIGURE 1.3 — Diagramme simplifié des éléments composant un spectro-imageur. (figure extraite
de [Microimages, 2012])

Nom AVIRIS Hyperion OMEGA
Embarquation Aéroporté Satellite EO-1 | Sonde Mars Express
Organisme JPL, NASA NASA ESA
Gamme spectrale 0.4-2.5pum 0.4-2.5pum 0.35-5.1 ym
Nombre de bandes 224 242 352
Résolution spectrale 10 nm 10 nm 7220 nm
Résolution spatiale 20 m 30 m 300 m a 4.8 km
(a 20 km d’altitude) (orbite élliptique)

TABLE 1.2 — Caractéristiques de quelques spectro-imageurs actuels.

Toutes ces influences doivent étre prises en compte afin de convertir chaque spectre de radiance
mesuré en un spectre de réflectance permettant de caractériser la composition de la surface.
Toutes les images hyperspectrales utilisées dans cette these sont exprimées en réflectance. Cela
suppose que la radiance mesurée a été préalablement convertie en réflectance en prenant en
compte un maximum de parametres [Green et al., 1993]. Le tableau 1.2 donne les spécifications
de quelques spectro-imageurs actuellement utilisés pour des mission d’observation de la Terre

et de

Mars.

1.1.3 Applications

Les domaines pouvant utiliser I’imagerie hyperspectrale sont nombreux. On peut citer :

L’agriculture : suivi du développement et de la croissance des cultures, détection de ma-
ladies [Lacar et al., 2001; Tilling et al., 2006].

La géologie : identification et classification des roches en laboratoire ou sur des surfaces
étendues [ Van der Meer et al., 2012].

Lactivité militaire : cartographie, détection et suivi de cibles [Ardouin et al., 2007].

L’astrophysique et la planétologie : caractérisation chimique d’astres lointains, cartogra-

phie géologique d’astres plus proches [Starck et Murtagh, 2007; Schmidt et al., 2011].
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1.1.4 Traitements possibles

Une image hyperspectrale peut étre exploitée de différentes fagons en fonction des hypotheses
faites sur la composition de la surface observée et de I’information que 1’on souhaite obtenir.
On peut distinguer 4 types de traitement usuels :

* Détection de cible [Manolakis et al., 2003; Nasrabadi, 2014] : 1l s’agit d’identifier les
pixels dont la surface est constituée entierement ou en partie d’'un matériau cible dont le
spectre de réflectance est connu. Ce type de traitment fait appel a des outils de mesure de
distance entre deux spectres comme la distance euclidienne ou I’ angle spectral ainsi qu’a
des méthodes de seuillage pour discriminer les pixels contenant le matériau cible. Des
méthodes statistiques peuvent étre employées lorsque le spectre cible est connu a travers
une description probabiliste.

* Classification [Schmidt, 2007; Fauvel et al., 2008] : Il s’agit d’associer a chaque pixel un
matériau. Ceux-ci peuvent étre issus d’une liste préétablie de matériaux dont les spectres
sont connus (classification supervisée) ou bien issus des spectres mesurés dans I’image
(classification non-supervisée). Ces méthodes de traitement font également appel aux
outils de mesure de distance spectrale ainsi qu’aux méthodes classiques de classification
telles que les SVM (Support Vector Machine, en francais Machines a Vecteurs de Support)
ou les réseaux de neurones. Certaines méthodes dites de classification spatiale-spectrale
exploitent un a priori d’homogénéité spatiale de I’image pour améliorer la qualité de leurs
résultats.

* Déconvolution [Bourguignon et al., 2012; Henrot, 2013] : Comme toute image issue
d’un instrument de mesure optique, une image hyperspectrale est altérée par les défauts
de I’appareil et certaines conditions extérieurs comme les perturbations atmosphériques.
Ces phénomenes se traduisent dans I’image par un flou a la fois spatial et spectral ca-
ractérisé par sa PSF (Point Spread Function, en frangais Fonction d’Etalement du Point).
La déconvolution est une procédure de restauration d’image permettant de compenser
les effets de la PSF. Il s’agit d’une étape de prétraitement effectuée en amont des autres
traitements décrits dans cette section lorsque ces effets ne peuvent pas étre négligés.

* Démixage spectral [Keshava et Mustard, 2002; Bioucas-Dias et al., 2012] : Ce type de
traitement repose sur 1’hypotheése que chaque élément de surface couvert par un pixel
peut étre constitué de plusieurs matériaux. Le démixage spectral consiste a identifier ces
matériaux ainsi que leurs proportions dans chaque pixel a partir des spectres mesurés
qui sont des mélanges des spectres des matériaux purs. Il s’agit donc d’un probléeme de
séparation de sources. Cette these se place dans le cadre du démixage spectral, et plus
particulierement de I’estimation de cartes d’abondances. Ce probleme sera détaillé dans
le chapitre 2.

L’ensemble de ces traitements font partie d’une classe plus large de problemes appelés pro-
blemes inverses.

1.1.5 Problemes inverses

On parle de probleme inverse [Idier, 2013; Tarantola, 2005] lorsque 1’on cherche a déterminer
les causes d’un phénomene a partir des observations expérimentales de ses effets. En sismolo-
gie, la localisation de I’origine d’un tremblement de terre a partir de mesures faites par plusieurs
stations sismiques est un exemple classique de probleme inverse. En traitement d’image, un
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exemple est celui de la restauration d’image lorsqu’il s’agit de retrouver une image originelle
a partir d’une version dégradée par un bruit, un flou, ou un sous-échantillonnage [Bertero et
Boccacci, 1998; Jansson, 2014]. On parle de reconstruction d’image lorsqu’il s’agit d’estimer
une image originelle a partir de données liées a cette image, par exemple par une opération de
projection [Gordon et Herman, 1971; Zeng, 2001].

La résolution d’un probleme inverse passe par une €tape de modélisation du phénomene phy-
sique qui décrit comment les grandeurs recherchées se traduisent en effets observables expé-
rimentalement. Il s’agit du modele direct. La démarche consiste alors a exploiter ce modele
physique afin d’estimer au mieux les inconnues recherchées. La résolution mathématique est
rendue difficile par le fait que les problemes inverses sont en général des problémes mal po-
sés, c’est-a-dire que les mé€mes effets observés peuvent s’expliquer par des causes différentes.
Un probleme inverse peut donc avoir plusieurs solutions. Il est alors nécessaire d’ajouter des
contraintes ou des a priori permettant I’obtention d’une solution unique.

Les travaux présentés dans cette these rentrent dans le cadre des problemes inverses linéaires,
c’est-a-dire que I'information d’intérét est liée aux données mesurées par une relation linéaire.
Ces développements sont motivés par un probléme de resonstruction rencontré en imagerie hy-
perspectrale : le démixage spectral, et plus partculierement 1’estimation de cartes d’abondances.
Le modele direct retenu et plusieurs méthodes d’inversions sont présentés dans le chapitre 2.

1.2 Contributions de la these et publications

Cette these apporte au domaine de I’imagerie hyperspectrale des contributions a la fois pratiques
et théoriques.

Tout d’abord d’un point de vue pratique, le probleme de I’estimation de cartes d’abondances est
étudié en détail. Quatre méthodes de résolutions existantes sont décrites : NNLS (Non-Negative
Least Squares), FCLS (Fully-Constrained Least Squares), ADMM (Alternating Direction Me-
thod of Multipliers) et IPLS (Interior-Points Least Squares). Leurs performances sont évaluées
de la facon la plus exhaustive possible dans une étude comparative. Leurs comportements, et
en particulier leurs temps de calcul, sont analysés en fonction de chaque parametre du modele
afin de transmettre au lecteur la vision la plus juste et complete possible de chaque méthode.
L’une d’entre elles, la méthode primale-duale de points intérieurs (IPLS), est analysée plus en
détail et des améliorations sont proposées, tant au niveau de 1’algorithme que de son implémen-
tation. Tout au long de ce travail, un effort particulier est porté sur la facilité de parallélisation
de I’algorithme proposé afin de traiter de grands volumes de données. Il en résulte une nette
accélération de cette méthode sur CPU et des calculs adaptés a une implémentation sur GPU.
Cette implémentation est réalisée puis utilisée pour traiter un grand nombre d’images de grande
taille. La méthode développée est testée en conditions réelles a travers deux collaborations :
I’une dans le domaine de la planétologie et I’autre dans le domaine de 1’environnement.

Ensuite d’un point de vue théorique, les améliorations apportées a la méthode IPLS dépassent le
cadre de I’'imagerie hyperspectrale. Plusieurs méthodes d’optimisation sont combinées pour for-
mer une proposition nouvelle dans le domaine de I’optimisation convexe sous contraintes. Ainsi
une approche par majoration-minimisation quadratique et une approche par gradient conjugué
préconditionné sont incluses dans la méthode de points intérieurs pour en accélérer la vitesse
de convergence. La preuve de convergence de la méthode développée est établie.
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Les travaux réalisés au cours de cette these ont fait 1’objet de publications parues dans des
revues nationales et internationales et de communications dans des congres nationaux et inter-
nationaux.

Articles dans des revues nationales ou internationales

[A.1]

E. Chouzenoux, S. Moussaoui, M. Legendre et J. Idier, « Algorithme primal-dual de
points intérieurs pour I’estimation pénalisée des cartes d’abondances en imagerie hyper-
spectrale », Traitement du Signal, vol. 30, no.1-2, pp.35-59, 2013.

M. Legendre, A. Schmidt, S. Moussaoui et U. Lammers, « Solving Systems of Linear
Equations by GPU-based Matrix Factorization in a Science Ground Segment », Astro-
nomy and Computing, vol. 3-4, pp. 58-64, 2013.

E. Chouzenoux, M. Legendre, S. Moussaoui et J. Idier, « Fast constrained least squares
spectral unmixing using primal-dual interior point optimization », IEEE Journal of Selec-
ted Topics in Applied Earth Observations and Remote Sensing, vol. 7, no. 1, pp. 59-69,
2014

F. Schmidt, M. Legendre et S. Le Mouélic, « Minerals detection for hyperspectral images
using adapted linear unmixing : Linmin », Icarus, vol.237, pp. 61-74, 2014

Communications avec actes dans un congres national ou international

[C.1]

[C.2]

[C.3]

[C.4]

1.3

M. Legendre, L. Capriotti, F. Schmidt, S. Moussaoui et A. Schmidt, « GPU Implemen-
tation issues for fast unmixing of hyperspectral images », dans EGU General Assembly
Conference Abstracts, Vienne, Autriche, Avril 2013

M. Legendre, S. Moussaoui, F. Schmidt et J. Idier, « Parallel implementation of a primal-
dual interior-point optimization method for fast abundance maps estimation », dans Proc.
of IEEE International Workshop on Hyperspectral Image and Signal Processing (WHIS-
PERS), Gainesville, Etats-Unis, Juin 2013.

M. Legendre, S. Moussaoui, F. Schmidt et J. Idier, « Implémentation parallele d’une
méthode d’estimation des cartes d’abondances en imagerie hyperspectrale », dans Actes
du 24éme Collogue GRETSI, Brest, France, Septembre 2013.

M. Legendre, S. Moussaoui, E . Chouzenoux et J. Idier, « Primal-dual interior-point opti-
mization based on majorization-minimization for edge-preserving spectral unmixing », a
paraitre dans Proc. of IEEE International Conference on Image Processing (ICIP), Paris,
France, Octobre 2014.

Organisation du document

Le chapitre 2 est consacré a la présentation du probleme de I’estimation de cartes d’abondances.
Toutes les hypotheses sont données pour transformer ce probleme physique en un probleme
d’optimisation. Quatre méthodes de résolution de ce probleme sont détaillées : NNLS, FCLS,
ADMM et IPLS.
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Le chapitre 3 reprend les quatre méthodes décrites au chapitre 2 et propose une analyse compa-
rative a I’aide de données simulées numériquement. L’ influence de chaque parametre du modele
sur les performances des différentes méthodes est étudiée.

Le chapitre 4 se focalise sur la méthode IPLS et propose plusieurs améliorations visant a ré-
duire le temps de calcul tout en produisant un algorithme facilement parallélisable. Pour cela
I’étape de I’algorithme la plus cofiteuse en temps de calcul est remplacée par une méthode ité-
rative basée sur une approximation majorante séparable permettant a la fois une accélération et
I’apparition d’une structure adaptée au calcul parallele.

Le chapitre 5 donne les détails de I’'implémentation GPU de la méthode développée au chapitre
4. L’architecture matérielle du GPU est étudiée et exploitée afin d’utiliser le maximum des
capacités de cet outil de calcul intensif.

Le chapitre 6 développe deux applications réalisées a travers deux collaborations. La pre-
miere application concerne le traitement sur GPU d’un grand nombre d’images hyperspectrales
de grande taille issues de la mission d’exploration planétaire Mars Express contribuant a la
connaissance de la géologie de la surface de Mars. La deuxieme concerne 1’identification des
especes végétales présentes sur la cote atlantique francaise a partir d’'une campagne de mesure
aéroportée afin de surveiller et de préserver les dunes cotieres grace a la végétation.
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Ce chapitre présente le probleme d’estimation des cartes d’abondances en imagerie hyperspec-
trale. La formulation du modele de mélange conduit a poser 1’estimation des cartes sous la forme
d’un probleme d’optimisation convexe sous contraintes. Plusieurs méthodes de résolution sont
détaillées.

2.1 Séparation de sources en imagerie hyperspectrale

Comme nous I’avons vu dans le chapitre 1, I’imagerie hyperspectrale consiste en la collecte et
I’exploitation du spectre de réflectance de la lumiere renvoyée par chaque zone d’une surface
associée a un pixel, mesuré dans plusieurs bandes spectrales contigués. Cette technique permet
d’accéder a des informations qualitatives et quantitatives liées a la composition de la surface
observée. On suppose maintenant que chaque pixel d’une image hyperspectrale correspond a
une surface composée de plusieurs matériaux caractérisés par leurs spectres de réflectance, le

23
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spectre observé est donc issu du mélange des spectres purs de chaque constituant. Le démélange
spectral consiste a identifier ces constituants ainsi qu’a déterminer leurs proportions, appelées
abondances, dans chaque pixel.

Certains travaux proposent d’estimer conjointement ces deux entités, soit par des méthodes
de séparation de sources non-négatives [Moussaoui et al., 2008; Dobigeon et al., 2009], soit
par factorisation de matrices non-négatives [Jia et Qian, 2009; Huck et al., 2010]. D’autres
préconisent une estimation séquentielle des spectres purs et de leurs abondances [Keshava et
Mustard, 2002; Chang, 2007], c’est le cadre dans lequel se place cette these.

La premiere étape de ces méthodes consiste a déterminer les poles du mélange, appelés end-
members. Ces spectres peuvent etre des pixels de I’image considérés comme purs, sélectionnés
par une méthode méthode d’extraction des endmembers telle que VCA [Nascimento et Dias,
2005] ou NFINDR [Winter, 1999; Plaza et Chang, 2005]. Une étude sur les méthodes d’ex-
traction des endmembers est fournie dans [Bioucas-Dias et Plaza, 2011]. Le principe de ces
méthodes est de trouver les pixels purs, c’est-a-dire les pixels dont les spectres ne peuvent pas
étre exprimés comme des combinaisons linéaires des autres. Les endmembers peuvent aussi
étre sélectionnés dans une bibliotheque spectrale, c’est-a-dire une liste de spectres de matériaux
connus mesurés en laboratoire. Dans cette thése, nous utilisons a titre d’illustration la biblio-
theque spectrale USGS (United States Geological Survey) [Clark et al., 1993].

La deuxieme étape consiste a estimer les proportions de chacun des spectres purs dans chacun
des pixels de I'image. Cette étape, aussi appelée estimation des cartes d’abondances, fait I’objet
de cette these. Elle peut étre vue comme un probleme de séparation de sources supervisé, chaque
spectre pur étant une source connue a I’avance, le spectre de chaque pixel est un mélange de ces
sources selon des proportions que 1’on cherche a connaitre.

2.2 Hypotheses de travail

2.2.1 Modéele de mélange linéaire

L’observation de plusieurs matériaux au sein d’'un méme pixel peut avoir deux origines qui sont
illustrées sur la figure 2.1. Premierement, les matériaux peuvent étre séparés spatialement mais
avoir une surface inférieure a celle couverte par un pixel. Dans ce cas, chaque rayon lumineux
provenant de la source n’interagit qu’avec un seul matériau de la surface observée. Le mélange
est seulement di a une trop faible résolution spatiale de I'instrument de mesure. Le spectre
mesuré est alors un mélange linéaire des spectres purs des matériaux de surface, les coefficients
de mélange représentant les proportions surfaciques de chaque constituant. Deuxiemement, la
surface observée peut étre composée d’une seule entité qui est un mélange intime de plusieurs
matériaux, comme par exemple un sable dont les grains ont diverses compositions chimiques.
Les rayons lumineux peuvent alors interagir avec plusieurs matériaux avant d’€tre renvoyés vers
I’instrument de mesure. Ces réflexions multiples conduisent a 1’observation d’un spectre qui est
un mélange non linéaire des spectres purs des constituants en présence.

Dans cette these, nous utilisons le modele de mélange linéaire, qui correspond a 1’observation
de matériaux spatialement séparés, mais qui peut étre vu comme une approximation au premier
ordre du modele de transfert radiatif dans le cas d’un mélange intime [Keshava et Mustard,
2002]. Ainsi, nous supposons que le spectre observé en un pixel donné est une combinaison
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FIGURE 2.1 — Illustration d’un mélange linéaire (a gauche) ou chaque rayon incident n’interagit
qu’avec un matériau de surface, et d’'un mélange non-linéaire (a droite) ol un rayon incident
peut intéragir avec plusieurs matériaux. (figure extraite de [Keshava et Mustard, 2002])

linéaire des spectres purs, pondérés par des coefficients de mélange, appelés abondances, cor-
respondant aux proportions recherchées.

En représentant le spectre du n-ieme pixel d’une image sous la forme d’un vecteur y,, € R”, L
étant le nombre de bandes spectrales acquises, le modele de mélange linéaire permet d’exprimer
le spectre observé en fonction des spectres purs des composants et de leurs abondances a 1’aide
d’une simple équation linéaire :

y, = Sa, + e,, 2.1

ot § € RE*P est la matrice des spectres purs contenant les valeurs de réflectance de P com-
posants dans L bandes spectrales, a,, € R” est le vecteur des abondances contenant les propor-
tions de chacun des P composants, et e,, € R représente le bruit de mesure supposé gaussien,
centré, et i.i.d. (indépendant et identiquement distribué).

Une image compléte contenant N pixels peut étre représentée par une matrice Y = [y, ... yn] €
RE*N | Le modele de mélange linéaire s’ écrit alors

Y =SA+E, (2.2)

avec A=[a;...ay] e RPN et E = [e;...ex] € RV,

Le probléeme consiste alors a estimer la matrice A qui minimise 1’erreur entre I’observation et
le modele, au sens des moindres carrés :

AeRPXN

N
minimiser |Y — SA|3 = Z [yn — Sanlf5, (2.3)
n=1

ol ||-|| » représente la norme de Frobenius.

2.2.2 Contraintes

Le probleme de moindres carrés non contraint (2.3) possede une solution analytique simple :
A=5"Y, (2.4)

ol ST est la pseudo-inverse a gauche de S définie par ST = (S'S)~1S'. Cependant cette
solution n’est pas satisfaisante car elle ne prend pas en compte les contraintes liées a la physique
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du probleme : les valeurs de A étant des coefficients de mélange, elles doivent satisfaire les
contraintes de non-négativité :

Ay >0(n=1,....N,Vp=1,...,P), 2.5)

et éventuellement d’additivité :
> Apn=1(Wn=1,.,N). (2.6)

Nous noterons la contrainte de non-négativité NN (Non-Negativity), et la contrainte d’additivité
STO (Sum To One). 1l existe une alternative a la contrainte STO, que nous noterons SLO (Sum
Less than One) :

P
Y An<1(Vn=1,..,N). 2.7)
p=1

[utilisation de cette contrainte, que nous avons rarement rencontré dans la littérature [Keshava
et Mustard, 2002], est motivée par le fait qu'une image hyperspectrale peut contenir en réalité
plus de constituants que le nombre de spectres purs contenus dans la matrice S. Dans une telle
situation, I’expérience rapportée dans I’annexe A montre que la contrainte SLO conduit a de
meilleurs résultats que les contraintes NN+STO ou NN seule.

Ainsi, le probleme (2.3) sera toujours soumis aux contraintes linéaires d’égalité ou d’inégalité
qui pourront prendre 3 formes :

e NN:A>0,
* NNetSTO: A >0etl1h A =15,
* NNetSLO: A >0etl1bA < 1Y,.

La solution du probleme contraint ne peut pas étre exprimée sous forme analytique. En revanche
elle peut étre obtenue par des méthodes itératives présentées dans la section 2.4.

2.2.3 Régularisation spatiale

Quand bien méme la solution donnée par I’équation (2.4) respecterait les contraintes NN et
STO, ou NN et SLO, un autre probleme survient si un bruit de mesure trop important est présent.
Il s’agit de I'instabilité de la solution par rapport aux données.

En effet, une faible perturbation additive sur I’observation d’une image §Y entraine une pertur-
bation sur la solution A = ST0Y . Une mesure de I’instabilité de la solution peut étre donnée
par I’erreur relative de la solution, rapportée a 1’erreur relative des données :

4], /]l
GaRiias >
Or, cette erreur relative est bornée par
H(SAHF/ HAHF K(S), (2.9)

<
10 [| -/ (1Y [l
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x(S) étant le conditionnement de la matrice S défini par

K(S) = Tmaz (2.10)

Omin

Ol Typae € Opnip, SONt respectivement la valeur singuliere maximale et minimale de S.

La valeur de x(S) détermine ainsi la sensibilité de la solution du probléme, calculée par 1’équa-
tion (2.4), par rapport aux faibles variations des données. Ceci peut étre interprété comme la
robustesse de la solution vis-a-vis du bruit de mesure. Si x(.S) a une valeur proche de 1, le ni-
veau de bruit de la solution est équivalent a celui des données. Si x(S) est grand devant I’ unité,
alors le bruit de mesure est amplifié dans la solution obtenu. On parle alors de probléme mal
conditionné. C’est le cas lorsque plusieurs spectres purs de la matrice S sont fortement corrélés
mutuellement. Le cas limite, lorsque 0,,;, = 0, correspond a une matrice S*S singuliére, et
donc la solution ne peut plus étre calculée par I’équation (2.4). En pratique, cela arrive lorsque
I’un des spectres purs est une combinaison linéaire des autres. Nous rencontrerons un tel cas
dans le chapitre 6. On parle alors de probleme mal posé au sens de Hadamard [Hadamard, 1902]
car ’unicité de la solution n’est pas assurée.

Que le probleme soit mal conditionné ou mal posé, une solution consiste a le régulariser, c’est-
a-dire utiliser des connaissances a priori sur la solution pour la contraindre d’avantage et éviter
ce phénomene d’instabilité.

Ici, nous souhaitons utiliser une information a priori sur la régularité spatiale des abondances.
En effet, sur une image hyperspectrale on s’attend a ce que deux pixels voisins aient des com-
positions proches. Un a priori plus réaliste consiste a supposer que 1’image est homogene par
morceaux, c’est-a-dire composée de régions au sein desquelles la composition varie peu entre
pixels voisins séparées par des frontieres nettes. Pour introduire cet a priori dans le probleme,
nous ajoutons un terme de pénalité au critere des moindres carrés. Le probleme prend alors la
forme

minimiser |Y — SA|% + BR(A), (2.11)

AcRPXN
sous les contraintes NN ou NN + STO ou NN + SLO,
ot 3 € R le parametre de régularisation et R(-) : RP*Y
sation.

— R est la fonctionnelle de régulari-

Cette fonctionnelle doit représenter les irrégularités spatiales de la solution, que I’on souhaite
minimiser. La solution retenue consiste a utiliser 1’approximation des dérivées spatiales de
I’image :

2PN

R(A) => ¢((V.@Ip)al,), (2.12)

i=1

ol a = vect(A), ® représente le produit de Kronecker, Ip est la matrice identité de taille
P x P.V, € R?N*N est I’opérateur gradient spatial, construit comme la concaténation des
opérateurs de différences de premier ordre verticaux et horizontaux V, et V. Ainsi formé,
le terme (V, ® Ip)a € R?*PN est un vecteur contenant I’ensemble des différences entre deux
pixels voisins pour chacune des P cartes d’abondances. La fonction (-) est appelée fonction



28 CHAPITRE 2. ESTIMATION DES CARTES D’ABONDANCES

FIGURE 2.2 — Exemples de fonctions de pondération de type 5 et {5 — {;.

de pondération. De nombreux exemples pour cette fonction sont étudiés dans [Idier, 2013]. La
premiere hypotheése évoquée concernant la régularité de I’ensemble de I’image conduit naturel-
lement a une pénalisation de type quadratique, aussi notée /s :

o(r) = =z~ (2.13)
La seconde hypothese, celle d’une image homogene par morceaux, est plus délicate a mettre en
ceuvre. Idéalement, on aimerait utiliser dans ce cas une fonction de pondération de type /5 — ¢y,
qui a un comportement quadratique autour de 0, et est asymptotiquement constante. Ceci est
le meilleur moyen de pénaliser les faibles différences inter-pixel, considérées comme faisant
partie d’une méme région homogene, tout en laissant la possibilité a des frontieres nettes de
se former en ne pénalisant pas trop les fortes différences inter-pixel. Ce type de fonction est
nécessairement non convexe et, selon 1’expression choisie, possiblement non différentiable. Or,
dans la suite de cette these, la convexité et la différentiabilité seront des propriétés importantes
pour la mise en ceuvre des algorithmes. C’est pourquoi nous choisissons d’utiliser une fonc-
tion de pondération de type {5 — ¢1, qui a un comportement quadratique autour de 0, et est
asymptotiquement linéaire :

o) =vVé2+22—-46,0>0. (2.14)

Dans cette fonction, le parametre ¢ détermine la position de la zone de transition entre les deux
comportements. La figure 2.2 illustre les deux fonctions de pondération choisies.

2.3 Formulation du probleme

Le probleme d’estimation des cartes d’abondances peut donc s’exprimer sous la forme du pro-
bleme d’optimisation suivant :

minimiser F'(A), sous les contraintes C, (2.15)
AERPXN

avec

F(A) = ||Y — SA|% + BR(A), (2.16)
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R(-) étant définit par les équations (2.12) et (2.13), ou (2.12) et (2.14), selon I’hypothese de
régularité choisie, et C pouvant étre 1’un des trois jeux de contraintes présentés en section 2.2.2 :
NN, NN+SLO, ou NN+STO.

Il s’agit d’un probleme convexe, avec contraintes linéaires, ayant la particularité d’étre de
grande taille (P x N variables).

Dans la suite de ce chapitre sont détaillées plusieurs méthodes permettant de résoudre un tel
probleme, notamment la méthode de points intérieurs qui nous intéresse plus particulierement
dans cette these.

2.4 Mcéthodes de résolution existantes

Pour I’estimation des cartes d’abondances en imagerie hyperspectrale, les premiers travaux ap-
portant une évolution par rapport au probleme des moindres carrés non contraints et non pé-
nalisés ont conduit a 1’algorithme NNLS (Non-Negative Least Squares) [Lawson et Hanson,
1974; Bro et De Jong, 1997]. Comme son nom 1I’indique, cette méthode ajoute la contrainte NN
au probleme des moindres carrés. Elle est détaillée dans la suite de cette section. Plus tard est
apparue la méthode SCLS (Sum-to-one Constrained Least Squares) [Settle et Drake, 1993] qui
prend en charge la contrainte STO. Ces deux contraintes ont ensuite été réunies dans 1’algo-
rithme FCLS (Fully Constrained Least Squares) [Heinz et Chang, 2001], dont la description est
également donnée ci-apres car il s’agit d’un algorithme de référence qui reste largement utilisé
et auquel seront comparées les méthodes développées dans cette these. Plus récemment, un al-
gorithme d’optimisation convexe basé sur la méthode ADMM (Alternating Direction Method
of Multipliers) a été développé pour résoudre le probleme d’estimation des cartes d’abondances
[Bioucas-Dias et Figueiredo, 2010]. De plus, elle a été déclinée en une version incluant un
terme de régularisation spatiale [lordache et al., 2012]. Cette méthode suscitant un intérét gran-
dissant, elle est également décrite dans ce chapitre et utilisée par la suite a des fins de comparai-
son. L’approche IPLS (Interior-Points Least Squares) qui sera développée durant cette these se
fonde sur les techniques de points intérieurs [Karmarkar, 1984], plus particulicrement les mé-
thodes primales-duales [Nocedal et Wright, 1999]. Comme nous le verrons dans les chapitres
suivants, cette méthode offre un potentiel d’amélioration pour les problemes de grande taille.
Elle est décrite dans la section 2.4.5. Enfin, il existe d’autres méthodes qui ne sont pas traitées
dans cette these. On peut citer les méthodes de gradient projeté [Lin, 2007; Zymnis et al., 2007]
ou encore les méthodes géométriques [Parente et Plaza, 2010].

2.4.1 Quelques notions d’optimisation convexe

Avant de présenter les quatres approches, cette section regroupe les prérequis théoriques néces-
saires a la compréhension des méthodes [Boyd et Vandenberghe, 2004]. Les notations utilisées
sont indépendantes du reste du document.
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2.4.1.1 Forme générale d’un probleme d’optimisation convexe

Soient (m, n, p) trois entiers naturels. On appelle probléme d’optimisation convexe un probleme
de la forme

minimiser fo(x), (2.17)
TeR™

sous les contraintes  fi(xz) <0, Vi=1...m,
ot fo(+), fi(+), ..., fm(-) sont des fonctions convexes de R" a valeurs dans R, hy (), ..., h,(+)

sont des fonctions affines de R™ dans R, de la forme h;(z) = alx — b;. 1l s’agit de la mini-
misation d’une fonction convexe, sous des contraintes d’inégalités convexes, et d’égalités af-
fines. Supposons de plus que fj(-) est strictement convexe, alors le probleme est dit strictement
convexe.

Deux propriétés importantes de ce type de probleme peuvent étre relevées :

* Le domaine admissible défini par les contraintes du probleme (2.17) est un ensemble
convexe de R".

* Si x* est un optimum local pour le probleme (2.17), alors * est I’optimum global pour
ce probleme.

Notons p* la valeur optimale du critere f, atteinte en x*.

2.4.1.2 Dualité

Lagrangien
Le Lagrangien associé au probleme (2.17) est la fonction L(-,-,-) : R” x R™ x R — R
définie par

L(z, A\ v) = fo(@) + Y Nifil@) + Y vihi(). (2.18)

Il s’agit d’une somme pondérée de la fonction objectif et des fonctions définissant les contraintes.
Les variables A € R™ et v € RP sont appelées multiplicateurs de Lagrange, ou variables duales.

Fonction duale
La fonction duale associée au probleme (2.17) est la fonction g(-, -) : R™ x RP? — R définie
par
g(A,v) = inf L(x, A\, v). (2.19)

xcR™

Notons que par construction, la fonction duale est concave.

Probleme dual
Le probleme dual associé au probleme (2.17) est défini par

maximiser g(A,v), (2.20)
(Av)ER™ XRP

sous les contraintes  \;(x) >0, Vi=1...m.
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Le probleme dual est concave. Notons sa valeur optimale d*, atteinte en (A*, v*).

Les propriétés suivantes permettent de faire un lien entre le probleme primal et le probleme
dual :

* On a toujours d* < p*. On appelle saut de dualité la quantité p* — d*.

» S’il existe un point € R” strictement admissible pour le probleme (2.17) (condition
suffisante de qualification de Slater), alors d* = p*. On parle dans ce cas de dualité forte.

¢ En cas de dualité forte, on a :

x* = argmin L(x, \*, V"),
€T

(A", ") = argmax L(x*, A\, v).
AV

2.4.1.3 Conditions d’optimalité de Karush-Kuhn-Tucker

En cas de dualité forte, et si les fonctions fo(-), fi(-), ..., fm(-); h1(-), ..., hy(-) sont différen-
tiables, alors la propriété fondamentale suivante est vérifiée :

Propriété

@ est I’optimum pour le probleme (2.17) si et seulement si il existe (A, ) € R™ x R? tels que :

Vel(z, A\ v) =0, (2.21)
Nfil) =0 Vi=1...m, (2.22)

fix) <0 Vi=1...m, (2.23)

hi(z) =0 Yi=1...p, (2.24)

A =20 Vi=1...m. (2.25)

Ces conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité sont appelées conditions de Karush-Kuhn-
Tucker, ou conditions KKT. Elles permettent de remplacer la résolution du probleme (2.17) par
la vérification des conditions (2.21) a (2.25).

L’ objectif des méthodes présentées dans ce chapitre est donc de trouver les variables primales
et duales (x*, X*, v*) vérifiant les conditions KKT correspondant a la résolution du probleme
(2.15). Les variables primales * seront alors solutions du probleme (2.15).

2.4.2 NNLS : Non-Negative Least Squares

2.4.2.1 Restriction a un probleme sur un seul pixel

La méthode NNLS [Bro et De Jong, 1997] permet la résolution du probléme (2.15) sans régu-
larisation (8 = 0), sous les contraintes NN uniquement :
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1
minimiser  F(A) = - [|Y — SA|3, (2.26)

AERPXN

sous les contraintes A,, >0, Vp=1...P,Vn=1...N.

Remarquons que le critere peut aussi s’écrire

yn — Sa, 2. (2.27)

| —

F(A)=3

Ainsi, il s’agit de minimiser une somme de N termes. Les variables a,, intervenant dans un
de ces termes sont indépendantes de celles des autres termes. Le probleme (2.26) est donc
équivalent a /N minimisations indépendantes : pour toutn =1... N,

1
minimiser  F(a,) = 5 ||y — Sa, |z, (2.28)

ancRP

sous les contraintes  a,, >0, Vp=1...P.

La suite de cette section vise a estimer les coefficients d’abondance dans un seul pixel, I’indice
n est par conséquent omis.

2.4.2.2 Principe de la méthode

La méthode NNLS fait partie de la famille des méthodes de contraintes actives [Nocedal et
Wright, 1999]. Elle se base sur 1’idée que la solution d’un probleme avec contraintes NN cor-
respond a la solution d’un probléme non contraint, dont les variables sont un sous ensemble des
variables du probleme contraint, a savoir les variables non-nulles a la solution.

Par exemple, si le probleme contraint (2.28) comporte 5 variables et a pour solution a =
laf a5 0 a} 0]' avec af # 0 pour i = {1,2,4}, alors les valeurs non-nulles de cette solu-
tion correspondent a la solution du probléme non contraint comportant 3 variables

1
minimiser Fy(x) = 3 |y — S[z1 220 x5 O]tHz (2.29)

xeR

La solution de ce probleme peut étre calculée de facon analytique :
= (858p)™' — Spyp, (2.30)

ou Sp et yp correspondent aux lignes et colonnes d’indices {1,2,4} de S et y.

Ainsi, le probleme est résolu si I’on parvient a déterminer les indices pour lesquelles la solution
du probléme contraint est non-nulle.

Dans I’algorithme NNLS estimant P abondances dans un pixel, ’ensemble des indices ¢ =
{1... P} est séparé en deux sous ensembles complémentaires : I’ensemble actif .A regroupant
les indices auxquels la solution est nulle, et I’ensemble passif P regroupant les indices auxquels
la solution est non-nulle.
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Initialiser P = {1,..., P} et A= 0

Calculer de la solution du probléme non contraint : ars = (S*S) 1Sty

Tant que (La condition (2.33) n’est pas respectée) faire

arsi

0
Calculer les variables duales d’apres (2.31) : A = S*Sa,, — S'y
Tant que (La condition (2.34) n’est pas respectée) faire
Transférer I'indice i = arg min;(\;) de A vers P

Projection de la solution non contrainte : Vi = 1... P, a; =

ars; Si1€P
0 siieAd

Fait
Calculer la solution non contrainte sur les indices passifs
(S5Sp) " Shyr

(4 . N o ap;
Déduire la solution du probleme contraintVi = 1... P, a; = { P

0

Fait

Calculer les variables duales d’apres (2.31) : XA = S*Sa — Sy

Mettre & jour les sous ensemble actif A = {i, a; < 0} et passif P = {i,a; > 0}

sit e P
site A

Projection de la solution non contrainte : Vi = 1...P a; =

ap =

sit e P
sit € A

Algorithme 1: Algorithme NNLS

Tous les indices sont initialement placés dans 1’ensemble passif P, puis les ensembles A et P
sont mis a jour itérativement suivant I’ Algorithme 1 jusqu’a satisfaction des conditions KKT

correspondant au probleme (2.28) :

Va(F(a) = > Na;) =0,
p=1
Nia; =0 Vi=1...P
a; >0 Vi=1...
A=>0 Vi=1...P.

e

2.4.2.3 Algorithme

(2.31)

(2.32)
(2.33)
(2.34)

La méthode NNLS est mise en ceuvre par I’ Algorithme 1 dans lequel Sp et yp correspondent

aux lignes et colonnes d’indices dans P de S et y.
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24.24 Convergence

Il est important de noter que, d’apres [Chang et Heinz, 2000], la convergence de cet algorithme
n’est pas garantie car il peut osciller indéfiniment entre deux états sous-optimaux des ensembles

AetP.

2.4.3 FCLS : Fully Constrained Least Squares

Comme la méthode NNLS, la méthode FCLS [Heinz et Chang, 2001] permet la résolution du
probleme (2.15) restreint a un seul pixel sans régularisation (5 = 0), mais cette fois sous les
contraintes NN et STO :

1
minimiser  F(a) = 5 ||y - Sa, |3, (2.35)

acRP
sous les contraintes a, >0, Vp=1...P,
Z a, = 1.

p=1

Elle consiste a utiliser la méthode NNLS en effectuant un prétraitement sur les données d’en-
trées de 1’algorithme afin d’assurer le respect de la contrainte d’égalité sur les données de sortie.
La contrainte d’égalité est prise en compte par le rajout d’'une équation de mesure. Le vecteur
d’observation y devient

y = { (51y ] , (2.36)
et la matrice des endmembers S devient
/ 1
S’ = 5S | (2.37)

avecd >0etl=([1...1]"
P

Le probleme a résoudre pour un pixel devient alors

1
minimiser  Fy(a) = - |y’ — S'al?, (2.38)

acRP

sous les contraintes a, >0, Vp=1...F.

Remarquons que cette manipulation équivaut a I’ajout d’un terme de pénalisation incitant la
solution a satisfaire la contrainte STO :



2.4. METHODES DE RESOLUTION EXISTANTES 35

(y — S'a)'(y — S'a)
=5[] Lis o) (La]-[5s])
1] 1-1%a 1'[ 1-1a
:é{ay—asa] {5y—55a]

(dy — 06Sa)'(dy — 6Sa) + %(1 —1'a)(1 —1'a)

N | —

1

2
1 EoY

= §°F(a) + 3 (1 - p; a,p> . (2.39)

Par cette manipulation, la méthode FCLS se ramene donc a I'utilisation de la méthode NNLS
pour résoudre le probleme (2.38).

Il reste le choix du parameétre ¢ qui assure le compromis entre respect de la contrainte d’égalité

et adéquation aux données. En pratique, ce parametre est calculé par

max

§ ="t 2.40
10 (2.40)

2.4.4 ADMM : Alternating Direction Method of Multipliers
2.4.4.1 Principe général

La méthode ADMM a été proposée pour la premiere fois par [Glowinski et Marroco, 1975]
et [Gabay et Mercier, 1976], puis analysée dans de nombreuses publications. Un résumé des
développements théoriques li€és a ADMM est présenté dans [Boyd et al., 2011].

Soient (m, n, p) trois entiers naturels. L’algorithme ADMM permet de résoudre un probléme de
la forme

minimiser  f(x) + g(2), (2.41)

sous les contraintes Ax + Bz = c.
ol f: R" - RU{oo}etg: R™ — R U {co} sont des fonctions convexes, A € RP*", B €

RP*™ ¢ € RP. La notion de convexité est ici étendue aux fonctions a valeurs éventuellement
infinies.

Le Lagrangien associé a ce probleme s’écrit

Lz, z,y) = f(x)+g(z) + y'(Ax + Bz — c), (2.42)

et les conditions KKT :
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V.L(x,z,y)=0, (2.43)
V.L(x,z,y) =0, (2.44)
Ax + Bz —c=0. (2.45)

La méthode ADMM fait partie des méthodes de Lagrangien augmenté [Nocedal et Wright,
1999]. Ces méthodes incluent dans le Lagrangien un terme lié a la contrainte d’égalité qui peut
étre assimilé a un terme de pénalisation, bien que la contrainte soit maintenue. Cette modifi-
cation permet généralement d’obtenir plus rapidement la solution du probleme. Le Lagrangien
augmenté utilisé dans la méthode ADMM est

Ly(z,2z,y) = f(x) + g(z) + y'(Az + Bz — ¢) + g |Az + Bz — |3, (2.46)
avec un poids p > 0.

Les conditions KKT a vérifier deviennent alors

Vel,(x,2,y) =0, (2.47)
V.L,(x,z,y) =0, (2.48)
Ax + Bz —c=0. (2.49)

Afin de trouver les variables primales (x, z) et duales y vérifiant ces conditions, une méthode
itérative est employée. Une méthode classique consiste a passer de I’itération k a I’itération
k + 1 grace a une minimisation du Lagrangien suivant les variables primales suivie d’une maxi-
misation suivant les variables duales :

(2" 2F) = argmin L, (x, z,y"), (2.50)
xreR™ zeR™
Y"1 = yF 4 p(Ax*T 4 B2MT — ). (2.51)

La mise a jour des variables primales a I’équation (2.50) est effectuée en minimisant le Lagran-
gien de facon exacte ou approchée. Dans cette étape, les variables x et z ne sont pas séparables
a cause du terme ajouté au Lagrangien. La mise a jour des variables duales a 1’équation (2.51)
est effectuée en maximisant le Lagrangien en utilisant la méthode du gradient avec un pas fixe
choisi comme étant le poids du Lagrangien augmenté p.

La méthode ADMM propose de séparer I’étape de minimisation (2.50) en deux minimisations,
respectivement suivant & et suivant z. Cette modification peut étre interprétée comme le rem-
placement de 1’équation (2.50) par une itération de la méthode de Gauss-Seidel permettant de
minimiser suivant x et z conjointement :

" = argmin L,(z, 2", y"), (2.52)
xeR"

2" = argmin L, (=" 2, y"), (2.53)
zeR™

Yy = yF + p(AxtT 4 B2M — ). (2.54)
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2.4.4.2 Application a I’estimation des cartes d’abondances

L’ algorithme d’estimation des cartes d’abondances basé sur ADMM est développé dans [Bioucas-
Dias et Figueiredo, 2010] sous le nom SUnSAL (Sparse Unmixing by variable Splitting and
Augmented Lagrangian). Tout comme FCLS, cette méthode permet la résolution du probleme
(2.15) pour un pixel sans régularisation et sous les contraintes NN et STO :

1
minimiser F(a) = 5 |y — Sal?, (2.55)

acRP

sous les contraintes a, >0, Vp=1...P,
P
Z a, = 1.
p=1

Ce probleme peut étre réécrit sous la forme d’une minimisation de deux fonctions convexes
sous contrainte d’égalité afin d’étre résolu par la méthode ADMM :

minimiser f(a) + g(z), (2.56)

acRP zeRP

sous les contraintes a — z = 0,

avec
fla) = & 1y — Sall} + Ty (1'a), .57
9(z) = Iyr(2). (2.58)
Zs est la fonction indicatrice de ’ensemble S (i.e., Zs(x) = 0six € S et Zg(x) = 400 sinon).

Les équation de mise a jour des variables (2.52) a (2.54) deviennent

= B 'w* — c(1'B'w" — 1), (2.59)

=1I P(aﬁf+1 — A5, (2.60)

AL — gk gkt k+1) 2.61)

avec B = S'S + plp,c = B~ 11(1t -1 Sty + p(2F + AF). IIg est I’opérateur de

projection sur I’ensemble S.

L’équation (2.59) est obtenue a partir de I’équation (2.52) et de la définition de la fonction f par
la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Les équations (2.60) et (2.61) sont la traduction
directe des équations (2.53) et (2.54) appliquées au probleme (2.56).

L’algorithme est arrété lorsque les criteres d’arrét suivants sont vérifiés :

7”68]; < toly, (2.62)
reslj < tols, (2.63)
avec resy Ha % . reskt = sz — zFH|,, toly > 0 et toly > 0. Il est montré que les

termes resp et res® ainsi calculés correspondent respectivement au résidu primal et au résidu
dual.
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2.4.4.3 Algorithme

Dans le cadre de ’estimation des cartes d’abondances, la méthode ADMM est mise en ceuvre
par I’ Algorithme 2 dont le code Matlab est disponible a I’adresse

http://www.lx.it.pt/ bioucas.

Les valeurs choisies par défaut pour les parametres de I’algorithmes sont p = 1072 et tol; =
tOlg =P 10_8.

Initialiser & = 0, p > 0, tol; > 0, toly > 0, 2° et A"
Tant que ((2.62) et (2.63) ne sont pas vérifiées) faire
Calculer a**! d’apres (2.59)
Calculer z**! d’apres (2.60)
Calculer A" d’apres (2.61)
k=k+1
Fait

Algorithme 2: Algorithme ADMM

2.4.4.4 Convergence

La convergence de 1’algorithme 2 est démontrée dans [Bioucas-Dias et Figueiredo, 2010] et se
base sur les résultats de [Eckstein et Bertsekas, 1992] :

Théoréme 2.1. La suite a® définie par les équations (2.59), (2.60) et (2.61) converge vers la
solution du probleme (2.56) lorsque k — +oc.

2.4.4.5 Prise en compte de la pénalisation spatiale

Dans [lordache et al., 2012], I’algorithme ADMM est employé pour résoudre le probleme avec
une pénalisation spatiale de type ¢;. Le probleme s’écrit :

1
minimiser  F(A) = - [[Y — SA|L+ 8| VsA'|,,, (2.64)

AERPXN
sous les contraintes NN et STO,

avec [| X ||, , = >, >, Xi ;. L'idée est de réécrire ce proleme sous la forme d’une minimisation
de plusieurs fonctions convexes dont les variables sont liées par des contraintes d’égalité :
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. 1 2
Jinimiser o [[Y = Vil + Zpy (1'Ve) + Zee (Vo) + £ 11Vs s (2.65)

sous les contraintes SA = V7,

A=V,
A=V;,
A=V,
VsV =V,

(2.66)

Ce probleme peut étre résolu par un algorithme de type ADMM dans lequel les deux étapes
de minimisation du lagrangien augmenté sont remplacées par 6 minimisations respectivement
suivant les variables A, Vi, V,, Vi, V, et V.

2.4.5 1IPLS : Interior-Points Least Squares

Les méthodes de points intérieurs ont la spécificité de garantir le respect des contraintes d’inéga-
lité strictement, d’ou le qualificatif intérieurs. Le principe d’optimisation par points intérieurs
est apparu dans les années 1950 grace a la définition de la fonction barriere logarithmique
[Frisch, 1955]. Le terme de points intérieurs est introduit pour la premiere fois dans [Fiacco
et McCormick, 1968], puis un algorithme a convergence polynomiale est proposé dans [Kar-
markar, 1984]. Depuis, plusieurs variantes ont été développées telles que le suivi de chemin
central, la barriere logarithmique, et 1a méthode primale-duale [Nocedal et Wright, 1999]. La
méthode IPLS met en ceuvre un algorithme itératif de type points intérieurs avec une approche
primale-duale [Mehrotra, 1992; Armand et al., 2000].

2.4.5.1 Principe général

La méthode primale-duale de points intérieurs permet de résoudre un probleme de la forme

minimiser f(x), (2.67)
xzeR™

sous les contraintes ¢(x) > 0,

ou f: R" - Retec: R" — R™ Linégalité c(x) > 0 signifie que chaque composante
¢; : R — R de c doit respecter I’inégalité ¢;(x*) > 0 a la solution pour tout i = 1,...,m.
Les fonctions f et —c; sont supposées convexes et deux fois différentiables. Ainsi le probléme
(2.67) est convexe.

Le Lagrangien de ce probleme s’écrit

L(z,A) = f(z) + A'e(z). (2.68)

Les conditions KKT s’écrivent
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VoL(z,A) =0, (2.69)
C(z)A =0, (2.70)
c(x) >0, (2.71)
A0 2.72)

avec C = diag(cy, ..., cpn).

L’approche par points intérieurs consiste a estimer de facon conjointe x et A en résolvant une sé-
quence de problemes correspondant a des versions perturbées des conditions KKT paramétrées
par une suite de parametres positifs {/i; }, . convergeant vers 0 :

VaoL(z,\) = 0, (2.73)
C(z)A = 11, (2.74)
c(x) >0, (2.75)

A2 0. (2.76)

Chacun de ces problemes est résolu de facon itérative. La méthode employée peut varier, mais
la forme la plus courante est la suivante : une itération ¢ de 1’algorithme de résolution des équa-
tions KKT perturbées par un parametre 1, > 0 se compose de deux étapes. La premiere consiste
a calculer les directions primales df ; et duales dﬁ,i issues de la méthode de Newton permettant
d’approcher la solution des équations (2.73) et (2.74). La deuxieéme consiste a calculer les pas
Qg o@’i assurant a la fois la vérification stricte des équations (2.75) et (2.76) (d’ou le nom de
points intérieurs), et une décroissance suffisante d’une fonction de mérite permettant d’assu-
rer la convergence de I’algorithme. Ces deux étapes permettent de mettre a jour les variables

primales et duales selon la regle

L i+1 = Lk + Oéii }?Z’, (277)
A1 = A + o ,dpy . (2.78)

Lorsque les équations (2.73) a (2.76) sont satisfaites, le parametre de perturbation est diminué :
fr+1 < pg. La résolution d’un probleme perturbé par un parametre i, est arrétée lorsque les
résidus primal et dual de ce probleme sont proches de 0. La résolution du probleme global est
arrétée lorsque les résidus primal et dual sont proches de 0 ou lorsque le parametre jiy est proche
de 0. Le détail de chaque étape de 1’algorithme est donné ci-apres.

Calcul des directions primales et duales
Les directions de Newton primales et duales sont calculées en résolvant le systeme linéaire

V2 f (@) —Vc(mk,i)] |:df,i:| _ ( =V (@) + Ve(@ri) A, ) (2.79)
ApiVe(xg:) Clxr,) dai el — C(Thi) Ars 7 '

ou Vf(-) et V2f(-) sont respectivement le gradient et le Hessien du critere f(-), et Ay; =
diag(Ag ;).
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Le systeme (2.79) n’est pas inversé de facon directe. La technique de [Armand ez al., 2000]
consiste a effectuer le calcul des directions en deux étapes : la direction primale df ; est d’abord
obtenue par inversion du systeme réduit

Hy.dy; = =Gk, (2.80)

avece
Hk,i = v2f<wk,z) + Vc(:lzk,i)C(mkﬂ-)*lAMVC(wk,i)t, (281)
Gri = Vf(@r:) — e Ve(xy:)Cla,;) 7' (2.82)

Ce systeme réduit s’obtient par substitution de d?,i dans la premiere équation de (2.79) par son
expression déduite de la seconde partie de ce systeme

dg,i = C(ZI]C’Z‘)_I (,ukl — C(a:m»)}\k,i — Akﬂ-Vc(azkﬂ-)tdﬁi) . (283)

Finalement, apres obtention des directions primales par I’inversion de (2.80), I’expression (2.83)
est utilisée pour déterminer les directions duales.

Recherche de pas

Alors qu’une méme valeur est généralement choisie pour le pas primal et le pas dual, [Ar-
mand et al., 2013] montre qu’il est plus avantageux de considérer deux pas différents o, =
0 et oy, = O‘k:iaaimax' Ces valeurs sont déterminées de fagon a garantir la convergence
de I’algorithme et a vérifier les deux contraintes d’inégalité de (2.75) et (2.76).

D’abord, les valeurs maximales de af; et o}, permettant de respecter les contraintes sont cal-
culées par

OF i = i (min(aydi; ™), 1) (2.84)
aaimax = min <nlin()\k,id2‘7fl), 1) : (2.85)

Ensuite, la convergence de 1’algorithme est garantie sous réserve que les pas entrainent une
décroissance suffisante d’une fonction de mérite primale-duale ¥, (x, A) liée aux conditions
d’optimalité du probleme [Forsgren et al., 2002]. La fonction de mérite primale-duale employée
est celle de [Armand et al., 2000] définie par

U (2, A) = f(x) — pi 1 In(e(xy ;) + )\Zlc(wm) — g1’ ln()\;ic(:ckyi)). (2.86)

On remarque la présence de deux fonctions barrieres logarithmiques permettant de satisfaire
strictement les contraintes d’inégalité (2.75) et (2.76). La décroissance suffisante de la fonction
de mérite se traduit par la vérification de la condition d’ Armijo

wﬂk,i(ak,i) - ¢Mkz(0) < O-ak,ikuk,i(o) avec o € (07 1/2>’ (287)

A A
V(i) = Yy, (Thi + ak,io‘ﬁimax osis Aki @k,i@k,imxdk,z’)- (2.88)

L’obtention d’un pas oy, ; vérifiant (2.87) est réalisée par une stratégie de rebroussement (ou
backtracking) [Nocedal et Wright, 1999]. Partant d’un pas initial 042714 = 1, et s’il ne vérifie pas
la condition d’Armijo, on rebrousse chemin en essayant des pas plus petits a%ﬁ, 042714'2, etc.

avec 7 € (0,1).
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Régle de mise a jour du parametre barriere et critéres d’arrét
Le critere d’arrét global de I’algorithme IPLS est régi par deux conditions :

203 < Hmin, (289)
(5l + el ) < eo. (2.90)

ou les résidus primal et dual sont définis a partir des équations KKT par

o = Vi (@) = V@) A, 2.91)
rﬂ‘:‘}“ = C(xpi)Ari — il (2.92)

Le parametre de barriere y;, est mis a jour selon la regle de p-criticité définie dans [El-Bakry
et al., 1996] :

e = 9%, (2.93)

ouf € (0,1), et = c(x ;)" Ax est appelé par abus de langage saut de dualité, car il représente
la différence entre la valeur de la fonction objectif et la valeur de la fonction duale a 1’itéré
courant.

L’arrét de la boucle interne de résolution des conditions KKT perturbées est régi par deux
conditions :

727 e < €™, (2.94)
[P0l / (naN) < e, (2.95)
avec Einm _ nprimyl dual ndualuk’ ol 77prim > (et ndual c (1’ 071)_

2.4.5.2 Algorithme

La méthode IPLS est mise en ceuvre par I’ Algorithme 3 pour la résolution du probleme (2.67).
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Choisir fiyim > 0,60 > 0,0 € (0,1/2), 7 € (0,1), 0 € (0,1), p»™ € (0,1),
77dual c (07‘9—1)

Initialiser Ao > 0, xq Vvérifiant c¢(xy) < 0,k =0

Tant que ((2.89) et (2.90) ne sont pas vérifiées) faire

Fait

Calculer le parametre barriere ju, d’apres (2.93)
Initialiser : = 0
Tant que ((2.94) et (2.95) ne sont pas vérifiées) faire

Calculer les directions primales df; d’apres (2.80)
Calculer les directions duales dgﬂ. d’apres (2.83)
Calculer les pas maximum o ; et aaimax d’apres 2.84 et 2.84
Initialiser le pas commun oy, ; = 1
Mettre a jour les variables primales-duales (xy;, Ag;) d’apres (2.77) et
(2.78)
Tant que ((2.87) n’est pas vérifiée) faire
Diminuer le pas oy, ; = oy, ;7
Mettre a jour les variables primales-duales (x;, Ax;) d’apreés
(2.77) et (2.78)
Fait
1=1+1

E=k+1

Algorithme 3: Algorithme IPLS

43

L’ Algorithme 3 dépend de plusieurs parametres qui reglent la précision de la résolution du
probléme contraint initial (tt,,:,, €0), 1a mise a jour du parametre barriere (#), la précision de

la résolution des conditions KKT perturbées (7P, ndual) et la recherche de pas (o, 7). Ces

parametres influent sur la vitesse de convergence de 1’algorithme. Nous avons obtenu le meilleur
compromis entre le nombre d’itérations de la boucle interne et le nombre d’itérations globales
pour les valeurs suivantes :

Lrmin = 1077 € = 1077 0 =05 P = 100
ndual =19 o=10"2 =075

2.4.5.3 Convergence

La preuve de convergence de I’ Algorithme 3 dans le cas strictement convexe est donnée dans
[Armand et al., 2000] :
Théoréme 2.2. La suite de variables primales x* générée par I’algorithme 3 converge vers la
solution du probleme (2.67) lorsque k — +oc.
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2.4.54 Application a I’estimation des cartes d’abondances

Pour un pixel
Commencons par montrer comment la méthode IPLS peut étre utilisée pour estimer les abon-
dances dans un seul pixel. Le probleme s’écrit

minimiser F(a) = ||y — Salf3, (2.96)

acRP

sous les contraintes NN ou NN + SLO ou NN + STO.

Dans le cas ou la contrainte STO est utilisée, le probleme (2.96) est transformé en un nouveau
probléeme faisant apparaitre des contraintes d’inégalité uniquement a 1’aide d’un changement de
variable. Pour tout vecteur initial a(®) € R” vérifiant la contrainte STO, le vecteur défini par
a = a® + Zc, avec ¢ € R1, satisfait également cette contrainte si Z € R”*F~1 est une
matrice dont les colonnes forment I’espace nul de 1, p. Par exemple, la matrice définie par

1 si 1=,
Zij =1 —1 st i=7j5+1, (2.97)
0  sinon,

satisfait cette condition.

Le probleme (2.96), lorsqu’il est soumis aux contraintes NN+STO, peut donc s’écrire sous la
forme

minimiser F(a'” + Ze¢), (2.98)
ceRP-1

sous les contraintes a'®) + Ze > 0.

D’une fagon générale, les trois types de contraintes considérées dans cette étude peuvent Etre
représentés par une unique formulation du probleme :

minimiser F(a'” + Z¢), (2.99)

ceR"p
sous les contraintes T7Zc + Tla(o) +ty >0,

ou n,, est le nombre de variables primales, ng est le nombre de variables duales, a®) e R?,
Z ¢ RP>m Ty € R™*P ¢, € R™, avec les définitions adaptées a chaque type de contrainte
d’apres le tableau 2.1.

Le probleme (2.99) peut étre reformulé plus simplement :

minimiser ®(c), (2.100)

ceR™p
sous les contraintes T'c+t > 0,

avec
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NN NN + SLO NN + STO
n, = P n, =P n,=PF—1
ng =P ng=~P+1 ng =P
a® =0p a® = 0p a® — %113
1 if 1=y
Z =1Ip Z =1Ip Zij -1 if 1=754+1
0 otherwise
leIP le IP :| T1:IP
—1ixp
0p
to =0p ty) = 1 to =0p

TABLE 2.1 — Définitions des parametres du probleme 2.99 en fonction des contraintes utilisées.

®(c) = F(a + Ze),
T - le,
t = Tla(o) + to.

Ainsi défini, le probleme (2.100) peut étre résolu par la méthode IPLS. Un changement de
variable ayant été effectué, il est nécessaire de convertir le résultat ¢ de la méthode IPLS en
vecteur d’abondances :

a=a" + Zeé. (2.101)

Pour une image entiére avec pénalisation spatiale

On considere maintenant le probleme initial (2.15) portant sur N pixels avec régularisation
spatiale. En effectuant le méme changement de variable et en vectorisant le probleme, il peut
également s écrire sous la forme

minimiser ®(c), (2.102)

ceR™PN

sous les contraintes Tc+t > 0,

avec les définitions suivantes :

®(c) = F(A + Z mat(c))
1
D) [vect(Y — SAY) + (Iy ® SZ)cHz + BR(vect(AD) + (Iy ® Z)c),
A(O) = [a’la ce ‘7a’N] ;
T=Ix®T\Z,
t = vect(Ty A" + Ty),
TO = [t01,- .- atON] .
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Le probleme complet peut donc également étre résolu par la méthode IPLS. Les abondances
sont calculées a partir du résultat 1’algorithme 3 par :

A=A 4 Z mat(e). (2.103)

Remarques

Bien que la méthode IPLS puisse étre utilisée de la méme fagon avec ou sans pénalisation
spatiale, il sera observé au chapitre 3 puis montré au chapitre 4 que la prise en compte de la
pénalisation augmente significativement la complexité des calculs effectués. Des modifications
algorithmiques seront alors proposées pour une résolution efficace du probleme pénalisé.

La méthode IPLS est une méthode de second ordre faisant intervenir le Hessien du critere
lors du calcul des directions primales. Comme toute méthode de second ordre, elle est adaptée
a des problemes de taille modeste. Dans le cadre de cette these, elle est employée pour la
résolution d’un probleme de grande taille. Néanmoins il sera observé au prochain chapitre que
ses performances sont comparables aux autres méthodes étudiées, et les chapitres suivant seront
consacrés a son accélération a travers une nouvelle facon de calculer les directions primales.

2.5 Conclusion

Ce chapitre a présenté les hypotheses permettant d’écrire le probleme d’estimation des cartes
d’abondances sous la forme d’un probleme d’optimisation convexe sous contraintes. Quatre
méthodes permettant de résoudre ce probleme ont été décrites : deux méthodes de contraintes
actives (NNLS et FCLS), une méthode de Lagrangien augmenté (ADMM) et une méthode de
points intérieurs (IPLS).

Le chapitre 3 propose une analyse comparative de ces méthodees d’optimisation a travers un
grand nombre de tests réalisés a partir d’images hyperspectrales simulées. Les chapitres suivant
s’intéressent a 1’accélération de la méthode IPLS.
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Ce chapitre propose une comparaison des performances des quatre méthodes décrites au cha-
pitre précédent : NNLS, FCLS, ADMM, et IPLS. Pour cela, des cartes d’abondances sont géné-
rées et sont utilisées pour mélanger des spectres de matériaux réels. Chaque image hyperspec-
trale ainsi générée est ensuite traitée par les différentes méthodes. La comparaison porte sur le
temps de calcul et la qualité de I’estimation des cartes. De nombreux tests sont réalisés afin
d’observer I’influence de chaque parametre sur les performances des algorithmes étudiés.

Ce travail a été en partie intégré aux publications [Chouzenoux et al., 2013] et [Chouzenoux
et al., 2014] mentionnées dans le chapitre 1.

3.1 Protocole expérimental

L’ étude porte sur I’influence des parametres suivants sur les performances des trois méthodes :
* Le nombre de pixels N

* Le nombre de spectres purs P

47
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Le niveau de bruit, représenté par le rapport signal sur bruit RSB

RSB = 10log,, (%) , (3.1)

ou var(x) est la variance de x.

Le type de spectre pur utilisé lors de I’estimation des abondances : exact ou estimé par la
méthode NFINDR [Winter, 1999]

Le type de contrainte : NN, NN+SLO ou NN+STO

La présence ou non de pénalisation spatiale, et la valeur du parametre de pénalisation.

Pour chaque test réalisé, c’est-a-dire pour chaque jeu de parametres, le protocole suivant est
employé :

1.

Génération de la matrice des spectres purs : La matrice S est obtenue en sélection-
nant aléatoirement P spectres parmi les 498 que compte la bibliotheque spectrale USGS
(United States Geological Survey) [Clark et al., 1993]. Chacun de ces spectres contient
L = 224 bandes spectrales allant de 383 nm a 2508 nm. La figure 3.1 illustre un exemple
de P = 10 spectres choisis aléatoirement. On peut voir que certains de ces spectres sont
fortement corrélés sans pour autant étres identiques.

. Génération de la matrice des abondances : La matrice A est composée de P cartes

d’abondances simulées de facon a contenir trente motifs gaussiens, de variance égale
a N /200, positionnés aléatoirement au sein de 1’image et normalisés pour satisfaire la
contrainte STO. Afin de simuler la présence de frontieres nettes au sein de I’image, les
abondances dont le niveau est inférieur au niveau moyen de 1/ P sont divisées par un fac-
teur 10. Le résultat de cette opération est normalisé€ pour satisfaire a nouveau la contrainte
STO. La figure 3.2 illustre un exemple de cartes d’abondances générées pour P = 10 et
N = 1002. Nous pouvons constater que cette stratégie de simulation permet d’obtenir
des cartes dans lesquelles il n’existe pas de pixel pur et également d’obtenir une régu-
larité spatiale de type homogene par morceaux, comme dans les hypotheses de la partie
2.2.

. Formation de ’image hyperspectrale : L image hyperspectrale simulée Y est formée

selon le modele de mélange linéaire Y = SA + E. Le terme E € RY*Y est un bruit
gaussien i.i.d. de moyenne nulle et de variance adéquate pour obtenir le rapport signal
sur bruit (RSB) désiré. La figure 3.3 illustre I'image hyperspectrale formée a partir des
spectres de la figure 3.1, des cartes d’abondances de la figure 3.2, et d’un bruit tel que
RSB = 10 dB. Afin de représenter en deux dimensions un tel jeu de données, seuls
I’image correspondant a la premiere bande spectrale (383 nm) et le spectre correspondant
au premier pixel sont représentés.

Estimation des cartes d’abondances : Les différentes méthodes décrites dans le chapitre
précédent sont employées pour estimer les cartes d’abondances a partir de I’image hyper-
spectrale. Pour chaque méthode, le temps de calcul est mesuré, et les cartes obtenues sont
comparées aux cartes générées, représentant la « vérité ».

Simulation de Monte Carlo : Afin de s’affranchir des variations liées au caractere aléa-
toire d’une simulation, I’ensemble des étapes précédentes est répété 100 fois. Le temps
de calcul moyen et I’erreur d’estimation moyenne sont retenus.

Les criteres suivants sont utilisés pour comparer les méthodes :
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1. Temps de calcul : Pour un jeu de parametres donné, les méthodes convergent toutes
vers la solution du méme probleéme, elles fournissent donc un résultat autour de la méme
solution, avec une certaine tolérance. Ainsi, I’'unique critere permettant de juger des per-
formances d’une méthode est le temps nécessaire pour parvenir au résultat.

2. Nombre d’itérations : Il permet de mieux comprendre les différences entre les méthodes
étudiées. Pour FCLS, il s’agit du nombre moyen d’itérations par pixel car I’algorithme est
exécuté indépendamment sur chaque pixel. Pour IPLS, il s’agit du cumul des itérations de
la méthode de Newton utilisée pour résoudre la séquence d’équations KKT perturbées.

3. Erreur d’estimation ou de reconstruction : Cette erreur est mesurée par 'EQMN (Er-
reur Quadratique Moyenne Normalisée) qui mesure la différence relative moyenne entre

les abondances simulées a, = [A,1, ..., A,n]" et les abondances estimées a,,
100 -
EQMN(%) = Z ”“ﬂ ”‘;“ . (3.2)
a

Ce critere permet de comparer entre eux les différents jeux de parametres testés.

4. Résidu : Le résidu moyen r est donné pour illustrer 1I’équivalence des différentes mé-
thodes dans une méme situation en termes de résultats. Il est calculé ainsi

r=|Y - SA|>. (3.3)

Le nombre de parametres étudiés dans cette comparaison étant €levé, il est impossible de tester
exhaustivement toutes les combinaisons de parametres, mémes restreints a des plages de va-
leurs discretes et bornées. Dans un premier temps, chaque parametre est fixé a une valeur de
référence, et les différentes méthodes sont comparées dans cette situation de référence. Puis,
I’influence de chaque parametre sur les performances des méthodes est étudiée séparément, en
faisant varier sa valeur autour de la valeur de référence.

Matériel utilisé

Tous les calculs présentés dans cette these sont effectués sur une station de travail Dell Preci-
sion T7400 contenant un processeur Intel Xeon X5472 cadencé a 3 GHz et 16 GO de mémoire
RAM. Cette station est également équipée d une carte graphique Tesla C1060 qui sera exploitée
au chapitre 5.

3.2 Situation de référence

Les valeurs de référence des différents parametres €tudiés sont données par le tableau 3.1.

Les résultats des trois méthodes étudiées (NNLS n’est pas utilisée car la contrainte STO est
considérée) sont donnés dans le tableau 3.2. On observe que, dans ces conditions, les temps
de calcul sont relativement proches, avec un avantage pour IPLS, et un temps plus long pour
ADMM. Mais cette proximité cache d’importantes différences internes. Ainsi, le nombre d’ité-
rations nécessaires a FCLS pour atteindre la convergence est tres faible, mais chaque itération
est coliteuse en temps de calcul. Au contraire, ADMM nécessite un grand nombre d’itérations
qui sont exécutées rapidement. Enfin, les 3 méthodes minimisent le méme critere, il est donc
normal d’obtenir les mémes valeurs pour le résidu et I’erreur de reconstruction.
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FIGURE 3.1 — Exemple de 10 spectres purs issus de la bibliotheque USGS.
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FIGURE 3.2 — Exemple de 10 cartes d’abondances simulées.
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FIGURE 3.3 — Visualisation partielle d’une image hyperspectrale a travers la réflectance mesurée
pour une longueur d’onde (a gauche) et pour un pixel (a droite).

Parametre Valeur
N 1002
P 10
SNR 10dB
type de spectres purs exacts
contrainte NN+STO
pénalisation spatiale | non prise en compte

TABLE 3.1 — Valeurs des parametres utilisés dans la situation de référence.

| Meéthode | FCLS | ADMM | IPLS |

Temps CPU (ens) | 2.11s | 2.55s 1.92s
Nombre d’itérations | 2.12 721 17.5
Résidu (x1073) 2.13 2.13 2.13

EQMN 9.88% | 9.88 % | 9.88 %

TABLE 3.2 — Résultats dans la situation de référence.
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FIGURE 3.5 — Temps de calcul en fonction du nombre de spectres purs.
3.3 Influence du nombre de pixels V

La figure 3.4 illustre le comportement des 3 méthodes étudiées lorsque le nombre de pixels de
I’image varie. Pour toutes les méthodes, le temps de calcul varie proportionnellement au nombre
de pixels. Notons que lorsque la taille de I’image augmente, les temps de calcul de FCLS et IPLS
augmentent a un rythme comparable, alors que celui de ADMM augmente plus rapidement, ce
qui en fait une méthode moins adaptée aux problemes de grande taille. Les nombres d’itérations
relevés restent stables pour chaque méthode quelle que soit la taille du probleme, il en est de
méme pour les résidus et erreurs de reconstruction.

3.4 Influence du nombre de spectres purs P

La figure 3.5 illustre les temps de calcul des 3 méthodes étudiées lorsque le nombre de spectres
purs varie. Lorsque ce nombre augmente, les temps de convergence s’allongent logiquement,
mais dans des proportions différentes suivant la méthode. Ainsi, il apparait que ADMM est la
méthode la plus performante pour un grand nombre de spectres purs, suivie de IPLS, alors que
le temps de calcul de FCLS devient tres élevé. Notons que pour FCLS, ce comportement est dii
principalement au nombre d’itérations qui passe de 0.88 pour P = 5 a 148 pour P = 40, alors
que ce critere reste stable pour les autres méthodes (pour FCLS, le nombre d’itération moyen
peut étre inférieur a 1 car aucune itération n’est comptabilisée lorsque pour un pixel la solution
du probléme non contraint satisfait les contraintes).



54 CHAPITRE 3. ANALYSE COMPARATIVE DES METHODES EXISTANTES

3= ‘
S FCLS
= ADMM
2.5 <-IPLS |
>}
o q
o 4
[72]
o
€ 15 D
o)
=
1 n
0-5 10 15 20 25 30
RSB

FIGURE 3.6 — Temps de calcul en fonction du bruit de mesure.
3.5 Robustesse face au bruit

La figure 3.6 illustre le comportement des 3 méthodes étudiées lorsque le bruit de mesure varie.
On observe que les temps de calcul se réduisent lorsque le bruit de mesure diminue. Cette
variation est plus marquée pour la méthode ADMM, qui est la plus rapide pour un bruit faible,
mais la plus lente pour un bruit important. ADMM est donc la méthode la moins robuste face
au bruit de mesure, alors que IPLS est la plus robuste. La taille des données reste constante au
cours de ce test, ces variations sont donc expliquées intégralement par le nombre d’itérations
qui se réduit pour des bruits faibles. Notons que le résidu et I’erreur de reconstruction diminuent
également.

3.6 Robustesse face a I’'imprécision des spectres purs

Comme évoqué au chapitre 2, I’étape de détermination des spectres purs précédant 1’estimation
des abondances peut se faire de deux facons : soit en sélectionnant des spectres de matériaux
connus dans une bibliotheque spectrale, soit en effectuant une estimation des spectres purs a par-
tir de I’image hyperspectrale elle-méme. Dans les tests effectués jusqu’a présent, des images hy-
perspectrales ont été simulées en utilisant des spectres issus de la bibliotheque spectrale USGS.
Ces mémes spectres ont ensuite €té utilisés lors de I’estimation des abondances. Dans le test
dont les résultats sont présentés dans le tableau 3.3, cette situation est comparée a 1’estimation
des abondances apres estimation des spectres purs a partir de I’image avec la méthode NFINDR
[Plaza et Chang, 2005]. Cette méthode sélectionne dans 1’'image les pixels considérés comme
purs, dans le sens ot les spectres de ces pixels présentent la plus faible corrélation possible. Les
spectres purs ainsi obtenus sont proches des spectres exacts utilisés pour simuler I’image, mais
différents de ceux-ci a cause du bruit gaussien ajouté lors de la simulation, mais aussi car la
méthode de simulation des abondances assure qu’aucun pixel de I’image simulée ne peut étre
pur.

Dans le tableau 3.3, on observe logiquement un accroissement du résidu lorsque les spectres
purs estimés sont utilisés. Il est intéressant de voir que le temps de calcul est également im-
pacté par I’imprécision des spectres purs. Pour chaque méthode, celui-ci augmente lorsque les
spectres purs estimés sont utilisés. Ce ralentissement affecte d’avantage la méthode IPLS dont
le temps de calcul augmente de 58 %. En revanche, FCLS est la méthode la plus robuste face a
I’imprécision des spectres purs car son temps de calcul n’augmente que de 25 %.
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Méthode FCLS ADMM IPLS
spectres purs exacts \ estimés exacts \ estimés exacts \ estimés
Temps CPU (ens) | 2.11 | 2.63 (+425%) | 2.55 | 3.42(+34%) | 1.92 | 3.03 (+58%)
Nombre d’itérations | 2.12 3.13 721 951 17.5 28.8
Résidu (x107?) 2.13 2.37 2.13 2.37 2.13 2.37

TABLE 3.3 — Comparaison des résultats avec spectres purs exacts et estimés par la méthode
NFINDR.

Méthode NNLS | FCLS ADMM IPLS
Contrainte NN |[NN+STO| NN |NN+STO| NN [NN+SLO |NN+STO
Temps CPU (ens) | 3.24 2.11 1.92 255 1.91 2.63 1.92
Nombre d’itérations | 7.96 2.12 591 721 16.6 18.2 17.5
Résidu (x107%) | 2.13 2.13 2.13 2.13 2.13 2.13 2.13
NMSE 221% | 988% [913% | 988% |109% | 11.1% 9.88 %

TABLE 3.4 — Comparaison des résultats avec les 3 types de contraintes étudiés : NN, SLO et
STO.

3.7 Influence du type de contrainte utilisé

Les tests précédents ont été effectués en ne considérant que les contraintes NN et STO, c’est-a-
dire de non-négativité et de somme €gale a un. Or, la contrainte NN (non-négativité seule) est
mise en ceuvre par les méthodes NNLS et IPLS, mais aussi ADMM qui le propose en option
dans son implémentation Matlab, I’algorithme correspondant peut se construire avec le méme
raisonnement que pour la contrainte NN+STO. Quant a la contrainte SLO, elle n’est implémen-
tée que par la méthode IPLS, bien qu’elle puisse théoriquement étre gérée par une méthode de
type ADMM.

Le tableau 3.4 donne les performances des quatre méthodes étudiées en fonction du type de
contraintes choisies. On y voit le résidu rester constant pour tous les types de contraintes. Avec
la contrainte NN uniquement, les erreurs de reconstructions obtenues sont tres €levées. De plus,
ces erreurs sont différentes pour chaque méthode alors que le résidu est le méme. C’est le signe
d’un probleme mal conditionné pour lequel des propositions éloignées de la solution fournissent
un résidu proche du résidu optimal. L’ajout de la contrainte SLO ou STO permet de diminuer
considérablement I’erreur de reconstruction. Ceci montre I’intérét de considérer un maximum
d’information a priori. Rappelons que 1’annexe A montre que les contraintes NN+SLO peuvent
se révéler étre le meilleur choix lorsque la bibliotheque spectrale utilisée est incompléte. Enfin,
les conséquences du choix de la contrainte sur le temps de calcul sont différentes pour chaque
méthode. La durée d’exécution de la méthode NNLS s’explique par un nombre d’itérations
plus important que pour la méthode FCLS. Pour ADMM, des simplification sont possibles dans
le cas ou la contrainte de somme égale a un n’est pas utilisée, ce qui accélere 1égerement les
calculs. Enfin pour IPLS, le nombre de variables varie en fonction des contraintes, comme il
a été vu dans la partie 2.4.5. Dans les conditions de ce test, il apparait donc que les méthodes
ADMM et IPLS sont les plus rapides pour la contrainte NN, la méthode IPLS est la plus rapide
pour les contraintes NN+STO, c’est également la seule a prendre en charge les contraintes
NN+SLO.
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FIGURE 3.7 — Temps de calcul d¢ ADMM en fonction du parametre de régularisation.
3.8 Influence de la pénalisation spatiale

La pénalisation spatiale est disponible uniquement pour les méthodes ADMM et IPLS. Pour
la méthode ADMM, une pénalisation par variation totale, c’est-a-dire une pénalisation spatiale
dont la fonction de pondération est de type ¢, est disponible a travers 1’algorithme SUnSAL-TV
[lordache et al., 2012]. Ainsi, seul le parametre de régularisation /3 définit la pénalisation pour
cette méthode. Pour la méthode IPLS, deux types de pénalisations sont envisagés : la pénalisa-
tion de type /5 qui ne fait intervenir que le parametre de régularisation (3, ou la pénalisation de
type ¢ — /1 qui fait intervenir 3 et le parametre ¢ définissant le seuil entre le comportement /5
et le comportement /.

Dans un premier temps, il convient de choisir les parametres de pénalisation pour chacun de ces
cas. Comme nous travaillons avec des images simulées, nous pouvons choisir les parametres qui
minimisent I’erreur de reconstruction. Ensuite, une comparaison avec la situation de référence
non-pénalisée sera effectuée.

3.8.1 Choix des parametres de pénalisation

Choix de § pour ADMM

Les conditions de référence décrites dans la partie 3.2 sont a nouveau utilisées, a I’exception
de la partie pénalisation spatiale qui est a présent étudiée. Les figures 3.7 a 3.9 présentent les
performances de la méthode ADMM avec une pénalisation de type ¢; lorsque le parametre de
régularisation varie. On peut voir sur la figure 3.8 que la valeur B = 7 x 1073 permet d’obtenir
I’erreur de reconstruction minimale de 1.29 %, contre une erreur de 9.88 % sans pénalisation.
Ce gain significatif montre 1’intérét de 1’utilisation de la pénalisation spatiale. La contrepartie
de ce gain est le temps de calcul qui comme le montre la figure 3.7 est de 195 s alors qu’il était
de 2.35 s dans le cas non-pénalisé. Enfin la figure 3.9 illustre 1’augmentation attendue du résidu
lorsque le poids de la pénalisation augmente.

Choix de $ pour IPLS avec pénalisation ¢

Comme pour ADMM, I’influence du parametre de régularisation sur les performances de la
méthode IPLS assortie d’une pénalisation spatiale de type /5 est illustrée par les figures 3.10 a
3.12. La valeur optimale du parametre de régularisation est cette fois B = 9. Cette valeur permet
d’obtenir une erreur de reconstruction de 3.43 %, contre 9.88 % sans pénalisation. Cela montre
que la pénalisation de type ¢, améliore le résultat, mais pas autant que la pénalisation de type ¢,
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FIGURE 3.8 — Erreur de reconstruction d¢ ADMM en fonction du parametre de régularisation.
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FIGURE 3.9 — Résidu de ADMM en fonction du parametre de régularisation.

utilisée avec ADMM. Cependant, I’augmentation du temps de calcul est moins importante que
pour ADMM puisqu’il passe de 2.34 s a 124 s au lieu de 200 s.

Choix de [ et § pour IPLS avec pénalisation /5 — /;

Pour la méthode IPLS avec pénalisation de type ¢, — /1, les parametres [ et ¢ doivent &tre
déterminés conjointement afin de minimiser I’erreur de reconstruction. Dans le cas des données
simulées dans cette étude suivant les hypotheses du chapitre 2, la valeur de ¢ conduisant a I’er-
reur de reconstruction minimale est 6 = 0, c’est-a-dire une pénalisation de type ¢;. Notons que
dans certaines situations réelles, une valeur de J non nulle peut générer la plus faible erreur de
reconstruction [Idier, 2013]. Cet exemple ne prétend pas montrer la supériorité de la pénalisa-
tion de type ¢; sur celle de type /5 — {1, cette question fait 1’objet de recherches actives et la
meilleure méthode dépend des cas d’étude. Le choix de 6 = 0 étant inaccessible pour la mé-
thode IPLS qui nécessite un parameétre o strictement positif, on répeéte pour différentes valeurs
de 0 I’étude menée précédemment pour ADMM et IPLS avec pénalisation /5. La figure 3.13
présente les valeurs de S minimisant 1’erreur de reconstruction pour différentes valeurs de d,
tandis que la figure 3.14 présente I’erreur de reconstruction pour chaque couple (0, B(é )). Cela
montre que plus la valeur de 0 est faible, meilleur est le résultat. Pour les valeurs de 0 les plus
faibles, cette erreur remonte brutalement car le temps de convergence est alors trop long et I’al-
gorithme se termine avant d’atteindre la convergence. Ceci est confirmé par la figure 3.15 qui
montre que le temps de calcul devient prohibitif pour ces valeurs de ¢. Il s’agit donc de trouver
un compromis entre une erreur de reconstruction faible, et un temps de calcul raisonnable. Dans
le reste de la thése, le couple (4 = 0.1; 3 = 1) sera retenu.
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