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Intelligence Artificielle

Plan du cours

Introduction + Systemes a base de régles (1)
Parcours de graphes (1)
Introduction a la logique (d'ordre O et 1) (4/5)
Introduction a PROLOG (1)
Logique a description (3)
Satisfaction de contraintes (1 +(1)
Apprentissage symbolique (introduction, classification) (2)
Introduction a la fouille de données

Analogie
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Introduction a I'Intelligence Artificielle

1 - Introduction

L'Intelligence Atrtificielle est une branche de I'Informatique qui consiste a concevoir des
"systemes intelligents" (dont le comportement peut étre qualifié d'intelligent) = étre capable
de résoudre des problémes en raisonnant et en s'appuyant sur des connaissances
générales ou spécifiques au domaine du probleme.

= Résolution de problemes
{-) Raisonnement
= Représentation de connaissances
Résolution de problémes :
Un probléme peut se formaliser comme un triplet (I, F, O) ou :
- | = état initial
- F = état final
- O =ensemble d'opérateurs qui permettent de changer d'état

Avec ce point de vue, résoudre 1 probléeme consiste a trouver un chemin
d'extréemités données un graphe (en 'occurrence, les extrémités | et F).

Raisonnement
Une forme standard et bien connue de raisonnement est le syllogisme (déja étudié

par Aristote)
Syllogisme: Tout ce qui est vert a peur La formalisation Modus ponens
La bouteille est verte p=2>qgetp
Donc la bouteille a peur q schéma d'inférence

Sur la forme, la conclusion est vraie, le "raisonnement est correct”.

Sur le fond, on peut ne pas étre d'accord =» faire intervenir le fait que seuls les
étres vivants puissent avoir peur = connaissance

Lorsqu'on donne un sens aux éléments du syllogisme, la conclusion peut s'avérer
eronnée.

Ainsi la connaissance posséde 2 facettes qui sont interreliées = forme et fond
Syntaxe et sémentique (sens)

2 - Formalisation des problémes et résolution de probléemes

Geénéralement, un probléme a un énoncé en langage naturel et une solution (ici un
probléme a toujours une solution)

Il est possible de classer les problémes en problémes algorithmiques, il existe un
algorithme qui permet de résoudre le probleme et probléme non algorithmique.

L'Intelligence Atrtificielle s'intéresse a la classe des problemes non algorithmiques.
Un probléme de base = satisfaction d'une formule booléenne

Etant donné une formule booléenne ¢, trouver I'ensemble des points tels que ¢ = 1
(rapport de o).
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La complexité du probléme est exponnentielle (en 2N ou N est le nombre de
variables de la formule)
Un probléme peut se formaliser sous la forme d'un triplet (I, O, F) ou

| = état initial

F = état final

O = un ensemble d'opérateurs

Un état est une configuration du probléme a un instant donné.
Il faut savoir décrire un état = il existe plusieurs possibilités pour cela (analogie avec
I'algorithme)

Un opérateur permet de changer d'état et il posséde des conditions
d'applicabilité (il n'est pas applicable dans tous les états)

Les états spéciaux = |, F et états qui symbolisent des Impasses.

L'ensemble des états possibles obtenus par application des opérateurs est appelé
I'espace d'états
3 -5 Exemple: Tours de Hanoi, 3 piles et 2 disques

Etat initizﬂ% ‘ ‘ Etat final ‘ ‘ l%

Opérateurs = déplacer 1 disque d'un pilier a l'autre applicabilité (condition), ne pas
déplacer le grand disque pour le mettre sur le petit disque

Espace d'état (1,1 desciption d'un état = (pg, pd)
Etat initial é ‘ Y e
pilier ou est le grand disque pilier ou est le

petit disque
Remarque: la notation est ambigué

22 | | | |
On ne prend en compte que Ies etats Tégaux

(1} 1) = Etat initial = |

(1,2) (1,3)
(3,2)

(2, 2) Impasse 2,3 Impasse (3, 3
e %L% | %—i\ [
| i e | | i |

etattmpal

Remarques: - Impasses
- Etats non accessibles
Les choses ne sont pas toujours aussi simples :
- Probléme mal spécifié = on ne connait pas I'état final
- L'ensemble des opérations peut étre infini
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2 - 2 Exercice:

Une personne dispose d'une bonbonne de 12| dans laquelle elle veut mesurer 6 litres.
Pour cela elle dispose de 2 bouteilles de 7 et 5 litres.
1) Formaliser le probleme en terme (I, F, O) donner 1 représentation possible d'un état
2) Développer I'espace d'état et donner 1 solution

Un état triplet (Cq2, C7, Cs)
Etat initial (12, 0, 0) Pas de duplication d'état

(705f/(50m 5)

+
(7,5,0) (5,2, 5)
v
(2, 5, 5) (10, 2, 0)
y b
2,7,3) (10,%, 2)
v v
9, 0, 3) (3,7,2)
v v
9, 3, 0) (3, 4, 5)
v v
(4¢3 5) (8,4, 0)
v
(3,5, 4) (8,0, 4)
¢ v
(1,7, 4) (1,7, 4)
v v
| (1,6, 5) 1,6,5) |

2 -3 Types de problemes :

- Problémes de contraintes Cryptarithmétique SEND 1 lettre
- Problémes logiques MORE
MONEY 1 chiffre
SEND E #0 Conjoncture M = 1

MORE S =9 (retenue pour avoir M de money)
MONEY 0=0
E + 1 = N (présence nécessaire d'une retenue)
N+R="1E"
D+E="1Y"

E = 8 Impasse
Conjoncture E=7 = N=8 = R = 8 Impasse

Conjoncture E =6 967X Impasse
N=7 1086
R=8 1070X

Conjoncture E=5 9567 D=7
N=6 1085 Y =2
R=8 10652
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2 - Systémes a base de regles
Une premiéere famille de systémes intelligents = les systémes a base de regles (SBR)

3 -5 Introduction

Définition: Une régle de production se présente sous la forme prémisse (s)

Si condition (s) alors Conclusion (s)

partie gauche partie droite

Une telle régle peur étre utilisée pour représenter des connaissances dans de
nombreux domaines :

(1) Si I'animal a des plumes alors c'est un oiseau

(2) Si I'animal est bipede et qu'il n'a pas de plumes alors c'est un homidé

(3) Si le patient a de la fievre et s'il présente des pistules alors il faut envisager la
varicelle

Remarque:

- Les régles sont bien adaptées pour représenter des connaissances liées a des
diagnostics ou des classiffications

- Les regles peuvent étre trés complexes = elles peuvent utiliser des connecteurs
booléens et, ou et non

- Un coefficient de plausibilité peut étre associé aux éléments d'une régle

3 -5 Architecture d'un SBR

Définition: Un SBR se compose de 3 modules :
- Une base de faits qui contient les données relatives au probléme a résoudre
(mémoire "a court terme")
- Une base de regles qui contient les régles représentant la connaissance du
domaine du probléme
- Un moteur d'inférences chargé d'appliquer les regles en fonction de la base de
faits pour résoudre le probleéme

Base de «—

/

Remarque fondamentale :

Il y a séparation entre les connaissances - ici les regles - et les procédures de
manipulation des connaissances du moteur d'inférences.

On dit qu'on a une représentation déclarative des connaissances, par opposition
aux représentations procédurales.

Moteur

Base de

Représentation procédurale Base de Régles
Programme 1 SiAalors B (R1) Si A alors B
Programme 2 SiAetCalors B (R2) SiAetCalors Z

Les regles sont autonomes et indépendantes
Le moteur se charge d'appliquer les regles
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Principe de Base
Aucune regle n'influe sur les autres régles
Mais les métarégles peuvent étre utilisées pour :
(1) Controler le fonctionnement du moteur d'inférence
(2) Mettre en ceuvre des stratégies (dépendant du domaine du probléme)

"Déclaratif" = Représenter des connaissances indépendemment de leur utilisation
3 -5 Le fonctionnement du moteur d'inférences

Un moteur d'inférences fonctionne selon 1 cycle a 3 temps :

(1) Sélection des regles applicables (une régle est applicable si toutes ses conditions sont
satisfaites)

(2) Choix d'une régle = résolution des conflits.
L'ensemble des regles applicables s'appelle aussi lI'ensemble des conflits, et il y a
effectivement dés qu'il existe plus d'une régle applicable.
Méta - regles qui permettent de choisir une regle
(MR1) Ne pas choisir une régle qui conclut sur un fait déja connu
(MR2) Choisir la régle qui a le "coefficient d'importance" le plus élevé (lorsque ce
coefficient existe) Pour nous, ce coefficient sera symbolisépar le rang de la régle (son
numero)
(MR3) Choisir la régle qui a le plus de conclusions
(MR4) Choisir la regle qui a le plus de conditions
(MRS5) arréter le moteur d'inférences lorsque I'ensemble des conflits est vide

(3) Appliquer la régle choisie et prendre en compte les conclusions de la regle

Un exemple
BF = {G, H, K}
BR= 1. A=E SiAalors E
2.B=>D
3. H2>A
4. AetG=2>C
5.EetK=>B
6.DetEetK=>C
7.GetKetF=2 A
Un exemple de fonctionnement : déduire tous les faits qui peuvent I'étre (chainage
avant)

Cycle 1 BF ={G, H,K}  Applicables = {R3} BF ={A, G, H, K}

Cycle 2 Applicables = {R1R3, R4} choisi R1 BF = {A E, G, H, K}

Cycle 3 Applicables ={R1;R3, R4, R5} choisiR4 BF={A,C, E, G, H, K}

Cycle 4 Applicables ={R1R3R4, R5} choisi R5 BF = {A B, C,E, G, H, K}
Cycle 5 Applicables ={R1, R2;R3;-R4,-R5} choisi R2 ={A, B, C, D, E, G,

H, K}
Cycle 6 Applicables = {0} arrét du moteur

Rappel Introduction Résolution de problémes
Espace d'Etat (I, O, F)
SBR BR Reégles Si alors

BF Faits
Ml + Sélection
+ Choix
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+ Application
Stratégies d'Application
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3 -5 Le chainage avant ou la résolution dirigée par les données

Un moteur d'inférences se caractérise par la fagon dont il applique les régles et la
facon de mémoriser les résultats intermédiaires.
Le chainage avant se décrit de la fagon suivante (il correspond intuitivement aux 3
étapes d'un cycle de moteur) = étant donné un certain nombre de faits déja établis, le
moteur sélectionne les régles applicables, en choisi une et la déclanche.

La mémorisation de nouveaux faits est soit immédiate (une fois la valeur de vérité
du fait est établie) ou différée (une fois que I'ensemble des conflits est vide)

Il existe 2 conditions d'arrét principales =
- la base de faits contient le fait recherché
- la base de faits est saturée = plus aucune régle n'est applicable

Remarque: Un probleme correspond en général a vérifier qu'un certain fait est vrai.
Résoudre le probléme consiste a trouver une régle déclanchable pour laquelle le
fait recherché est en partie conclusion.

q "p est vrai" la régle déclanche = "q est vrai" = cas particulier
d'une\e/ -)\‘/
prémisses conclusions regle d'inférence logique “moduw" P,pP=q
pestvrai T Qgg—gestvrai

Exemple: R1 SiKetL et MAlors |

R2 SiletLetJAlors Q

R3 SiCetDetEAlors B

R4 SiAetBAlorsQ

R5 SiLetNetOetP Alors Q

R6 SiCetHAlorsR

R7 SiRetJetMAlorsS

R8 SiFetHAlors B

R9 SiGAlorsF BF={A,C,D, E, G, H, K} Probléme Q
Rappel (MR1) Ne pas appliquer une régle qui conclut sur un fait déja connu

(MR2) Choisir la régle de rang minimal si plusieurs regles sont applicables
Chainage avant avec insertion immédiate des nouveaux faits

Cycle1: Sélection {R3, R6, R9}  Choix R3
Application BF = BF U {B} € insertion immédiate
Espace d'Etat : Etat initial = base de faits initiale
Etat final = Q € base de faits
Ensemble d'opérateurs = ensemble des régles avec leurs
conditions d'application
EO=1={A,C,D, E, G, H, K} 2> R3=2>E1={A,C,D,E, G, H, K} U {B}
Cycle2: Sélection {R4, R6, R9}  Choix R4
Application BF = BF U {Q} =2 R4 = E2 =E1 U {Q}
Cycle2: Arrét du moteur= E2 =Faits Qe E2 Q e BF
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Schéma d'algorithme
BF
But
Tant que But ¢ BF et conflit non vide
Si le But € BF alors ne rien faire
Sinon| Sélection des régles (conflit)
Choix
Application

Exercice: Ecrire correctement cet algorithme
Chainage avant avec une insertion différée des nouveaux faits

Cycle 1.1 : Sélection = {R3, R6, R9} Choix R3  Application B est mis en attente
Cycle 1.2 : Sélection ={R3, R6, R9} Choix R6  Application R est mis en attente
Cycle 1.3 : Sélection = {R3;R6, R9} Choix R9  Application F est mis en attente
Cycle 1.4 : Sélection = {} Choix ={} Application BF = BF U {B, R, F}

Cycle 2.1 : Sélection = {R4R8} Choix R4  Application Q est mis en attente
Cycle 2.2 : Sélection ={} Choix ={} Application BF = BF U {Q}

Cycle3.1: Arrétdu moteur= car Qe BF

6
E™BF1) E2 (BF
4 6

RO R
But —|E E%/ﬁg\B
i

Chainage avant abvec ibn on immédiate

3 -5 Le chainage arriére ou la résolution dirigée par le but

Cette fois la résolution ne s'applique plus directement sur la base de faits, mais sur le but
a vérifier.

Le principe est le suivant :

- Le moteur recherche les régles qui concluent sur le but a vérifier, et s'assurent
que ces regles sont "déclanchables".

- Laregle est déclanchable si ses prémisses sont vérfiées.

- Si parmi les regles sélectionnées, une regle est déclanchable, alors le but est
verifié.

- Si ce n'est pas le cas, alors les prémisses a vérifier deviennent de nouveaux
buts, appelés sous - buts, et le processus est réitére.

Les principales conditions d'arrét :
- L'ensemble des sous - buts est vide (succeés) = tous les sous - buts ont été
vérifiés et le probléme est résolu
- Impasse ou échec :
» Soit un des sous - buts n'est pas vérifiable avec la regle courrante et il faut
choisir une nouvelle régle pour le vérifier, et si cela n'est pas possible, alors il
y a échec.

Schéma d'algorithme :
Procédure vérifier (But)
Ok = Faux
Cas 1 Si But € BF alors Ok = Vrai
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Cas 2 Si But est demandable (attribution d'une valeur externe)
alors Ok = réponse externe a la question

Cas 3 Si BR (But) = ensemble de regles qui concluent sur But
Tant que Ok = faux et Br (But) non vide
- seélectionner R dans BR (But) I suffit ~ qu'une regle soit

déclanchable

- Ok = vérifier conditions (R)
- BR (But) = BR (But) - {R}

qud IIOUII’ IIORII

Procédure vérifier - conditions (Régle)

Ok = Vrai

C = conditions (Regles)

Tant que C non vide et Ok = Vrai Vérifier toutes les conditions de la regle
Ok = vérifier (Premier (C)) Nceud "ET", "AND"
C = C - {Premier (C)} Analogie avec AND booléen

Remarque: Comme pour le chainage avant, il est possible d'avoir une mémorisation
immédaite ou différée des nouveaux faits établis.

Chainage arriére avec mémorisation immédiate

Cycle 1 : Sélection = {R2, R4, R5} But={Q} Choix=R2
Application = vérifier les conditions de R2 Sous - But={l, L, J}
Cycle 2 : But ={I} Sélection ={R1} Choix = R1
Application = vérifier les conditions de R1 Sous - But = {K, L, M}
Cycle 3 : But={K} Ke BF
Cycle 4 : But={L} L ¢ BF, non demandable, BR(L)=0 Impasse
R2 n'est pas déclanchable
Cycle 5 : Sélection = {R4, R5} Choix = R4 Sous - But = {A, B}
Cycle 6 : But={A} Ae BF
Cycle 7 : But = {B} Sélection = {R3, R8} Choix =R3 Sous - But ={C, D, E}
Cycle 8 : But={C} C € BF

Cycle 9 : But={D} D € BF Alternance de Nceuds "ET" et de Noeuds "OU"
Cycle 10 : But = {E} E € BF Arbre ET - OU
Cycle 11 : But ={} Succes
Q Nceud "OU" Espace d'Etats
W
I L J A B L N D P
Nceud "OU"‘R1 Impasse € BF RMS Impasse
Nceud "ET ETR+ ET
K‘/LAVI u‘% F "HeBF
e BF ? e BF € BF € BF %9
Impasse
G e BF
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Exercice: R1 SiBetDetE Alors F
R2 SiGetDAlors A
R3 SiCetF Alors A
R4  SiB Alors X
R5 SiDAlorsE
R6 SiXetAAlorsH
R7 SiCAlors D
R8 SiXetCAlors A
R9 SiXetBAlorsD BF={B,C} Probléme : vérifier H
Vérifier H avec le chainage avant (mémorisation immédiate) et le chainage arriere
(mémorisation immédiate).
Dessiner l'arbre et ou asocié au chainage arriére
BFO = {B, C}

R
BF1={B C‘x/}A'/ \SI%-‘{B C, D}

st, ¢.%

9
BF6 = {B, C, D, E, X}

BF7={B,C,D, E, F, X}

m
BF8={A,B,C, D, E, F, X}

BF9={A,B,C,D,E, F, H, X} Regles applicables : R4, R7, R5, R1, R3,
R6
Chainage arriére

6
"ET"

L

"O U" X
R4

+ ?+
B € BF G D
Impasse Impasse € BF 1

A "OU"

\
v

+"ET"
R6, R4, R2 (Impasse), R3, R1, R7, R5 ﬁ\t
Résolution rapide B
R6 e BF R RQ\A R5 "OU"
X R4 + non D Sous - but résolu
A R8 nécessaire

Succeés C € BF
Remarques:
1) il estimpossible d'affirmer qu'une sorte de chaine est meilleure qu'une autre
2) Pas d'utilisation de variables (ni de connecteurs booléens comme "OU" ou "NON"
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Eléements sur les graphes et les structures ordonnées

Dans ce chapitre nous essayerons de formaliser les notions d'espace d'état et de
parcours d'état pour la notion de graphe.

Un graphe est une structure trés générale et a partir de cette notion il est possible,
des notions de structures plus régulieres comme les arbres et les treillis (utilisées dans les
représentations hiérarchiques et en apprentissage).

1- Graphes et relations

Un graphe G = (E, I') est la donnée de 2 ensembles, E un ensemble de sommets (ou
points) et I' un ensemble d'axes (des couples de sommets)

Notations xI'y = 'arc (x, y) x = origine de l'arc y = extrémité de l'arc

l“(x) ={y e E | xT'y} = ensemble des sommets en relation avec x

' (x) ={y e E|]yT x} =ensemble des sommets en relation avec x (avec une
orientaion différente)

xI'y#yI'x
I' = relation et donc elle peut posséder les propriétés de relations. En particulier, elle
peut étre symétrique xT'y =y I' x I'x)=T 1 (X)
Si I" est symétrique, le graphe est non orienté (les arcs s'appellent des arétes)
a d E={ab,cde}
T (b) = {b, ¢} r(b)=1{a b}
b@ *e T (c)={a, d} I (c)=1{a, b, c)
c

graphe non orienté = le méme sans les fleches
2 - Notion de Sous - Graphe, chemins et arbres

Définition: Un sous - graphe G' = (E', I") de G = (E, I') est tel que :
- E'<EetI"<T (inclusion ensembliste)
- Sil'ensemble des arcs qui joint les sommets de E' dans G est conservé, dans ce
cas G' est une restriction de G a E', sinon G' est un sous - graphe partiel de G

E'={a, b, c}
a ty, G'est une restriction a+ G'estun sous - graphe
deGaFE' partiel de G
b C +C

Définition: Un chemin (Chaine dans un graphe non orienté) est une suite d'arcs
Yo Y1 ----Yn & (Xo, X1), (X1, X2), (Xn, Xn+1), telle que I'extrémité de x;+1 de (X1, Xi+1),
correspond avec l'origine Xj+1 de (Xj+1, Xi+2)-
i+
L'origine du chemin est xg
L'extrémité du chemin est x,

Si Xg = Xp, le chemin est un circuit (cycle si G non orienté)
Un chemin élémentaire est constitué d'arcs tous différents
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Définition: Arbre
Un arbre est un graphe non orienté sans cycle la connexité G = (E, I')
V X,y € E, il existe une chaine quireliexay

Nous ne considérons que les arbres enracinés = il existe un sommet distingué
appelé racine de l'arbre qui sert de référence.
Variantes de vocabulaireSommet = nceud
Aréte =» branche

Rappels: Systemes a base de régles
Chainage avant
Chainage arriére
Parcours de graphe
Parcours d'un espace d'états
Initial = but
But =» Etat initial admissible
(Parcours d'arbre ET - OU)

Introduction aux graphes
Exploration de graphes (Profondeur
Largeur J

Graphe Strutures regulieres
Treillis symétrique

Réflexive

Transitive

(Anti - symeétrique

G = (E, I') Symétrique
A/y 4 Non symétrique

Non orienté orienté

3 - Parcours ou exploration de Graphe

3 - 1 Définitions

On appelle parcours de graphe ou exploration de graphe tout procédé déterministe
qui permet de fixer un ordre de parcours = étant donné I'ensemble de sommets déja
exploré, quel est le prochain sommet a explorer ?

Nature des graphes étudiés (espace d'états)

Les graphes sur lesquels nous travaillons sont non orientés et ils sont supposés
enracinés = il existe un sommet distingué appelé la racine a partir duquel commence le
parcours (état initial dans un epace d'Etat).

Un graphe enraciné peut posséder des cycles.

Il faut donc s'arranger pour détecter les cycles (probléme de la boucle infinie)

Notion de couche :
Etant donné un graphe G = (E, ') muni d'une racine o on définit la notion de
couche de la fagon suivante : |V xetye E, d (x,y) =Inf{lg (x, y)}

Distance du plus petit chemin allantde x ay longueur d'une chaine de xay
(le plus petit chemin n'est pas nécessairement unique)
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pour le graphe G = (E, I') enraciné en o :
Co (o) ={d} couche d'ordre 0
Ci(ax)={xe E|d (o, x)=1}
Ca(a)={xe E|d (o, x)=2}

On peut prendre n'importe quel élément du graphe et définir les couches qui lui sont
associées.

Exemple: Co (o) = {0y}
Cqi(a)={b, d, e}

CZ (a) = {C’ f’ 9, h}

oriente
pour la lecture
cyclea, b, e

tg

3 - 2 Parcours en largeur

Le parcours en largeur d'un graphe enraciné G = (E, I') s'appuie sur la notion de
couche et consiste a explorer depuis la racine o le graphe, couche par couche, jusqu'a
explorer le sommet désiré.

L'algorithme associé utilise une file, structure de donnée premier entré - premier sorti
FIFO (insertion en queue et extraction en téte de file)

Remarque: le parcours de graphe nécessite un marquage des sommets de fagon a ne
pas parcourir un "cycle infini"

Algorithme largeur

G=(ET)

o = racine de G, file {o}  but - atteint = faux

but = but a atteindre

Jusqu'a file vide ou but atteint faire
Si la téte de file = but alors but - atteint = vrai ne rien faire d'autre
Sinon engendrer les successeurs non marqués de la téte de la file dans
I'ordre "gauche droite"
(pour un élément x, les sucesseurs de x sont donnés par I” (x))
F'(x)={ye E[xTy}

Si but - atteint = vrai alors succés

Sinon échec
Exempl‘e:/ o File ={o} o estmarqué
/\ I (o) = {b, c}
| £Kb——y File = {b, ¢} b et c sont marqués
I'(b)={d, e, a}
[ r File ={c, d, e} d et e sont marqués

N I (c) ={o, e}
but File = {d, e}
T (d) = {b, but, €}

File = {e, but} but est marqué
I' (e) ={b, d, but, c}
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File = {but}
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Dans ce parcours les couches sont respectées = elles sont explorées l'une apres
l'autre dans le sens gauche - droite

3 - 3 Parcours en profondeur

Le principe du parcours en profondeur est d'explorer le graphe a partir de la racine en
allant "la plus a gauche et le plus profond possible"
Pour ce faire, a la place d'utiliser une file comme dans le parcours en largeur, on utilise
une pile (dernier entré - premier sorti insertion et extraction au sommet) LIFO

Algorithme profondeur
G = (E, I') de racine «
Pile = {o}, oo est marqué
But - atteint = faux, but
Jusqu'a pile vide ou but - atteint faire
Si sommet de pile = but alors but - atteint = vrai (ne rien faire d'autre)
Sinon + engendrer les sucesseurs non marqués du sommet de pile
+ dépiler
+ empiler les sucesseurs dans l'ordre droite - gauche en les marquant
Si but - atteint = vrai alors succés

Sinon echec
Exempl‘e:/ o Pile ={o} o estmarqué b
/\ I()={b,c} «— |
b ¢ Pile = {b, c} b etc sont marqués ¢
I'(b)={d, e, o}
d g Pile = {d, e, c} d et e sont marqués
\/ I" (d) = {b, but, e}
but Pile = {but, e, c}  but est marqué But arreint

Remarque: |l ne faudrait pas conclure d'apres I'exemple que le parcours en profondeur
permet d'atteindre le but plus rapidement.
o Par exemple: les branches infinies posent un probléme et une
profondeur maximale d'exploration doit quelquefois étre fixée
but

branche infinie

Exemple: Parcours en largeur et en profondeur de o et de

Largeur Profondeur
o File = {o} Pile = {o}

File = {b, c} Pile = {b, c}

¢ File={c, d, e} Pile = {d, e, c}
File ={d, e} Pile = {h, f, e, ¢}
File = {c, h, g} Pile ={i, f, e, c}

+e File={nhf g} Pile = {f, e, c} Retour

arriére
File = {f, g, i} Pile = {®w, g, e, c} But- atteint=w
File = {g, i, 0}
g File ={i, o}

File = {w} But - atteint = o
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3 -4 Une application du parcours en profondeur :

Transformation d'un graphe en arbre avec duplication des sommets
Il est possible de "transformer un graphe en un arbre" : I'arbre correspond au graphe
ou les cycles ont été supprimeés.

Principe et régles de construction
- Parcours du graphe en profondeur
- Une branche est crée et correspond au parcours courant : la branche s'arréte
dés que le sucesseur examiné est déja sur la branche
- Pour un sommet donné il y a autant de branches que de sucesseurs qui ne sont
pas déja sur la branche = duplication des sommets

o o (b, c)
/\ b (d, ¢, o)
b d (e, c, b,f)

c
e
d f
d
f (e, d)
e(c,d,f)

2 1
c(a,b,d e)

4 - L'Algoritme A* ou la recherche ordonnée

4 - 1 Introduction

Dans les parcours en largeur et en profondeur on recherche un chemin dans le graphe
qui méne de la racine au but. On ne se préoccupe pas de la qualité du chemin, ces
parcours sont d'ailleurs qualifiés de parcours aveugles

Cette fois nous allons parcourir le graphe en essayer de trouver le "meilleur" chemin
entre la racine o et le but ® = le meilleur au sens d'une fonction d'évaluation

Une fonction d'évaluation associe un colt élémentaire a chaque aréte du graphe et le
cout du chemin est la somme des colts élémentaires des arétes qui composent le chemin.
n
Siy=v1, Y2, ..- Yn OU les v;, sont des arétes colt vy =2 colt (y)
i=1
Une fonction d'évaluation mesure le colt d'un chemin avec 2 points de vue =
(h le passé = colt du chemin déja parcouru
(1) le futur = estimation du colt du chemin restant a parcourir

colt (A) = évaluation (A) = passé (A) + futur (A)

A B (4) estimation

.....................

étre

La distance euclidienne
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Remarque : La mise au point de fonctions d'évaluation est une activit¢ complexe en
dehors des domaines métriques.

4 -2 L'Algorithme A*

Deux Définitions

(N Le codt d'un sommet est le colt du chemin optimal qui le joint depuis la racine
"optimal" = selon la fonction d'évaluation, soit le minimal, soit le maximal
(en regle générale on considere le colt minimal)

(1 Un chemin o a un sommet s est admissible si et seulement si son co(t est inférieur
au co(t de s. En particulier, le colt d'un sommet évolue au cours du parcours.

Algorithme A*
File = {o} (liste vide)
But - atteint = faux
Jusqu'a file vide ou but - atteint faire

Si le premier chemin atteint le but alors but - atteint = vrai (ne rien faire

d'autre)

Sinon (a1) Déterminer les chemins admissibles qui peuvent étre construits a
partir du premier chemin de la file (un chemin ne peut étre prolongé
que par un sommet qu'il n'incluse pas déja de cycle)

(a2) Si 2 chemins atteignent le méme sommet, ne conserver que le
chemin de colt optimal
(a3) Supprimer le premier chemin de la file
(a4) Insérer les nouveaux chemins et trier la liste selon le critere
d'évaluation (chemin optimal en téte)

Si but - atteint = vrai alors succés

Sinon échec

Exemple : chemin optimal entre o et ®

o File = {o(0)}
2 I'a)={c,b} chemins = {oc(3), ab(2)}
C b  File = {ab(2), ac(3)}

ro)={a,e d} chemins = {obe(4), obd(7)}
File = {oc(3), abe(4), abd(7)}

te 1 d T (c)={a,e} oce(8) non admissible car abe(4)}
2 File = {obe(4), abd(7)}
® I'(e)={b,d, c, o} obed(5), aben(8), abec(9) non admissible
car ac(3)

File = {obed(5), abd(7), abew(8)} abedw(7)  obew(8) n'est plus admissible
I' (d) ={b, e, }
File = {obd(7), abedw(7)}
I'(d)={b, e, o} obde(8) non admissible car abe(4) obdw(9) non admissible car
obedw(7)

File = {obedw(7)} but - atteint = vrai

Remarque : On ne s'arréte pas si un chemin atteint le but et qu'il existe un chemin
incomplet de colt inférieur
A méditer : jeu du taquin
Etat initial 2 8 3 Etat final 1 2 3
1 6 4 8

*
N
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7 * 5 7 6 5
1) Développer I'espace d'état
2) Proposer une fonction d'évaluation (avec colt du passé et estimation)
3) Utiliser A* pour trouver un chemin optimal entre I'état initial et le but

Exemple : Trouver 1 chemin optimal entre : .0l

- oetd 3 4

- oetf + 2 b

- cetf 9 5

- betwcompareroeto 4o 1 d

5 5

o etd File = {o(0)} +g 2 + f

File = {oc(3), ab(4)}

I'(c)={b,0,e d} oacb(5)non admissible ®

ace(9), acd(6),

File = {ab(4), acd(6), ace(9)}

rd)={a,cd} obc(6) et abd(9) non admissibles car ocd(6)

File = {ocd(6), ace(9)} ocd(6) but atteint
oetf File ={o(0)} b et o File = {b(0)}
File = {oc(3), ab(4)} File = {bc(2), ab(4), bd(5)}
File = {ab(4), acd(6), ace(9)} File = {ab(4), bd(5), bce(8)}
File = {acd(6), ace(9)} bcd(5)
File = {ocde(7), acdf(11)} File = {bd(5), bce(8)}
File = {ocdeg(12), acdf(11)} but atteint bcd(5)
File = {bde(6), bdf(10)}
File = {bdeg(11), bdfw(17)}
File = {bdegm(15)} but atteint

cetf File = {ocdf(8))

o et o File = {ocdegw(16)}

Taquin: 2 8 3 Etat initial 1 2 3 Etat final
1 6 4 8 * 4
7 * 5 7 6 5
Fonction d'évaluation: eval=p +f

/ V\ . . f
passe @stlmatlgp du utqu

nombre de coups bien placés
nombre de coups

nombre de coups déja joués

2 8 3 nombre de cases bien placées
1 6 4 0+
7 * 5
v
2 8 2 8 3 2 3
(1+3)1 6 (1+5)1 * 4 (1+2)1 4
* 7 7 6 5 7 *
R
2 * 2 3 2 3
(2+ 91 8 (2+5)* 1 4 (2+4)1 *
7 6 7 6 5 7 5
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2 au méme coup

2 * 3
(2+ 91 8 4
7 6 5
2 * 3 2 3 *
(3+)1 8 4 (3+4) 8 4
7 6 5 7 6 5
A
1 2 3
4+ 8 4 L'ensemble des possibilités = 9!
7 6 5
v
1 2 3 1 2 3
(5+6)7 8 4 (5+9)8 * 4
* 6 5 7 6 5

5 - Exploration d'arbres de jeux

Les jeux auquels nous nous intéressons sont des jeux a 2 joueurs ou chaque joueur
joue alternativement.

L'univers du jeu - ou univers du probléme - peut étre représentée par 1 arbre ou
apparaissent les différentes situations possibles du jeu.

Il est supposé qu'il existe une fonction d'évaluation qui associe une valeur a chaque
situation du jeu.

Remarque: Les valeurs des situations évoluent au cour du jeu.

5 -1 Arbre de jeu et parcours min - max

Dans 1 arbre de jeu, on considére les couches selon le départ du jeu. Une couche
peut étre amie - c'est a moi de jouer - ou ennemie - c'est a I'adversaire de jouer.

Lorsque la couche est amie, on va chercher a maximiser nos gains = cette couche
correspond a ce qui est appelé un niveau max.

Lorsque la couche est ennemie, on va chercher a minimiser nos pertes = cette couche
correspond a ce gaui est appelé un niveau mini.

Exemple: Arbre de jeu
Jouer e

a moi de jouer MAX

a l'adversaire de jouer MIN

Maximal pour l'adversaire+ 2 8

Les situations terminales correpondent a une évaluation 2 coups a l'avance
Contexte:

- 2 coups possibles = gauche et droite

- évaluation 2 coups a l'avance
=> il faut choisir la branche qui correspond a un gain maximal sachant que l'adversaire va
de méme maximiser ses gains c'est le principe de I'algorithme min - max

Principe de I'algorithme min - max
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On se donne une profondeur maximale de I'évaluation (nombre de coups a l'avance

pour lequel on a une évaluation) notée pmax, une fonction d'évaluation et une situation

initiale.

1) Si la profondeur pmax €st atteinte, retourner I'évaluation associée au noued courant

2) Si le niveau du jeu est min, alors appliquer min - max aux descendants du noued
courant et retourner le minimum des valeurs résultats.

3) Sile niveau du jeu est max, alors appliquer min - max aux descendants et retourner le
maximum des résultats.

Exemple: Arbre de jeu +Sg| a moi de jouer MAX
Jouer e
/+<&1 S2| a l'adversaire de jouer MIN
Maximal pour I'adversaire{ +7 1 8 Eval = min - max
S11 S12 S21 S22

eval (sg) = max (eval (s1), eval (s3)) =2
eval (s1) = min (eval (s11), eval (s12) = 2
—
2 7

eval (s2) = min (eval (s21), eval (s21) = 1
H_J H_J
1 8

Intérprétation des résultats: Je joue sq.Une fois en sq,tout est a recommencer

3 FE +C 8+ MIN
+ E 8'~<\3+G OH | S'vJ\ K MAX
7 %6 +8 +5 Jrz\+3 +0 -2 +6 2 +5 8 *9 M2

5 -1 Elagage alpha - beta

Arbre de jeu 2+ S¢ a moi de jouer MAX
Jouer gei

4 Q4 S a l'adversaire de jouer MIN
/ La valeur de ce noeud n'est pas
Maximal pour I'adversairé + 2 +7 1 8 interessante, Elagage alpha

Les régles d'élagage:

(R1) Si tout les successeurs d'un nceud on été éxaminés, alors la valeur provisoire du
nceud devient sa valeur définitive

(R2) Si un nceud N de niveau max a une valeur provisoire v4 et qu'un de ses descendants
a une valeur définitive va, alors la valeur provisoire de N est max (v4, v2)
Idem pour un nceud N de niveau min
(R3) Coupe alpha:

Si M; est un noeud de niveau min avec un ancétre A(M;) tel que: val(M;) <
val(A(M;)), alors il est inutile d'explorer la descendance restante de M;.
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(R4) Coupe beta:
Si M, est un nceud de niveau max avec un ancétre A(M,) tel que: val(A(Mp)) <
val(M,)), alors il est inutile d'explorer la descendance restante de M,.

Arbre de jeu v m a l'adversaire de jouer MIN

Jouer i
/+<Q1 Tt S a moi de jouer MAX
La valeur de ce noeud n'est pas
5 +6 7 interessante, Coupe beta
Exemple: /,&+ a moi de jouer MAX
3 78 P+C . 8+0 MIN
“E 8 F\ﬁ G 0 H | 8N J K MAX
béta ’\ \
éta
+7 +6 +8 +5 +2 +3 +0 +-2 +6 +2 +5 +8 +9 +2
Exemple: 5+ 1 a4 moide jouer MAX
~§4 +
8 9 4

dta
8 3749 ¥1'+6 +2+4 +
+6 +4

Exemple: |9+ 4 moi de jouer MAX

Meilleur coup a jOLérIQ

- MIN
A{W
6 149 +1 +8 +1 +1 +9 +0 +4

oSBT MAX

7 4 3

+

4 44 +7 741 k144 43 43 +
+9

4< Eaa MIN
N0 6 5 8 MAX
3 A 6 2 35 4 8 MIN

3 +9 +1 +8/+0M+137 +6 +20° +2 ¥4 +7 A5 #11/7+44'+8 +13
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6 - Breve introduction aux structures ordonnées

6 - 1 Relation d'équivalence et partitions

Une relation d'équivalence R sur un ensemble E est:
(h reflexive: V xe E, xR x
(I)  symétrique: Vx,ye E: xRy =2 yRx
() transitive: Vx,y,ze E:xRyetyRzalorsxRz

Une relation d'équivalence induit une partition en classes de E, ou la classe de x
est I'ensemble des éléments équivalents a x, un élément a une classe et une seule; les
classes sont disjointes et leur réunion est égale a E.

Notation: La partition déterminée R se note E/R et s'appelle espace quotient
6 - 2 Relation d'ordre et ensemble ordonné

Une d'ordre p sur un ensemble E est:
(h reflexive: V x e E, xp x
(I  transitive: Vx,y,ze E:xpyetypzalorsxpz
(1)  antisymétrique: Vx,ye E: xRy =2 yRx

Notation: On mote souvent une relation d'ordre avec < ou c.
Un ensemble muni d'une relation d'ordre (E, <) s'appelle un ensemble ordonné
L'ordre est total si tous les éléments sont comparables, sinon il est partiel.

Exemples: Un ordre total: (N, <) Un ordre partiel: (P(E), <)

E={1,23} P(E) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}
{hc ﬂgi {11d 2 3}

2 ordres pq et p2 sont comparables si V X,y € E: X p1 y = X p2 y on dit que pq est inclus
dans p2

6 - 3 Maximaux, Minimaux, Treillis

Définition: x est un majorant d'une partie Xde EsiVye X, y<x
x est un minorant d'une partie Xde EsiVye X, x<y

x est un élément maximal d'une partie X si:
est un majorant de X, x e X
- 2 ze Xix<z

x est un élément minimal d'une partie X si:
x est un minorant de X, x e X
- ﬁ ze X:z<X

Définition: Treillis

Un trellis est un ensemble ordonné (E, <) tel que tout couple d'éléments (X, y)
posséde une borne supérieure (un plus petit majorant) notée x v y ("x ou y")et une borne
inférieure (un plus grand minorant) notée x Ay ("x et y").

CNAM Cours Intelligence Atrtificielle Page 25/ 25



Borne supérieure: = sup - demi - treillis borne inférieure: = inf - demi - treillis

Exemple: L'ensemble P(E) des parties de E avec c {1, 2, 3}
(172} {1 I ‘\{23}
trellis » = inclus dans T

&//////7

- Un arbre est un sup - demi - treillis ou tous les éléments sauf 1, la racine,
possédent un ascendant unique.
—» =inclus dans
avb=a V x ety dans l'arbre
anb=b
sixvy=xalorsxay=y
=» vrai pour les éléments sur une méme branche

6 - 4 Treillis particuliers

1) Treillis distributif
Un trellis est distributif si les opérations sup et inf sont distributives I'une par rapport a
l'autre.
{xv(y/\z)=(xvy)/\(xvz)

XA(Yyvz)=(XAYy)Vv(XAZ) yvz

et ou et ou et AT~
+ X + +z
XA(YyVZ)€4XAY R
e 1z
2) Treillis complémenté
Un trellis est complémenté s'il posséde un élément maximalnoté T, un élément minimal
noté L, et si tout élément A possede un complémentaire x qui vérifie:
Xvx=T
XAX=1
Un trellis complémenté s'appelle un trellis de Boole

Théoréme: Dans un trellis de Boole, tout élément a un complémentaire unique

Trellis de Boole 1 (= X1 + X1 = X2 + X2) t=v

$><(M!1+X§ TX1+X2 X1+ X2
Froa
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Définition: Algébre de Boole
Une algebre de Boole est un trellis de Boole qui vérifie:
(h v et A sont commutatives et associatives
(1) v et Asontidempotentes| x v x = x
XA X=X
() v et Asontabsorbantes | xv(yAaz)=xVy
XA(yvz)=xVy

Introduction au calcul des propositions

0 - Rappels des treillis a I'algébre de Boole

(E, 2) treillis: x v y borne supérieure
X A'Y borne inférieure
+ {treillis T(1), 1(0),

complémenté complémenté X a un complémentaire x
+ Xvx=T

distributif = XAX=1

treillis de + { treillis v et A sont distributives

Boole distributif

Algebre de Boole; (B, 0, 1, +, ., -)

- treillis de Boole
-+ et. sont associatives et commutatives
- +et. sontidem potentes X+ X=X
X.X=X
- +et.sontabsorbantesx + x.y=x
(jix .(x+y)=x

Exemple du treillis des connecteurs booléens (2 variables)
A (=X1+X1=X2+X2) +=v

X1+X§ X1 + X2 Xq t+ X2

X1 X2

0 (FX1.X1=X2.X2) .=A
Remarque sur le treillis: sens —» dans le treillis
H_J
Ordre partiel
=» soit l'inclusion des supports

=> soit lI'implication booléenne

Support d'une fonction booléenne

Définition: soit f € F,, (Fonction booléenne a n variables)
Le support de f noté Sf, est I'ensemble des points des B, = {0, 1}n ou f vaut 1
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Propriétés sur le support: X+y SX=X+X.y

Sf+g=SfuSg —h
Sf.g=Sfn Sg Ixq v X1 v X2
Sf=Lgp Sf X1 P Xq V X2

[x1 = xq + x2]

pour le treillis

B2={0, 1Y ={(0,0), (0, 1), (1,0), (1, 1)}

X1 P X1+ X2 X1 "D Xq V X2
Sx1={(1,0), (1, 1)}
C

Sx1+x2 ={(1,0), (1, 1), (0, 1)}
X1.X2<X1<Xq+X1 . X2<1<X1+ Xz

X1+ X1, X2 2 X1 X2
X1+ X1, X2 2 X1 X2 _

1= X1 X2 X4+ X4 X2=Xq4+X
X — XXX =X X
X1+ X1 X222 X2 =Xq . X2+ Xq. X2

Propriétés de treillis:

a>b eta=c alorsa>bvc
a<b eta<c alorsa<bac

Définitions formes normales de fonctions booléennes:

(1)

(1)

Forme normale conjonctive

Toute fonction booléenne a n variables peut se mettre sous la forme d'une somme
de mondémes canoniques conjonctifs.

Un mondme est canonique s'il contient toutes les fonctions projections (tous les x;)
Il est conjonctif si c'est un produit.

Ex: Xq. X2 X1 . XoX1 . X2 X7 . X2

f(x_1, Xn) = 2 f(gj, ... enkxf" _xzez xnenj (€i, ... €n) € Bn
xi& = x° =1 alors x; \%&

sinonx; mondme canonique conjonctif
f(X1, X2, X3) = X1 X2 ¥ X1 . X3
B3 Sf={(1,1,0),(1,1,1),(0,1,1), (0,0, 1)}
8 points

1 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 1
f(X1, X2, X3) = X1 . X2 .X3 *+Xq .X2 .X3 tXq .X2 .X3 +X1 .X2 .X3

f(X1,X2,X3)=X1.X2._X3+X1.X2.X3+X1.X2.X3_+X1.X2.X3

Forme normale disjonctive
Toute fonction booléenne a n variables peut se mettre sous la forme d'un produit de
mondmes canoniques disjonctifs

Un mondne est disjonctif si c'est une somme de fonctions projection x; ou x;

f(X1, ..., Xn) =Hf(eL...e,lL+x1_£T+xz_iz+ +anT (i, ... €n) € Bn
=TT (ST + 2+ + %) (€, ... €n) & Sf

f(X1, X2, X3) = X1 . X2 ¥ X1 . X3
Sf={,0,0),(1,0,0), (1,0, 1), (0, 1, 0)}

CNAM Cours Intelligence Atrtificielle Page 28 /28



<. 0. —0 ~1.—0.—0,- 1— 0= _1— 0, 1T, 0
f(x1, X2, X3) = (X1 +X2 +X3 ). (X1 +X2 +X3).(Xg +X2 +X3).(X1 +X2 +X3)
f(X1, X2, X3) = (X1 + X2 + X3) (X1 + X2 + X3) (X1 + X2F X3) . (X7 + X2 + X3)

Remarque: Toute fonction booléenne peut s'écrire comme une somme ou un produit de
fonctions projections positives ou négatives.

Composition de fonctions booléennes et famille génératrice

fE Fn, g1, . gn € Fk
h(X1, ...xk)=f(g1 (X1 ....Xk), ...... ,(gn (X1 ....Xk))
h est une fonction composée de f et des g;, avec h € F, soit F une famille de

fonctions booléennes.
Comp (F): ensemble de toutes les fonctions bolléennes qui peuvent étre construites en
composant les fonctions de F et les projections (positives ou négatives).

Une famille F est génératrice si: Comp (F) = U F;

1>0
Exemple:  {+, ., 7} (formes normales conjonctives ou disjonctives)
{+,7} familles génératrices minimales
{.7}
X1 F X2 = X1 . X2 X1 XOR x2
{(+,7 3 2. >
X1 . X2 =Xq + X2
{ .7} >+

{0, ?}Ix=x1 =20 méme support
X1 + X2 = X1 = X2
X1.X2=[(X=20)2>(x2=20)]=2>0

X1 P X2 X1 | X2 [xq2¥x2| xq20=1 (0,7 0=> O}Wai
0 1 0 x1>x=0 (1,0)
1 0 1 L 0=>1
1 1 1 XDy=x+y 0=2>1

1- Introduction a la problématique du calcul des
propositions

(h un point de vue logique sur la résolution de problémes

"Monde réel" Probléeme »  Solution
Représentation InteTprétation
"Monde Formel"  Représentation de——» mécanismes —» solution
(Formules
I'énoncé du probléme d'inférences bien
Formées)
Formules bien Déduction

. Formées (Fbf)
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de Fbf vraies on construit des Fbf vraies
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(1)  Introduction intuitive
Le CPO (calcul des propositions 0) correspond a I'étude de la logique sans variable
ou les constituants élémentaires de la logique sont des propositions de forme:
[sujet verbe complément]
Une proposition est insécable et ne peut prendre que 2 valeurs vrai ou faux

Proposition + connecteurs booléens
- insécable non séparables
Exemple de propositions
Il - fait - noir
Le - garcon - énerve - la - fille
Le - cours - n'est - pas - facile ou les - éléves - sont - fatigués
Bleu et vert

(1)  Problémes qui se posent en CP0
+ représenter un énoncé a l'aide des Formules du CP
+ Savoir si une formule est toujours vraie
+ Savoir si une formule se déduit d'un ensemble de formules

2 - Le langage du calcul des propositions
P={a,b,c, ..}uU{T, L}
HK_J

Symboles de propositions
P = ensemble de variables propositionnelles qui ont la particularité de ne pouvoir prendre
que les valeurs vrai (1) ou faux (0).

B={v,A >, €2 1} ou=v et=Anon=| ( ) = 2
parenthéses

Définition: L'ensemble des propositions noté Prop est le plus petit ensemble tel que:
+ P < Prop
+si @ et y e Prop, alors lp et Ty ¢ {v, A, &, €=, |} y sont dans Prop

Exemple: avb beau A violet p=>q jaune A rouge =» orange
Remarque:
(1) Il est possible de prendre 1 ensemble minimal de connecteurs booléens. Par exemple
{v, I} (famille génératrice).
Une formule du CPO est donnée par la grammaire: F > ae P| F|FVvF
Les autres connecteurs booléens apparaissent comme des abréviations:
oAy =1lpv )
edy=lovy
PEDY=(0DVyY)r(yD9)
Une formule construite a partir de v et | s'appelle une clause.

(2) Ecriture et sens des Formules
Une formule du CPO correspond a I'écriture d'une fonction booléenne.
Il faut aussi se donner les moyens d'associer un sens aux Formules c'est le role de
I'interprétation
Parexemple: 1+1=1+1=2=1l

Vraie dans certains cas | interprété comme 1 écriture = syntaxique
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1+ 1 =2 N et addition des entiers sémantique de I'écriture
3. - Aspects sémantiques du CP0

Les aspects sémantiques consernent la facon d'associer une valeur de vérité a une
Formule du CPO.

Pour associer cette valeur de vérité, on utilise les notions de valuation - interprétation
- et de domaine d'interprétation

Pour une formule contenant n variables proposionnelles, la sémantique de la formule
va étre donnée par un tableau a 2" lignes et p colonnes ou p désigne le nombre de
constituants de la Formule.

Le tableau s'appelle une table de vérité et est gérée avec les régles que nous allons
VOir.

3 -1 Valuations

Définition: Une valuation sert a associer une valeur de vérité a une formule du CPO une
fois que la valeur de vérité des constituants a été fixée.
La valeur de la formule s'obtient avec les régles avec les regles suivantes:
v = Prop = {0, 1}
(+v(T)=1 etv(l)=0
+ v (¢ vy)=max(v(e) v (y)
2+ V(eay)=min (v (e) v (y)
+v (lp)=1-v (o)
tv(e=2>y)=0siv(p)=1etv(y)=0sinon 1
V(o €Dy)=1siv(p)=V(y)

Exemples : Table de vérité de (p 2> lg) €2 p>q)=0¢
(la> ) €>p>a=v

plallpllalb>lal P [o|la>Tp|w v est une tautologie
29

0|0 |11 1 1 1 1 1

0|1]1]0 0 1 |0 1 1

11001 1 0O |0 0 1

111]0]0 1 1 1 1 1

3 - 2 Propriétés sémantiques des Formules

(h Une formule ¢ est dite satisfiable s'il existe une valuation qui lui donne la valeur 1
Une telle valuation s'appelle un modéle de .
Par exemple, la valuation p, q (0, 0) est un modeéle de .

Une formule qui n'est pas satisfiable est dite aussi contradictoire.
Par exemple: p A lp n'est jamais satisfiable

(I Une formule est une tautologie si elle est satisfiable pour toute valeur. Si ¢ est un
tautologie, on note |= ¢
Par exemple: p v |p est une tautologie

() Soient {@1 .... ek} un ensemble de Formules et ¢ une formule.
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La Formule ¢ est une conséquence sémantique de I'ensemble {1 .... @k}, ce qui se
note {¢1 .... ¢k} |= ¢ si tous les modéles de {1 .... Pk} sont des modéles de ¢
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Remarque: un modéle de {¢4 .... @} n'est autre qu'un modéle de @1 A P2 A .... P =
les ¢; doivent étre vraies toutes simultanément.

(IV) Equivalence et incompatibilité
2 formules ¢ et y sont équivalentes sémantiquementsi ¢ |[=y ety |=¢
2 formules ¢ et y sont incompatibles si elles n‘ont aucun modéle commun

Exemple: p = g et |p v q sont sémantiquement équivalentes

plalp2allb|lpvq

oj[o| 1 1 1 Ip et p sont incompatibles
0 1 0 1 1

110 1 0 0

1] 1 1 0 1

V) {p1....okt|F O Modéles {@1 .... ok} = Modéles (o)

Modeles {¢1 .... ¢k} N Modelgs (lp) =0
%_J /

incompatible
{01 .... 0k} |[= @ sSi {®q .... @k, o} est contradictoire, il n'existe aucun modéle pour ¢

A Q2 ...A Qk /\—|(p

- Procédé construction de Formules

- Valuation =» modéle et tautologie (toujours vrai) |= ¢
Aspects {P1....0k} = @ _
Sémantiqu pvp
Valuation ssi{@1 .... @, —|(p} est contradictoire

4. - Aspects syntaxiques du CPO

- Savoir si une Formule est toujours vraie (sans passer par la sémantique)?
- Savoir si une Formule se déduit d'un ensemble de Formules

+ Systéme Formels ] cadre syntaxique
+ La Résolution ] 2 méthodes de preuve dans 1 cadre
syntaxique

+ La méthode des tableaux syntaxiques
4 -1 Notion de systeme Formel

Définition:
(h Un systéme formel est constitué de:
- 1 alphabet fini de symboles, (P)
- processus de construction de Formules bien formées F 2» ac P IIF|FVF
- 1 ensemble d'axiomes
- 1 ensemble de régles d'inférence de la forme p, p = q

04, 0;.-.. On |— P1, P2,---. P q
ou les o; et Bj sont des FbF
|— dérivation syntaxique (=)

Un systéme Formel pour le CPO
+ P: alphabet de symboles propositionnels
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+F2>acP||F|FVF

+ axiomes
(A1) p=2>(q=>p)
(A2) P2(2N)2(P2>29)>(Dr)
(A3) (P> o) > (o> a)>q)

+ régles d'inférencep, p 2 q modus ponens

q

+ régles de démonstration:
Toutes les occurrences d'un symbole dans une Formule peuvent étre
remplacées par la méme Formule

+ régles de simplification
pvigvip pvpvlg | Idempotence

pvlq pvlq

Remarque sur les axiomes

> >@q=>
Plajp>alp3@> |

)
tautologie

Yy elle)]
= OO
AaAlalo—~
Alalala©

() Notion de démonstration
Une démontration dans 1 systéme Formel est 1 suite finie de formules ¢4, .... ¢, OU
chaque o; est soit 1 axiome soit le résultat de I'appliccation d'une régle d'inférence a
¢j, avecj<i
La derniére Formule, ¢, s'appelle un théoréme (le théoréme est le correspondant
syntaxique de la notion de tautologie)

Exemple de démonstration dans le systéme Formel
Demontrer p |— p est théoréme

(p1) (A1) p 2> (a2 p)

(p2) substitution de gparp 2> gdans (A)=(p =2 ((p=q) =2 p)

(p3) A)p2 (@212 ((p2q)>(PD>r)

(p4) substitution de gparp > getderparpdans (A2): (p=2(p=2q9)=2p)2(P=2>pP=>

q)) > (p 2p)) M
(95) modus ponens a (¢2) et (pa) (P> (p 2> q) > (p

(pg) substitution de q par p dans (A4q): (p = (p =2 p))
(v7) modus ponens a (¢s) et (pg) (p = p): théoréme

4 - 2 Correction, complétude et décidabilité

Définition:

(N Correction: Un systéme Formel pour le CPO posséde la propriété de correction
(est correct) si les théorémes correspondent aux tautologies (pour la notion de
valuation associée au CPO). |—o alors |=0o

théoreme  tautologie
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(IT)

()

Complétude: Un systéme Formel pour les CPO posséde la proprieté de
complétude (ou est complet) si les tautologies correspondent aux théorémes |= ¢

alors |—o
Si une Formule est une tautologie, alors il est possible de la prouver
syntaxiquement.

Remarque: Correction et complétude sont des propriétés qui se généralisent a tout
systéme Formel.
Théoréme: Le systéme Formel associé au CPO est correct et complet

Décidabilité: Une logique est décidable s'il existe une procédure permettant de
séparer les théorémes des non théorémes.

Théoréme: CPO est décidable

Remarque: Il existe plusieurs algorithmes pour prouver qu'une Formule est
théoreme, mais ces algorithmes sont de complexité exponentielles: le probléme de
la satisfiabilité d'une formule boléenne est NP - complet

Soit ¢ une formule de CPO

Pour savoir si ¢ est une tautologie, il suffit de calculer la valuation de ¢ sur chacun
des points de B,, ou n est le nombre de variables propositionnelles constituant ¢.
Or le nombre de calculs & faire est 2".

4 - 3 Formes normales et notion de clause

(1)

(1)

Définition:

Un littéral désigne une variable propositionnelle sous forme positive ou négative.
Une clause est une disjonction de littéraux: C =ajvaqv...vayv byv lbav
iV b

Théoréme: Toute formule du CPO peut se mettre sous le Forme d'une conjonction
de clauses.

@ =Cq AC2 A ....A Ck OU les cjsont des clauses.

Cette conjonction de clauses s'appelle Forme normale ou Forme clausale de ¢
Ce théoréme repose sur le fait que {], v, A} est génératrice.

Clauses particuliéres:
+ Une formule dont la Forme normale est vide est une tautologie.
Pourquoi: p v |p se réécrit "1"
cA1seréécritc = 1 est"simplifie"
=» une formule dont la forme normale est vide est une disjonction de 1, donc une
tautologie.
+ Formes simples pour une clause

a
To une clause est toujours satisfiable

av b

Il existe une seule clause qui n'est jamais satisfiable et qui s'appelle la clause vide.
se note

4 - 4 Normalisation d'une Formule du CP0O

Algorithme de normalisation

(1) Traitement des abréviations
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Exemple: (Ip 2 q) v (@ > Ip)

(1) (I(lo) v a) v (g v Tp)

2 (evavlav )

B)pvav lgv Ip 9 1 la clause se simplifie & théoréme En particulier cette
formule est une tautologie

Abréviations:

p €= pseréécrit(p=>9)A(qQ=2>p)
p = qseréécrit p v q
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(2) Glissement des négations a l'intérieur des parenthéses et traitement des
négations
I(p v q) se réécrit Ip A Iq
I(p A q) se réécrit Ip v Iq
1p se réécrit p

(3) Distributivité de A et v
pv(gar)seréécrit(pvqg)a(pvr)
p A (q v r) € est déja une forme clausale ne doit pas étre modifiée

(4) Simplification: p v 1 se réécrit 1 et se simplifie
p Vv p se réécrit p
o v Ip se réécrit p
(5) Notation:¢ =cq{ AC2 A ....A Cp
- C1
C2

Cn OU On écrit une clause par ligne

Remarque sur I'exemple:

Pla|lb|lpDq|ad> | ¢

0,01 0 1 1 [T—»tautologie
0|11 1 1 1

11010 1 1 1

117110 1 0 1

Un autre exemple: [ (I(qvr2p) l(gat=>p)
%_/ %_/
11T (kavryvp)v I(gat)vp)
%_/

T((larT)vp)v@@at)lp)
@vnalpv(avltvp)

qvr
Ip
{Tqv—hvp

4 -5 Le principe de résolution

Présentation intuitive

(Cq) |a |vb Attention: la résolution porte sur une variable propositionnelle
(Cp) | lalve azb, bb,cle
(C3) avce

Le principe de résolution consiste a dériver la clause (C3) des clauses (Cq) et (C»).
La clause (C3) s'appelle la résolvante de (C1) et (C2).

Schémas d'inférence associés a larésolution: lavbvec,avd résolution en
général

bvevd
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Javb,a  modus ponens Javb, b modus tollens
b la (preuve par l'absurde)

Notion de démonstration en utilisant le principe de résolution

(1)

(1)

(1)

Preuve de réfutation: Soit S un ensemble de clauses
Une réfutation de S consiste a dériver la clause vide a partirde S

Résolution dans le CP0

Théoréme: Soit S un ensemble de clauses S est non satisfiable ssi S |—
Conséquence: {¢1 .... On} |= @ sSi {Q1 .... @, o} non satisfiable.

{01 .... ¢k, lp} non satisfiable ssi {1 .... Pk, I} |—

{@1 ... Ok, 10} |= ¢ sSi {01 ... @, o} —

Procédé pour démontrer qu'une formule se déduit d'un ensemble de formules (on
supposera que les formules sont sous forme normale)

¢ = tautologie |= ¢ ssi -|(p [— => ¢ est une tautologie ssi on peut dériver a partir
de lop

Exemple et modalité opérationnelles
Td@vr>p)>T@@atdp)

p
1. qvr
T 2.
e 3. Tgv tvp
Résolution sur 1 et 3 pour q 4, rvitvp

Résolution sur 2 et 3 pour p 5. Tgv Tt
Cette formule n'est pas une tautologie parce qu'on n'arrivera jamais a dériver

Exemple: Montrerque {avbv ld, lavcv 1d, b, d}|=c

A WON -

ssi{favbvld, lavevld b, d lc}l—

avbvld Résolution sur 1 et3pourb: _avbvd
lavevd 6 avld b

b Résolution sur 4 et 6 pour d: 7 a

d Résolution sur 2 et 7 poura: 8 cv Id
e Résolution sur4 et 8 pourd: 9 c

Résolution sur 5 et 9 produit:

Exemple:o=(qQv(r=2(s=2(pPv(s=209))v(r=D> (—|p > 4 (—|s v Qq)))

Est - ce que ¢ est une tautologie
- Forme clausale de o

- —I(pl_
To=TlavErdE>Evs3N)VvE>(p2(syq))
svq sV lq
H_J
. pvisvag, « T(b)visvg
. Isvpvisvq Trvpvilsvag
. Irvisvpvisvg, v Trvpvisvqg

~
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TqvIrvIsvpwWsWg v Fveadsvg)  =Tgarasalp
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T “B<_ ¢ n'estpas une tautologie
plalr|s|l|ls|le|=qvivisvp
2*lignes [0 [O]O[0O[1]1]1

0/0{1}1/0]0]0|=> ¢ nest pas une
tautologie

e=02@E2PA(s29)) V2D (svq))

BV Tvsvg

N —|p/\(—|8vg) —|rv—|pkvqu p
N —|S\/p/\(—|svg) virvipvsvaq
Jrvisvpa(lsva) v Trvipvisvg
Trvisvpa(lsva) W™ I™Ipvsvg
Trvisvipals)vipaq)v pvq
Y=1](rvisvipals)viprq) Vv pvaq) =rasa(lpvs)a(lbvig)apalg
"
s
pvs
pvig

p
g Y n'est pas une tautologie
Systémes Formels - Méthode de résolution pour le CP0O

5. - Rappel sur les systemes Formels
"Aspects syntaxiques des Formules"

Un systéme Formel est composé de:
(N Un alphabet fini de symboles P = {a b, ¢ ... }  variables
propositionnelles)
(I Un procédé de construction fof (X 2 ac P| | X|X v X)
(1) Ensenble d'axiomes (éventuellement vide)
(IV) Régles d'inférence
+ régles de simplification: avavb avb
laviavb lJavb

Remarque: les 2 régles se retrouvent dans la construction d'une forme clausale

+a,a=2>b modus ponens avb, lavc
a bvc
Résolution:
Exemple de systéme Formel
+P={a,b,c}

+ Processus de construction: ¢ est une fbf ssio e {a, b, c} *A e {a, b, c} *
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‘mot vide La=)La=a
+ Axiome: a b a c a a = forme donnée qui intervient dans les démonstrations
+ Réles d'inférences
(R1) Si Ac B estunthéoreme ou A, B € {a, b, c} * alors a A c B a est un théoréme
(R1) Si Ac B estunthéoreme ou A, B € {a, b, c} * alors A a c a B est un théoréme

Question:
(h Est-cequeaabaacaaaaestunthéoreme ?
(Il abaacaaaaestunthéoréeme ?
(y ababacaaaestunthéoreme ?
?
(h abacaal—aabaacaaaa

R1, R2 B

A
Riy v R2
ab a
R K}RZ
aabacaaa abaacaaa
A‘/|{1\—)a i) Ra ;§1 R2

aabacaaaa |aabaacaaéa |aabaacaaéa abaaacaaaa
aabaacaaaaestunthéoréme Formel:

abacaa aabacaaa, abaacaaa, aabaacaaaa, a a
baacaaaa
01 ¢2 (R1) 03 (R2) ¢4 (R2)
05 (R1)

() abacaa=»>abaacaaaa=?abaaacaaaa
(R2) (R1)

Il n'existe aucune séquence d'application des régles permettant de prouveraa b a
acaaaaestunthéoreme
Remarque: I'axiome contient un nombre pair de a et les 2 régles d'inférences ajoutent
chacune 2 "a", donc le nombre de a est toujours pair.

(M ababacaaa (Ry)=>aabacaaa

(R2) »abaacaaa
Il n'est pas possible de prouver que a b a b ¢ a a a est un théoréme, car il n'y a
aucun moyen d'insérer un "b"

Un autre exemple: + P ={l, +, =}
+ Construction de fbf: concaténétion sur P
+ Axiome: | + [ =11
+ Régles d'inférences: siA=Balors| A=1B
siA=BalorsAl=BI

|

|

A el
R Ry~

I%/II+F\I)2=¢III R|1y=|”\52

[EE+1=11rr+rrr=rrrir+rr=rernt+1i=1rirli

[+ 11
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Théoréme héoréme héoréme héoréme
[+11=1111non théoréme. Dans une formule bien formée, on a 1 nombre pair de |
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Résolution: Intuitivement: ¢4 avb
C2 avc
C3 b v c résolvante de cq et co et elle est le résultat de
I'application de la résolution de cq et co
Si on veut démontrer que:

{01 ... on} |59 sSi {1 .... Pk, |p} est contradictoire
dérivation sg mantique valuatlon)

{Q1.... ¢k, kpi% € clause vide
dérivation résolution

Clause Forme générale:aqvazv....vagv bqv bav ....v Ibs
"Clauses de base" a
av b une clause est toujours satisfiable
To
av la > 1s'efface
a A la n'est pas 1 clause, mais est une forme clausale!
= la seule clause non satisfiable

Exemple8: a2bl=(@> b)>la {adbj=1[(@a> b)> &} —
1 f2

Mise sous forme clausale de fq et f,

f1 —|a vb

2 1[@=>1Tb) > Ta]

Ja v b

J

Ti1(lav Ib)v la] (lav Ib)Aa forme clausale !!
lavb
lav b
a
Résolution 1et2 4 lay 2 étapes
Résolution 3et4 5 }
Autre cheminrésolution de 1 et 3 6 b
3 étapes

—

W N

Résolution6et2 7 la

Résolution 7et3 8
Résolution 2 et3 9 b
Résolution9et1 10 la ( 3 étapes
Résolution 10 et 3 11

Exemple2 (@ b)>cl=a> (b c) {arb)dcl=la> b)) —
Formes clausales: ¢ T (@aab)vc =lavibve

02 T[a (b = ¢)]

bve
T(lavibve) =anbalc
1 lavibve
2 a
3 b
4 e
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Exemple2: |F(@a=2>b)2>(@=2>b=2c)>@=2>c)=2>VY
¥ |— <€ ¥ est une tautologie
T@2db)d((@>(b>c)> (@)

lavb bve Jave
-

lavibve

~—

-

Ildavb)vi(lavibve)viave] =(lavba(lavibveciaanl

forme clausale: 1 lavb
2 lavibve
3 a
4 e
Résolution 1et2:5 lave
5et3 6 C
6etd 7

Exemple 9: ¢o=1[l(avb>c)d T(@arbdc) Dlol—
lo=T([lavbdc)>T@nrb>c))

—~—

(avb>c)v I(l(arb)ve))
T(M@vb)ve)v(aaba
[(larTo)ve)]v(@abal)
[(lave)a(bve)v@abale) (laveva) 1

—|c)

(lavecv i) D1
1 lavecwvb
2 arbalc résolution1et2 > 1

(avecvb)v(@aaba

6. - La méthode des tableaux sémantiques (TS)

La méthode des tableaux sémantiques est une autre méthode de preuve (systéme

déductif) qui est une alternative a la résolution.

6 - 1 Définition en terme de systéme Formel
+ P ={a, b, c, ....} variables propositionnelles

+ Procédé de construction des fbf du CPO

+ un ensemble d'axiomes vides

+ un ensemble de régles d'inférence (2 pour chaque connecteur booléen)

Régles d'inférences

Régles positives Reégles négatives
Si la valuation de | ¢ est 1 alors la Valuation de ¢ est 0 0, lo
1, 1o 1,0
0,0 1,0 Y 0,0AY
1,0 / } naissance de 2
symbolise et | Début de 0,¢ O0,Y¥] branches "ou"
1, ¥ "branche" et

CNAM Cours Intelligence Atrtificielle Page 45/ 45



Régles positives Régles négatives

1,0vV¥ 0,pvV¥
0,0
1,0 1,¥ |
1,02>VY 0,¥ 0,0=2>Y
;‘ : 1,0
0,¢ 1,V¥ |
1,%569‘P O,fg(--)‘P 0,¥
1,0 0,0 1,9 0,0
| | | I
1,Y 0,V¥ oY 1,¥

6 - 2 Les principes intuitifs de la méthode des tableaux sémantiques TS

(1) La méthode de Ts s'appuie sur la réfutation (comme la résolution):
Pour prouver que ¢ est un théoréme, on cherche a montrer que ] ¢ est une absurdité
ou conduit a une absurdité

(2) Un tableau sémantique est un arbre fini étiqueté qui se construit de la fagon
suivante:
- Si @ est la formule a prouver, la racine de l'arbre est 0, ¢
- On choisit une branche de l'arbre et un nceud (¢, W) ou € = 0 ou 1, et on applique
la régle d'inférence liéeau symbole "central" associé a ¥
- Une branche ne peut plus étre développée a partir du moment ou elle contient 2
nceuds de la forme (1, V) et (0, ¥)

Un premier exemple: Prouver que 1[(p v q) ~ (Ip A 1q)] est un théoréme
Opérateur centr
0, 1l(pva)(lp A lg) appliquer larégle 0, ¢
| 1,0
1, (pva)a (lpAla) appliquer 1,9 A V¥
I 1,0
1,pvq + |
| 1, ¥
1, IpAlq
|
1, Tp
|
1, Iq
|
0,p
1
,p 0,q

N

1,9

6 - 3 Définitions Formelles
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(1) Un nceud d'une branche d'un tableau sémantique est dit réduit si une regle d'inférence
lui a été appliquée (on n'applique pas 2 fois une regle d'inférence a un nceud).
S'il n'est pas réduit, un nceud est dit ouvert ou en attente.

(2) Une branche est contradictoire, si elle contient un noeud de la forme (0, V) et de la
forme (1, ). La branche est alors fermée et n'est plus développée.

(3) Une branche est terminée si elle est fermée (contradictoire) ou tous les noeuds sont
réduits.

(4) Un tableau est terminé si toutes les branches sont terminées. Un tableau est
contradictoire si toutes les branches le sont.

(5) Une preuve de ¢ par la méthode de TS est un tableau contradictoire de racine 0, ¢

Un dernier exemple: p ;I"D vq)=2>q estunthéoréme
Opérateur centr.
0, IpA(pvq)=>q réduit 1, 0>V
|
1, lTp A(pva)
0,p
|
1, o
|
1,pvq

N

1, q tableau contradictoire

\

1,
Exemple: 0, I(I(@avb=2c)= [((aab)>c))

|
1, l(avb=>c)d [((@arb)dc)

/

0,Ia@vb>c) 1, 1{(arb)dc)
I

I
/avb7c 0O,anb=>c

|

O,avﬁ 1,¢c 1,anb
|
O,a/ 0. b 0,c
|
1, a
|
1,b

Exemple: r26=2PA=29)vr=2>pP=2(svq))
0, (r-)|(s-) PA(s29))vI>(PD>(svq)))

0, (r -)I (s> (pAa(s=2>q))
0,(r=(p=>(svq))) + (attente) O,r=2>2pP=2(svq))
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1,r
I
0,s2(pA(s=209)
I

1,s

I
O,pa(s=2q)
vq)

0,p/ Chs-)q)
I
1,s

I
0,q
Contradictoire

0,r=2(P=2(svq))

0,p 0,9
I I
1, r 1,r
I I
O,p=2(svq) 0,p= (s
I I
1,p 1,p
X I
fermécarp=0 0,svq
dans l'autre branche |
0,s
fermé car s = 1 dans l'autre branche X

Exemple: [@=2b)a(c=2>d)]=2>[(@aac)=D>(bad)
O,[(@=22b)a(c=>d)]=2>[(@arc)=Dd (bad)]

1,(@=>b)a(c=>d)

0,(arc)> (bad)+

I
1,a=2>b
|
1,c=>d 0,
X
0,c 1N d
Contradictoire

1, a

2>b

1,b
X
0,b

0,(@arc)d (bad)

1,ancC

|
0,bad

0,

1,aAncC

7. - Représentation d'énoncés avec des Formules du CP0

Nous allons dresser un catalogue des phrases types qui

représentables par les Formules du CPO.

sont facilement

(h "Quantification universelle" (la vraie quantification sera vue par le CP1)

B

A

(1 Les A ne sont pas des B (A et B disjoints) (universelle)

Tous les A sont des B
A=>B

AcB TAVB
A= B A 5
Ac|_B

Aucun A n'estun B

(Il Remarque: "Aucun A n'est un B" n'est pas la négation de "Tous les A sont des B"
A>1B TA>B)=1(lAvB)=AA]
Quantification existentielle: certain A ne sont pas

des B
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(IV) Tous les A sauf les B sont des C
ArIBa>C C [allB
Variantes: A moins qu'ils ne soient des B, les A sont des
A moins que ou sauf expriment une exception

Exemple: 3 suspects B, J, et S et on cherche le coupable en fonction des témoignages

suivants:

1) B déclare: J est coupable et S est innocent
2) J déclare: Si B est coupable alors S est coupable
3) S déclare: Je suis innocent mais au moins 1 des 2 autres est coupable.

Représentation des témoignages, 3 variables propositionnelles: B est coupable: B
J est coupable: J
S est coupable: S

1) JAlS

2) B>S

3) ISABvVJ Systéme de clause S: 1.1 J
1.2 1S
2 1BvS
(3.1 19)
3.2 BvlJ

Est - ce que le systéme S est cohérent ?
Le systeme est cohérent ssi S | —

1 J
2 1s
3 IBvS
4 BvJ Résolution 2 et 3: 5 B
Résolution 3et4 6 SvJ
Résolution4et5 7 J
Résultat: +J € coupable et on n'obtient jamais: 1J
+1s S
+ B B
Exemple:

(1) Si l'unité systéme est ratée alors je suis bon pour septembre a moins d'avoir la
moyenne en anlyse et une bonne note en IA

(2) L'unité systéme est ratée

(3) La note en analyse est sous la moyenne

Est - ce que je suis bon pour septembre découle des phrases 1, 2, 3 ?

Propositions l'unité systéme ratée: RATEE
Je suis bon pour septembre: SEPTEMBRE
Avoir la moyenne en analyse: MOYENNE_A
Bonne note en |A: 1A

Premiére traduction
(1) RATEE A (MOYENNE_A A 1A) & SEPTEMBRE
(2) RATEE
(3) IMOYENNE_A
Question: SEPTEMBRE
(1) TRATEE v (MOYENNE_A A I1A) v SEPTEMBRE
Distributivité
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(C1) 1RATEE v MOYENNE_A v SEPTEMBRE

(C2) TRATEE v IA v SEPTEMBRE

(C3) RATEE

(C4) IMOYENNE_A

(lQ) 1SEPTEMBRE {C1, C2 C3, C4} |= SEPTEMBRE ?
{C1, C2 C3, C4, | SEPTEMBRE } |—

Résolution C1 et C3 (C5) MOYENNE_A v SEPTEMBRE

Résolution C4 et C5 (C6) SEPTEMBRE

Résolution C6 et 1Q(C7)

Exercice 5: 3 indéfini = universelle

1 A B
2 A=>B
3 A=>B
4 AAIBC
5 A=>B
6 A=>B
Requin requin
Equipé poisson bien équipé

1 Equipé poisson mal équipé = | (poisson bien équipé)
3 _rangées poisson qui posséde 3 rangées de dents

menuet poisson sachant danser le menuet

mepris poisson digne de mépris

| mepris | poisson digne de mépris = poisson qui ne merite pas le mépris
gentil poisson qui sont gentils avec les enfants

corpulent  poisson corpulent

1) requin & | (]Equipé) (C1) Trequin v Equipé

2)  Imenuet & mépris (C2) menuet v mépris

3) 13 rangées & |Equipé (C3) 3_rangées v | Equipé

4) poisson A |requin = gentil (C4) requin v gentil
assertion = "1"

5) corpulent & | menuet (C5) |corpulent v | menuet

6) 3_rangées = | mépris (C6) 13 rangées v | mépris

7) corpulent = gentil (C7) Icorpulent v gentil

Question: {1,2,3,4,5,6}|=7 {1,2,3,4,5,6, |7} |—
1(C7):corpulent A ]gentil

Exercice 3: membre écossais écossais
Porte des chausettes oranges orange
Porte des jupes jupe
Marié marié

Articles Sort le dimanche dimanche

1 | écossais = orange (C1) écossais v orange

2 jupe v orange (C2) jupe v orange

3 marié & |dimanche (C3) |marié v |dimanche

4 dimanche €= écossais (C4) |dimanche v écossais

] écosais v dimanche
5 jupe = écossais A marié¢ (C5) |jupe v (écosais A marié) |jupe v écosais
|jupe v marié
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6 écossais = jupe (C6) |écossais v jupe

Question: Existe - il des membres ?
Il existe des membres ssi le systéme est cohérent. Le systéeme est cohérent ssi |l
n'est pas possible d'avoir {1, 2, 3, 4, 5, 6} |—
%(_J

articles
Remarque:
1) il est inutile d'appliquer la résolution sur C4.1 et C4.2 qui produit a chaque fois 1
2) la résolution sur C4.1 et C4.2 ne produit en aucun cas la clause vide, car la résolution
porte que sur un atome.
3) Méme remarque que 1 sur C5.1 et C6

Résolution: C1etC2: C7  écossais v jupe
Résolution: C5.1 etC7: C8  écossais
Résolution: C6etC8: C9 jupe
Résolution: C5.2etC9: C10 marié
Résolution: C3etC10: C11 |dimanche
Résolution: C4.2 et C11: C12 |écossais
Résolution: C8 et C12: C11

Exemple: {1, 2, 3, 4,5, (13} I—6 les 5 clauses donnent la 6°™®
{1.2,3,4,5, |6} |—
ifcohérent
1A€>B)=1(AD2BABDA) =][(A>B)vIB>A) =(AAB)v(BAlA)
(AvB)A(BBvIA) =(IAD>B)A (B> 1A)

Exercice 7: proposition: chaton aime le poisson poisson
Est réfractaire a I'étude réfractaire
Sans queue sans queue
Prét a jouer avec un gorille gorille
Moustachus moustachu
Amoureux de I'étude ]

réfractaire
1 (chaton réfractaire a I'étude) a les yeux verts verts

1 poisson = |réfractaire  (C1) |poisson v |réfractaire
2 sans queue v | gorille (C2) |sans queue v |gorille
3 moustachu =» poisson (C3) Imoustachu v poisson
4 | réfractaire & |vert (C4) réfractaire v | vert
5 | moustachu = sans queue (C5) moustachu v sans queue !
6 vert & |gorille (C6) vertv |gorille
{1,2,3,4,5, 16} |—
Exercice 1: {a1, a2, a3, lci} |—
c1
c2
c3
c4
Propositions: 1) Ulysse prend le bus prend-le-bus
Le bus en retard bus -retard
Ulysse rate son rendez-vous rater-rdv
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2) Ulysse doit rentrer chez lui rentrer

Ulysse est déprimé déprimé
3) Ulysse décroche job décroche-job
a1l) prend-le-bus A bus-retard =» rater-rdv | prend-le-bus v Ibus-retard v rater-
rdv
a2) rater-rdv A déprimé = |rentrer I rater-rdv v | déprimé v |rentrer
a3) | décrocher-job = déprimé A rentrer décrocher-job v (déprimé A rentrer)

a31) décrocher-job v déprime
a32) décrocher-job v rentrer

a4) résolution de a2 et a31 puis a2 + a31 et a32 | rater-rdv v décrocher-job
c1) prend-le-bus A bus-retard =» décrocher-job | prend-le-bus v | bus-retard v
décrocher-job
{a1, a2, a3, Ic1} |—
1c1) prend-le-bus A bus-retard A ldécrocher-job 1¢11) prend-le-bus
1¢12) bus-retard
1¢13) 1décrocher-job

résolution de a1 et |c11 (f1) | bus-retard v rater-rdv
résolution de f1 et |c12  (f2) rater-rdv

résolution de f2 et a2 (f3) 1déprimé v |rentrer
résolution de f3 et a3 (f4) décrocher-job v | rentrer
résolution de f4 et 1c13  (f5) | rentrer

résolution de f5 et a32 (f6) décrocher-job

résolution de f6 et |c13

c2) bus-retard = | prend-le-bus v |rater-rdv | bus-retard v | prend-le-bus v | rater-rdv
{a1, a2, a3, lc2} |—
1¢2) prend-le-bus A bus-retard A rater-rdv 1¢21) prend-le-bus
1¢22) bus-retard
| c23) rater-rdv
résolution de a1 et 1¢c21 (f7) |bus-retard v rater-rdv
résolution de f7 et 1c22  (f8) rater-rdv
résolution de f8 et a4 (f9) décrocher-job \ |—

c3) bus-retard v rater-rdv & déprimé | bus-retard A | rater-rdv v déprimé
{a1, a2, a3, 1c3} |—
1¢3) bus-retard v rater-rdv A déprimé 1¢31) bus-retard v rater-rdv
1¢32) déprimé
résolution de a1 et 1¢31 (f10) | prend-le-bus v rater-rdv
imposible d'obtenir la clause | prend-le-bus ne peut jamais étre effacé par la résolution.

c4) rentrer A prend-le-bus = (bus-retard = | déprimé)
rentrer A prend-le-bus A bus-retard = | déprimé
Trentrer v | prend-le-bus v |bus-retard v | déprimé
{a1, a2, a3, Ic4} |—
1 c4) rentrer A prend-le-bus A bus-retard A déprimé 1c41) rentrer
1c42) prend-le-bus
1¢43) bus-retard
Tc44) déprimé
résolution de a1 et a2 (f11) 1 prend-le-bus v |bus-retard v | déprimé v |rentrer
apres 4 résolutions on obtient
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Introduction au calcul des predicats du premier ordre

Le calcul du prédicat du 1°" ordre CP1 est une logique avec variable qui étend le CPO
avec les notions de variables, de quantificateurs et de prédicats.

1. - Introduction intuitive

Si on considére la phrase: Pierre est un gargon

En CPO, on peut considérer cette phrase comme unique proposition.
Tant que la phrase est isolée, il n'y a pas de probleme a priori.

Peut - on considérer les constituants de cette phrase?
Peut - on considérer Pierre en tant que tel?

Pierre ne peut - étre une proposition et Pierre désigne un individu
Il serait faux d'écrirg Pierre -) gargon

'

faux
Si on considére en plus: Paul est un gargon
Comment faire pour factoriser les informations et faire émerger les liens entre les 2
phrases?
=» On introduit les notions de variables et de prédicats

Une variable peut étre considérée au sens mathématique du terme comme un
élément auquel on peut associer une valeur (différentede vrai, faux).

Un prédicat peut étre considéré comme une fonction qui posséde des arguments et
qui est a valeurs {vrai, faux} ou {0, 1}

Par exemple: gargon (x) = si x désigne un garcon alors 1 sinon 0

Prédicat unaire
[Gargon (Pierre) Pierre et Paul doivent étre considérés comme des constantes
qui

Gargon (Paul) intancient la variable x dans gragon(x)
Pierre aime Marie

Aime peut étre considéré comme un prédicat binaire qui établit une relation entre 2
individus.

Aime (Pierre, Marie) Les contraintes Pierre et Marie instancient les variables x et y
du prédicat binaire aime (X, y)

1. Relation entre 1 individu et 1 classe d'individu: garcon (Pierre) "Instanciation de
prédicat unaire"

2. Relation entre 2 individus: aime (Pierre, Marie) "Instanciation de prédicat binaire"

3. Il est possible de définir des relations entre 2 classes d'individus: Les gargon
aimene les filles en CPO garcon =» aime fille

fille =» aime gargon

en CP1: Vx Yy garcon (x) A fille (y) = aime (x, y)
on reviendra sur ce type de phrase au prochain cours
Il n'est pas licite d'écrire:
Aime (garcon, fille) si gargon et fille sont des symboles de prédicat composition:
prédicat (prédicat) passage au 2°™ ordre
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A c6té de la notion de prédicat, on trouve la notion de fonction. Une fonction est a
considérer au sens mathématique du terme:

Une fonction f: E =» F est définie sur un domaine E et a valeur dans le co-domaine
F et a x fait correspondre f(x)

Exemple taille: Personne =» Echelle = {petite, moyenne, grande}

Pierre => taille (Pierre) = moyenne

Nombre réels = 1.75 E et F sont des ensembles
différents de {0, 1}

Composition d'une fonction et d'un prédicat

(>gé\zaleur dans {0, 1}
Prédicat ariable ou élément fonctionnel

Personne = Maison = Nombre
Pierre =» Habitation (Pierre) = Prix (habitation (Pierre))
Prédicat__—ypchére (habitation (Pierre)) € {0, 1}

Un prédicat peut avoir pour argument une fonction, mais pas l'inverse  f(P(x)) n'est pas
licite

Ce qui est bon marché est rare: rare (x) prédicat  bon-marché (z) prédicat
Il n'est pas licite d'écrire: rare (bon-marché (x))

2. - La construction des Formules du CP1

2 -1 Langage des Formules

+ un ensemble V de symboles de variables V ={x,y,z.... }

+ un ensemble de symboles de fonctions F ={Fg, Fq, Fa, ..... Fn} ou Fg est I'ensemble
des constantes (fonctions a 0 variables)F; est I'ensemble des fonctions a i variables.
+ un ensemble de symboles de prédicats R ={Rp, R1, Ra, ..... Rn} ou Rg correspond

aux prédicats a 0 variables propositionnelles, Rk correspond aux prédicats a k variables.

+ un ensemble de quantifici’gurs {@
universel, tou existanciel, certains (quelques)

+ un ensemble de connecteurs booléens {|, v, A, &, €=}

La construction des Formules proprement dite:

(h Les termes: + une constante (e Fg) ou une variable sont des termes
+sife Fp, tyq, ... t, sont des termes alors f(t4, ..... t,) est un terme
(I)  atomes ou formules atomiques:
+Si, g, ..... t, sont des termes et P € R, (symbolede prédicat n-aire) alors P(iy, ...
tn) est un atome ou Formule atomique
() Littéral: Un littéral est un atome ou une mégation d'atome

(IV) Formules du 1° ordre:
- un littéral est une formule
- Si @ est une formule, x une variable alors V x <p} sont des formules
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Ixe
- SigpetW¥sontdes Formulesalors ¢ A Y, 0o Vv Y, ¢ 2 YV, o €= V¥ sont des

formules
Exemple: »VxVyP(x,y)AdzVxQ(zvy,x
La quantification VvV u V v P(f(u), g(v)) A Q(u,*\\
Porte sur les variabi®s fonctions Formules bien formées

2 - 2 Les caractéristique des variables et des Formules du CP1

Une sous - formule est une formule qui a servi a la construction d'une formule qui
I'englobe.

Une sous - formule débute par un certain nombre de quantificateurs qui définissent
la portée des variables.

vV X 0(x),>V z3yoz) A dy) o(x) 2> V z¥ (x, z) Formule
sous formules sous formule sans quantificateur
Xz P(z) £ yd(y)

Variables libres et liées

Une occurrence de la variable x dans une formule ¢ est dite si x est introduite dans
une sous - formule ou figure un quantificateur V x ou 3 x

On dit que x est dans le champ du quantificateur

Exemple: Vx o(x) 2 Vy WY (y) AV z0(z) X, Y, z sont liées
Vz3yoex)AY (z) Ad(y) zety sontliées
x n'est dans le champ d'aucun quantificateur, et est dite libre

Attention a la position des parenthéses et des variables:
(1) V x P(x, f(x)) & Q(x) x est libre
x est lié

(92) V x P(x, f(x)) & Q(x))

Formules closes, prénexes et polies (ou propres)
(h Une formule est dite close si elle ne contient aucune variable libre

(pq) n'est pas close, mais (¢4) I'est.

(I Une formule est dite prénexe si tous les quantificateurs de la Formule sont en téte

de formule.
VXox)=2>3yW¥(y)viz) non close, non prénexe
Vx3yoex)=2>Y(y)voz) non close, prénexe

Vx3yVy(ox) =Y (y)vdz) close et conexe

()  Formule polie ou propre:
Une formule ¢ est polielorsque I'ensemble des variables libres de ¢ est distinct de
celui des variables liées de ¢, et lorsque toutes les occurrences d'une méme
variable sont dans le champ d'un seul quantificateur.
(V x P(x, f(x))) = Q (x) Formule non polie
V x3yo(x) =2 o (y) A 8(z) Formule est polie
pour rendre une formule polie, il suffit de renommer les variables
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Exemple: pas close, pas prénexe, pas polie__ libre
VX(FYyPX y))=2VzQ(xVYy,2z)AVYy3dxdf(x),y)
renommage VX (FJuP(x,u) 2 VzQ(XY,z)AVv3tof(t), v)
Polie et conexe Vx3uVvzVvItPx u)=2>Q(,y, z) A d(f(t), v)
2 - 3 Notion de Substitution

Soit ¢ une formule polie, x une variable et t un terme. La substitution de x par t dans ¢
consiste a remplacer toutes les occurrences de x par t dans ¢ a condition que x ne figure
pas dans t.

La substitution se note x — t ou x/t @(x/t) dénote la formule ¢ ou x se substitue par t

Exemple: VXxE@uP(Xu)=2VzQ(XYy,z)AVYvItaf(t),v))

Substitution de y par f(n(z), x)
Renommage de x par w et z par s dans ¢: VwW(@uPWw,u)=2VsQ(w,ys)aVvdt
5(f(t), v))
Ne pas substituer x par f(x) !

x = f(x)

f(f(x))
f(f(f(x) ....)

2 -4 Notion d'unification

Soient L4 et Ly 2 littéraux.
Unifier L4 et L, consiste a chercher une substitution ¢ tel que ¢ (L4) = ¢ (L4)

Intuitivement, unifier revient a chercher une substitution qui s'applique a L4 aussi bien
qu' a Lz et qui permet de rendre "les littéraux égaux”

Algorithme d'unification
Etant donné L4 et Ly, former la 1° paire de discordances, cad le 1°" couple de
termes qui sont différents

Exemple: P(f(x, g(z)), x, f (y, g(b)))
P(u, g( f(a, b)), u)
Paires de discordance

(N f(x, g(z)) etu
(I  xetg(f(a, b))

(1) f(y, g(b)) etu

+ Si les membres de cette paire sont 2 constantes différentes, alors L4 et Lo ne sont pas
unifiables.
P(x, a) et P(z, b) ou a # b ne sont pas unifiables

+ Si I'un des membres de la paire est un terme t et I'autre une varaible x et si t contient x
alors L4 et L2 ne sont pas unifiables.

+ dans tous les autres cas, substituter x par t et reitérer le processus

Une remarque: Sit est une varaible, alors on peut:
- soit substituer x par t
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- soit substituer t par x
=» processus indéterministe

Stratégie substituer en priorité les varaibles les plus contraintes: dans l'exemple: x et g(
f(a, b))
(Variables qui vont étre par des termes contenant le plus de contraintes possibles)

substituer x par g( f(a, b)) la substitution se représente aux 2 littéraux

(N f( g(f (a, b))), g(z) et u y est substitué par g( f(a, b)) z est substitue
par b
(ry — f(y), g(b) etu x est substitué par g( f(a, b))

P(f (g (f (a, b)), g(b)), 9(f (a, b)), f( g(f (a, b)), g(b)))

3. - Aspects sémantiques des Formules du CP1

3 - 1 Interprétation d'une formule du CP1

La notion d'interpréattion bien que similaire a celle employée pour le CPO est plus
compliquée car il faut tenir compte des fonctions et des variables.

Dans ce qui suit, on donne une définition intuitive de la notion d'interprétation
(suffisante poue ce que nous avons a faire)

Définition: Une interprétation (A, 1) est la donnée d'un domaine A et d'une fonction
d'interprétation | (.') telle que:

(I) @ une constante ¢ € Fg on fait correspondre un élément noté dea I Fo— A

(I1) a un ensemble de fonctions f € Fn (n > O)on fait correspondre une fonction notee f: A
— A

n

A*A* LLUFA
(1) a un symbole de prédicat P € R, on fait correspondre une valeur de vérité vrai ou
faux ou1ou0) P':A"5{0,1} avecPeR,
Interprétation d'une fonction close: (en tenant compte des varaibles)

(IV) Si la valeur de vérité de 2 formules ¢ et y est connue, alors:
(0 {A, Vv, 2>, €2} w)' = (p' AV, D, €D} 1|1' comme en calcul des propositions

(lo)' = To'

(V) Variables et quantificateurs
- aune varaible x on fait correspondre un élément de A noté X
- Pour une formulg V x ¢} cette formule est interprétée a vrai si pour tout v e A, la
substitution (¢ (x/v)) donne la valeur vraie.
- Dansle cas contrai @: cette formule est interprétée a faux
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- Pourune formu: cette formules est interprétée a vrai s'il existe v e A telle
que l'interprétation (@ (x/v))I donne la valeur vraie.

- Dans le cas contraire, 3 ¥ ¢: cette formule est interprétée a faux

Py, .... Tn) € {0, 1}

Exemple 1: ¢ =V xP(x) y=3x P(X)A={1, 2}
On pose P'1(1): vrai | pour l'interprétation 14 c'est une donnée
P'2(2): faux
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pour |4 =(p|1 : faux
= w” :vrai valeur de vérité de y pour l'interprétation 14
On pose P'2(1): vrai }pour l'interprétation |4 c'est une donnée

P(2): vrai
pour |4 = (p'z :vrai valeur de vérité de ¢ pour l'interprétation |4
= l|II2 : faux
constante
Un autre exemple: ¢ = V x (P(x) = Q(f (x),
On se donne: Aetls A={1,2}
I3: a—>1= a'3):
fsf A A {f'3(1) =2
#3(2) =
Q-Q%A*A*A {0, 1) Q(1, 1) =1
Q®(1,2) =1
Q®2, 1)=0
Q®2,2) =1
x=1 P®1) - Q®%f®(1), 1) 1a valeur de vérité de ¢ pour I3 et x = 1 est vrai
x=2 P%2)>vrai=  |vrai
1
Donc: ¢ la valeur de vérité de ¢ pour I3 et x = 2 est vrﬁie 1 ‘ J 1 vrai
Vrai — vrai = 1

3 - 2 Propriété séemantiques d'une formule du CP1

Comme en CPO, une formule se caractérise par I'étendue de sa valeur de vérité.
On s'intérese plus précisement aus formules closes (ou 1 formule ou la valeur des
variables libres est fixée)

Définitions:
(h Satisfiablilité: Une formule ¢ du CP1 est satisfiable ssi il existe une interprétation |
(et un domaine A) telle que: (p' =1 Dans ce cas, | est appelé modéle de ¢

vrai
(I)  Dans le cas contraire, ¢ est dite non satisfiable ou inconsistante.

(I Une formule ¢ est valide ssi elle est satisfiable pour toute interprétation (équivalent
de la notion de tautologie en CPO.

(IV) Un ensemble de formules est contradictoire ou non satisfiable s'il n'existe pas
d'interprétation qui donne la valeur de vérité vrai a chacune des formules
simultanément.

{01, 2, ..... (pn}I €D {1 A2 ..... A (pn}I €« (p1| A (pzI A e A On

CPO
- construction de formules
- Aspects sémantiques (tables de vérité)
- Aspects syntaxiques formes clausales
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4. - Aspects syntaxiques des Formules du CP1

Comme en CPO, étant donné uns formule ¢, nous cherchons a transformer ¢ en une
forme clausale: ¢: ci ACa A ... A Cn surlaquelle on va appliquer la résolution.

L'algorithme de transformation d'une formule en forme clausale est analogue a celui du
CPO, mais il faut tenir compte des variables.

4 - 1 Algorithme de normanlisation
(h Cléture universelle: S'il existe des variables libres dans la formule, alors il faut les
quantifier universellement (avec renommage éventuel).

(I)  Traitement des abréviations: ¢ = y se réécrit lp v v
o €= yse rééerit (lp v y) A (ly v )

(I Traitement des négations:

Faire entrer les négations a l'intérieur des parenthéses en respectant les regles
suivantes:

-111P] se réécrit P prédicat quelconque d'arité quelconque

-1[vxP]  seréécrit 3Ix |P

- 1[3x P] seréécrit  Vx |P

(IV) Standardisation ou étape de politesse: rendre la formule polie
Renommer les variables de méme nom qui sont dans le champ de quantificateurs
différents

(V)  Mise sous forme prénexe: Tous les quantificateurs sont mis en téte de formule

(VI) Skolemisation: cette étape consiste a supprimer tous les quantificateurs

existenciels
Deux cas: dx Vy P(x, y) se réécrit: Vy P(a, y)
Kb\ucun quantificateur avant 3x x est tranformé en constante

Vx Jy)P(x, y) se réécrit: Vx P(x, f(x))

'Y a dépendance de y par rapport & x, et cette dépendance est
matérialisée par une fonction dont le nom dépend du contexte du probleme.
Pour les problémes formels,la fonction est notée généralement f ou g ou h

Attention: VxVzdyP(x,y) ydépendde xetdezdoncy — f(x, z)
Vx Vz P(x, f(x, z))

(VIl) Distributivité: (91 v y1) A (92 Vv v2) ne pas transformer ! c'est une
forme clausale

(@1 AV Y1) V (02 A Y2) se réécrit (91 v ¢1) A (@1 vV y2) A (Y1 v 92) A (Y1 V Y2)

(VIIl) Mise sous forme clausale:
- les quantificateurs universels sont supprimés
- les clauses sont écrites I'une au dessus de l'autre, une par ligne

Exemple: ¢  [[vx3y3z ((R(x, x) D Rz y)) A (IR(x, x) v R(y, 2))]
(h Cloture universelle: non nécessaire

(1) Abréviations: | [Vx 3y 3z (IR (x, x) v R(z, y)) A (I R(x, X) v R(y, 2))]
() Négations: 3Ix Yy Vz (R (X, X) A IR(z, ¥)) v (R(X, X) » | R(y, 2)))
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(IV)  La formule est polie

(V) Laformule est prénexe

(VI) Skolem: x =» a constante  3Jx (-----) choisir un x particulier
vy Vz (R (a,a) » IRz ¥)) v (R(a, a) » [R(y, 2)))
(AAB)V(AAC) AA(BVO)
Vy VzR (a, a) A (1R(z,y) v |R(y, 2))

(VIl) Forme clausale: 1 R(a, a)
2 1R(z, y) v IR(y, 2)

Un autre exemple: ¢: vx Yy 3z (P (x, y) A (P(y, ) & 1P(z, 2)))

(h Cloture universelle: pas de variables libres

(1) Abréviations:Vx Yy 3z (P (x, y) A | P(y, 2) v | P(z, 2))

(1) Négations: néant

(IV) La formule est polie

(V) Laformule est prénexe

(VI)  Skolem: zdépend de xetdey z=f(x,y)
VXY y (P (% y) A 1P(y, f(x, y)) v 1P(f (x, y), f(x, y)))

(VIl) Distributivité: néant

(VIll) Forme clausale: 1 P(x,y)

2 1P(y, f(x, y)) v TP(f (x, y), f(x, y))

renommer les variables pour rendre les clauses indépendantes
2 TP(v, f(u, v)) v 1P(f (u, v), f(u, v))

Remarque: Un probléme peut surgir a l'unification s'il devient nécessaire d'unifier
P(x, y) et P(f(x, y), f(x, y)) la substitution x — f(x, y) n'est pas licite !!
D'ou le renommage final

4 - 2 Principe de Résolution

Théoréme fondamental (analogue au CPO)
Une formule ¢ est une conséquence logique d'un ensemble de formules {¢1, @2, .....

©n}, ce qui se note {®q, 02, ..... On} |= © si et seulement si {1, @2, ..... On, 10} |—
Comme en CPO, la seule clause contradictoire est la clause vide

Le mécanisme de résolutionen CP1 pvq, Iqvq' Mais il faut tenir compte
des

qvq variables
[l faut trouver une substitution o telle que: o(p) v 6(q), 1o(q) v 6(q)

o(q) v o(d)

La régle de résolution s'applique via I'unification des termes
Etant donné 2 termes t4 et to:
Les 2 termes sont unifiables s'il existe une substitutiowﬂ = o(t2)
La subst'rtﬂ)' peut agir sur (t1 ou t2) ou sur (t1 et

t)
La substitution pour un terme se propage a toutes les occurrences de ce terme dans la

formule

Exemple 1: [[Vx 3y 3z (R (x, X) D R(z, y)) A (I R(X, X) v R(y, 2))]
Forme clausale: 1 R(a, a)
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2 ] R(z,y) v | R(y, z
Résolution entre 1 et 2 avec la substitytion y — a
z—a
Attention: une constante ne peut jamais étre substituée par autre chose
La substitution sur 2 donne: 1R(a, a) v 1R(a, a)
la substitution des termes se propage a I'ensemble de la
clause
R(a, a) >
On en déduit que la formule ¢ = 1[¥x Jy 3z (R (X, X) & Rz, ¥)) A (IR(x, X) v R(y,
z))] est un théoréme puique | ¢ |—

Exemple 2: ¢: vx Yy 3z (P (x, y) A (P(y, 2) & 1P(z, 2)))
Forme clausale: 1 P(x,y)
2 1P(v, f(u, v)) v 1P(f (u, v), f(u, v))
Résolution de 1 et 2 avec la substitution {x — v, y — f(u, v)}
3 TP(f (u, v), f(u, v))
Résolution de 1 et 3 avec la substitution {x — f(u, v), y — f(u, v)}
On en déduit que la forule ¢: vx Yy 3z (P (x, y) A (P(y, z) & | P(z, 2))) est non
satisfiable
o théoréme:? To:  TIvx Yy 3z (P (x, y) A (P(y, 2) & 1P(z, 2)))]
constantes

Exemple: ¢: 3z (Q (x, X) v (Q(x, y) = Q(X, 2)))
2 variables libres x et y. Est - ce que ¢ est un théoreme ou pas ?
Forme clausale de ¢
)] Cléture universelle: Vx Vy 3z (Q (x, x) v (Q(X, y) = Q(x, z)))
(I)  Abréviations:Vx Vy 3z Q (x, X) v 1Q(x, y) v Q(X, Z)
()~ Négations: néant
(IV) La formule est polie
(V) Laformule est prénexe
(VI)  Skolem: zdépend de xetde y z=f(x,y)
Vx Yy 3z Q (x, X) v 1Q(x, y) v Q(x, f(x, y))
(VIl) Distributivité: néant
(VIl) Formeclausale:  Q (x, x) v 1Q(x, y) v Q(x, f(x, y))
On ne peut rein dire si ce n'est que lp n'est pas un théoréme

Méme travail sur lo: TIvx Yy 3z (Q (x, x) v (Q(X, ¥) 2 Q(X, 2)))]
(h Cloture universelle néant
(1) Abréviations: | [Vx Vy 3z (Q (x, x) v(Q(x, y) 2 Q(X, 2)))]
TIvx Yy 3z Q (x, x) v 1Q(x ,y)YQ(x z)
() Neégations: 3Ix Iy Vz 1Q (x, x) A Q(X, ¥) A 1Q(
(IV)  La formule est polie
(V) Laformule est prénexe
(VI)  Skolem: {x > aety— b}
vz 1Q (a, a) A Q(a, b) » 1Q(a, 2)
(VIl) Distributivité: néant

(VIIl) Forme clausale: 1 Q(a, a)
2 Q(a, b)
3 1Q(a, 2)
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Résolution de 2 et 3 avec la substitution {z — b} et on en déduit que ¢ est un
théoreme.

Autre exemple: Méme question pour ¢: 3x Yy 1((S (x) €= (S(y)) A ¥Vx S(x))
(h Cléture universelle néant
(1) Abréviations:3x Vy 1[(1S(X) v (S(y)) ~ (1S(y) v (S(X))] A ¥x S(X)
(1) Négations: 3Ix Vy [(S(X) A 1(S(y)) v (S(Y) A (1S(X))] A VX S(X)
(IV) Politesse:  3Ix Vy [(S(X) A | (S(y)) v (S(y) (1 (x))] A Yu S(u)
(V) Prénexe:  3IxVyVu[(S(X)A |(S A (IS(x))] A S(u)
(VI) Skolem: {x — a}
vy Vu (S(a) A 1S(y)) v (S(y) A 1S(@)) A S(u)
(VII) Distributivité: [((S(a) v S(y)) A {{Sta)r1Sta)) AtFSty)r+S(y)) A (1S(y)) v (1S(a))]
vy Yu (S(a) v S(y)) A (1S(y) v 1S(a)) A S(u)
(VIll) Forme clausale: 1 S(a) v S(y)
2 1S(y) v Is(a)

3 S(u)
Résolution de 2 et 3 avec la substitution {u — a} 4 1S(y)
Résolution de 3 et 4 avec la substitution {u — y} et on en déduit que lp est

un théoréme.

Exercice 9 -4):  {(VxVy Vz P(x, y) A P(y, z) =2 Q(z, z)), Vx 3y P(x, y)} |= ¥x Jy Q(y, x)
{01, 92} = @3 ssi {91, 92, 1 g3} |—
formes clausales de @1, @2, et | @3}
(h Forme clausale de ¢4
- pas de variables libres
- abréviations:  Vx Vy Vz |P(x, y) v |P(y, 2) v Q(z, 2)
- la formule est polie et prénexe
- skolemisation non nécessaire
- forme clausale: 1P(x, y) v 1P(y, z) v Q(z, z)
() Forme clausale de @,
- Vx3dy P(x,y)
- seul probléme: skolemisation y = f(x)
- la clause: P(f (x), x)
()  Forme clausale de | @3
- T(vx 3y Q(y, x)) Ix Vy 1Q(y, x) polie et prénexe
- x = a (constante) vy 1Q(y, a)
- forme clausale: 1Q(y, a)

Rappel Skolem: dIxVy...—>x=a a estune constante
Vx 3y ... -y =1f(x) dépendance entre x et y
1 1P(x, y) v 1P(y, z) v Q(z, 2)
2 P(f (x), x)  seréécrit: P(f(u),u) renommage de la variable x
3 T1Q(y, a) seréécrit | Q(v, a) renommage de la variable y
résolution 3 et 1 avec les substitutions: {v— x, z — a}
4 TP(x, y) v I P(y, a)
résolution 2 et 4 avec les substitutions: {u — a, f(u) — f(a), y — f(a)}
5 T1P(x, f(a)) conséquence de u — a

résolution 2 et 5 avec les substitutions: {u — f(a), f(u) — f(f (u))}

contrainte la plus forte coriséquence de la contrainte
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la substitution se propage dans le littéral lui - méme et donc x — f(f (u)) substitution
résultante

Remarque: 2 choses importantes

(N Il faut faire la preuve et donc arriver a  (si c'est possible)

() Les substitutions ont leur importance: il est possible de s'interesser a ces
substitutions = PROLOG
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5. - Représentation de phrases du langage naturel en CP1

4 formes fondamentales
(N Tous les A sont des B (universelle positive) CP0: A = B
vx A(x) = B(x) Vx Homme (x) = Mortel (x)
(I Aucun A n'est un B (universelle négative) CP0: A= |B
Vx A(x) 2 |B(x) VxHomme (x) 2 |Mortel (x)
Iy Traitement d'exceptions (universelle avec exceptions)
Tous les A sauf les B sont des C = a moins d'étre un B, les A sont des C
CP0O: AAIB>C
Vx A(x) A 1B(X) 2 C(x)
(IV) Existancielles
Il existe des A qui sont des B en CPO: AAB Ix A(x) A B(x)

Il existe des A qui ne sont pas des B @D Ix A(X) A 1B(X)
ode

L'intersecti

Remarque: La négation d'une universelle 1 (Tous les A sont des B)
T(vx A(X) 2 B(x)) = 1(¥x 1AX) v B(x)) = 3Ix A(x) A 1 B(x)
Il existe des A qui ne sont pas des B

(V) Relations: Tous les A sont en relation avec tous les B par R

Vx Vy A(x) A B(y) 2 R(x, y)

les femmes aiment les hommes: Vx Vy femme (x) A hommes (y) = aime (X, y)
(VI) Certains A sont en relation avec certains B par R

Ix dy A(x) A B(y) A R(x, y)

Certains hommes aiment certaines femmes Jx dy Homme (x) A Femme(y) A
aime (x, y)

Forme clausale: x — a} Skolem

y—>b Homme (a) A Femme(b) A aime (a, b)

Exemple et exercices:

Exercice 3:
(1) Certains A sont en relation par R avec tous les B
Existancielle universelle 3Ix A(x) A Yy B(y) = R(x, y) « 2 clauses

Certains hommes aiment toutes les femmes jolies
Existancielle A relation universelle B
Ix Homme (x) A [Vy Femme_jolie (y) = aime (X, y)]
forme clausale: 1. Homme (a)
2. |Femme_jolie (y) v aime (a, y)
Phrase duale
(1) Tous les A sont en relation avec certains B par R
Universelle existancielle ¥x dy A(x) A B(y) = R(x, y) « 1 clause
vx Ay 1AX) v 1B(f(x)) v R(x, f(x))

R
Vx=2>Vy A=B
R

Vx = Jy (1)
R

dx = Vy (1)
R

dx = dy AAB
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(2) aucun homme n'aime une femme dépensiére
Vx Vy homme (x) A femme_dépensiére (y) = |aime (x, y)
Thomme (x) v | femme_dépensiére (y) v |aime (x, y)

(3) une femme dépensiére n'est pas jolie
article indéfini =» universel
Vx femme_dépensiére (x) = |femme-jolie (x)

Forme clausale: —|femme_depen3|ere (x) v |femme-jolie (x)
Les clauses aprés renommage:
1. Homme (a)
2. |Femme_jolie (y) v aime (a, y)
3.  Thomme (x) v |femme depenS|ere (z) v laime (x, z) renommage y en z
4. |femme_dépensiére (u) v |femme-jolie (u) renommage x en u

{1,2}|=37? vraissi {1,2,—|3} —

Il faut expliciter |3: 1(vx femme_dépensiére (x) & |femme-jolie (x))
ou prendre la négation de 4 négation de 4
forme clausale de (] ¢) = | (forme clausale ¢) ? Skolemisation
14.1 femme_dépensiére (u)
14.2 femme_jolie (u)

Résolution de 2 avec 14.2 {u & vy} 5 Aime (a, y)

Résolution de 2 avec 4.1 {u = z} 6.  |homme (x)v |Aime (x, z)
Résolutionde S5avec6{x 2> a,y=2> 2z} 7 Thomme (a)

Résolution de 1 avec 7

Exercice 1:

1. Vy aliment (y) = aime (Jean, y) |aliment (y) v aime (Jean, y)

2. universelle Vx pomme (x) = aliment (x) 1 pomme (x) v aliment (x)
aliment (pomme)

3. Vx poulet (x) =» aliment (x) | poulet (x) v aliment (x) aliment (poulet)

4, VX Vy personne (X) A manger (X, y) A vivant (x) = aliment (y)

Personne mange aliment "connaissance implicite"
Vx Yy manger (X, y) A vivant (x) = aliment (y)
Tmanger (x, y) v |vivant (x) v aliment (x)

5. manger (Jacques, cacahouétes) A vivant (Jacques)
relation complétement instanciée

5.1  manger (Jacques, cacahouétes)

5.2  vivant (Jacques)

6. Yz manger (Jacques, z) = manger (Héléne, z)
| manger (Jacques, z) v manger (Héléne, z)
7. Jean aime les cacahouetes aime (Jean, cacahouétes)

{1,2,3,4,5,6}|=7ssi{1,2,3,4,5,6, |7} |—
17 —|a|me (Jean, cacahouétes)

Résolution de 1 avec 17 {y & cacahouétes} 8. | aliment (cacahouétes)

Résolution de 4 avec 8 {y =» cacahouétes} 9. | manger (x, cacahouétes) v | vivant
(x)

Résolution de 5.1 avec 9 {x =» Jacques} 10. |vivant (Jacques)

Résolution de 10 avec 5.2
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Que mange Héléne ? Quelle sont les substitutions possibles pour z dans manger
(Héléne, z)
Résolution de 5.1 avec 6 {x =» cacahouétes} 11. manger (Héléne, cacahouétes)

On aurait pu poser comme but & résoudre: | manger (Héléne, cacahouétes) et
montrer que I'on obtient
Résolution de 4 avec 5.2 {x = Jacques} 12. I manger (Jacques, y) v aliment (y)
Résolution de 1 avec 2 {y = pomme} 15. aime (Jean, pomme)
Résolution de 1 avec 3 {y = poulet} 16. aime (Jean, poulet)

Comlpément: Jacques menge toutes sortes d'aliments
Yu aliment (u) = manger (Jacques, u) 17 Taliment (u) v manger (Jacques, u)
Résolution de 2 avec 17 {u = pomme} 18. manger (Jacques, pomme)
Résolution de 3 avec 17 {u = poulet} 19. manger (Jacques, poulet)
Résolution de 6 avec 18 {z = pomme} 20. manger (Héléne, pomme)
Résolution de 3 avec 17 {z =» poulet} 21. manger (Héléne, poulet)
3 instanciations pour z:  cacahouétes
pomme
poulet
Pouvez que les cacahouétes sont des aliments? Aliment (cacahouétes) ?
22.  ]aliment (cacahouétes)
Résolution de 4 avec 22 {y & cachouétes} 23. | manger (x, cacahouétes) v | vivant
(x)
Résolution de 5.1 avec 23 {x = Jacques} 24.  |manger (Jacques, cacahouétes)
Résolution de 5.1 avec 24 donne

Exercice 5:
1 X a un compte bancaire approvisionné étre_approvisionné (x) il n'est pas utile
de distinguer le compte bancaire, donc 1 relation binair'e ne s'impose pas
étre_approvisionné (Marcel)
2. relation disponible entre l'individu les contes et l'individu quai des prunes (qdp)
1 relation entre 2 individus est une relation totalement instanciée
disponible (les_contes, qdp)
3. 1 librairie céde un livre a 1 personne relation ternaire
Vx VyVz librairie (x) A livre (y) A personne (z) A céder (X, y, z) = posséder (z, y)
Tlibrairie (x) v 1livre (y) v |personne (z) v |1 céder (x, y, z) v posséder (z, y)
veut_lire (Marcel, les_contes) idema 2
Vx VyVz librairie (x) A livre (y) A personne (z) A disponible (y, z) A acheté (z, y) =
céder (x, Y, z)
T librairie (x) v 1livre (y) v | personne (z) v | disponible (y, x) v 1 acheté (z, y) v
céder (x, Y, z)
6. VyVz personne (y) A étre_approvisionné (z) A veut_lire (z, y) = acheté (z, y)
| personne (y) v |étre_approvisionné (z) v |veut_lire (z, y) v acheté (z, y)
7. posséder (Marcel, les_contes)
17.  1posséder (Marcel, les_contes) {1,2,3,4,5,6, |7} |—

o &

Remarque: Personne fait partie de I'univers du probléme, soit il est supprimé, soit il faut
préciser que Marcel est 1 personne

Résolution de 3 avec 17 {y 9 les_contes, z 9Marcel}
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8.  |librairie (x) v |livre (les_contes) v | personne (Marcel) v | céder (x, les_contes,

Marcel)
Résolution de 5 avec 8 {y = les_contes, z = Marcel}
9.  llibrairie (x) v 1livre (les_contes) v | personne (Marcel) v | disponible (les_contes,

x) v |acheté (Marcel les_contes)
Résolution de 1 avec 6 {z = Marcel}
10. | personne (Marcel) v | veut_lire (Marcel, y) v acheté (Marcel, y)
Résolution de 4 avec 10 {y =» les_contes}
11.  |personne (Marcel) v acheté (Marcel, les_contes)
Résolution de 9 avec 11
12. ] librairie (x) v 1 livre (les_contes) v | personne (Marcel) v v | disponible (les_contes,
X)
Résolution de 2 avec 12 13. | librairie (qdp) v | livre (les_contes) v | personne
(Marcel)

Univers du probléme: connaissances implicites | personne (Marcel)

Librairie (qdp)
Livre (les_contes) =

Exercice 6:
1. crime (y) y est 1 crime commettre (x,y) xcommety (la personne x commet
l'acte (y) Vx dy crime (y) A personne (x) = commettre (x,y) x = f(x) = auteur (y)

Tcrime (y) v | personne ((auteur (y)) v commettre (auteur (y), y) Skolem
2. Tous les gens malhonnétes commettent des crimes malhonnéte (x) x est 1
personne malhonnéte quelqu'un d'honnéte peut trés bien commettre 1 crime
contrairement a ce que dit I'énoncé Vx Yy malhonnéte (x) A crime (y) = commettre (x,
y)
Si quelgu'un commet un crime alors il est malhonnéte

Vx Vy crime (y) A commettre (x, y) = malhonnéte (x)

Tcrime (y) v 1commettre (x, y) v malhonnéte (x)
3. Ne sont arrétés que les gens malhonnétes  Seul sont arétés les gens
malhonnétes

Yu arrété (u) = malhonnéte (u) arrété (u) = u est arrété (u est 1 personne arrétée)
4. Vz Vy malhonnete (2) A crime (Y) A arrété (z) = commettre (x, y)

| malhonnéte (z) v 1crime (y) v |arrété (z) v commettre (z, y)

5. dy crime (y) Skolem y=>a crime (a)

6. 3z malhonnéte (z) A |arrété (z) Skolem:z 2 b malhonnéte (b)
Tarrété (b)

1. lcrime (y) v commettre (auteur (y), y)

2. Tcrime (y) v | commettre (x, y) v malhonnéte (x)

3. Tarrété (u) v malhonnete (u)

4.  Tmalhonnéte (z) v |crime (y) v ]arrété (z) v commettre (z, y)

5. crime (a)

6. malhonnéte (b)

Tarrété (b)
Pour montrer que {1, 2, 3, 4, 5} |= 6, il faut montrer que {1,2,3,4,5, 16} |—
Forme clausalede 16  1(3z malhonnete ) A larrété (z))

Renommage | malhonnéte (t) v arrete (t)

Résolution de 4 avec T 6 avec la substitution {t & z}

7. Imalhonnéte (z) v |crime (y) v commettre (z, y)
Résolution de 6 avec 7 avec la substitution {y = a}
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8. | malhonnéte (z) v commettre (z, y)

Résolution de 2 avec 8 avec les substitutions {y = a, x = z}

9.  lcrime (a) v commettre (z, a)

Résolution de 1 avec 9 avec les substitutions {y = a, z = auteur(a)} 10.  lcrime (a)
Résolution de 5 avec 10
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Une bréve introduction a PROLOG

Ou comment nouys allons exploiter tout ce qui a été vu en CP1 avec un autre point de vue

1. - Les formules du langage Prolog
Les ingrédients du langage sont essentiellement: + des variables
+ des constantes
+ des fonctions
+ des prédicats
Remarque: Les connecteurs booléens et les quantificateurs sont implicites
(quantificateurs "universelle" seulement)

Il existe 3 formes génériques:

(h les faits qui sont toujours vrais

(I)  les régles qui correspondent a des implications de type A = B et dans ce cas un
fait apparait comme la conclusion d'une régle sans conditions

() les questions qui correspondent aux buts a résoudre.
Pour résoudre un tel but en CP1, on prend sa négation et on cherche a dériver la
clause vide
En Prolog, on s'intéresse plutét a effacer une question comme un prédicat
s'effacera dans 1 démonstration, et on mémorise les instanciations de variables
réalisées.

2. - La notation des formules

Formes générales d'une clause:  Aq{VvA2v...vAnV [Aps1 V... vV | Anem
Symboles positifs Symboles négatifs

En Prolog on manipule des clauses de HORN qui n'ont qu'un seul littéral positif.
Une clause de Horn est notée:  Agv |Aqv ... v 1 Aq
En terme d'implication: A1 AA2 A ... AAL D Ap
Ag = téte de claus¢ 1A1v |Az v ... v | A, = le corps de la clause
AtAA2A ... AAR

Un fait correspond a la donnée Ay € téte de la clause
Une réegle correspond a une clause
Une question correspond a la donnée d'un littéral négatif qu'il faut effacer

Notation Prolog: Agv |A1v ... v |Aq s'écrit:

Régle Ag € Aq, Az, ... Ap. (<1 —) selitAgsiAjetAzet... et A
Un fait Ap.

Une Questiomn: Q?

Un exemple de programme Prolog
Une régle: repas (e, p, d) € entrée (e), plat (p), dessert (d).
Des faits: entrée (carotte).

Entrée (tomate).

Plat (choucroute).

Plat (pate).

Dessert (pomme).

Dessert (mousse).
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Une question: Il existe différentes fagons de poser les questions:  plat (pate)?
Répondre a cette question consiste a vérifier que cette instanciation est vraie. Plat
(carotte)?

Une autre fagon de poser la question: plat (x)?

Dans ce cas, on cherche toutes les instanciations de x qui font que le but est satisfait

3. - Le principe d'effacement

Etant donné une question Q? comment la traiter?
Etant donné Q7 l'interpréte Prolog recherche dans la base de clauses, les clauses dont
la téte est le prédicat Q
Si l'unification de la question Q? avec la téte de la clause Q est possible, alors la
téte de clause s'efface pour étre remplacée dans le cas d'une regle par autant de
nouvelles questions que de prédicats dans le corps de la clause et la question est
remplacée par rien si la téte de clause correspond a un fait.

Les 3 cas principaux d'effacement: La question est: Q(z)?

(h S'il existe un fait de la forme Q(a). alors l'interpréte unifie Q(z)et Q(a) et le résultat
de l'unification - les substitutions réalisées - est retournée {z = a}
Exemple:  plat (x)? {x = pate, x = choucroute}

(I S'il existe une regle de la forme Q(x) € P(x), ...., R(x) alors l'interpréte unifie la
question Q(z)? et la téte de clause Q(x), et la question Q(z) s'efface au profit de
nouvelles questions:

P(x)? R(x)? .... Qu'il faut a leur tour effacer
Exemple: repas (carotte, choucroute, d)?
Unification avec la téte de la regle repas (e, p, d)
repas (e, p, d) € entrée (e), plat (p), dessert (d) avec substitution,
propagation des substitutions dans le corps de la clause et génération de
nouveaux buts:
substitutions: e => carotte
p = choucroute
propagation des substitutions:entrée (carotte)
plat (cxhoucroute
génération des nouveaux buts: entrée (carptte)?  Vérifier que les 2
questions
plat (choucroute)? Correspondent a 2 faits
dessert (d)? = trouver les instanciations possibles pour

repas (carotte, choucroute, d)?
{e = carotte, p = choucroute, d = pomme} U {e = carotte, p = choucroute, d =
mousse}

(1ry — Etant donné Q(x)? il n'existe aucun fait et aucune régle de téte Q(a) ou encore
l'unification entre Q(x) et les données de la base de clauses échoue.
Dans ce cas la, I'effacement est mis en échec.
Exemple: plat (ceuf)?
L'unification avec plat (choucroute) ou plat (pate) est impossible d'ou echec.
Pousse-café (y)? |l n'existe pas de clause dont la téte est pousse-café, d'ou
echec.

Le programme Prolog: 1. Viande (gdb).
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Question: plat (tao)?

CNAM Cours Intelligence Atrtificielle

viande (pah).

Poisson (baa).
Poisson (tao).

Plat (p) € viande (p)
est soit

Plat (p) € poisson (p)
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Interprétation: un plat

une viande soit un poisson



Fonctionnement de l'interpréte plat (tao)

Recherche de clause de téte plat Oou

Et unification viande (tao) poisson (tao)
Nouvelle Question effacement avec effacement avecla clause

La clause 5 6
/ ET \ / ET\A

Echec avec la Echec avec la Echer avec la
Succes avec la
Clause 1 clause 2 clause 3 clause 4

Remarque: l'interpréte parcours la base séquentiellement et construit I'arbre ET - OU de
résolution en profondeur

Prédicat prédéfini
Question: plat (py), diff (p =( aa)
p # baa
recherche de toutes les instanciationsde p différents de baa

plat (p), diff (p = baa)

Oou
‘/5”'3”( A eupoisson )
(1) p = gdb @ p=pah (3) p‘—é (3) p = tao
Succes gdb # baa Succés pah #baa Echec baa=baa Succés tao # baa
Résultat;{p = gdb, p = pah, p = tao}

Exercice 7 (devoir) en Prolog

1. Beau. (Il fait beau)
2. Eté = a-de- la-chance (Jean) a-de- la-chance (Jean) € été.
3. Vendredi.
4. Malin (Albert).
5. Malin (Jean).
6. Beau A vendredi = a-de- la-chance (Jean)
a-de- la-chance (Jean) € Beau, vendredi.
7. Vx Malin (x) A a-de- la-chance (x) =» gagne (x)
gagne (x) € Malin (x), a-de- la-chance (x).
Qui gagne ? Gagne (z) ?
(7) Malin (x*, a-de- la-chance (x)
ET
(4) Malin (Albert), a-de- la-chance (Albert) (5) Malin (Jean), a-de- la-chance
(Jean)
ou Succés
(2) étéEchec 6) eau, vendredi
Résultat succés avec {z = Jean} ou w
(1) Succes
Succés
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Introduction aux logiques de descriptions

Les logiques de description forment une famille de langages de représentation de
connaissances qui s'appuient a la fois sur la logique et les "représentations structurées"
(au sens ou on y manipule des structures)

1. - Les grands principes

(h Les éléments de base du langage sont des concepts, des réles et des individus.
Les concepts représentent des classes d'individus et les rbles des relations
binaires entre les classes

(I Chaque concept (et chaque réle) possedent une description structurée construite
a partir de réles et de constructeurs (ou opérateurs). Cette description est
I'équivalent d'une fbf en CP1

() A chaque decription on associe par l'intermédiaire d'une fonction d'interprétation
Une interprétation (paralléle avec l'interprétation d'une formule en CPO ou Cp1)

(IV) Les descriptions - concepts ou réles - sont organisées en hérarchies par
l'intermédiaire d'une relation de subsomption.

Intuitivement, le concept C subsume le concept D si C est plus "général" que D (le
concept "couleur" subsume le concept "noir")

(V) Les opérations de base du raisonnement dit terminologie (c a d le raisonnement
dans une logique de description) sont la classification d'individus:

- Classifier un concept c'est retrouver sa place dans I'ordre de la hiérarchie des
concepts.
- Classifier un individu c'est retrouver les concepts dont l'individu est instance

2. - Lelangage ALN et le Famille AL:

2-1 Le langage AL:
Le langage AL est donné par la grammaire suivante:
Concept = A (Concept primitif = atome en logique)
| (and C D) (conjonction des concepts C et D CmD
| (all r C) (quantification universelle ou r est 1 réle et C 1 concept s'écrit aussi:
vr, C)
Intuitivement xry (allr C)
Réle =» Vyinstance de C
| (not A) (négation qui intervient que sur les concepts primitifs, |A)
| (somer)  (quantification existancielle non typée, s'écrit aussi 3r)
X ry (some r) 3 nécessairement au moins 1y en relation avec x

| Top (concept le plus général T)
|Bottom (concept le plus spécifique 1)

Exemples:
a: Une personne dont tous les enfants sont étudiants
(and Personse—— concepts primitifs
(all enfant Etudian#y—
role en technologie objet on avait
classs PEE
Superclass Personne, enfant type Etudiant
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b: Une personne qui a 1 enfant
(and Personnge concepts primitifs
(someenfanfy) réle
C: Une personne qui a des diplédmes
(and Personne
(some Diplémes))
Remarque: Un réle définit une relation entre 2 concepts; il serait plus correct d'écrire avoir
- enfant ou avoir - dipldomes que enfant ou diplémes.

d: Une personne dont tous les enfants sont grands et qui a des enfants
(and Personne&—— concepts primitifs
(all ami Gra
rol some enfant))

Autre notation: Personne M V ami, Grand m 3 enfant

2-3 Le langage ALN:
ALN est obtenu a partir de AL en autorisant une cardinalité sur les roles: avoir au plus
Ou avoir au moins
(atleast nr) se note aussi (=znr)
(atmost nr) se note aussi(<nr)
Intuitivement: atleast indique r doit avoir au moins n valeurs
atmost indique r doit avoir au plus n valeurs

Que signifie avoir une valeur pour un réle?
Réle "voiture" (avoir une voiture)

Personne _ voiture véhicule
X » y = voiture(x) y = valeur élémentaire pour le role
domaine du role co - domaine du role
(atleast 2 voiture) =» avoir au moins 2 Voitures X vo}lure y1 il existe au moins
y1 ety
X voiture ya
Exemples:
e: Une personne qui a au moins 2 voitures et dont toutes les voitures sont grandes
(and Personne¢——— concepts primitifs

(all voiture Gran
(atleast 2 voiturdy)— role

f: Une personne qui a exactement 1 enfant
(and Personne

(atleast 1 enfant)

(atmost 1 enfant)
Remarque: "avoir des enfants" = (some enfant)

= (tleast 1 enfar—il existe au moins 1 enfant

Exemple: Représentation du concept "Grand parent”, de Personne dont tous les enfants
sont parents

(and Personne concept
concévpl—P(all enfant Paﬁ‘ént)) (atleast T enfa u (atmost 1 enfant)

concept ou expression conceptuelle
(and Personne bonne fagon d'écrire
(all enfant (some enfant)))
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2 -3 Les extensions de ALN:

(1)

(IT)

(1)

la disjonction de concepts ALU = Al u {U} (orCD)quis'écrit: CuD
Exemple: Un groupe dont tous les membres sont des gargons ou des filles

(and Groupg concepts primitifs
(all membre (or Ga‘r/gon Filﬁm

quantification existancielle typée: (c-some r C) qui s'écrit aussi dr. C
extension du (some r) ou un co - domaine est fixé pourleréler ALE = AL u {c-
some}
Exemple: Une personne qui a des enfants docteurs
(and Personne

(c-some enfant Docteur))

Remarque: (and Personne = (and Personne
(some enfant)) (c-some enfant Top))
(somer) = (c-some r Top)

La négation de concepts quelconques:

(not C)ou 1C ALC = AL U {négation complete}
Exemple: Une personne qui n'a pas d'enfant Dfescription avec une
négation
(and Personne = (and Personne
(not (some enfant))) (all enfant Bottom))

(V)

role.

D'ou cela sort - iI? Des régles qui suivent.
Reégles: Pour tout concept C:

Cu lC=T (Top) T1=1

CrlC=1(Bottom) liL=T
T(vr.C)=3r. 1C

1@rg)=yr. 1

Exemple: ne pas avoir d'enfant | (3 enfant) = | (3 enfant. T) = Venfant. L
"ne pas avoir d'enfants"  (all enfant 1L )Autre écriture: (atmost Oenfant)

Dans ALC: [(vr.C)=3r. [C all c-some ALE
lcmb)=1lculb
and or ALU
Dans AIC est aussi dans ALUE et réciproquement. ON a I'habitude de npter: ALC et
non ALUE ou ALCUE on a toujours U
etE

2 constructeurs sur les roles

(and rqy r2) se note ry M ra ALR = AL U {conjonction de rdle}
Exemple: Une personne dont la taille et la force sont grandes
(and Personne ou bien (and Personne
(all (and taille force) Grand)) (all  taille
Grand)
(all force Grand))

La construction restrict ou range
Cette construction s'appuie a un role et permet de restreindre le co-domaine du

Domaine = range
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(restrict r C) se note aussi (r | C)
range
Exemple: Une personne dont tous les enfants docteurs sont musiciens
(and Personne
(all enfant-docteur Musicien)) (restrict enfant Docteur)
Le concept de Grand - mere (and Personne parent

(all sexe feminin)
(some (restrict enfant (some en?ant))))
Exemple: avoir au moins 1 fils docteur et au moins 2 filles musiciennes
(and Personne

(atleast 1 (restrict fils Docteur))
(atleast 2 (restrict fille Musicienne)))

(c-atleast nr C) = (atleast n (restrict r C))
(c-atmostnr C) = (atmost n (restrict r C))
Remarque: (c-somer C) = (some (restrict r C)) AL+ = AL U {restrict}

3. - Concepts primitifs et concepts définis

Notion de terminilogie

Un concept primitif est comparable a un atome de la logique classique.
Un concept primitif est utilisé comme élément de base pour construire des concepts
définis.

Un concept défini posséde une définition et partout ou il apparait il peut étre
remplacé par cette définition
Qu'exprime une telle définition?

Explication sur un exemple: Description du concept défini Parent:

Parent := (and Personne
Nom de conﬁv symb/&e (some enfant))

Défini de définition

Sens de cette définition:

Si x est une instance de Parent, alors nécessairement il existe y tel que x enfant de
y soit vrai
Mais la réciproque est vraie aussi: condition nécesaire

S'il existe x instance de Personne et y tel que x enfant y alors x est instance de
Parent

Les expressions conceptuelles qui composent la description d'un concept défini
jouent le réle de conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un individu soit instance du
concept défini (moteur de la classification)

Exemple:

1. Une équipe est définie comme un ensemble dont tous les membres sont des
personnes et qui comporte au moins 2 membres

2. Une petite équipe est définie comme 1 équipe qui comprte au plus 5 membres

3. Une équipe moderne est définie comme une équipe qui comporte au plus 4 membres,
au moins 1 chef qui est un membre et dont tous les chefs sont des femmes.

Représentation des éléments du probléme

:< introduction au concept primitif
:= introduction au concept défini
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Ensemble < T Ensemble est un concept primitif , sous concept direstde T

Personne :< T Terminologie = hiérarchie des concepts
Masculin :< T Concepts définis:
Feminin :< T Homme := (and Personne Femme := (and Personne
(all sexe Masculin)) (all sexe
Feminin)

Remarque: Homme et Femme doivent étre déclarés comme des concepts incompatibles
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>

T T role

.
Ensemble* Personne* sculin* Tinin* m%mbre

I V- Primitif  *
/Eg& Homme Femme ™. / chef
1
Petite Equipe
Equipe moderne

Deux Roéles:membre :< T role rdle primitif, sous - réle de T rdle (réle le plus général)
Chef :< membre chef est un sous - réle primitif de membre
Equipe := (and Ensemble Petite-équipe := (and Equipe
(all membre Personne) (atmost 5 membre))
(atleast 2 membre))
Equipe-moderne := (and Equipe
(atmost 4 membre)
(atleast 1 chef)
(all chef Femme))

4. - La notion d'interprétation

Définition: Une interprétation | = (A, .') est la donnée de A domaine de l'interprétation et
d'une fonction d'interprétation ! qui a un concept C fait correspondre c' un sous -

N A | N
ensemble de A et a un réle r un sous - ensemble de A * A noté r en respectent les regles
données ci - dessous.

Noté: C' = I'extension de C et coorespond a I'ensemble des instances de C

r = I'extension de r et correspond a un ensemble de couples d'instances instanciant
r

Regles d'interprétation: T'=A (Cnm D)I =c'nD' all
1'=g cub)=c'uD' 3
I | cl
(1c)=a-c'=La atleast
C D atmost
restrict

Exercice 2
A Groupe  membre (étre-membre-de)Personne
A = le concept dont tou§¢e3 x verifient la proprié§-p—co-domaine du role
réle
A = groupe de personnes dont les membres de sexe féminin sont adultes

Substumant direct réle \restriction y
Co-ddmaine du role
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Groupe de personnes = relation de composition le groupe est "composé de"
personne
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A := (and Groupe groupe dont tous les membres sont des

personnes <“—
(all membre Personne)  rdle

(all membre adultgj/
/v(alurestnct membre (all sexe feminin) adulte))

réle” concept concept
concepts primitifs roles
Personne membre
Feminin sexe
Adulte posséder
(subsumant de Personne)
Groupe
Vélo
Voiture

Vehicule a moteur (subsumant de Voiture)
P>20 (> 18) (< 20)
B: rble possede =~ possede (X, y)
X—»y
personne  élément
B := (and Personne
(atmost 1 posséder (posséder-voiture)))
posséder-vélo
posséder-voiture := (restrict posséder voiture)
réle concept
posséder-vélo := (restrict posséder vélo)
B := (and Personne
(atmost 1 (restrict posséder
(and Voiture Vélo))))
C := (and Personne
(atmost 2 (restrict posséder Véhicule-a-moteur)))

D := (and Groupe P>20 := (and Personne
(all membre (all age (> 20)))
(and Personne (all age (>20)))))
D := (and Groupe atleast compte les valeurs du réle
(all membre Ps2g))
Adulte := (and Personne 2 concepts: (> 18) at (> 20) (> 20) = (> 18)

(all age (> 18)
"toutes les personnes qui ont plus de 20ans ont nécessairementplus de 18 ans"

4. - Suite Interprétation

Vr.C (allrC)={xe A|VyeA:(x,y)er D ye Ch
Ir,C (c-somerC)={xeA|IyeA:(x,y)er Ddye CY
(somer)={xe A|ldye A:(x,y)er' dye Ch
x (all membre Personne) = Vx
X (c-some membre Personne) = 3x

(atleast nr)'={xe A|card{y e A| (x,y) € r'} > n}
(atmostmr)' ={xe A|card{ye A|(x,y) € '} <m}
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5. - Larelation se subsomption et la satisfiabilité

Définition: Le concept C subsume le concept D ssi:

(1)

(IT)

(11

(IV)

(V)

pour toute interprétation I, on a: D' - C' onnoteDEC

c' = extension de C
= ensemble des individus qui sont des instances de C

Un concept C est satisfiable ssi il existe une interprétation | telle que: CI =0
Le concept est non satisfiable sinon

Exemples standards de concepts non satifiables:

Arn A non satisfiable

(and (atleast n r) (atmost mr)) non satisfiable ou n > m
En termes de subsomption:

Un concept C n'est pas satisfiable si cc 1 C'ci'=g

Equivalence: Les concepts C et D sont équivalents ssi pour toute interprétation |
D'=C'onnoteC=D
En termes de subsomption: CcDetDEC

C'cD' etD'cC' >cC'=D'

Exemple:siD E CalorsD=D M C C
D'=D'~AC'=D'cC /\
DcDnCetDNCCD i //%R\ 1

D'cD'nC'etD'nC'cD - 0 /
CI

Incompatibilité: 2 concepts sont incompatibles s'ils ne peuvent avoir aucun
descendant commun.

Autrement dit, pour toute interprétation I C'nD'=0
Pour la subsomption: cCnDE 1L

Propriété dites de treillis: 1 %u')(\

1- SiDE Calors VXconcept: D E C LU X A C X

2- SiDECalors VXconcep: DM XEC D

3- SiDEEetDECalorssDECHE 2$ C

4 - SiDECetEECanrsDI_IEEC D X
I
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(V1) Autres propriétés:(allrT)=T | (allrT)= 1T

(and Personne (c-somer L)= |1
(all enfant T))
(and Personne

(all enfant L)

6. - Test de subsomption pour ALN

Il existe 2 fagons standard de tester la subsomption: par algorithme de normalisation -
comparaison ou par la méthode des tableaux sémantiques.

Algorithme NC pour ALN
Normalisation

(N1) Factorisation des M

Cin(ConC))nCys=2CinC,mC;MCy

(N2) Factorisation des co-domaines

(allr C) 1 (all r D) = (all r C 1 D)

(N3) Traitement des incohérences
Ar A
(atleast nr) M (atmostmr) = Letn>m

Remarque: (atleast 1 r) 1 (atmostO0r) = L
H_J H_J
(c-somer 1)=> 1 (allrL)=> L

A lissue de la normlisation,ona:C=C4y 1 Com1 1 C,
D=Dymn Dy Dy
Le concept C subsume D ssi pour tout i € [1, n], il existe j € [1, n] tel que: Dj = C;
en respectant les régles qui suivent:
[PRIM] Si C; et D; sont primitifs: Soit C; := D;
Soit C; :< D; introduction au concepts primitifs
[NOT] SiC;=]C'etD;=|Djalors: D= C' |Cc |DY
[ALL] Si C; = (all rc C') et D; = (all rp D') alors C; = D;si C' = D'etrp = r¢
Exemples: Docteur = Bachelier | Bachelier = | Docteur
(all enfant Docteur) E (all fils Bachelier)

[ATLEAST] C; = (atleast n rc) D; = (atleast m rp) C; = D; sin>metrg
CrIp

(atleast 2 filles) = (atleast 1 enfant) au moins
[ATMOST] C; = (atmost n r¢) D; = (atmost mrp) C, E Djsin<metrp E rc

(atmost 2 enfants) = (atmost 3 fils) au plus
Une régle supplémentaire

[RESTRICT] (restrictrc C) = (restrictrp D) siCCEDetrcCSrp
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(restict fille Docteur) = (restrict enfant Bachelier)
Remarque: (restrict r C)I ={x,y)e ATA|(X,y) € A ye c'
(restrict r D)I C (restrictr C)I (x,y) € rD' c rcI AYE D' c c'
(x,y) e rc'/\ye c'

Exercice 6: indéfini atleast ou some
Une personne ayant des enfants artistes
C1:= (and Personne
(atleast 1(restrict enfant Artiste)))
(c-atleast 1 enfant Artiste¥
avoir des fils peintres

C2 := (atleast 1(restrict fﬁs Peintre)) Cc2c C1

Tous les enfants sont musiciens

C3 := (all enfant musiciens)

Avoir 2 enfants fonctionnaire

C4 := (and (atleast 2(restrict enfant fonctionnaire))
(atmost 2\(restrict enfant fonctionnjaire)))

fca

avoir au plus 3 filles institutrices
C5 := (atmost 3(restrict filles Institutrices))

Tes
(and X(atmost ....)) =& (atmost ....) Institutrice = Fonstionnaire
rcaSres? 2<3 (atmost2rgg) = (atmost 3 res)
avoir au moins 3 fils policier Policier = Fonstionnaire
C5 := (atmost 3(restrict fils Policigr))
rce
(atleast 2 rggq) z (atleast 3 rgg) ?
= -l) C6 = C4 dans C4 il manque la 2°™® partie avec atmost

avoir au moins 2 filles cyclistes
C7 := (atleast 2(restrict fille Cycliste))

Avoir au moins 1 enfant sportif atleast atmost
C8 := (atleast 1(restrict enfant Sportif)) f i 1 1
C7c= Cg
Exercice 2: (allrp D) = (allr¢ C) rcSrp DeC
(all membre (>20)) (all (restrict membre (all sexe feminin)) (>18)
<

(restrict r C) = r =» (restrictr T)

(atmost 1(restrict posséder (and Voiture Vélo)) % (atmost 2(restrict poséder Véhicule-a-
Moteur))

Exercice 1:

Remarque sur la présentation:

(h avoir quelque chose : x posséde y => se représente comme un réle "posseéde
(%, y)"
"avoir une fille" se représente par le role "fille"

() Ensemble de personnes: ensemble dont tous les membres sont des personnes
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Concepts primitifs: Ensemble de Personnes Role primitif: membre
A := (and Ensemble
(all membre Personne
(atleast 3 fille)
(atleast 2 (restrict diplédme Imformatique) "x a un dipléme y = diplome (x, y)"
diplédme en informatique = restriction sur le co-domaine du réle
Personne__ 3 Dipléme € co-domaine

X diplome  y = diplome (x)
Concepts primitifs Réles
Ensemble membre intrument-a-corde
Personne fille instrument-a-vent
Informatique dipléme instrument-a-percussion
Musicien-de-rock :< Musicien guitare tambour

A := (and Ensemble
(all membre Personne)
(atleast 3 (restrict fille (atleast 2 (restrict diplome Informatique)))))
B := (and Ensemble
(all membre Personne)
(atleast 1 (restrict enfant (atleast 1 diplédme))))
(some r) = (atleast 1)
Subsomption entre A et B?

Ci = (atleast n rc) D; = (atleast mrp) C,;ED; sin=>metrc E 1p

Ci = (restrictrc C) = D; = (restrictrp D) C;ED; siCt=Detrc=rp
AcCB? (atleast 3 Rp) = (atleast1 Rg) Ra = Rg?

Ra = (restrict fille Ca) Rp = (restrict enfant Cg) fille = enfant

CAC Cg? Ca=(atleast2 R'a) Cg = (atleast 1 R'g)

R'AE R'B? R'a = (restrict dipldme Informatique)
R'g = dipldme = (restrict diplome T)

C := (and Ensemble Cq
(all membre Musicien ) Ca
(atmost 2 guitare) Cs
(atmost 3 tambour) C4 avoir une guitare se représente par le réle

"guitare"

D := (and Ensemble D4
(all membre Musicien-de-rock) D2
(atmost 1 instrument-a-corde) D3
(atmost 1 instrument-a-vent) Da
(atmost 1 instrument-a-percussion))) Ds

ccD?

Ci=(allrcC')etD;=(allrp D')alors C,= D;si C' = D'etrp = rc
Ci = (atmost n rc) D; = (atmost mrp) C; E Djsin<metrp = rc
D=D4 1 Dy 1 D3 Dy M Dsg
C=CinCamnC3mCy
D, C Cy (all membre Musicien-de-rock) = (all membre Musicien
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D3 = Cs3 (atmost 1 instrument-a-corde) = (atmost 2 guitare)
guitare £ instrument-a-corde et 1 < 2

Ds = Cq4 (atmost 1 instrument-a-percussion) = (atmost 3 tambour)
tambour = instrument-a-percussion et 1 <3

COCIULTMFEEEAE
COCIULTIFEEEAE

I poulet (x) v aliment (x) aliment (poulet) = (A, .')
(IX) TP, f(u, v)) v 1P(f (u, v), f(u, v))
(X9 --.- Xk),

T@aab)ve =lav by lavc] l[(Iv(S(X), A
Ix Vy Vz (R (x, X) A IRz, ¥)) v (R(X, X) A TR(y, 2)))
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