ANALOI IDENTITES REMARQUABLES Cours

CHAPITRE 1 IDENTITES REMARQUABLES

L’expression « quel que soit » ou « pour tout » se note par le symbole V : ce symbole est un
quantificateur (dit universel).

L’expression «il existe au moins un» se note par le symbole 3 : ce symbole est aussi un

quantificateur (dit existentiel).

2.1. Définition

Soit # un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Le nombre appelé facorielle n et noté n! est le produit de tous les entiers naturels de 1 a n.

VneN—{O;l} n!'=1x2x...xn

avec 0l=1 et 11=1

2.2. Relation de récurrence

En utilisant I’associativité du produit, on peut écrire

pour n>2 Ix2x........ xn = [1x2x....x(n - 1)] xn

soit
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VneN—{O;l} n!z[(n—l)!]xn

Cette relation de récurrence permet un calcul rapide d’une valeur de factorielle n, aprés avoir

calculé les valeurs des (n-1) factorielles précédentes.

2.3. Petite table de factorielle

Il est souhaitable de connaitre les valeurs des premieres factorielles

0!=1
1!=1
21=2
31=6
41=24
5!1=120
6!=720
7!=5040
Exemple

Simplifier I’écriture du nombre suivant (sans utiliser la calculatrice)
21!
A=—
19!
On peut simplifier le numérateur et le dénominateur de cette fraction par les facteurs
multiplicatifs communs 1x2x3x......x19:

Il reste 4=21x20=420

Exemple
Ecrire sous forme d’un quotient de 2 factorielles, le nombre suivant :
B =50x49x48

|
On multiplie et on divise par le méme nombre non nul 1x2x.....x47 et ’on trouve B = i—(;'
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Exemple
Exprimer en fonction de n et sans le symbole factorielle, les nombres suivants :
! ! ! !
=(n+1).+ n! puis Y:(n Dt nl
(n=2)!" (n-1)! n! (n+1)!

Les factorielles ne portent que sur des nombres»n € N, donc des nombres positifs ou nuls.

L’expression X n’a de sens que si n>2
D’aprés la relation de récurrence : Vn e N—{ 0; 1} n'=[(n-1)!]xn

n!

T
De méme ‘v’neN—{ 0,1} (n+1)!:[(n—2)!]x(n—1)xnx(n+1)

et VneN—{O,l}

(n+1)!

et vneN-{0,1} n_2)!
n—-2)!

=(n-Dxnx(n+)=n’—n

soit ‘v’neN—{O,l} X=n-n+n=n’

L’expression Y n’a de sens que si n>1

n n+l nm+1l) nn+1)

3.1. Les COMBINAISONS

Soit E un ensemble non vide contenant # éléments et k un entier naturel tel que 0 <k <n

Une combinaison a & éléments de E est une partie (non ordonnée) de E formée de k éléments.
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On appelle coefficient binomial ou nombre de combinaisons a k éléments de E, et on note C* ou

n M r \
encore [kj , le nombre entier égal a :

X n! _n(n=1)....(n—k+1)

n =k'( k)'_ Py avec 0<k<n
(n—k)! !

I’indice n est en ligne (ou encore en abscisse) et k£ en colonne (ou encore en ordonnée)

Exemple

732 7! =7)66)65=35
31 4! 1x2x3

Propriété
Quelques propriétés des coefficients binomiaux :
e VneN (C'=1 e VneN Cl=n Cr=1
e VneN Ci'=C* k entier verifiant 0<k <n (symétrie sur une ligne)

e VneN Ci=Cl, +CY k entier vérifiant 1<k<n-1

3.2. Le TRIANGLE de PASCAL

Les coefficients C* sont donnés par le triangle de Pascal généré a partir des formules

C)=1 et G =1 VneN
ct=Cc +cH] 1<k<n-1

Pour obtenir le terme C* du triangle de Pascal, il suffit d’additionner le terme immédiatement au
dessus de celui-ci (en 1’occurrence C* ) et le terme a gauche de ce dernier (en 1’occurrence

Ckfl )

n—1
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RAPPEL
I’indice n est I’indice de ligne (ou encore 1’ abscisse) et k I’indice de colonne (ou encore 1’

ordonnée)

Nous donnons ci-dessous le triangle de Pascal jusqu'a la ligne 8

col0 coll col2 col3 cold col5 col6 col7l col8

lig0 1

ligl 1 1

lig2 1 21

lig3 1 33 1

ligh 1 4 4 1

ligs 1 5 10 10 5

ligo 1 6 15 20 15 6

lig7 1 7 21 C 3 21 7 1
lig8 1 8 28 56 70 56 28 8 1
Remarque

e dans le triangle de Pascal, les coefficients sont obtenus en effectuant uniquement des
additions
e on peut obtenir directement les coefficients de la ligne n du triangle de Pascal, sans

calculer les coefficients des (n-1) lignes précédentes en utilisant la formule suivante :

ct :(Cé‘l)(n_l]j-HJ k entier verifiant 1<k<n

Les coefficients du triangle de Pascal sont alors obtenus en effectuant uniquement des

multiplications.
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Soit a et b deux nombres réels (et par la suite, éventuellement complexes)
Partons de I’identité remarquable : (a+b)’ = a’ +2ab+b’
On en déduit en multipliant les deux membres de 1’égalité précédente par (a +b)
(a+b) =a’ +3a’b+3ab” + b’
puis :
(a+b)* =a* +4a’b+6a’b* + 4ab’ + b*

et plus généralement, on peut montrer par récurrence

Les coefficients C* étant les coefficients binomiaux du paragraphe précédent

Remarque
Dans la formule du bindme de Newton, les nombres a et b ont un role symétrique

(a+b)" =(b+a)", et’on peut aussi écrire :

(a+b)" =Y Cid'b"" =C)b"+Crab"™" +...+Cia' b  +...+Cla"

k=0

Exemple
pour n=>5 alors (a+b)’ =a’ +5a*b+10a’b* +10a°h’ +5ab* + b’
mais aussi, en changeant b en —b

(a-b)Y =a’-5a*b+10a’h* -10a’b’ +5ab* - b’

Ecrire les formules donnant (a +5b)° puis (a—b)°
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Exemple

Développer suivant la formule du bindme de Newton (3x —2)’
On utilise la formule du bindme de Newton et le triangle de Pascal
(a-b)’ =a’ —5a*b+10a’b> —10a°b’ + Sab* — b’
etpour a=3x et b=2
(3x—2)’ =(3x)’ =5(3x)*.(2) +10(3x)’.(2°) —10(3x)*.(2*) + 5(3x).2* - (2°)
soit

(3x —2)’ =243x" —810x" +1080x" — 720x” +240x — 32

Exemple

Quel est le coefficient du terme en x° dans le développement de (x +2)*

Appliquons la formule du bindme de Newton (a +b)" = Z Cra" b
k=0

en remplacant n par 8, a par x et b par 2

8
(x+2)' =) Cf x**F 2
k=0
Le coefficient du terme en x° correspond a la valeur k =2

Ce coefficient est donc C; (2)°

81 _ 847 _

= =28
216! 1x2

Puisque C; =

Le coefficient du terme en x° dans le développement de (x+2)* est 28x4 =112

Exemple

Reprenons la formule du bindme de Newton (a+b)" = Z Cra b
k=0

Poura =5 =1, on obtient

VneN 2 =(1+1)"=) Cr=C)+C) +.o...t C) '+ C)
k=0
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De méme , poura=1 et b=-1, on obtient
VneN" 0=(1-1)"=) (-1)'Cl=C)-C, +........ +(=D"'Cr (=) e
k=0

En effectuant la demi-somme des deux derniéres formules, on obtient

n

VneN* Y Cr=Cl+Cl . A CI O =2

2k<n
et par demi-différence de ces deux mémes formules
n
* 2k+1 1 3 2k-1 2k+1 n—1
VneN D CHM=C+Cl A+ G O =2
2k+1<n
On obtient aussi, pour a=1 et b=2

VneN' 3 =(142)"=)2Cl =C) +2C, +....+2"'C/ " + 2" C!
k=0

et bien d’autres formules que I’on utilisera dans la suite du cours

Partons de la somme des termes consécutifs d’une suite géométrique

1_ n
g =1+q+.... +q""1=—q si qu\{l}

k=0 l-q
On en déduit : VgeN 1-¢"=(1-q¢)(A+q+..+q¢"")

b
Et en posant g =—
a

1_(2jn=(1_2)(1+2+ ........ +(é)n)
a a a a

En multipliant chacun des membres de 1’égalité précédente par a”
a"—b"=(a-b)a"" +a"b+.... +ab"? +b"")

On retiendra tout particuliérement les identités remarquables obtenues pour n=2 puis n=3
a’—b’> =(a-b)a+b)

a’—b’=(a—-b)a’*+ab+b*)
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Et en changeant b en —b (uniquement pour zn impair)
a’ +b’=(a+b)a’ —ab+b*)
Les identités remarquables
¥ —1=(x=1)(x+1)
X =l=(x-D(x*+x+1)
X +1=(x+D)(x>—x+1)

sont a connaitre a tout moment.
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