CHAPITRE IV

Les Fonctions Usuelles

I - Généralités.
I-1- Rappel sur les limites

Les opérations sur les limites des fonctions (somme, produit, quotient, composé)
permettent généralement le calcul de la limite d'une fonction sauf dans les quatre situations
suivantes : appelées " les formes indéterminées "
- Somme de deux fonctions qui admettent pour limite 1'une +oo et I'autre -oo (notée: co-co).
- Produit d'une fonction qui admet une limite infinie et d'une fonction qui admet une limite

nulle (notée : 0X o).

- Quotient de deux fonctions qui admettent chacune une limite infinie (notée : i).

. . . . , 0
- Quotient de deux fonctions qui admettent chacune une limite nulle (notée : ° ).

II est parfois possible, grace a un artifice de calcul, de "lever l'indétermination". Par exemple :
lim Vx+3 —+/x—1 se présente sous la forme indéterminée (oo-o0)

x—too
|

1
or Vx>l,ona +x+3—-+/x—-1= =
Vx+3+40x-1  JxW1+3/x +4/1-1/x)
et par suite lim+vx+3 —-+/x—-1 =0.

X—>too

Rappelons aussi le résultat suivant :
Soient P et Q deux fonctions polynémes de degré respectifs n et m.
Posons P(x) =ayx" +... +a;x +ag, a,70 et Q(X) =bux" +... + bjx + by, by #0

Alors lim P _ lim oY
Mot O(x) =t b x™
2
Par exemple lim bkl lirni =0.

o= =57 +2x7 =1 v —5x

I-2- Continuité
1)- Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et soit xpe I. On dit que f est continue
en Xg si et seulement si : lim f(x) = f(Xo).

- Définition analogue pour la continuité a droite de X (resp. a gauche de xo)
lim f(x) = f(xo) (resp. lim f(x) = f(xo)).

- On dit que f est continue sur Ja,b[ si et seulement si f est continue en tout point X, de ]a,b|[.
On dit que f est continue sur [a,b] si et seulement si f est continue sur Ja,b[, continue a droite
de a et continue a gauche de b.

2)- Si f est continue sur un intervalle I alors f(I), image de I par f, est un intervalle.
En particulier, si I = [a,b] alors f([a,b]) =[m,M]ou m= Inf f(x) et M= Sup f(x)

xe[a,b] xe[a,b]
- Soit f une fonction continue sur un intervalle 1.
S'il existe deux ¢léments a et b de [ tel que f(a) f(b) <0 alors il existe ce ]Ja,b[ tel que
f(c) =0.
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De ce résultat résulte la conséquence suivante :
- Soit f une fonction continue sur un intervalle .
Si f ne s'annule en aucun point de I alors f garde un signe constant sur [.

3)- Toute fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I est une bijection de I
sur f(I). L'application réciproque f' est continue et strictement monotone (méme sens de
variation que f) de f(I) sur I.

- Les représentations graphiques, dans une méme repere orthonormé, de deux bijections
réciproques sont symétriques par rapport a la droite d'équation y = x (la 17 bissectrice).

I-3- Dérivabilité

1) Définition
Soient I un intervalle de IR, f: > IR et xe L.

On dit que f est dérivable en x si le rapport S~ f) admet une limite finie L quand
X=X,
X —> Xp.
Cette limite L est appelée dérivée de f en x¢, on la note f'(Xo).
Ainsi: f(xg) = lim 2P =/
X=X X=X,

Définition analogue pour la dérivée a droite (resp. a gauche) de f en Xy noté f'4(x¢) (resp.
fo(X0)) avec x — x, (resp. X — x,)
etona: festdérivable en xo <> fest dérivable a droite et a gauche en x et f'4(Xo) = f's(X0).

2) Propriétés

- Si fest dérivable en x( alors f est continue en X.

- Si f est dérivable en x( alors la courbe C¢ de f admet une tangente en My(Xo,f(X0))
d'équation : y=f'(X¢) (X - Xo) + f(Xo)

etona: tg(a)=1(xo) ou « estl'angle entre I'axe (Ox) et la tangente.

S ()~ f(x)

X=X,

- Si le rapport tend vers l'infinie quand x — X, la courbe de f admet alors en

Mo(x0,f(x0)) une tangente dite "verticale" d'équation : x = X,.

- Si f(xg) = 0 alors la courbe de f admet une tangente dite "horizontale" en Mg(Xo,f(Xo))
d'équation y = f(x).

- Les dérivées a droite et a gauche en x( s'interprétent de la méme manicre en considérant
les demi-tangentes a droite et a gauche en My(Xo,f(x)). Si elles ne sont pas égales, la
courbe présente alors un point anguleux en M.

3) Opérations
Soit I un intervalle de I dans IR, f et g deux fonctions de I dans 3. Si f et g sont dérivables en

X alors :
1) f+g est dérivable en x¢ et (f+g)'(xo) = f'(X0) + g'(X0).
i1) V ae IR, afest dérivable sur 3 et (f)'(x0) = af(X)
i) fg est dérivable en xg et (fg)'(xo) = f'(x0)g(x0) + f(X0) g'(X0)
J'(xp)
(f (x, ))2

iv) Si f(xg) #0 alors % est dérivable en x, et (%)‘(xo) = -
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v) Si g(xo) #0 alors s est dérivable en x, et (i)'(xo) _ S (x0)g(x) = 8'(x) /(%)

g g (g(x,))°
vi) Si h est une fonction définie sur un intervalle J contenant f(I) et h est dérivable en f(x)
alors hof est dérivable en f(x¢) etona: (hof)'(x) =h'(f(x¢)).f'(Xo).
vii) Si f est continue est bijective d'un intervalle I sur un intervalle J, dérivable en x(€ I alors
1 est dérivable en f(x0) = yo si et seulement si f'(xg) #0 etona:

e ) Fo S —
= ) 7 oo

4) Dérivées des fonctions usuelles

Fonction Fonction dérivée Domaine de dérivabilité
X —>a; aelR X0 IR
X = X' ; ne IN* X > nx"! IR
X —>x"; neZ\IN X > nx™! IR*
X > sinx X > COSX IR
X > COSX X > -sinx IR
V4
X > tgx x b g = — - M v kz, ke Z)
cos” x 2
1
X > Jx X=3 NS 10,+ oo
1
~1 + oo
x - Ax =x"; ne IN* X > —x" 10, [
n
1 0,+ o0
x = Logx X = — ] [
X
X e X e R

Application :
Soit u une fonction dérivable sur I alors :

i) Les fonctions f: x > sinu(x) et g:x > cos u(x) sont dérivables surletona Vxel
fi(x) =u'(x) cos u(x) et g'(x)=-u'(x) sin u(x).
i1) Si Vxel, u(x)>0 alorslafonction h:x > ,ju(x) estdérivable surletona:

Vxel, h'(x)= 21\1/'1(1)((_3() .

ii1) La fonction k: x e

") est dérivable sur Ietona: Vxel, k'(x) =u'(x) e"™.

iv) Si Vxel, u(x) #0 alors la fonction L : x +> Log |u(x)| est dérivable sur I eton a :

Vxel, L'(x)= u'((x)) .
u(x

5) Proposition

Soit [ un intervalle de IR et f: I — IR une fonction dérivable sur 1. Alors :
1) fest constante sur I <& Vxel, f(x)=0
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i1) fest croissante surI < Vxel, f(x) 20

1) f est décroissante sur [ & Vxel, f(x)<0.

Si Vxel, f(x) > 0 (resp. f(x) < 0) alors f strictement croissante (resp. strictement
décroissante).

6) Régle de 1'Hospital
Soit f et g deux fonctions sur un intervalle I contenant a et dérivable sur I sauf peut étre en a
tel que f(a) =g(a) =0 alors:

imd @ - 1 1im&=ﬂ;xeﬁ.

x—a g'(x) X—a g(x)
Remarque
Cette régle est appliquée dans le calcul des limites.

cosx—1
2

Par exemple : calculer lim
x—0 X

Posons f(x) = cosx-1 et g(x)= x*

f(x):—smx : 1 car Lim 30
g'(x) 2x o 2 o X
dou 1im®¥1__ 1

0 X 2

7) Notation différentielle
- Soit f une fonction dérivable en un point a. On appelle différentielle de f en a et on note df,
la fonction : df,: h — f'(a)h.
ainsi Vhe IR, df, (h)=f(a)h.
- Lorsqu'on donne la fonction f sous la forme y = {(x), sa différentielle en a s'écrit :
dy=f(a)h ou dy=f(a)dx
dx désigne la variable de la différentielle dy.
- Soit y = f(x) une fonction dérivable au point x alors sa différentielle en x s'écrit :
dy

Z=rw

on dit que Z—y est la notation différentielle de la dérivée de y = f(x).
X

I1- Fonctions circulaires.

I1-1- Fonctions circulaires directes

1) Rappel

Nous supposons connues la définition et les propriétés usuelles des fonctions circulaires
directes : sin , cos , tg et cotg.

Rappelons que :

- Les fonctions sin, cos, tg et cotg sont indéfiniment dérivables sur leurs ensembles de
définition et que :

VxelR, sin'x =cosx ; co0s'X = -sinx

V xe IR\(E-H'EZ) s tg'x = 1+ tg’x =
2 cos” x

Vxe IR\tZ ; cotg'x = - (1+ cotg’x) = -

sin? x
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- La fonction sin est 27t~ périodique, impaire et V xe IR on a :

. . . T
sin(mt+x) = - sinx ~ ; s1n(5+ X) = COSsX

- La fonction cos est 21t- périodique, paire et Vxe IR on a :
V4 .
cos(T+x) =- cosx ; cos(5+ X) = - sinx
- La fonction tg est 7t- périodique, impaire et Vxe IR\tZ on a :

tg(%Jr X) = - cotgx.

2) Quelques formules
*VxelR,ona: cos’x + sin’x = 1 ; sin2x = 2sinX COsx |
082X = cos’X - sin’x = 2cos’x -1 = 1 - 2sin’x.
* Va,be IR ; cos(atb)=cosa cosb - sina sinb
sin(a+b) = sina cosb + cosa sinb

tg(atb) = lgatigh (lorsque ces ¢léments sont définis).
1 —tga tgb
X . —t’
*Ennotant t=tg— , ona: sinx = 2 SX = 2 et tgx =
3) Les équations
a=b(2m)
* VabelR; cosa=cosb <
=-b(2m)
. . a=b(2m)
sina=sinb <
a=m-b(2m)

* Vabe IR\(%JrnZ); tea=tgb < a=b (7).

4) Les représentations graphiques : (voir page suivante)
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Représentation graphiguc dc sin

Représentation graphique de cos

R |

R
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Représentation graphique de cotan
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II-2- Les fonctions circulaires réciproques

1) Arc sin
o . T ) ) . . T
* L'application sin : [__’E] — [-1,1] est continue, strictement croissante et sm(-E) =-1,

sin’Z = 1. Elle admet donc une application réciproque notée Arcsin: [-1,1] — [-%,%

].

On aainsi : V(x,y)e [-1,1] x[-%,%] ; Y= Arc sinx <& X = siny.

* La fonction Arc sin est impaire.

V3

Arc sin0 =0, Arcsinl = % , Arc sin = g

* Arc sin est dérivable sur ]-1,1[ et Vxe ]-1,1[ ; Arcsin'x =
I-x

n"'} .4 &in

— Py =
* -
‘ a2
2.
=

1

M|H

Heprésentation graphique de Arcsin

2) Arc cos
* L'application cos : [0,t] = [-1,1] est continue et strictement décroissante et cos0 = 1,
cost = -1, elle admet donc une application réciproque notée Arc cos : [-1,1] —[0,xt].
On a ainsi :
V (x,y)€ [-1,1] X[0O,m] y=Arccosx <& X =cosy.
* La fonction Arc cos n'est ni paire ni impaire.
1

* Arccos est dérivable sur |-1,1[ et V xe ]-1,1] ; Arccos'x = -
I-x

> .
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=1 1 - T

Représentation graphique de Arceus

Proposition
Vxe[-1,1], Arc sinx + Arc cosx = %
Preuve :
V xe [-1,1], posons u= Arc cosx alors ue [0,] et cosu=Xx, or cosu= sin(g—u)

. . T T _T T
d'ou x =sin(—-u) et comme —ESE—u SE

) T
alors Arc sinx = E -u.

) T
Donc Arc sinx + Arc cosx = E

3) Arc tg
T T

L'application tg : ]-E,E[% IR est continue, strictement croissante et  lim tg = —oo,

T
Xﬁ(_z)

lim tg =+oo. Elle admet donc une application réciproque, notée Arctg : IR—)]—%,%[
x5(2)”
2
On a ainsi :
T
- V(xy)e IRX]_E’E[ ; y=Arctgx o x=tgy

- La fonction Arc tg est impaire.

- Arc tg est dérivable sur IR et V xe IR, Arctg'x =

1+ x?
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Represenlation graphigue de &rctan

Proposition

V xe IR*; Arctgx+Arctgl =8§ avece=1 si x>0 ete=-1 si x<O0.
X

Preuve :

! l, il en

T T T
Pour x>0;ona —- Arctgx € ]0,—[ et alors tg(—-Arctgx) = ————— =
2 8 | 2[ & 2 &) tg(Arctgx) X

1
résulte que %— Arc tgx = Arc tg—.
X

Pour x <0, raisonner de facon analogue (ou utiliser un argument de parité).

4) Arc cotg
L'application cotg : ]0,m[ IR est continue, strictement décroissante et lim cotgx = —oo ;

X

lim cot gx = +eo.

x—=0"

Elle admet donc une application réciproque notée Arc cotg : 3 —]0,m[
On a ainsi :

- V(x,y)e IRx]0,n[ ; y=Arccotgx < X = cotgy.

- La fonction Arc cotg est dérivable sur 3 et V xe IR Arc cotg'x = -

1+x2°

-Ona: VxelR, Arccotgx + Arc cotg(-x) = 7.
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Proposition :
VxelR ; Arc tgx + Arc cotgx = %

Preuve :
Soit h: IR — IR définie par V xe IR, h(x) = Arc tgx + Arc cotgx

Ona: Vxe IR, h'(x)=0 et comme h(0) = %

Alors Vxe IR, h(x)= %

I11- Fonction Logarithme népérien - Fonction exponentielle.

III-1- Logarithme népérien

1) Préliminaire

- Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert 1.

On dit qu'une fonction F est une primitive de f sur I si et seulement si F est dérivable sur I et
F'=f

- Si F et G sont deux primitives de f sur I alors il existe oe IR tel que G =F+o;

(Vxel; G(x)=F(x)+ ).

- Une fonction f admet une primitive et une seule sur I qui prend une valeur donnée y, en un
point donné xp€ I.

2) Définition
On appelle fonction logarithme népérien et on note Log, ou Ln, la primitive de la fonction

1 .
X > — sur ]|0,+eo[ quis'annule en 1.

X
o x dt

On écrit Vxe ]0,+e[; Logx= e

3) Propriétés immédiates

1) Logl =0.

. 1 . . .

i1) Vx>0, Log'x = —. La fonction Log est strictement croissante sur ]0,+co[.

X
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iii)

v)

Va>0, Vb>0, a=b < Loga=Logb
a<b < Loga<Logb

Vx>0,ona: x>1 < Logx>0
x<1 < Logx <0.

4) Proposition

i)

i)
iii)
1v)

Va>0, Vb>0 ona:
Log(ab) = Loga + Logb.

Log(%) =Loga-Logb ; Logl = - Loga.
a

Log(a") =nlLoga ; V ne Z.
Log(a) =rLoga ; VneQ.

5) Des limites

)

i)
iii)
v)

v)

lim Logx = +oco.

X—>+oo

lim Logx = —oo

x—0"

lim =°8% _ ¢

X—>+oo X

lim xLogx =0.

x—0"

lim 08X o Loex
x—0 X x>l x —1

6) Représentation graphique

* Désignons par C la représentation graphique de la fonction Log.

La droite d'équation x =0 est une asymptote a la courbe car lirrg f(x) =—co.
La courbe C admet une branche parabolique de direction asymptotique (x'x) car

lim Logx =0; lim Logx = +eo.

X —>+o0 X X—>+oo

La courbe C passe par le point 1(1,0) et la tangente en ce point est la droite d'équation
y=x-1(car Log'l =1).

I1 existe un unique réel not¢ e vérifiant Loge = 1 (e est un nombre irrationnel, une valeur
approchée de e est 2,71828...).

,_.
-y
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I11-2- La fonction exponentielle

1) Définition

La fonction logarithme népérien Log : ]0,+eo[ — IR est continue, strictement croissante et
lim Logx = —co, lim Logx =+4c. Elle admet donc une fonction réciproque appelée

x—0* X—>+o0

exponentielle notée exp : IR — IR "\

On a ainsi :

-V (xy)e IRx IR, y=expx) & Logy=x.
- Vxe IR, onnote exp(x)=c¢".

2) Propriétés
e'=1 ; e'=e.
ii) Vxe IR, €* > 0.
Vxe IR, x>0 & ¢e'=1.
x<0 & "<l
i) Vxe IR, exp'(x) = exp(x).
La fonction exponentielle est strictement croissante sur 3.

3) Proposition
Vabe IR, ona:

+b b
i) e =¢"¢".
a
.. b € - 1
i) == ; e'=—.
e e

iii) VreQ ; e™=(e".

4) Des limites

1) lim e*=+oo,
X—>Foo

i1) lim e*=0.
X—>—o0

X

iii) lim —=+oo.
Xt}

iv) lim xe*= 0.
X—>—o0

X
. e =1

V) lim =1.

x—0 X

5) Représentation graphique

* Désignons par I' la courbe représentative de la fonction exponentielle dans un repére

orthonormé.

- La courbe I' est symétrique de celle de la fonction Log par rapport a la premicre
bissectrice (la droite d'équation y = x).

- Ladroite d'équation y=0 est une asymptote a I .

- Lacourbe I' admet une branche parabolique de direction asymptotique (y'y).

- Lacourbe I' passe par le point A(0,1) et la tangente en ce point est la droite d'équation
y=x+1.
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III-3- Logarithmes et exponentielles de base a
Dans tout ce paragraphe a désigne un réel fixe de ]0,1[ U ]1,+oo].

1) Définition
- On appelle logarithme de base a et on note log, la fonction définie sur ]0,+ oo [ par
Vxe]0,+oo[; logx = Logx .

Loga

- On appelle fonction exponentielle de base a et on note exp, la fonction définie sur 3 par :
Vxe IR, expy(x)= "¢,

2) Remarque

e Vxe IR, onnote expy(x)=a" ; ainsi ona: Vxe IR, a*=e""%,
e log.=Log car Vxe IR, logx = Logx = Logx.
Loge

e La fonction exp, est la fonction réciproque de log,.

3) Propriétés
i)log,1=0 expa(0) = 1.

i) Vx>0, (log)(x)= L ; Vxe IR, (exp,)'(x) = (Loga).expa(x).
xLoga

iii) Vx>0, Vy>0; log,(xy) = log.x + log,y ; Vxe IR, Vye IR, a*"¥ =2a"a".

iv) Vx>0, log, x=-log,x ; Vxe IR, exp,(x)= 1 )
: a exp, (X)
V) Vx>0, Vy>0; log,(5)=logx - logsy ; Vxe IR, Vye IR, = =
y a

4) Représentation graphique
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i - v = log,
=

el y=logen Oca el

y=af am»|

I11-4- Fonctions puissances
1) Définition
Soit ae IR, on appelle puissance d'exposant ¢ la fonction notée p,, définie sur ]0,+eo[ par
V xe€ 10,400 ; po (x) = x* = O,
oLogx __

Remarque : si 0> 0, comme limp, (x)=Ilime = 0, on prolonge alors par continuité la
x—0*" x—0*

fonction p, en zéro en posant : py(0) = 0.

2) Propriétés

- La fonction py, est dérivable sur ]0,+ oo [ et V xe ]0,+ oo [, po'(x) = 0x*".
-Si o< 0 alors la fonction py, est décroissante et pg(]0,+ oo [) =10, co[.
-Si o> 0 alors la fonction py, est croissante et po([0,+oo[) = [0, oo [.

3) Représentation graphique
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J_:JI. ﬂ':"].

Représentation graphique de x — x°

IV- Fonctions hyperboliques.

IV-1- Les fonctions hyperboliques directes

1) Définition1
- On appelle sinus hyperboliques et on note sh la fonction :
sh:IR — IR
X > shx = & ¢

- On appelle cosinus hyperboliques et on note ch la fonction :

ch:IR - IR
X b chx = ¢ re
2
2) Propriétés
1) Les fonctions sh et ch sont indéfiniment dérivables sur 3 et sh'=ch et ch' =sh c-a-d :
Vxe IR; sh'x =chx et Vxe IR ch'x =shx.
i1) La fonction sh est impaire : V xe IR, sh(-x) =-shx

La fonction ch est paire : V xe IR, ch(-x) = chx.
i) Vxe IR, chx 21 ; chO=1.
Vx€]-00,0[; shx<0 ; sh0=0 ; Vxe]0,to[, shx>0.
shx

1v) limshx =+oo ; limshx =-o0 ; lim—— = +co.
+o0 —oo +eo X
. . . chx
limchx =+ ; limchx=+c ; lim—— =+oo.
+oo —oo i
V) - La fonction sh est croissante sur IR et sh(IR) =1IR.

- La fonction ch est décroissante sur ]-eo,0] et croissante sur [0,+oo[.

3) Représentation graphique
- La courbe de la fonction sh est symétrique par rapport a 0.
Elle passe par le point 0 et admet une branche parabolique de direction asymptotique (y'y).
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- La courbe de la fonction chx est symétrique par rapport a la droite (0,3). Elle passe par le
point 1(0,1) qui est un minimum absolue et admet une branche parabolique de direction
asymptotique (y'y).

ch v

\ ]

1.

1 .
28]

[

4) Proposition
Vxe IR,ona: chx +shx =¢*

chx - shx =¢™
ch’x -sh’x = 1.

5) Définition2
- On appelle tangente hyperbolique et on note th la fonction :

th: IR — IR

shx
X = thx = —

chx
- On appelle cotangente hyperbolique et on note coth la fonction :
coth: IR *— IR

chx
X > cothx = —
shx
6) Propriétés
1) La fonction th est dérivable sur IR et Vxe IR ona:
thx = ——=1- th’x.
ch™x

La fonction coth est dérivable sur IR * et Vxe IR * ona:

coth'x =- —— =1- coth’x.
sh"x
i1) Les fonctions th et coth sont impaires.
2x 2x
e’ —1 e’ +1
1i1) VxelR, thx=— ; Vxe IR *, cothx = —
e +1 e —1
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iv) limthx =1 ; limcothx = 1.

V) La fonction th est croissante sur IR et th(IR) =]-1,1].
Vi) La fonction coth est décroissante sur chacun des intervalles ]-o0,0 [ et ]0,+oo[ et
COth(]_ o0 50 [) = ]_ o0 5_1[ et COth(]0a+°° D = ]17+°° [

7) Représentation graphique

- Les droites d'équations respectives y = 1 et y = -1 sont des asymptotes a la courbe de la
fonction th.

- Les droites d'équations respectives x = 0, y = 1 et y = -1 sont des asymptotes a la courbe
de la fonction coth.

corh
i -_—

—— th
i} /‘ .
7 ‘
P
=S 7
[
coth
8) Quelques formules
Vabe IR,ona:
ch(a+b) = cha chb + sha shb ; ch(a-b) = cha chb - sha shb
sh(a+b) = sha chb + cha shb ; sh(a-b) = sha chb - cha shb
sh2a = 2 sha chb ; ch2a = ch®a + sh?a = 2 ch?a-1 = 1+ 2sh’a
th(a+b) = DA * thd. . thoa= 22
1+ tha thb 1+th"b

IV-2- Les fonctions hyperboliques réciproques

1) Argsh

e La fonction sh:IR — IR est continue strictement croissante et sh(IR) = IR. Elle admet
donc une fonction réciproque notée Argsh: IR — IR.
Ona V(xy) € IR?; y=Argshx < x = shy.

e La fonction Argsh est dérivable sur IR et Vxe IR ona:

Argsh’x = I—
1+x2

e La fonction Argsh est impaire.
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Vxe IR, ona: Argshx = Log(x + ,/l14+x?).
Eneffet: y=Argshx & x=shy & x= %(ey—e'y) & e —2xe’—1=0.
Comme I’équation Y2 - 2xY — 1 = 0 admet deux racines réelles yi =X - /l+x2 <0et

y2 =X +,/l4+x2 >0 donc e’ =x +,/l+x?.

2) La fonction Argch

* La fonction ch: [0,+e[ — IR est continue , strictement croissante et
ch([0,+co[) =[1,+oo].
Elle admet donc une fonction réciproque notée Argch : [1,+eo[ — [0,+oo].
Onaaussi: V (x,y)€ [1,+eo[ X[0,+oo[, y= Argchx < x = chy.

* La fonction Argth est dérivable sur | 1,+ o[ et Vxe€ ]l,+o[0Ona:

Argch’x =

A rgl.h

* Vxe [lI,+[,ona: Argchx = Log(x + /x2-1).

3) La fonction Argth

* La fonction th : IR — ]-1,1[ est continue, strictement croissante et th(IR) =]-1,1[. Elle
admet donc une fonction récproque notée Argth : ]-1,1[ = IR.

On aainsi : Vxe ]J-1,1 [XIR, y= Argthx < x = thy.

* La fonction Argth est impaire.

* La fonction Argth est dérivable sur ]-1,1[ et Vxe J-1,1[ on a:

102



* Vxe ]-1,1[,ona: Argthx = %Logt—jﬁ.

4) La fonction Argcoth

* La fonction cothx : ]0,+ o[ — IR est continue, strictement décroissante et
coth(]0,+e[) =]1,+oo[. Elle admet donc une fonction réciproque notée
Argcoth : J1,+oo[ — ]0,+co].

On aainsi : Vxe ]l,+oo[ X]0,+e[: y= Argcothx < x = cothy.

* La fonction Argcoth est dérivable sur |1,+ e[ et V xe ]l,+e[,0ona:

Argcoth’x = —L_ .
rgcoth’ = 1=
¥y
|~
I T coth
o s
‘\‘\Aﬂh
ol 1 I

1
2

x+l
Log 1

* Vxe]l,+eo[,ona: Argcothx =
V- Comparaison locale des fonctions.

Pour simplifier la rédaction, on pose R =IRU {-o0,+too}, appelée : la droite numérique
achevée.

V-1- Equivalence
1) Définition
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On dit que deux fonctions f et g sont équivalentes au voisinage de ae R et on écrit f~ g (ou

plus simplement f~ g ou encore f(x)~ g(x) (x —a)) si et seulement si hgn% =1.

2) Remarque
*Si limf(x)=/¢, (elIR* alors f(x) ~ /.

X—a

*Si f~g alors il existe un voisinage V de a, tel que sur V-{a} fet g ne s'annulent pas et sont

de méme signe.

3) Propriétés
Au voisinage deae R,ona:
1) f~f; si f~g alors g~f;si f~g et g~h alors f~h.

f~
i) { o feeov

g~V

iii)y f~¢ = f'"~¢" ; ne IN*

I 1

i f~0 > —~—.

1v) (0} 7
f~

V) { @ = £~2.
g~y g v

4) Exemples
*Ona: limSlnX
x—0 X

* Log(1+x) ~X.
g 0

=1 ainsi sinx ~X.
0

5) Proposition

i) ef:e“’@ f-¢ — 0.
i1) Si @ est a valeurs > 0 dans un voisinage de a (sauf peut étre en a). Alors :
f~o
Si ét alors Logf ~ Logo.

lime=/;le R, —{1}

Attention : * Si f ~ @ on ne peut pas déduire que ¢ - ¢°.

. + , . . .
Par exemple x+1 ~ x mais ¢ et e* ne sont pas équivalentes au voisinage de +oco
+oo

x+1

—=e).

. €
(car lim
to @

*Si f~@ et @ —> 1 on ne peut pas conclure Logf ~ Loge.
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Par exemple 1+x > 1+2x mais Log(1+x) et Log(1+2x) ne sont pas équivalentes au voisinage

de 0 (car Log(1+x) =X, Log(1+2x) > 2x et x et 2x ne sont pas équivalentes au voisinage de
0).

6) Remarques.
On n'a pas le droit d'additionner les équivalents en général.

f ~

*  n'entraine pas f+g ~ @+y.

{g ¥ S
X+x’ ~X

Par exemple : ;! mais (x+x%) + (x+x7) = x*+x° ~x
-X+X ~-X 0
0

2

et x*+x° n'est pas équivalent & x +(-x) = 0.

Ce défaut de mécanisme dans I'utilisation des équivalences est une cause importante d'erreurs.
Cependant, dans des situations particulicres et sous certaines hypothéses on peut "additionner
des équivalences".

On a en particulier le résultat suivant :

f(x) ~Ax“®
o(x) ~ px”
Saufsi o= et A+u=0.

= f(x)+Qx) ~ Ax*+puxP

V-2- Equivalents usuels.
1) Proposition :

Si f est dérivable en aetsi f'(a) #0, alors f(x) - f(a) ~f(a) (x - a) car lim

P~ F@) _ g

X—a

2) Théoréme :

Ona: 1) sinx ~X ; tgx ~X.
ii) Log(1+x) ~X ; e*-1 ~X
ii1) shx ~X ; thx ~X
v) 1-cosx ~ i ; chx-1 ~ ﬁ
v) Pour o€ IR, a fixé ; (1+x)*-1 ~ 0X
Vi) arcsinx ~X ; Arctgx ~X.

3) Remarque :
Sif ~@ alors lime(x)=A = limf(x)=A,Ae R.
4) Propriétés :

1) Tout polynome non nul est équivalent en +oo et -co a son terme de plus haut degré.
i1) Tout polyndme non nul est équivalent en 0 a son terme de plus bas degré.
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i11) Toute fraction rationnelle non nulle est équivalente en +oo et en -eo au quotient de ces
termes de plus haut degré.

iv) Toute fraction rationnelle non nulle est équivalente en 0 au quotient de ses termes de plus
bas degré.

Par exemple :

4,.2 4
X +XH2X ~ X ; —_—— ~X.
+oo X2_1 0

5) Remarque :
La plus part des équivalents sont donnés au voisinage 0. Pour chercher un équivalent d'une

fonction au voisinage de xo€ IR, on peut effectuer un changement de variable pour se ramener
au voisinage de 0.
Par exemple :

- Cherchons un équivalent au voisinage de 2 de f définie par :
3
X~ +2x
fx)= —.
&) X’ +x-6

3 2
Posons t=x-2, alors f(x)=f(2+t) = vrorlariz 12

St+t? 0 5t

Ainsi  f(x) ~ 12 .

2 5(x—-2)
6) Exercice :

Montrons que Arccosx ~ V2 (1-x).
-
7) Applications :
Calculer les limites suivantes :
2) lim Log(1‘+ 2tgx) :
x=0 sin x
Log(1+ 2tgx) ~ 2tgx ~ 2x
Ona: .0 0 alors
sinx ~ X
0

M ~ 2 et par Suite hmM — 2 .

sin X 0 0 sin x
b) lim(1+ l) X
oo X

Ona: Log{(l+1)"} =xLog(l+l) ~ xl =1
X X ot X

Alors lim Log{(l + l)x } =1
oo X

. o . : . 1.,
et puis par continuité de la fonction exponentielle en 1, lim(1+—)*=e.
+oo X

V-3- Comparaison locale des fonctions logarithmes,
Puissances et exponentielles.
1) Proposition 1:

Va,pelR, 1im@= 0.
+o X
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Logx _ 0.
X
o o o B/oy \*
Alors (Logﬁx) = (L(;%Xj - (EJ (Log(ﬁ)/( )j ——0.
X x> B X" *
On dit que la puissance "l'emporte" sur le logarithme au voisinage de +oo.
L0§X 0.

En effet : Rappelons que 1'on sait que : lim

En particulier, V >0, lim
e X

2) Proposition 2 :
Y a,Be IR",, limxﬁ|L0gx|(X =0.
0+

En effet :

11 suffit d'effectuer le changement de variable X = 1

X
x—0" alors X —+oco et d'appliquer la proposition 1.
On dit que la puissance "l'emporte" sur le logarithme au voisinage de 0.

En particulier, ¥ B>0, limx*Logx =0.
0+
3) Proposition 3 :

X

VoelR, ona: 1) lim
+oo XO(

= o0
ii) lim[x|"e* =0.

En effet :

i) Le changement de variable y=e¢" nous rameéne a la proposition 1.

i) Le changement de variable t=-x nous ramene au 1).

On dit que l'exponentielle "l'emporte" sur la puissance en +oo et en -co.

4) Exemple :
* lim(v/x — Log(x?))
2Logx

Jx

=0 alors lim \/;—Log(xz) =+oo,

Ona: vx —Log(x?) = v/x(1-

)

Comme lim Logx

3
* 13
llgle&
X3 _ (\/;)6

e\/; e\/; X —>+oo0
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Exercices

Exercicel :
1) Calculer :

2X +Vx? +2 . Xsinx . sinx—cosm/4

Im— ; lim

; lim

= Jx?+3x+1 x=>0]—cosx m4 x—m/4

2) Calculer les dérivées des fonctions suivantes :
(préciser le domaine de dérivabilité).
2

f(x) = 2x (X—_lj : fxy= XX 1
X

+1 2x +1
1

COS\/; .

f(x) = (sin(3x+2))° f(x) =

Exercice2 : -
1) Calculer la dérivée n"*™ de la fonction définie par :

1 3x? —6x+2
fx)=— f(x)= ——"-——.
x) x—1 ) x? =3x+2

1-x°

2) Soit f:x > f(x)=

a) Calculer f'(x) pour xe IR\{1}.
b) En déduire 1'égalité :
1-5x* +4x°
(1-x)°
¢) Généraliser le résultat précédent a 142x+...+nx"".

1+2x+3x2+4x> =

Exercice3 :

1) Montrer que V xe IR : cos(Arctgx) =

1
VI+x? -

2) Calculer la dérivée de la fonction f définie par :

f(x) = Arctg ——~— .
V1-x2
3) On considére les fonctions f et g définies par :
1
f(x) = Arct
(x) 82
Etudier et représenter la fonction h = f-g.

x—1

; g(x) = ArctgL — Arctg
x+1 X

Exercice4 :
Etudier et représenter graphiquement :

1+x 1
l)f(X)=1T ; 2)f(x)=—1

X

3) f(x) = Logchx ; 4) f(x) = (x-1) Aegthl.
X
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Exercices :

35
chx +chy=—
D)

1) Résoudre .
25
shx +shy =—
12
2) Montrer que : Argth I+ 3thx _ X+ lL0g2 .
3+thx 2

3) Exprimer sh’x en fonction de shx et sh3x.

Exercice6 :
Calculer les limites suivantes :
Arcsinl

1) limxLogthx ; 2) limx x

X—o0

4) lime ™ (shv/x? + x —shv/x* —x)
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3) limxLog(xsh l)
0" X

5) lim(Logx)*x*e™™.



