Chapitre I1

MATRICES

Dans tout ce chapitre IK=IR ou IK =¢. n € IN* et p € IN®.
Geénéralites
Définitions
* On appelle matrice de type (n ; p) a coefficients dans IK une application A de
{1;..;n} x {1;..;p} dans IK.
Onnote A : {1l;..;n} x {l;...;p} —— IK

;) F——> a i

On écrit A:(aij )1si£n

1<j<p
Une matrice de type (n;p) est donc la donnée ; pour tout entier 1 € {1 ;...;n} ettout
entier j€ {l;..;p} dunélément a,; de IK.

a ;; est appele le terme geénéral de A et les a ;; sont appelés les coefficients de A .

est représentée de la maniére suivante :

*Une matrice A = (a;;)1<j<p
I<j<p
/ e b R 0 \
O
A =

\ anl a’np /
La ligne d'indice i de A estlasuite (a, ;a, ;...; 3, ).

La colonne d'indice j de A estlasuite (a;;;ay;...5a,).

La matrice A compte n lignes et p colonnes. Le seul terme commun a la ligne i et la

colonne j esta;;.

On designe par M_ » (IK) l'ensemble des matrices de type (n ; p) a coefficient dans IK .
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On designe par M_(IK) au lieude M (IK) I'ensemble des matrices de type (n; n) dites :

matrices carrées d'ordre n .
* - La matrice dont tous les coefficients sont nuls est appelée la matrice nulle ; on la note O .

-Soit A € M_(IK); les termes a I <1 < n;sontappelés les termes de la diagonale

11’

principale .
Exemple :
1 2 3 0
A= est une matrice de type (2;4); Ae M, (IR).
0 -1 1 5
1 1 1
B = -2 3 est une matrice carrée d'ordre 3 ; B € M, @) .
4 0 1

Opérations sur les matrices
Dans M o (IK) ; on définit :
a) Une addition par :

VA= (a;;) ; VB=1(by;)

I<i<n
I<j<p

A+ B=(a;; +by;)

I/\ I/\

i<n.
i<p
b) Une multiplication par un scalaire (¢lément de IK) par :

VAz(aij)ISiSn ) V A elK ;kAz(kaij)ISiSn'
1<j<p I<j<p

I/\ I/\

1
1

c) Il est facile de vérifier les propriétés suivantes :

V A;B;Ce Mn;p(IK);‘v’ AuelK:

(A+B)+C=A+B+C) ; A+B=B+A ;A+O0=A+0=A ;A+(-A)=0.
MA+B)=AA+AB ; A+ W A=AA+UA ;AW A=AMuA) TA=A.

On dit que; muni de ces deux opérations; M .p(IK) est un espace vectoriel sur IK.
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d) Exemple :

1 2 3 0 1 -3 5 0
Soit: A= ;B= alorson a:
0 -1 1 5 1 -1 0 2
-1 13 -9 0
2A -3B=
-3 1 2 4
e) Remarque :

Considérons les matrices E P ite {l;..;n} ;je {1;..;p} dites matrices ¢lémentaires

/OO 0 00\

définies par : E = . . 0

\o 0 o0 o o/

tous les coefficients de E ;j sont nuls sauf celui d'indice (i;j) quiestégalal.

On a alors ; toute matrice A = (a i )< i<np detype (n;p)s'écrit d'une manicre unique :
1<j<p

A = Z“aijEij )
ij
I£j<p

Produit de matrices

a) Par définition le produit de la matrice A = (a i ) de type (n; p) par lamatrice B = (b ..)

1]

de type (p ; q) est la matrice notée AB = (¢ ij) de type (n ; q) définie par :

ip pj

p
Vie{l;..;n} ;Vije{l;..;p} ; ¢ = Zaikbkj=ailb1j+aizb2j+‘__+a b
k=1
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b) Exemple : Disposition pratique

2 1 2
6 7 -2 2
A= 6 21 14) B
4 3 7 -
b,
B:
A= a,; . Cij = AB

¢) Remarques :

- Le produit des matrices se fait ligne par colonne.

- Le produit AB n'est défini que si le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes
deB.

- Attention le produit AB peut-&tre défini sans que I'on puisse définir le produit de B par A .
(voir exemple ; A de type (2;3) et de B de type (3;4) alors AB est défini et AB de type (2;4)
alors qu'on ne peut définir le produit de B par A car B a 4 colonnes et A deux lignes).

- Si A est une matrice de type (n;p) et B est une matrice de type (p;n) alors les produits AB
et BA sont tous deux définis et les matrices AB et BA sont toutes deux carrées d'ordre
respectif netp.

En particulier si A et B sont deux matrices carrées d'ordre n alors les deux produits AB et

BA sont définis et sont aussi des matrices carrées d'ordre n .

L’ensemble M (IK)
-Soit A;Be M _(IK) alors A+Be M _(IK) et les produits AB et BA sont définis et

appartiennenta M_(IK) .

En plus des propriétés de 1’addition des matrices (voir I-2 1)); il est facile de vérifier que :
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vV A;B;Ce M (IK)ona:
(AB)C=ABC) ; (A+B)C=AC + BC ; AB+C)=AB+ AC.

- L’¢élément neutre de la multiplication des matrices est la matrice dite matrice unité notée

I =(a.

B ( Y )IS 1<n
I<j<n

/10..0\

0 1

avec a. =1Vie{l;..;n}et aij=0 Vi;j e{l;...;n} i #]

Soit I = . 0o . . . etona:VAeM (IK) AL=1,A=A

0

\o o . o 1/

- On dit que; muni de I’addition et de la multiplication des matrices; M_(IK) est un anneau

unitaire non commutatif

Remarques :
* La multiplication dans M_(IK) n’est pas commutative.

Par exemple ; soit dans M, (IR) les matrices .

0 -1 0 1 -1 0
A= et B = on a alors AB = et BA =
1 0 1 0 0 1

1 0
et AB # BA.
0 -1

* Attention : dans M_(IK); AB = 0 n’entrainepas A =0 ou B =0
Par exemple soit dans M, (IR) les matrices

0 1 1 0
A = et B = ona A#0;B=#0et AB=0.
0 0 00

Puissance d’'une matrice:

a) Soit A € M _(IK) ; par récurrence sur I’entier p € IN on définit :
A" =1:A"=A et VpeINx A" = A" A =AA"!
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1 0 1

Par exemple soit A € M_(IK); A = 0 0 O
1 0 1
2o 2"
alors par récurrence; on montre que V p € IN*; A= 0 O 0
2" o 2™

b) Propriétés :

HDVA;Be M (K); (A+B) =A  +AB+BA+B’
ii) VAe M_(IK) ; V pe IN ; A+I) ZC A
iii) VA;Be M _(IK) telque AB=BA ona: Vpe IN.

p
p k k _p-k
(A+B) = E C, A B’
k=0

¢) Exercice :

Dans M, (IR) on considere les matrices

1 1 0 0 1 O 1 0 0
A= 01 1 ; T=| 0 0 1 ;I=1 01 0
0 031 0 0 O 0 0 1

1) Calculer T

2) Caleuler Vpe IN A"
Solution :

0 01

2 3 k
)OnaT =] 0 0 0 et T =0alors VkeIN;k>3:T =0

0 00
2)Ona A =1+ T.Dou VpelIN;p=>2ona:

p 2
p k k k k k
=1I+T) = ECpT= ECPT crT =0V k >3.
k=0 k=0

b (p-1)_2
Donc A = I+pT+ P p2 T . Cette formule étant valable aussipour p = 0; A =1

1
etp=1; A =A=1+T

p -1
Onaalors V pe IN A" = I+pT+ %Tz
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P

p
Soit VpelN A = 0 1 p
00 1

Matrices particuliéres

Matrices triangulaires
Définition :
Soit A = (aij ) une matrice carrée d'ordre n.

I2izh

1
J

IAIA
IANA

On dit que :

* A est triangulaire supérieure si V i > ] a; = 0

* A est triangulaire inférieure si V i1 < j Ay, =0

* A estdiagonale si V ie {1;...;n};V je {1;...;n} A, =0 pour i#]

2) Exemple :

0 00O
0100

* A= A est une matrice diagonale .
0020
0 003

Remarquons que A est aussi triangulaire supérieure et triangulaire inférieure.
1 0 0 0
1 2 0 0

* B = B est une matrice triangulaire inférieure.
5 6 -1 0
-1 3 0 3

3) Proposition :

- La somme de deux matrices triangulaires supérieures (respectivement inférieures) est une
matrice triangulaire supérieure (respectivement inférieure).

- Le produit de deux matrices triangulaires supérieures (respectivement inférieures) est une
matrice triangulaire supérieure (respectivement inférieure).

Preuve :
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Alors AB

Soit A = (aiJ ) et B= (b )]1 : ’ensemble des
T)

matrices triangulaires supérieures (I’ensemble des matrices triangulaires inférieures est noté

| /\I/\
mm

. deux éléments de TJr
i
1<)

mm
mm

1
J

I)A + B =(a

ori >j a. =0et b. =0doua. +b.=0
Y71<i<n Y !
[£j<n
. +
etparsuite A + B e T
2) Prouvonsque AB € T
n
Posons AB = (c;, )]ISiS ou Visje {1;..;n} ;¢ ZZalkbkj
<j<n k=1
Vi>jona:c Zlkkj+ Zalkkj
k=1 k=j+1
si 0 <k<j alors i>k et a, =0 ‘
" sij*+l1<k<nalors k>jetb =0 dou c; =0
4) Remarque :

Le produit de deux matrices diagonales d’ordre n est une matrice diagonale d’ordre n
/0

0\

(100
0 0
A = B =
0 0
0 -0 A L0 -0
(7‘1“1 0 0 N\
0
- de plus ona AB = BA.
0
\ 0 0 Ao
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En particulier; soit A = | . .~ . 0 une matrice diagonale de M_(IK)

0 - 0 A,

P
alors Vpe IN; A estune matrice diagonale de M_(IK) etona :

Ao - 0
o]0
: ... 0

n

Il - 2- Transposée d’une matrice
1) Définition :

Soit Ae M., (IK) ; A = (aij)][SiSn
SJSp

On appelle transposée de A et on note ‘A la matrice de type (p;n) définie par :

‘A= (bij)<_< ou Vi;j bij = a
BE:

IN

2) Exemple :

1 -1
1 3 -6

A = alors 'A = 3 5
-1 5 4

6 4

3) Remarque :

Les lignes de ‘A sont les colonnes de A .
Les colonnes de ‘A sont les lignes de A.

4) Propriétés :

1)V A;B € Mn;p(IK) ona:

'Ae M, (K.

ii) t( tA)= A.

iii) (A+B) ='A +'B

iv)'AA)= L'A ;V A e IK.

2) Soit A ; B deux matrices telque le produit AB est défini alors le produit ‘B ‘A est
défini etona : '(AB) = 'B'A
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5) Définition :
Soit A e M(IK) ; A= (aAj)]1 ; on ditque A est:
n 1 l n
J

n
* Symétrique si et seulementsi ‘A = A

INA
IAIA

ca-d Vi;je {l;..;n} 3 =a,
* Antisymétrique si et seulement si ‘A = - A
c-a-d Vi;je {l;..;n} 3 =-a
Remarquons que pour une matrice antisymeétriqueona: VvV i € {l;..;n} a.= 20
6) Exemple :
1 5 6 3
5 2 70
A = est symétrique ;
6 7 -1 2
3 0 23
0 -1 2
B=| 1 0 -3 | est antisymétrique
2 30

7) Proposition :

Toute matrice carrée s’écrit comme la somme d’une matrice symétrique et d’une matrice

antisymétrique.
Preuve :

VMeM (Kjona:2M =M +M +M-M
. 1 ( 1 ¢
doa M= 5 M +M) + 5 (M -M).

1 1
Posons M, = 5 (M +M)et M, = 5 M -'M) alors

1

t 1 l l
Mi= tnM +ay )~ 20 + i) T 20 +ey) T2

M1 est une matrice symetrique.

R 1 1 1
De méme tM -M)=-(2(M-t

27 2oy T2 (U M

d'ou M, une matrice antisymétrique.

8) Exercice :
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1 3 7

Ecrire la matrice A= | -1 2 -3 | comme la somme d’une matrice symétrique et d’une

1 8 11

matrice antisymétrique.

II -3 Matrices inversibles
1) Définition :
Soit A € M (IK). On dit que A est inversible si et seulement s' il existe B e M (IK) tel que

-1 -1
AB =BA =1 .0On note B= A et on dit que A est la matrice inverse de A .

2) Exemple :

1 10
Soit A= 10 0 e M, (IR) . Vérifier que la matrice inverse de A est A-1 =
0 0 1
0 1 0
1 -1 0
0 0 1

3) Propriétés :

Soit A ; B deux matrices inversibles de M (IK) . Alors :

1 R
1) A estinversible et (A 1) = A
-1 ) R
i1) AB estinversible et (AB) =B 1 A1

iii) ‘A est inversible et (‘A)" = ‘(A™)

Preuve :

1) évident .

i)Ona: (AB)(B'A)=ABB' A =AI A" = AA" =1
(B A")(AB)= B' A" AB = BB = I ;d’od AB estinversibleet (AB) = B A~
ii)Ona AA" = AA =1 .

Alors'(AAT)="ATA) =T, soit ‘AT 'A='A AT =1,

donc'A est inversible et (‘A)' =A™

4) Proposition
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a ¢
1) Soit A = [ ] une matrice carrée d’ordre 2.
b d

d -c
A est inversible si et seulement si ad — be # 0 et dans ce cas A1 = I
ad—-bc \ b a

2) Une matrice diagonale est inversible si et seulement si tous les termes de la diagonale
principale sont non nuls.

/7\,10..0\

AinsisiA = alors A est inversible si et seulement si

(1/7»10..0\

Vie {1;...;n} ki;tO etalors AT =
0

\0 .0 l/kn/

5) Matrices semblables :

a) Définition :

*Soit A;B € Mn . (IK). On dit que A et B sont équivalentes si seulement si il existe une

matrice carré inversible Q d'ordre n ; et une matrice carrée inversible P d'ordre p telle que :
B =QAP.

e Soit A;B € M (IK). On dit que A et B sont semblables si et seulement si il existe une
-1
matrice carrée inversible P d'ordre n telleque B = P A P.
b) Proposition :
Soient A et B deux matrices semblables de Mn(IK). Il existe alors une matrice carrée

-1
inversible P d'ordre n telleque B = P A P. Alors :

-1 -1
Pour tout entier naturel k ona : B‘=P A¥P et AX=PB*P
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I1-4 Exemples de calcul de I’inverse d’une matrice
1) Polynémes de matrices

Soit A € M, (IK) et P=a +ax+..+a X' e IK[x].

Onpose P(A) = a) T JralAJrazA2 +..+ apAp.
Si P(A) = 0 et a; # 0 alors A estinversible.

Preuve :
_ 2 P _
P(A)—0<:>a01n+alA+a2A +..+ apA =0
<:>a1A+a2A2+...+aAp=—aI
p 0" n
Comme a, # 0 ; onaalors:

| . | _
Al (a1 +a,A+. +a A" ) =[(al +.+aA )A=1
0

-1 1 .
donc A estinversible et A 2-?(311n+a2A tota AP 1).
0
Exemple :
1 1 0 1 00
Soit A= -1 0 O et I=1 010
2 0 -1 0 01

3
Calculer A

En déduire que A est inversible et donner Al

Solution :
0 1 0 -1 0 0
Ona:AZ=|-1 -1 0 |etA3=|0 -1 0=,
0 2 1 0 0 -1

Ainsi AS+1 =0 & A(-A%) = I = (-A%)A donc A est inversible et Al = A2
0 -1 0

Soit Al=]11 0
0o -2 -1
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Résolution d’'un systeme :

X4 Y

Soit A=(a..) € M (IK). Posons X=| ~ | etY=| = | ;XetY sontdes matrices
Y1<i<n n : .
I€j<n X, \A
de type (n ; 1) dites matrices unicolonnes).
L’équation matricielle d’inconnue X : A X =Y admet une solution unique si et seulement si

A est inversible et dans ce cas la solution est : A' Y

Remarque :
Dans la pratique on écrit I’équation : AX =Y sous la forme d’un systéme d’équations :

que I’on résoud

Exemple :
1 0 -2 :
X X
SoitA =| 0 3 -1 Posons X = [}’J et Y = [y’}
z z'
2 -1 2
X'=x-2z
AX =Y s’écrit: |y =3y-z
7'=-2x-y+2z
1
X=7(—5X'—2y'—6z‘)
1
= <y=7(—2x'+2y'—z’)
1
\z=7(—6x—y—32)
5 -2 -6
1
DoncA'1=7 2 02 -1
-6 -1 -3

la méthode de GAUSS

a) Transformations élémentaires
On appelle transformation élémentaire sur une matrice A toute opération qui consiste soit a :

TE, : permuter deux colonnes de A. Onnote : C. ¢«—— Cj

TE, : multiplier une colonne de A par un scalaire A # 0.Onnote:C, —— AC,
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TE;, : ajouter a une colonne de A une combinaison linéaire des autres colonnes de A. On

note:C, ——C, + ZBJ.CJ.
Ea

b) La méthode :
Pour trouver I’inverse d’une matrice A on peut utiser la méthode pratique suivante : dite
méthode de Gauss. Elle consiste en 1’application d’une suite de transformations élémentaires
sur les colonnes de la matrice A pour obtenir une matrice triangulaire T.
Si tous les éléments de la diagonale principale de cette matrice triangulaire T sont non nuls
alors A est inversible et on continue a faire des transformations élémentaires jusqu’a obtenir
la matrice unité. Alors I’inverse A™' de A est la matrice obtenue en appliquant la méme série
des transformations élémentaires dans le méme ordre sur les colonnes de la matrice unité.
Si I’un des termes de la diagonale principale de la matrice triangulaire T est nul alors A n’est
pas inversible.

Remarque : On peut appliquer la méme méthode en effectuant les transformations
¢lémentaires sur les lignes de la matrice A et de la matrice unité.

Exemple

oS O
O =
- O

C,—/>C,-C
1 01
011
1 00

C,——>cy-¢

C3—) C;—Cy

% > —C3
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C,——C,— ¢4

1 00 1 -1 0
010 -1 1
0 01 I 0 -1
1 -1 0
Donc A est inversible et AT == | -1 1 1
I 0 -1
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IV- Rang d'une matrice

1) Matrice extraite :

Soit A = (a i ) € M p(IK) . Une matrice extraite de A est une matrice obtenue en

i
INIA

1<n
J<Dp
supprimant certaines lignes et certaines colonnes de A. Par exemple une matrice carrée

d'ordre k < inf(n; p) est extraite de A si elle est obtenue en supprimant dans A; (n - k)

lignes et (p - k) colonnes.

5 -2 -6 -5 -6

Soit la matrice A = ( j alors la matrice [ ] est extraite de A.

202 -1 -2 -1

2) Définition :

Soit A = (a i ) e M p(IK); une matrice non nulle. Le rang de la matrice A; noté
1sn ’
Jsp

rg(A); est le plus grand entier r pour lequel il existe une matrice carré d’ordre r extraite de A

Y
ININA
ININA

qui est inversible.

3) Proposition :

On ne modifie pas le rang d’une matrice en lui appliquant une transformation ¢lémentaire

4) Propriétés :
)VAe Mn.p (IK) ; rg(A) < inf(n;p)

i VAe Mn;p(IK) ; rg(tA) = rg (A).

5)Théoréme :

Soit A € Mn(IK). A inversible < rg(A) = n

6) Exemple - disposition pratique

-1 1 0
SoitA=| 2 1 -3 |;Déterminons rg (A)
3 -1 2

. . | . | J— '
Atc ¢y ¢g —> A1 ¢ c)y=c,te; ¢ —> AL ¢ ¢, cy=cgtc,

-1 1 0 -1 0 0 -1 0 0
2 1 -3 2 3 -3 2 3 0
3 -1 2 3 2 2 3 2 4
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Comme rg(A,) =3 alors rg(A) =3

7) Exercice :

2 0 1
-1 3 52
Soit A = ; déterminer rang de A.
0 1 1
1 -1 -1/2
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EXERCICES

Exercice 1

1) Soient les matrices :
2 3 S 2 01 -2
s ) (50l )
0 4 2 1 30 4
i) Calculer A+B; B—A; 2A—-4B; B;'C;'(A+B);
i) Les matrices A; ‘A —A; B+2 A sont-elles symétriques ? antisymétriques ?
iii) Représenter A — B comme somme d’une matrice symétrique et d’une matrice

antisymétrique.
1 35 2 00 6 7

2) Soient les matrices : K=| 0 4 2 ;M= -1 1 0 |;N=| 0 -2

0 0 6 4 30 -3 8
i) Calculer 4K-3M ; K+M;'K+'M;
ii) les matrices suivantes ont-elles un sens ? K+ M+ N ; K+ '™M;K-K
Exercice 2

4 6 -1 2 4 3

1) Soient les matrices: E=| 3 0 2 sF=[ 0 1 [;G=|1

1 2 5 -1 2 2
Calculer parmi les expressions suivantes celles qui ont un sens :
E’;F*;G’;EF; FE; FG; GF;'FG ; 'GEF ; E* + 3E ;
1) Trouver toutes les matrices carrées d’ordre 2 vérifiant A= I, .
Exercice 3

Soit a; b des réels . Calculer la puissance n'®™€ des matrices .

a+b 0 a
1) A = 0 b 0
a 0 atb

01 11

1 000
2) B =

1 000

1 000
Exercice 4

Onpose B =A + (I-n)
2
1) Calculer B

-1
2) En déduire que A est inversible et donner A .
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Exercice 5

On considere les matrices suivantes [;J; K de M, (IR) .

100 010 123
I=| 010 J=|00T1] K=[012
00 1 000 00 1

1) Calculer i ; V.nelN.

2) Soit E le sous-ensemble de M3(IR) des matrices M =al +bJ + ch ; ol a;betcsont

/ nl . . 1 \
1

des Soit ne€ IN ; n > 2 et lamatrice de M_(IR); A =
1

U

réels.

a) Montrer que K € E et calculer K ; V.n e IN.

b) Soit M € E;MZaIerJJch2 ;

1) Montrer que si a=0 alors M n’est pas inversible.

i1) Montrer que si a # 0 alors M est inversible dans E et déterminer M_l.
5) Déterminer K_1 et montrerque V n € INona:

n 2
K =I+2nJ+n(2n+1)J.
Exercice 6

On considére la matrice

a ab a
0 2 b b
M= ; a;b;c desréels ;
0 0 a a
0 0 0 ¢
Déterminer a;betc telsque M?= 2 M.
Exercice 7
01 1 1 00
Soit A = 1 01 et 1= 010
1 10 0 0 1
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3
1) Montrer que A -3A-21 =0

-1
2) En déduire que A est inversible et déterminer A .

6 4
3) Calculer A -3A -6A -4l
Exercice 8

On considére dans M, (IR) ; les matrices

1 10 1 -1 1 1 00
A=|0T11 : B=1|-11 -1 et C=1]010
1 0 -1 I -1 1 000

1) Calculer les produits AB et BA .
2) Montrer qu'il existe une matrice D non nulle telle que CD = DC =0.

Exercice 9

1 1 1 0
On considére la matrice A = ( j € M_(IR) ; onpose I = [ j
‘10 2 0 1

2
1) Montrerque A =A-1

+ +2

) 3p P 3p+1 P 3p P
2) Montrer que ;si p€ IN* ona : A =(-1) 1 ; A =(-1) A; A =(-1) (A-1D).

Exercice 10

01 1
X1 Y1
On donne lamatrice A =| 1 0 1 etsoitX = [X2| et Y = |y2].
X3 3
1 10

Onpose AX=Y .

1) Calculer Y, 3y, et y;en fonction de X ;X et X..

2) Calculer x 35X, et X en fonction de Y3y, ety,. En déduire que A est inversible et

-1
donner la matrice A .

Exercice 11

T
Une matrice M € Mn(IK) est dite nilpotente s'il existe un nombre entier r > 0 tel que M = 0.
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01 -1 1
00 1 -1 .
1) Soit A = ; calculer A ; p € IN*.En déduire que A est
0 0 0 1
00 0 O
nilpotente .

2) Démontrer que si une matrice M de Mn(IK) est nilpotente alors M n'est pas inversible

-1
mais I - M est inversible . Déterminer alors (1 - M)

1 111
0101 ¥
3) Soit N = montrer que N est inversible et calculer N .
0010
0 001
Exercice 12
3 -1 1 1 0 1
On considére les matrices A = | 0 2 0 [etP=| 0 1 0
1 -1 3 -1101

1) Déterminer la matrice B=P"' A P

2) Calculer V ne IN ; B puis en déduire A

3) On donne les suites réelles (u); (v et (w) définies par m, = v, = 1 et w, =2 et
‘v’nZO:unH =3un —Vn+Wn Vo :2Vn etwn+1 =u —Vn+3Wn .

Calculer u ;v et w
n n n

Exercice 13

Déterminer le rang des matrices :

1 3 7 1 1 -1 1
A=]|-12 -3 S B = | i 4 1 1
1 8 11 0 1+1 0 1+

Exercice 14

Calculer I’inverse de :
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Chapitre 111

DETERMINANTS ET RESOLUTION

DES SYSTEMES D'EQUATIONS LINEAIRES

IK=1IR ou IK=C
I- DETERMINANT D'UNE MATRICE CARREE

I-1 GENERALITES

1) Préliminaire

a)Soit ne IN* ; E = {1;2;...;n}.
Une permutation ¢ de E est une application bijective de E dans E

. E——E

1 —>0(0) G est bijective
1 23...n
Onlanote ¢ = .
6(l1)c(2)..0(n)

On désigne par Z;n I'ensemble des permutations de E . On a alors card Cn =n!

1 2 3 4
Par exemple ¢ = ; 6 € C
321 4 !

b) Soit ¢ une permutation de E ; on dit qu'un couple (i;j) estune inversionde G siona:

i<jeto (i) >0 (j).Onnote 1(c) le nombre d'inversion de G et on appelle signature
I

de ¢ etonnote € (6) = (-1) (G).Ona alors €(c )e {-1;1};

1 23

} ona €(c)=1 car ¢ possede 2 inversions (1 ;3) et
2 3

Par exemple pour ¢ = [

(2;3).

2 Définition :
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1
J

déterminant de A et on note det A ; le scalaire défini par :

Soit A=(a i ) € Mn(IK) ; A est une matrice carré d'ordre n .On appelle

i
INIA
INIA

n
n

all aln

det A = = 28(0)30(1),1 462,27 Tom .
a .. a cel

nl nn

Remarque : désigne la matrice unité d'ordre n ; alors det I =1

3) Cas particulier :

a) n =2 : Déterminant d'ordre 2

* Soit A = (aij) cic une matrice carré d'ordre 2 .
[£123
TP 1 2
A = comme 2;2 contient seulement 2 permutation G L= et
a a 1 2
21 2

1 2
o :( ] avec €(c. )=1 et €(c, )=-1 alors :
21 1 2

detA = =a a_ -a_a
1122 12 “22
a a

nl 22

-1 3
Par exemple : Soit A = [ J
2 2

-1 3
2 2

b)n=3 : Déterminant d'ordre 3

* Soit A= (aij)

Ona detA = = -8

une matrice carré¢ d'ordre 3 ; A € M3 (IK)

]' <is %

<)<
a11 al 2 a13

A= 3, a, a. | comme { 5 contient 6 permutations :
a, a,_ a

1 23 1 23 1 23
(51 = 5 (52 = s (53 =
1 23 2 31 312
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[123J (123] (123]
o = , O_. = , O =
4 1 3 2 > 321 6 213

avec (0, ) = &(0,) = 8((‘53) =lete(o,) = 8((‘55) = 8(66) = -1 alors

a a a

1 %12 %3
detA=| %y 8 % | = a),2),8,,78,,3,,8,, % 3,8,3,,-8,,8,,8,,-2,1,)3,-3,,3, 3, *)
4 A3 Ay
1 2 -1
Parexemple | -1 3 -4 | =5
2 0 1

* Régle de SARRUS : (Pour le calcul d'un déterminant d'ordre 3)

On écrit en dessous du déterminant les deux premieres

ajy] ajo a3 lignes alors les termes précédés du signe " + " dans (*)
. . . s'obtiennent en faisant le produit des coefficients se
21 922 923
trouvant sur la diagonale principale et les " 2 parall¢les” a
431 432 433 la diagonale principale. Les termes précédés du signe "-"
aj] a2 13 dans (*) s'obtiennent en faisant le produit des coefficients
de la diogonale non principale et les "2 parall¢les" a cette
a21 2 423 8 prnep P
diagonale.
1 2 -1

Par exemple -1 3 -4 =340-16-(-6)-(0)-(-2)=-5

2 0 1
1 2 -1
13 4

Remarque : On peut appliquer la méme technique en écrivant a droite du déterminant les

deux premiéres colonnes .

4) Exercice :
-1 35

Calculer 2 50
01 2
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5) Théoréme :

Soit A = (a, ) e M (IK);BZ(b.j
i " ' n
] n

——
I/\I/\
I/\I/\
——
ININ
s
IAIN

1) det (*A) = det A
2) det (AB) = (det A) . (det B)

3)Vke N : det(A)=(det A)

. . . -1 _
4) Si A estinversible alors det A # 0 et detA = dot A

) e M (IK) ; onaalors :

Preuve :

1A = (aij) N (a'ij) avec Vi;je{l;..;n} a. =a._

det(t,) = o) a' a' .
(A) Z () 01,1 0@ 2" c5<n> n Z &o) 2 16(1) 20@) "0<n)
cel cel
n n

or o) =i & j=0 ()alors {(i:0G):i=1:n} ={o ():)j=1:..

donc a a ...a = a -l ... a_-l
16(1) 26@)  nOm) G s G m;n

.l 1
comme £(0)=€(c ) alors{ = {o /o e { };dou

t -1
det( A) = Ze a ! oa = € a ...a
( ) (¢ ) C (1,1 O m),n Z (6) O .1 O m),n

GE% GE%
soit det ('A) = det A.
2) en exercice
3)Ona: det (A') = detl = 1= det (A)
det (A ) = det (A) =det (A)
det (A”) = det (A.A) = (det A). (det A) = (det A)’.
Par récurrence sur I'entier IK on établit que det (Ak) = (det A)k ; Vke IN

-1
4) A e M (IK) ; A estinversible alors AA =A A=1

n

-1 -1
d'ou (det A).(detA ) = det In=1 donc det A #0 et detA = ot A
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6) Proposition

Soient A et A'les matrices carrées d’ordre n semblables alors det A’ = det A

Preuve :

On sait que A' =P_]AP ou P est une matrice inversible

Alors det A' = det (P AP) = (det P ) (det A) (det P ) = (det P (det P) (det A )
= (det P'P)(det A)= (det )det A= det A

7) Propriétés
*Soit A = (aij)

€ M (IK) ; désignons par :
1<n n
J<n

Y
ININA

¢ : j=1;..;n les vecteurs colonnes de A

L.: i=1;..;n les vecteurs lignes de A

Alors on écrit : det A = det (¢ ;..5¢ )= det (L, 5.5 L ) (car det A = det tA)
Pl) Le déterminant d'une matrice est linéaire par rapport a chaque ligne (respectivement

colonne) de la matrice.

Par exemple :

a a a
1 2 3 a a a a a a
b b b
1 2 3 =x| b b b | +a | b b, b,
1 PN ] LN ]
7\,cl+7L01 7\,02"‘7\.02 7\,03"‘7\.03 ¢ ¢ ¢ C'l Cvz Cv3

Attention : A;Be M (IK) ; det (A+B) # det(A)+det(B).

1 2 -1 -1 0 0
En effet soit A = | -1 3 -4 ;. B = 1 20
2 0 1 2 1 1

0 2 -1

onadet A=-5 ; det B=2or A+B=| 0 I -4 |et det(A+B)=0
01 -2

P2) Un déterminant dont une ligne (respectivement colonne) est composée de 0 est nul.
P3) Un déterminant dont deux lignes (respectivement colonnes) sont proportionnelles est nul.
P 4) Un déterminant change de signe si on échange deux lignes (respectivement deux

colonnes).
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P 5) Un déterminant est multiplié par A si on multiplie une de ces lignes (respectivement

colonnes) par A .

Deplus ; VA € M (IK) ; VAeIK ; ona : det(kA)andetA

Par exemple :

2 4 2 1 2 -1
3

2 6 8 | =(2) | -1 3 4| =(8)(15=-120

4 0 -2 20 1

P 6) On ne change pas la valeur d'un déterminant si l'on ajoute a une ligne (respectivement a

une colonne) une combinaison linéaire des autres lignes (respectivement des autres colonnes).

On dit qu'on a fait la transformation :
L. ——L + Z?»J.Lj (resp. C. ——C, + ZBJ.CJ. )
J#1 J#1

En effet : de la lin¢arit¢ du déterminant par rapport & L.;ona:

det(L ;..L ;L + ZKij;LiH;...;Ln)
JE!
= det(L,;..L ;L;L 5..;L) +Z7»jdetB(Ll;...Li_l; X s L)
j#1

=det(Ll;...Li_1;Li;Li+l, ;Ln)
Par exemple :

1 2 3 1 23 1 2 3

45 6 - 456 |=20456]| =0

6 9 12 bk |5 4 123
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I-2 Calcul d'un déterminant

1 - Cofacteur

* Soit A = (aij) e M (IK)
n n

n

i
J

YV i;j € {1;..;n};onnote Aij le déterminant d'ordre (n - 1) obtenu en supprimant

i
ININA
INIA

dans déterminant de A ; la i° ligne et la j° colonne . Aij est appelé le mineur relatif a a,
dans A .

it+j
On appelle cofacteur de a;; dans A et on note : o = (-1) : Aij .

1 2 3 1

-1 -1 2 0
Par exemple : Soit A =

2 1 0 -1

0o 1 -2 1

Le cofacteur du coefficient a,, = 1 dans A est :

131

3+2

() A, =-]-120] =27
0 2 1

2) Développement d'un déterminant suivant une ligne ou une colonne.

a) Proposition

Soit Ae M (IK); A=(a..) ;ona :
n Y ][SiSn
<jJj<n

n

n .
. ] . .
Vie {1;..;n} det A = Zaijocij = E a,; (-1) A, appelée : développement
=1 =1

de det A suivant la i'*™€ ligne.

n
k+;
Vje {l;...;n} ;detA = Z (-1) : a, Akj appelée : développement de det A suivant
k=1

la j'°™M€ colonne .
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b) Exemple :

1 2 3 1

1 1 5 1 1 1 5
-1 -1 2 0 1

= ! b2 O: -1 -1 2 =0
2 1 0 -1 2 2 =2 -1
Co > C- C4 2 2 2

0O 0 O 1

0 1 -2 1 c; —>C3t 2¢4

(On a developpé suivant la 41€M€ Jigne ) .

¢) Conséquence

Soit A € M (IK). Si A estune matrice triangulaire (respectivement diagonale) alors detA

est égal au produit des termes de la diagonale principale de A.
Preuve :

Supposons par exemple que A est une matrice triangulaire inférieure alors

a 0 0 0 0
a .
a, ~a, 0.. O
D =detA = =a
n nn 0
0
a a a'nn : : ar1-l n-1
nl : ' nn
(on a développé suivant la n'°™€ colonne )
dou D =a_ D deméme D = a D et de proche en proche on établit que
n n n n-1 n-1 n-1 n-1 n-2
a, 0
D, = a;;D, orD, = T 85,8y
a1 4y,
n
Donc D = detA =a,, ..a_ = l_laii
1=1
d) Remarque

Pour calculer un déterminant ; on peut commencer par appliquer des transformations
¢lémentaires sur les lignes ou les colonnes afin de faire apparaitre le maximum de 0 sur une

mém ligne ou colonne ; puis on développe le déterminant suivant cette ligne ou colonne.

e) Exercice

Calculer les déterminants suivants :
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1 2 3 2 2
1 n. n
2 .11 3 2 -
D, = 11 2 1 1 . D, = n>2
1 4 3 2 5 n
302 2 2 2 n non

Solution :
1) Appliquer les transformations :
c, ——¢c, * 201;03 —>c3-3cl;c4 —c,* 201; c, ——c, 201

puis développer suivant la 1€ ligne .
2) On applique les transformations .

c.——>c.- ¢ ; pour 1=1;..;n-1;onobtient

l1-n O 0 n

n-1
D, = = (-1) n! (déterminant d'une matrice triangulaire .

0 0 0 n

I-3 Applications des déterminants

1) Aux Matrices inversibles

a) Comatrice
Soit A= (aij)

€ M (IK).La matrice dont le terme d'indice (i;j) estle cofacteur
n n
n

<
<)

IAIA

i+
o = (-1) : Aij de a,; dans A est appelée la comatrice de A ; on la note com (A) . Ainsi

A= (a;)e M(IK); com(A)= (o, )€ M (IK) avec Vi:je{l;..in}; o, = (-1)1”Aij

Par exemple :

2 0 -2
Soit A=| 3 1 1 ona :
-1 -2 4
1 1 3 1 3 1
o, = - =6;OL12=- 14 —-13,oc13= 1 = -5
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0 -2 2 2 2 0
o,, =- =4 ; o, = =6 ; 0, =- =4
21 5 4 22 1 4 23 1 2
0 -2 2 -2 20
o, = =2 ; o, =- =8 ; o, = =2
31 11 32 31 33 31
6 -13 -5
Dot Com(A) = | 4 6 4
2 -8 2
b) Théoréme :
V A e M (IK) ; ona : A 'Com (A) = {Com (A)A = (detA) L
Preuve :
i+
Posons A = (aij) ci<n Com (A) = (ocij) ci<n o = (-1) Aij
{ijin {ijin
t _ _ oAt _
Com (A) = (dij) <i<n dij =0 A "Com (A) (bij) <i<n avec
]fijin ]fijin
n n 1 jtk
Vie {l;.;nfb, . = Ya, d = Ya,c, = Zaik(-l) A, =detA
k=1 k=1 k=1

( cest le developpemnt de det A suivantla il€me ligne ) .

Vi;je{l;..;n}i#j;ona:
n 1 j+k
j
b= D a,¢y = Zaik('l) Ajy-
k=1 k=1

C'est le déterminant de la matrice obtenue en remplagant dans det A la jiéme ligne par la
i€Me jione donc b, =0;i=]j.
Ainsi A 'Com (A) = (detA) I .

De méme on démontrer que {Com (A). A = (detA) I .

¢) Conséquences :

-1 1
Soit A€ M (IK) A inversible < detA # 0 etdeplus A = 5-— 'Com (A).

Preuve :

Si A inversible alors det A #0
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Si det A #0 alors de la relation A 'Com (A)='Com (A). A = (detA)I .

1 1
On tire que A . (m tCom (A)) = (m {Com (A)) A =1

. ) - 1 t
Donc A estinversible et A = N Com (A) .
d) Exemple :
2 0 -2
Soit A= 3 1 1
-1 2 4
2 0 -2 2 0 0
det A = 3 1 1 = 3 1 4 = 22 # 0donc A estinversible
-1 -2 4 -1 23
6 4 2
11 1
et A = 2 Com (A) = 2 -13 6 -8
-5 4 2

Remarque : Cette méthode n'est pas pratique pour le calcul de l'inverse d'une matrice carrée

d'ordre n si n est assez grand car elle nécessite; outre le calcul du déterminant de la matrice;

2 .
le calcul de n déterminant d'ordre n- 1.

e) Exercice :

m 2 m
SoitA =| 2 m m
0 2 1
Pour quelles valeurs de m ; A est inversible ?
Solution :
m 2 m m 2(I-m) m
2
det A=| 2 m m = 2 m m| =-m-4(1-m).
0 2 1|70, o

2
Soit det A = -(m-2) . D'ou A estinversible & me IR\ {2} .

2) Au Rang d'une matrice

a) Définition :
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Soit A = (a;;) € M, . (IK).Ondit qu'un déterminant d'ordre k < inf (n; p) est

<1<
<)<

i<n
Jsp
extrait de A s'il est le déterminant d'une matrice carrée d'ordre k obtenue en supprimant dans
A (n-k) lignes et (p - k) colonnes .

b) Proposition :

Le rang d'une matrice est I'ordre maximum d'un déterminant extrait non nul de cette matrice .

¢) Exercice :

Déterminer le rang des matrices A et B .

1 1 0 1
-110
3 2 -1 3
A= 0 1 1 ; B = ; aelR
a 3 20
2 0 2
-1 0 4 3
Solution :
-1 10 )
0 1 1 =0
D202 F=1g(A) =2
-1 1
=-1# 0
0 1 J
1 1 0 1
3 2 -1 3
2) detB = =a+ 20
a 3 20
-1 0 4 3
Si a #-20 alors rg (B)=4.
1 0 1
Sia=-20 comme | 2 -1 3 = 5#0 alors rg (B) =3.
3 20
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ll- RESOLUTION DES SYSTEMES D'EQUATIONS LINEAIRES

1I-1- Généralités
1) Définition :

* On appelle systtme de n équations linéaires a p inconnues un systéme de la forme :
-
a X, fta, x, t .. .ta

2121xl +a22x

X =b
p°p 1
, ...+aszp =b2

S v

La, X, ta, x, + ...JraanPZbn

ou Vie {l;..;n};Vje {l;..;p} a;; € IK ; les a sont les coefficients du

systeme (S) .

Vie {l;..;n} ;b € IK; les b, forment les seconds membres du systéme (S) et
X, 5.5 X_ sont les inconnues du systeme (S) .

p
* Une solution du systeme (S) est un élément (X, ; ... ; X, )e IK vérifiant simultanément

toutes les équations de (S) .
* Résoudre (S) c'est déterminer l'ensemble E des solutions de (S) .
* Un systeme est dit compatible s'il admet au moins une solution ; incompatible dans le cas
contraire .
* Deux systemes ayant les mémes inconnues sont équivalents s'ils ont le méme ensemble de
solutions.
3x,+tx, +2x, =4
Par exemple : (S) : {2 X, +x,tx =6
(S) estun systéme de 2 équations a 3 inconnues.
Comme (-2 ; 10 ; 0) estune solution de (S) alors (S) est compatible.

2) Interprétation matricielle :

* Soit (S) un systtme de n équations & p inconnues .

a | X, to.t a X =bl

(S)
a x +t..ta x =D
nl "1 np’p n

On appelle matrice de (S) la matrice A de type (n; p) formée des coefficients (a ij) de (S)
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A=(a.) ;A=
‘J {SiSn
<J<p
\ anl anp)
X, 1
Posons X = . et B =
X b
P n
Alors (S) s'écrit : | AX = B | (¥

* Par définition le rang d'un systéme (S) est le rang de sa matrice A .
rg(S) = rgA.

3) Systéme homogéne

* Un systéme (S) de n équations a p inconnues est dit homogene si les second membres

sontnuls (c-a-d V i € {l;..;n}b =0).

Donc (S)

Comme (0;0;...;0) € 1K’ est une solution de (S) alorsona:

Tout systéme homogene est compatible .

* Soit (S) un systétme de n équations & p inconnues .

+..+ =
a X foata X b1
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On appelle systéme homogeéne associ¢ & (S) ; et on note (S, ) ; le systéme (S, )

a . x +..ta x =0

a x, t..ta x =0
nl "1 np ' p

obtenu en remplacant dans (S) les seconds membres bi ;1=1;..5n par 0.

4) Proposition :

Si u, = (0 55 o ) est une solution d’un systéme (S) alors I'ensemble des solutions de
(S) est u,+ H ou H est I'ensemble des solutions du systeme homogene (S, ) associ€¢ a (S) .

Preuve :

Utilisons I'écriture matricielle de (S) : AX = B.

o,
Posons X = .| onaalors AXo =B car u est solution de (S).
o
P
X
Soit u = (X, 53 xp) une solution de (S) ; posons X = . | onaalors AX = B
X
d'ou A(X—XO)ZO et par suite u-u; € H.
Inversement soit v = u, +v, ou v, € H ; v, = B, Bp ).
B
Posons Y = . on a alors AYO = 0.
§
Y
Y = . V=(y1;...;yp)01‘1‘v’ie {L;..5p} y, = o +P.
Yp

Y=X0 +Y0
alors AY = A(X, +Y,) =AX + AY =B+0=B.

Ainsi v est une solution de (S).
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II-2- Résolution
1) Systéme de Cramer

a) Définition : On appelle systtme de Cramer ; un systéme de n équations & n inconnues
dont la matrice A est inversible .

b) Remarque : Soit (S) un systtme de n équation a n inconnues et A sa matrice ; alors A
est une matrice carrée d'ordre n .

(S) est de Cramer si et seulement si det A =0 .

c) Proposition : Soit (S) un systéeme de Cramer de n équations alors (S) admet une

solution unique (x e X ) donnée par :

A
Vke {l;..;n} ; x = A
ou A = detA ; A estlamatricede (S) et A_estle déterminant d'ordre n obtenu en

remplacant dans det A la kieme colonne par le second membre B .
Preuve :

(S) s'écrit : AX = B.

Comme A estinversiblealors: AX = B & X = A-1 B.

Donc (S) admet une solution unique (X, 55X ).

De plus A= det (c1 S C ) ;B CoppdiC ); (les ¢, sont les colonnes de A)
n
= det (cl;...;ck_l;Z:xi(ci 5C . 3G, ).
i=1

n
= indet(cl,..., Co 3C5C 53 C )
i=1

= x, det (cl;...;cn ) = x detA = x A.

(carsi ik ;det (cs..5¢ c;c ;¢ )=0 puisque il y a deux colonnes

k-1~ k+1°""

identiques) .

d) Exemple :

3
Résoudre dans IR ; le systéme :
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3x, + x, + X, = 1
(S) 12X, - X, ¥ x; =0 (S) estun systéme de 3 équations a 3 inconnues ; de matrice A

X, + X, - 2x3=2

31 1
=1 2 -1 1 ; comme A = det A =7 alors A est inversible .
-1 1 -2

Donc (S) est un systéme de Cramer et par suite (S) admet une solution unique (X, ; X, ; X, )

tels que :
1 1 1
A 5
X\ =% A =10-11 =5d'01‘1x1=7
2 1 -2
31 1
—ﬁ = 2 0 1 = 'ou _ 1
X, = A A, = —1d0ux2—7
-1 2 -2
31 1
—ﬁ = 2 -1 0 = 'ov _ 2
X3 = A A, = - —-9d0ux3—-7
-11 2

e) Exercice :
3x+ y- mz =m

Soit le systéme (S) {2X+ y-z= -1 ;me IR
X + my+z =1

Résoudre (S) lorsqu'il est de Cramer .

Solution :
3 1 -m

La matrice A dusystétme (S) est : A=| 2 1 -1 | ;detA=2m(2-m).
Il m 1

(S) estde Cramer pour me IR\ {0;2} etona alors Vme IR\ {0;2}; (S) admet une

solution unique (x;y;z) avec

m 1 -m
Al
x =3 ;00 A=2m@2-met A =| -1 1 -1 | =2m(m+1) et parsuite
I m 1
_I+m
XT 2im
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R . . -3 1 +m
Dememe;ondetermmey:m et z = 5

2) Résolution par combinaisons et substitutions

a) Soit (S) un systétme de n équations a p inconnues .

a | X, t..t a X =bl

(S)

p

Posons V ie {l;..;n}; f(x)= Zaijxj ;X = (X1 ;...;Xp)
j=1

Soit A ;...; A desscalaires telsque . #0 (ifix¢).

Alors les systemes (S) et (S') suivants sont équivalents :

(f, (x) = b,
(f, (x) = b,

. n n
S) $E®=b et (s) §2Af®=2Ab,
. j=1 j=1

(f x) =b,

\fn x) = bn
On dit qu'on applique & (S) la transformation élémentaire qui consiste a remplacer la i€ ligne

n n
de (S) par la ligne Z?x.jt} (x) = Z 7\,j bj ; on écrit :
=1 =1

n
Li E— 7\,iLi+ ijLj s A #0

j=l
J#1
3
b) Exemple : Résoudre dans IR le systéme :
x-y-2z =0
S 2x-y+tz =17 L, ——> L +L +L
3 30 2
3x+2y+z=17
x-y-2z2=0
= 2x-y+z =7 L1 —>L1+2L2
6x =24
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5x-3y = 14 X
& 2x-y+z =17 = y
x=4 z =

Donc (S) admet une solution unique (4;2; 1).

¢) Transformations élémentaires

* Rappelons les trois transformations élémentaires applicables sur les " lignes " d'un systéme

d’équations linéaires (S) .

Echange deux lignes : on écrit L & Lj
Multiplier une lignepar A # 0 : L. —— AL

Ajouter a une ligne une combinaison des autres lignes :

n
L ——L + ijLj :
J#A
On a alors :
- En appliquant une transformation élémentaire sur les lignes d'un systeme (S) ; on obtient un
systeme (S') équivalenta (S).

- En supprimant dans un systéme une ligne L proportionnelle a une autre ligne; on obtient

un systeme (S X ) équivalent a (S).

Exemple :
x-3y-2z = -1
, 3 . 2x +ty-4z =3
Résoudre dans IR le systéme (S) x+4y-22=4
5x +6y-10z=10
x-3y-2z = -1
) ) Ty=5
onfait L —— L -2L  Onobtient : (S) < 7y = 5
Ly —— Ls- L 21y = 15
L4 _— L4-5L1
_3
{X-Sy—Zz =1 Y=7
(=4 _ (=4
Ty=15 8
x=7+2z

Ainsi (S) admet une infinité de solutions ; I'ensemble des solutions de (S) est :
8 5
E = {(7 +22;7 ;2) 3z € IR}.

On présente cette résolution sous une forme matricielle plus simple .
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2 1 4
Désignons par A = la matrice de (S) et par
1 4 -2
5 6 -10
1 -3 -2 | -1
— 21 4 | 3
A = appelée la matrice élargie de (S) ;
1 4 -2 | 4

5 6 -10 | 10

on n'écrit plus les inconnues et les signes

n_mn

et on effectue les transformations

¢lémentaires sur la matrice ¢largie A de (S).

1 3 2 | -1 1 3 2 | -1

_ 2 1 4 | 3 07 01 5

1 4 2 | 4 L —o, | 07 015

5 6 <10 10/ b —L 021 0 | 15
Ls — 5L,

[1—3 —2]—1]
07 01 5)
DV\ _é _§+2
ouy—7etx—7 Z.

a X fo.ta X = b,
* D'une fagon générale ; soit le systeme (S) :
X, t..ta =b
nl "1 np p n
4 A
et A = la matrice de (S) .
a a
n 1 np

La matrice obtenue en adjoignant a A la colonne des b . est appelée la matrice €largie de (S);

on lanote A .

X:

n 1 np
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Pour la présentation des calculs de la résolution d'un systéme; on adopte dans la suite; une
présentation matricielle.

3) Méthode de GAUSS

a) Exemple 1 :

3
Résoudre dans IR :

x+ty+2z=2
)

(S -Xx tyt+tz=2

2x+4y +z2 =0
1 12 ] 2 11 2 ] 2 11 2 ] 2

1

111 ]2|—]023 | 4|—]0273]4
2 4110 02 3| -4 00 6| -8

4 2 4
D'ou z = 3 alors y =0 et x = —g.Ainsi (S,) admet une solution unique (—g ;05 3

).

Exemple 2
x+2y-z=0
S,) : 3x +2y+z =6
4x+3y +z =15
1 2 -1 10 1 2 -1 ] 0 1 2 -1 ] 0
3216 | — 0 4 4 |6 |—| 0 -1 1] 32| —
4 3 1 |5 0 -55 1S5 0 -5 5| 5
1 2 -1 O

5
0 -1 1 | 3/2 |.Donc (S,) est incompatible . (la derniére équation 0z = - 5)-
0 0 0 | -52

Exemple 3
3
Résoudre dans IR :

X, tx, ¥ x,+x,= 1

(S,) : X, t2x, - x,+x,=12

3x1+5x2 -X3+3X4:5
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X, tX, +x +x =1 x=-3x3-x4
=

2 3 4 1
1

X —2x3= X2:1+2X3

Done (S;) < {
2

Donc (S;) a pour ensemble de solutions .

E={(3x,-x, ;1 +2x,:%x,5%,) ; X;5%x, € IR}

b) La méthode utilisée pour résoudre les systémes ci-dessus est appelée : La méthode de
GAUSS : son principe est le suivant :

On utilise des combinaisons sur les lignes de la matrice élargie pour éliminer successivement

une a une les inconnues.

On commence pour choisir un coefficient non nul appelé Pivot dans la 1°" ligne (par exemple

a,,# 0)eton ¢limine alors I'inconnue x| de toutes les autres équations ; puis on choisit un

coefficien non nul sur la 2° ligne ... et ainsi de suite . On obtient alors :

- une ligne de la forme 00...0|o ; o # 0 quilui correspond I'équation 0x, + 0x,
+ ...+ Oxp =a ; oo # 0 ; donc (S) estincompatible .

-ou bien un systéme (S') équivalenta (S) de la forme :

' —
o X, F o Foy X = B,

o X, T Foy X = B,

(S') : 3

Lo x + oo to x =B

P P
Vie {l;..;r} o, # 0 (quitte a réindexer les inconnues ).

(S") contient r équations ; r < inf(n;p).
Alors : Si r= p: (S) admet une solution unique. On détermine X, de la derni¢re équation

puis on détermine X5 X de proche en proche .

Sir < p: onécrit x_enfonctionde x ;X puison détermine de proche en proche

R
lesx, : i=r-1;..;1.(S) admet alors une infinité¢ de solutions dépendantes de p - r

valeurs arbitraires .

On dit qu'on a une indétermination d'ordre p-r.
c) Exercice :

4 \ \
Résoudre dans IR suivant les valeurs des paramétres a; b ; ¢ le systeme :
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) 2x, + 4x, - 4x =b

Solution :

La matrice ¢élargie de (S) est:

1 0 0 -1]3 100 -1] 3
01 a 212 01 a 2] 2
— —
0 2 4 -4 | b 02 4 4] b
6 3 60 | c 0 -3 66 | c-18
10 0 -1] 3 10 0 -1 | 3
01 a -2 2 01 a -2 | 2
—
00 422 0 | b4 00 428 0 | b4
00 -6t3a 0 | c12 00 0 0 | 3b+2c-36

Sia=2; b=4 et c=12 : alors (S) admet une infinité de solution . L'ensemble des
solutions est E = {(3 + X, 2= 2%, T 2%, 5%, X4) ; X33 X, € IR}

On a une indetermination d'ordre 2 .

Sia=2;b=4cetc# 12 : alors (S) est incompatible .

Sia=2 etb # 4 : alors (S) estincompatible .

Si a#2 et 3b+2c-36 # 0 : alors (S) est incompatible .

Si a#2 et 3b+2c-36 = 0 : alors (S) admet une infinité de solutions . L'ensemble des

solutions est :
E. = 3+ | b; + 2 . b;4 . . IR . dé : :
, = {( Xy5 l-az—— Xy 3 4-9g 3 x4), X, € } ; on a une détermination

d'ordre 1.

80



Exercices
Exercice 1

1) Calculer les déterminants suivants :

1 1 1 1
x o 1
I -1 1 1
a) ;b 1 x X ; oe IR ; xelR ;
1 1 -1 1
0 1 2x
I 1 1 -1
I 1 -1 2 201 2 -1
a 1 1 1 2 0 3 -2
c) ;a€elR ; d) ;
1 -1 3 -3 -1 -1 40
4 2 0 a 1 1 2 3
2
1 & ¢
2) Montrer que e 1 ez = 0 ou ¢ est une racine cubique de l'unité (e € {1; j; j*})
2
e ¢ 1
Exercice 2
302 -1
Pour quelles valeurs du réel o lamatrice A=| 2 o 1 est elle inversible ?
-1 201
-1
Donner alors la matrice A .
Exercice 3
Calculer le déterminant D (x) de la matrice A = (aij) cic (n2>2) tel que:
fsisn
o -1 sii=
Vi;je{l;..;n} a;; = {x Sii#j

Pour quelles valeurs de x ; A n'est pas inversible ?
Exercice 4
Soient D et A les déterminants définis par :

1 1 1 1
1 sina cosa
1 1 cosc cosb
D= | 1 sinb cosb ;A=

1 cosc 1 cosa
1 sinc cosc

1 cosb cosa 1
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. a-b . b-c . c-a
1) Montrer que D = -4 sin 5 SN~ sin T

2 a 2 b 2 ¢

2) Montrer que A = - 16 sin 5 sin 5 sin 3

Exercice 5

Soit P la fonction polyndme définie par :

2 3
1 x x X
1 1 1 1

P(x) =
1 2 3 4
2 2 2
1 2 3 4

Montrer que P (x) est divisible par (x - 1) ’ .
Exercice 6

Soit A le déterminant défini par :

0 abc
a 0 cb

b c 0 a

c bao
Montrerque A =-(a+b+c)(b+tc-a)(cta-b)(a+b-c).

Exercice 7

Factoriser le déterminant D d'ordre n ; dont les éléments de la diagonale principale sont
égaux a x ; et les autres ¢léments sont égaux a 1 .

Exercice 8

Pour quelles valeurs du nombre réel o les matrices .

o 1 1 1
0 sino sin2o
Il o 1 1
a) sin. 0 sin2a b)
1 1 o 1
sin2o0 sinot 0
1 1 1 o
-1 4 o 4o-1
o-l -2 0 -o-1
c) sont - elles inversibles ?
0 o 3 3o
0 1 1 1
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Exercice 9 :
Résoudre les systémes suivants :

2x+y+z+t=3

3x+t4y +z +2t=3 xt2ytz+t=1
a) (6x+8y +2z+5t=7 b )yxty+t2z+tt=2
Ox +12y + 3z + 10t =13 xty+z+2t=4

X -yt+tz-t=0

Exercice 10 :

3 .
Résoudre dans C suivant les valeurs de a :

2
x+tay taz =0

ax+y +az =0

_2 —
axtay +tz =0

Exercice 11 :
Résoudre et discuter sur IR les systemes suivants lorsqu'ils ne sont pas de Cramer :
(m-l)X+y-Z =m 2X+7Ly+z+t:1

2x+my +z = 3 . (1+A)x+2y +At = a

2 W Yx+dy+z+t = 2a
Xx+y +At =3a

i)

mx +(l-m)y +mz = m
Exercice 12 :

4
Résoudre dans IR

X, +2x2+ 3X3 +x, = 1
(S) 2x, +3x, + x; - 2x, =2
3X1 +x, + 2x3 - X, =3

Exercice 13:

3 . \ . \
Résoudre dans IR ; suivant les valeurs du parametre réel A ; le systéme :

Ax+y+z=1
X tAy+z=1

S X ty+tAz=1
A-Dx+y+2z=1

Exercice 14 :

Résoudre les systémes suivants :
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1

1) 1% - 8, + 8, =0 2) 1%, - 2x; +x, =1
3x,-2x, + 4X3 =0 x4-3X5 =2
2X1—X2+3X3+2X4:4 x+y+z=1

; 3x, +3x, + 3x, + 2x,= 6 A X+2y -z = -1

) 3X1—X2—X3+2X4:6 ) X +3z2=3
3X1-X2+3X3-X4:6 2x ty+td4z=4

Exercice 15 :
Résoudre; suivant les valeurs des parameétres a ;b ; ¢ et d les systémes :

x+ty+z+t=a X tx, = 2

. X-y-z+t=b L)X txy=12b
i) -X-ytz+t=c i) X, +x,=2¢
3x+y -3z-Tt=4d x, + x,= 2d

4

Exercice 16 :

Trouver un polynéme P de degré 3 a coefficients réels tel que :
P(1)=4;P(-1)=0;P(-2)=-5etP(2) =15.
Exercice 17 :

Soit le systeme (S) :

X+y +2z -t=2A-1
X+2y +2z - t= A
2x+3y+ (A+3)z -2t =1

2
4x+6y + A+7)z + (A -A-dHt =2

1) Pour quelles valeurs de A ; a-t-on rg(S) = 4 ?

2) Résoudre (S) lorsqu'il est de rang < 3.
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