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Cette unité contient les notions mathématiques de base nécessaires a tout utilisateur des mathématiques. Elle
s’adresse essentiellement aux candidats du premier cycle physique ou technique. Elle est constituée de six
chapitres, trois chapitres (I, 11, et III) d’algébre et trois chapitres (IV, V et VI) d’analyse.



CHAPITRE I

POLYNOMES
ET
FRACTIONS RATIONNELLES

Dans ce chapitre; IK désigne le corps des nombres réels IR ou le corps des nombres

complexes (.

I- POLYNOMES
I-1- Généralités

1) Définitions

On appelle fonction polynéme ou plus simplement polyndme toute application P de

IK dans IK définie par :

VxelK;P(x)=aptax+..+ anxn ; ou ajp;...;a, sont des éléments de IK et n e IN.

2) Remarques

* On dit que x est une indéterminée et que P est un polynome en x a coefficients dans IK.
On notera IK[x] I'ensemble des polynomes a une indéterminée a coefficients dans IK.

* Pour tout entier n :
Vxe IK;a()+alx+...+akxk+...+anxn=0 oag=0 ;Vke{0;..;n}
* Lorsqu'on écrit P(x) =ap+ajx + ... + anxn (respectivement P(x) = anxn +...tajx+ag); on

dit que P(x) est ordonné suivant les puissances croissantes (respectivement décroissantes).

3) Degré d'un polynome

Soit P(x) =ag+tajx + ..+ anxn un polynome non nulle de IK[x]. Le plus grand entier k tel

que ai # 0 s'appelle le degré du polyndme P; on le note d° (P).

Cette définition a un sens pour tout polyndome P € IK[x]; sauf pour le polyndme nul. On pose

par convention d°(0) = -co.




*Soit P un polynéme de degré n; P(x)=ap+a1X+...+ aan avec ap#0

Le terme anxn s'appelle le monéme dominant de P et ap le coefficient dominant de P.

Si a,=1; onditque P estun polyndme unitaire.

* Les polynomes de degr¢ 0 sont appelés polyndmes constants ou plus simplement
"constantes". Ce sont les éléments non nuls de IK.

4)Propriétés du degré

P et Q étant deux polynomes IK[x] alors :
1) d°(P + Q) < max(d°(P) ; d°(Q)).
i1) d ° (PQ) = d°(P) + d°(Q).

I-2 Divisions des polynomes - Zéros d'un polynéome

1) Divisibilité dans IK[x]

a) Définition

Etant donné deux polynomes a et b de IK[x]; on dit que b divise a et I'on note b / a; s'il existe
un polynome q € IK[x] tel que a=bq:
b/a < (dqe IK[x];a=Dbq).

On dit aussi que a est un multiple de b ou que b est un diviseur de a.

b) Propriétés

Les propriétés suivantes résultent immédiatement de la définition :
Va;b;c;deIK[x];VoeIK* ona:

l)a/a.

2)a/b et b/c = a/c.

3)a/betalc = a/b+c.

4)ya/b et c/d = ac / bd.

S)a/be ga/b & a/ob.




2) Division euclidienne

a) Théoréme

Etant donné deux polynémes a et b de IK[x]; avec b #0 ; il existe un couple unique de

polynomes (q ; r) de IK[x] tels que :

a=bq+r et d°(r)<d°(b).

b) Définition

Etant donné deux polyndmes a et b de IK[x] avec b#0.

Déterminer le couple (q;r) telsque:a=bq+r et d°(r)<d°(b)

c'est effectuer la division euclidienne de a par b. (On dit aussi division selon les puissances

décroissantes).

Les polyndmes q et r se nomment respectivement : quotient et reste.

¢) Remarque

Pour que b/ a; il faut et il suffit que le reste de la division euclidienne de a par b soit nul.

d) Exemple et disposition pratique

Effectuons la division euclidienne de :

a=3X> +4X%+1 pour b=XZ+2X+3.
On adopte la disposition pratique suivante.
a = 3X° +4x2 +1 X2 42X +3 ~b
23X -ext - ox3 3X3 -6X2 43X +16 =g
sext s oxd +ax? Tl
6xt 1120 +18X2
3X3 +20%2 1
B S )
16X% - 9X  +1
16X2 230X -48
r= S41X =47




2 2

On adonc : 3X° +4X2 + 1 = (X2 + 2X + 3)(3X" - 6X2 + 3X + 16) - 41X - 47.
(le degré du reste -41X -47 est strictement inférieur a celui de b)

3) Zéros d'un polynome

a) Définition

On dit qu'un élément a de IK est un zéro ou une racine du polynome P € IK[x] si P(a) =0.

b) Théoréme

Soit P e IK[x] et ae IK.
1) Le reste de la division euclidienne de P par x - a est P(a).

i1) Pour que a soit un zéro de P ; il faut et il suffit que P soit divisible par x - a.

Preuve
Effectuons la division euclidienne de P par x - a.
I1 existe un couple (q;r) de polynomes tels que :
a=(x-a)q+r et d°(r)<d°(x-a)
or d°(x-a)=1 donc r estune constante.
D'ou P(a)=(a-a)q(a)+r.
Soit P(a) =r et conséquent P =(x - a)q + P(a).
Ainsi 1) est établi.
D'autre part pour que P soit divisible par x - a ; il faut et il suffit que P(a) =0 ; c'est a dire
que a soitun zéro de P. Ainsi ii) est établi.

4) Tableau de HORNER

*Soit ae IK et Pe IK[x];d°P=n;n>1.

Déterminons le quotient de la division euclidienne de P par x - a.
Ona:P=(x-2a)Q+P(a) et d°Q=n-1.

Posons P=a0+alx+...+anxn ; an#0

et Q=bo+byx+..+by x".

On obtient :




-1 1

apx" +ap_1X ' +..+ajx+ag=(x-a)by1x  +..+bx+bg)+P(a)

— by X"+ (b - by XM+ F (bl - abl)XX + .. + (b - abp)x + P(a) -abg

Par identification on a alors :

apn=bp-1;3n-1 =bp-2-abpy_1;...;ak =by.1 —abg;...;a; =bg-aby ; ag=P(a) - abg

Soit

bp-1 =an;bp2 =ap-1 Tabp.1;bp3=app tabyo;..; bk =ag +abg;..;bg=aj; +aby;
P(a) = a( +aby.

On résume ceci dans le tableau suivant :

P an an-1 an-2 | ... ak a] | a0 | Reste

a | 0 |bn-1=an|bp2 | . | bk |[bk-1| ... | ... | b0 | P(a)

ou on calcule les coefficients by par la formule :

bk =ag+] +abgs] 5 Vke {0;...;n-2}.

Exemple

Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne de :

5 4 2

P=X"+2X"-3X"-36X-5 par X-3.

P 1 2 0 |-3|-36| -5 | Reste

3 O | 1 | 5 [15]42 |90 | 265

3 2

Soit P=(X - 3)(X7 + 5X° + 15X2 + 42X + 90) + 265.

Exemple (Tableau de HORNER complet)

1)Déterminons le quotient et le reste de la division euclidienne de :

4 3 2

P=X*-0X>+30X%-40X+24 par (X-2°  puispar  (X-2)*



P 1 -9 | 30 | -40 | +24 | Reste
2 0 1 | -7 16| -8 8
2 0 1 | -5 6 4
2 0 1 -3 0
2 0 1 -1
2 3 2

P=(X-2)(X3-7X + 16X -8)+ 8 ; posons Q=X -7X"+ 16X -8 ;onaalors:
Q=(X—2)(X2—5X+6)+4 ; posons Q1 =X2—5X+6;onaa10rs:
Q=X-2)X-3) ; posons Q=X -3 ;onaalors:
Q=(X-2)-1.

Dot P=(X-2) [X-3]+4(X-2)+8=(X-2)1(X-3)+4X

et P=(X-2%-(X-2>+4X-2)+8.

2) Déterminons le quotient et le reste de la division euclidienne de :

6 5

P=s5x0-6x>+1 ;  par (X-1)?

P 5 -6 0 0 0 0 1 Reste

3 2

Done P = (X - 1)2(5X* +4X3 + 3X2 + 2X + 1),

5- Polynomes associés

* On dit que les éléments A et B de IK[X] sont associés s'ils se divisent I'un I'autre (A #0
; B#0).

* Dans ce cas il existe P et Q telsque A=BP et B=AQ dou A= AQP et par
conséquent 1 =QP donc P et Q sont des constantes non nulles.

Doncona:

A /B et B/ A sietseulement s’il existe A € IK* telle que A =AB.



Exemple

Soit A =3X°

-2X-6.

Si A et B sont associés et B est unitaire alors : B = X3 - % X-2

6) Division selon les puissances croissantes

a) Théoréme

Etant donné un nombre naturel h et deux polynémes a et b de IK[X] avec b(0)# 0 ; 1l
existe un couple unique (q;r) de polyndmes de IK[x] tels que :

a=bq+x"'r; et d°(q)<h

b) Définition

Etant donné un nombre naturel h et deux polynomes a et b de IK[X] avec b(0) # 0.
Déterminer le couple (q;r) tels que:
a=bq+x"'r; etd°(q)<h

C'est effectuer la division de a par b al'ordre h selon les puissances croissantes.

¢) Disposition pratique

Soit a=2+4X2 + X3

et b=1+2X+3X2.

Effectuons la division a 'ordre h = 3; selon les puissances croissantes de a par b.

2 +4x% 4 X3 | +2X +3X2
224X - 6X2 24X 46X +X°
44X -2+ X
4X  +8X% +12X°
6X2  +13X°
S o6x2 -1 18Xt
x> -1gx?
-0 ot 3
S20xt -3x




On a donc :

2 2

2+4X% 433 = (142X +3X2)(2 - 4X + 6X2 + X2) + XK= 20 - 3%)

7) Racines rationnelles d'un polynome

a- Théoréme

Soit A =ag+ajX + .. +ayX" un polyndme de degré n =2 ou les coefficients aj sont des

¢léments de Z (premiers entre eux dans leur ensemble) et o = P un nombre rationnel ot peZ

q

;g€ IN*; p et q premiers entre eux.

Si a estracine de A alors p divise le terme constant ag et q divise le coefficient dominant aj,

De plus p - q divise A(1) (si A(1)#0) et p+q divise A(-1) (si A(-1)#0).

b- Application

Soit A=4X3+X2+X-3.

Si £ est une racine rationnelle de A alors p divise 3 et q divise 4 d'ou pe {-1
q
;1:-3;3} et qe {1;2;4} (car q>0).
Cequidonne£€ {—1;1;—3;3;—1;l;—i;é;—l;l;—i;i}.
q 22 2 2 4 4 4 4

Comme A(l)=3 et A(-1)=-7 alors p-q divise 3 et p+q divise -7 on en déduit alors

. 1 3 3 1 1 3 )
que les rationnels 3;-3; —;-—; =—;-—; —;-— ne sont pas racines.
22 2 4 4

Donc les seules racines rationnelles possibles sont donc - % et % On vérifie alors que A(-
1 3

—)#0 et A(=)=0.

2) ( 2 )

Donc % estune racine de A et A s'écrit: A= (4X- 3)(X2 +X+1).

c- Exercice

Déterminer les racines des polynomes suivants :

a) 4X* +36X> + 61X2 - 90X + 25.

2

b) 2X° - 7X% + 5X - 6.




I-3- Dérivation des polynomes

1) Dérivée d'un polynéme

a- Définition

Soit p=ag+tajx+..+ anxn un polynome de IK[x]; d°(p) =n.

Par définition; la dérivée de p (noté p' ou p'(x)) est le polyndme :

p’=aj +2ax + ... +nanxn_1 ; sin>1

Etsi n=0 ou -e alors p'=0.

b- Remarques
*Si d°(p)=1 alors d°(p)=d°(p)- 1.

c- Propriétés
HVpelK[x];Vqe IK[x]; Vae IK ona:
DP+q=p+dq.

ii) (op)' = ap'.

2)Vpe IK[x];Vqe IK[x];ona:

1) (pg)' =p'q +q’p.
. n-1
p

i1) (pn)' =np ; Vne IN*,

d) Dérivées successives

On définit par récurrence; le polyndme dérivée d'ordre n (n € IN) d'un polyndme p ; noté
p(n) comme suit : p(O) =p ; p(n+1) = [p(n)]v_
On a ainsi : 0)_ p.

p
p=p.

p') =)' noté p".
p = (") s noté p"




2) Multiplicité d'un zéro

a- Définition

On appelle multiplicité¢ d'un zéro a d'un polynome p de IK[x] ; I'entier naturel h>1

tel qu'il existe un polyndme q vérifiant :

p=(X- a)hq avec q(a)#0.

b- Remarque

* On dit aussi que a est un zéro d'ordre h de p.
*Si h=1;onditque a estune racine simple de p.
Si h 22 ;onditque a estune racine multiple de p
Si h=2;onditque a estune racine double de ;....
c- Propriété
Si aj;ap;..;ar sontdes zéros distincts d'un polyndme p de IK[x] ; de multiplicité
respectives hjy ; hp ;... ; hy il existe alors un polynome q de IK[x] ; tel que :
p=(x-ap x-a2) 2 (-2 Tq
avec : q(aj) #0 pour ie {1;2;..;r}.
d- Remarque
De la propriété précédente; il résulte que :
d°()=h;+..+h+d°(q
d'ou; hy + ...+ hy <d ° (p).

Donc tout polynome p de IK[x] de degré n =1 a au plus n zéros distincts (il peut n'en

avoir aucun).
En particulier si; hy + ... +hy =d ° (p) alors d °(q)=0 et q est une constante.

Si q=A e IK* est cette constante on a dans ce cas :

p=Ax-ap . x-ap™.
e- Lemme
Soit p € IK[x]. Si a estun zéro d'ordre h>1 de p; alors a estun zéro d'ordre h-1
de p".

10




Preuve
Supposons a zéro d'ordre h>1 de p. Alors il existe q € IK[x] tel que :
p=(x- a)hq avec q(a) #0.
Dérivons p on obtient :
p'=hx-2)" g+ (x-a)q
= (x-2)"thg + (x - a)q1].
Posons t=hq + (x - a)q".
Onaalors:p' = (x - a)h'lt
avec t(a) =hgq(a) #0.
Donc a est zéro d'ordre h-1 de p".

f- Théoréeme

Soit p € IK[x] et h € IN*; pour que a soit zéro d'ordre h de p ; il faut et il suffit que a soit

z¢éro de p(i) pour 0<i<h etque p(h)(a) #0.

g-Exercice
Soit le polyndme P = 6x® — 8x” +8x — 6.
Vérifier que 1 est une racine de p et déterminer son ordre de multiplicité.

I-4- POLYNOMES de ¢[X] ET DE IR[X]

1) Polynomes Irréductibles

a- Définition

Un polynome P de IK[X] de degré n >1; est dit irréductible ou premier sur le corps IK (ou

dans IK[X] ) si ses seuls diviseurs dans IK[X sont les polyndmes associés a P et les ¢léments de
IK*

Un polyndme qui n'est pas irréductible est dit réductible.

b- Remarques

1) 11 résulte de la définition que :
- Un polyndme non constant P est irréductible dans IK[X] si et seulement si (P =FG

entraine que F ou G est constant.)

11




- Un polyndme irréductible P de degré n =1 n’admet pas dans IK[X] des diviseurs dont le
degré m vérifie 0 <m <n.

- Tout polynome irréductible n’est pas constant puisqu’il est de degré supérieur ou égal a 1.
-Tout polyndme associé a un polyndme irréductible est lui méme irréductible.

-Tout polynome de degré 1 est irréductible.

2) -Le polynome X2 - 2 est réductible dans IR[X].

-Le polyndme X2 +1 estirréductible dans IR[X] et réductible dans C[X] .

Ainsi la notion d'irréductibilité est relative au corps IK.

2) Polynomes premiers entre eux

a) Définition :

Etant donnés deux polynomes P et Q de IK[X]; on dit que P et Q sont premiers entre eux si les

seuls diviseurs communs de P et Q sont les éléments de IK*

b) Proposition :

Soient P un polynéme irréductible de IK[X] et A un polynome de IK[X]. Alors A et P sont
premiers entre eux si et seulement si P ne divise pas A.

3- Polynémes de ¢[X]

a) Théoreme : Théoréme de d'Alembert

Tout polyndme de C[X] ; de degré n > 1 ; admet au moins un zéro dans (.

b) Remarque :

D'aprés le théoréme de d'Alembert; tout polyndme irréductible de C[X] est de degré 1.

¢) Factorisation :

Soit p e ¢[X] avec d° (p)=n = 1. D'aprés le théoréme de d'Alembert; il admet au moins un
zéro o € (. Il existe donc un polyndme pj € C[X] tel que :

p=(X-0a1)p1-Sin=1 ona d°(py)=0 et pj estune constante.

Sin>1;ona d°(py)=1 etlon peut appliquer de nouveau le théoréme de d'Alembert au

polynéme pj ; ce polynome admet au moins un zéro o € ( etil existe py € C[X] tel que

p1=X-o0p)py dou p=(X-o)(X-0)p7 .
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Si n=2;alors d°(pp) =0 et pp estune constante.
Si n =2 ; raisonnons par récurrence sur le degré n du polyndme p ; supposons que :

p=(X-0p)X-0)..(X-0n1)Pn-1 avec d®n-1=1.
Alors il existe une constante A € €* etunnombre o, € (€ tels que :

Pn-1 = MX - ap)

et par conséquent : p=AX-01)X-0)) ... (X - ap).
Il en résulte que tout polynome p de C[X] de degré n>1 posséde n zéros; distincts ou
non.

En regroupant les termes correspondants a des racines confondues; on obtient :

V pe C[X];pnon constant; p s'écrit d'une maniére unique sous la forme :

p=7»H(X—0{i)k" o As;oie € kjeIN
i=1
et Zki=d°p
i=l

appelée la factorisation du polynéme P dans C[X].
d) Exemple :

Soit P=X"+1.

La factorisation du polynome P dans €[X] est :
P=X+1)X+))(X-j)

4- Polynomes de IR[X]

a)Ona IR c ¢ = IR[X] c ([X].

Par conséquent; ce qui a été¢ dit des polyndomes a coefficients complexes s'applique en
particulier au polynomes a coefficients réels. Par exemple; tout polynome non constant a
coefficients réels admet au moins un zéro réel ou complexe.

Remarquons que les zéros d'un polynome de IR[X] ne sont pas toujours réels; ainsi le

polyndme du second degré a coefficients réels : p= aX2 +bX +c

; ; \ . 2
n'a de zéros réels que dans le cas ou le discriminant b” - 4ac > 0.

Dans le cas ou b2 - 4ac < 0 ; les zéros appartiennent & € \ IR.. Tout polyndme premier de

IR[X] n'est pas nécessairement du premier degré. Nous nous proposons d'établir dans ce qui

13



suit que tout polyndme premier de IR[X] est soit du premier degré soit du second degré a
discriminant < 0.

b- Propriété

Soit p € IR[X] et a.e ¢. Alors p(&)z m.

(5{ désignant le conjugué de o).

Preuve

Rappelons que : VoeC;VBe C¢;Vke IN:

a+ f=a+fiaf=0of; @ =(a)

et que si aeIR;;Za

Prenons un polynome p a coefficients réels :
p=apX"+..+a9= > a, X"
k=0
avec ag € IR;Vke {0;1;..;n}.

On a alors :

n . o n — n
p(a)= > a,a* dou p(a)=> a,a = aa"= p(a)
k=0 k=0 k=0

c- Théoréme

Si o est zéro d'ordre h d'un polynome P a coefficients réels; alors le conjugué o est zéro

d'ordre h de ce polynome P.

Preuve
On a par hypothese :
p(@)=p(e)=..=p"Diay=0 et pMioy 0.
Appliquant la propriété précédente on a :
p(a)=p(@)=.=pPDa)=0 et p®( a)=0.
Donce est zéro d'ordre h de p.

d- Polynomes premiers dans IR[X]
Soit g€ IR[X];d°q=n=1.1ladmet n zéros réels ou complexes; distincts ou non. Soit h;j

l'ordre de multiplicité du zéro o . Alors :
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hy hy
q=MX-01) ..(X-o0p)
avec e €; ap;..;ope C;hy+..+h-=n.
Dans cette décomposition; a tout zéro o € ¢\ IR correspond un zéro distinct
o = Z et hj=h;.
Portons notre attention sur deux tels zéros conjugués.
En ce qui les concerne; on a dans la décomposition précédente; un produit du type :
X - "X - o) = [(X - (X - )]

2. (0(+55)X+0c55

or (X-o)(X-a)=X
remarquons que o + a=selR

oa=peIR"
par conséquent : (X- oc)h(X - 5{))h = (X2 -sX + p)h e IR[X].
I en résulte que tout polynéme q de IR[X] peut se décomposer en produit de polyndomes
appartenant aux deux types suivants dans IR[X] :
* Les facteurs du premier degré X - oo pour tout zéro réel o
* Les facteurs du second degré X2 - sX + p pour tout couple de zéros complexes non réels
conjugués (s2 -4p <0).
De plus A € IR.

On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Théoréme

Les polyndmes premiers de IR[X] sont du premier ou du second degré a discriminant < 0.

e) En résumé

Un polynéme P € IR[X] peut donc étre factoris¢ de deux manieres différentes en facteurs
irréductibles :
-1) Si on le considére comme un polynéme de ¢[X] ; on le décompose en un produit de

polynomes du premier degré appartenant a ¢[X].
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-2) Si on le considére dans IR[X] ; on le décompose en produit de facteurs du premier degré
et/ou du second degré appartenant a IR[X].

Les facteurs du premier degré correspondent aux racines réelles de P ; les facteurs
irréductibles du second degré sont obtenus en regroupant les facteurs "conjugués" du premier

degré de la factorisation sur €. Donc :
V p e IR[X]; p non constant; p s'écrit d'une maniére unique sous la forme :

p=A H(X—ai)k" H(X2+ij+cj)lf ol A:aj,bj;c € IR;b-4¢; <0
i=1

J=1

ki, leIN et Yk +2)1, =d(p)
i=l j=1

appelée la factorisation du polynome p dans IR[X].
(il est clair que selon le polynome p de IR[X]; la factorisation de p dans IR[X] contient un seul

des deux produits ou les deux produits ci-dessus.)

f) Exemple

Factoriser dans IR[X] les polyndmes suivants :

p(x)=x"—1;qx)=x"+x*+1;s(x)=x —x* - 21x + 45
Ona:

p(x) = (x-1) (*+ x + 1)

q(x) = (x*+ x +1)(x* = x +1)

5(x) = (x-3)(x +5)

I-5- Exemples pratiques : Equations réciproques

1- Définition

Soit P € IK[X] ; I'équation P(x) = 0 est dite réciproque si; oo étant une racine quelconque non

, . 1 . n e
nulle de I'équation; — est aussi racine avec le méme ordre de multiplicité.
(24

2- Proposition

Pour qu'une équation algébrique Z a,x" =0 (ag € IK) soit réciproque; il faut et il suffit que
k=0

Vke {0;1;..;n};ak=apk oubien Vke {0;1;..;n};ap=-a5k.

Démonstration
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Soit I'¢quation algébrique :

() agx"+an X"+ +ag=0 (a e IK;a9#0;:n>1).

0 n'est pas racine car ag # 0.

L'équation ayant pour racines les inverses de (1) est :

1 1

a,—+a, , —+..ta,—+a, =0
n n—1

X X X

soit
(ii) an+an_lx+...+alxn_1 +agx =0
L'équation (i) est réciproque si elle admet les mémes racines que I'équation (ii).

La condition nécessaire et suffisante est donc que les polynomes :

P(X) = apX™ + a1 X% + ... + ag

et

QX) =apX" + aan_l +...tay

aient leurs coefficients proportionnels :

an_an—l_ _ al _a_O_l
a, a a,, 4,
On tire donc :
a a 2
1= == A°=1 = A=4=1.
aO an

3- Proposition

Toute équation réciproque P(x) = 0 (Pe IK[x]); débarrassée des racines +1 et -1 ; se raméne
a 1'équation réciproque de degré pair :

2r
D bx* =0 ; avec by =bpr .
=0

Démonstration

Soit P(x) = Z a,x* =0 ; une équation réciproque.
k=0

Eliminons du polyndme P ; les racines éventuelles +1 et -1 ; en effectuant les divisions
euclidiennes successives de P par X -1 ou X + 1 autant de fois qu'il est nécessaire de telle

sorte que le quotient Q est un polynome dont les racines sont distinctes de +1 et -1.
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. . .. . 1
Les racines du polyndme sont aussi racines de P et s'accouplent deux a deux o, —
polyn p o

) (o# 1 car au# t 1) ; par conséquent le degré de Q est pair et I'équation Q(x) =0 est
a

réciproque.
Si Q(x) = ibkx" ; on ne peut pas avoir by =-by,_ car 1 n'est pasracine de Q.
2r =
Soit Z b,x" =0 avec bi = by ; une équation réciproque de degré pair soit 2r.
k=0
4) Nous allons exposer une méthode de transformation de cette équation qui permet de
ramener la résolution a celle d'une équation de degré r.
Groupons les termes équidistants des extrémes; on aura :

box T + 1)+ b X+ %) + o+ b T xT) + bk = 0

et en divisant par X" ;
b, (x" _"ir)"'bl(xr_1 +%)+"'+br—1(x+l)+br =0
X X X

1
Posons : y= x+ —.
X

En élevant au carré; on trouve :

1 2
x2 +—2 =y - 2
X
et généralement :
1
x* +— =Pk(y)
X

ou Py estun polynome de degré k (en y) défini par la relation de récurrence :
P+1(y) = yPK(y) - P-1(y)

Par cette transformation I'équation :

b, (x" +ir)+b1 (x! +%) +.+b,_, (x+l)+b,, =0
X X X
peut donc s'écrire :
boPr(y) + b1Pr1(y) + ... T br 1y + b =0.
On est ainsi ramené a une équation de degré r.

Pour chaque racine y de cette derniére équation; on résoudre I'équation du second degré :

X2-yx+l=0
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et I'on associera ainsi a chaque racine y deux racines inverses l'une de 'autre de 1'équation :

2r
D bxt =0 (bk = b2r-k)-
k=0
S- Exemple
Résoudre 1'équation :
4 3,3 2

X -2X +ZX -2x+1=0

En divisant par X2 et en groupant les termes équidistants des extrémes; on trouve :

2,1 1 3
X"+ — -2x+—)+ ==0
x? ( X ) 4
et par suite en posant y = (X + l) ;
X
y2 -2y-2+ £ 0
4
i 2 9
soit : -1 - L=
(y-1 1
Les racines de cette dernic¢re équation sont :
5 1
== et =- —
¥1 5 y2 2

Pour déterminer les racines de l'équation proposée; il reste a déterminer les racines des

équations du second degré :

X2— §X+1:0
et
2 1
X"+ —-—x+1=0
2
On a donc les racines :
1 —1-i15 —1+i15

6- Exercice

Résoudre 1’équation : 3x* —10x> +6x> —10x+3=0
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II-FRACTIONS RATIONNELLES

IK désigne IR ou €; IK[X] 1’ensemble des polyndmes a une indéterminée sur IK. On pose
IK[X]* = IK[X] - {0}.

I1-1- Généralités

1) Définition

On appelle fraction rationnelle a une indéterminée un couple (a;b) de IK[X] x IK[X]* ; a se

I ’ . a
nomme numérateur; b dénominateur. On la note : Z

On désigne par IK(X) I’ensemble des fractions rationnelles

.a R . e .
La fraction 3 ou les deux polyndmes a et b sont premiers entre eux est dite irréductible.

2) Remarque

. a ,c . . .
Deux fractions 7 et — sont équivalentes si et seulement si ad = bc.

Toute fraction est équivalente a une fraction irréductible.

I1-2- Décomposition d'une fraction rationnelle

1- Partie entiére d'une fraction rationnelle

1 . . . ) a
A tout ¢lément de IK(X) ; on associe son représentant irréductible 3

Effectuons la division euclidienne de a par b dans IK[X] :
a=bq+r ; d°(r)<d°(b).
On a alors dans 1K(X) :
(1)

=q+ —; d°(@<d®(b)

a I
b b

La fraction rationnelle 3 est irréductible et le degré de son numérateur est strictement

inférieur a celui de son dénominateur.

A N . . ) a,
Le polyndme q se nomme "partie entieére de la fraction rationnelle 3

La décomposition (1) est évidement unique a cause de l'unicité de la division euclidienne

dans IK[X].
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2) Théoréme

Toute fraction irréductible % de IK(X) ; telle que : pi"; ... p.™ soit la décomposition de b en

facteurs premiers dans IK[X]; se décompose d'une maniére unique en somme de la forme :

a S o o o
R’ =qt+ -t 5 +..+—t avec d°(04)<d°(pp)
P P, P,
th th—l B
t o +..+1 avec d°(Bj)<d°(p,)
Py P2 P>
PRt
kh }\'h -1 7\‘
s Th g TRy 4T Avec d° () <d° (pp)
P, Pa P
3)Définition

. . A :
Toute fraction rationnelle Bn avec d ° (L) <d° (p) et pun polynome premier dans IK[x] se

nomme ¢élément simple dans IK(x).

Lorsqu'on a déterminé la somme du théoréme 2 ci-dessus ; on dit que 1'on a décomposé la fraction

% en éléments simples dans IK(x).
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1I-3- Décomposition dans C(X)

1- Partie polaire relative a un pole

On a vu que tout polyndme premier de C[X] est du premier degré.
Pour tout polynéme b € C [X] ; sa décomposition en facteurs premiers est du type :
hj hy hy
b=pX-a)) (X-0p) ~...(X-0p)
avec B € C;etpourtoutindice i;04€ Cet hje IN.

Définition

, , . . a N , ~
Les zéros 04 du dénominateur b de la fraction > appartenant a C(X) sont nommés pdles de la

fraction ; l'ordre de multiplicit¢ h; du zéro o; de b est appelé ordre du pole «; de la fraction

a

P

T avec A, o€ ¢ ;ne IN*

Tout élément simple dans (t(X) est du type : W

, .. 1 s . . a L, ,
La décomposition en ¢léments simples d'une fraction 5 de €(X) est; en général; le résultat de

l'addition de la partie enti¢re E (E est un polyndme de €[X] ) et des sommes partielles des

types :
M Mo M

xo)" o™ T T xa

A . a
pour chaque pole o d'ordre h de la fraction o
Une telle somme d'éléments simple se nomme partie polaire relative au pole o ; et on la note
Ty, -
.oo.oa
Ainsi : 5 =E+ z T,

2) Détermination pratique

Pour obtenir pratiquement Ty partie polaire relative au pole oo d’ordre h; on remarque que :

a(x) _ ax)
b(x) (x-0)'c(x)

avec c(o) #0

On prend alors le polyndme x - o0 comme nouvelle indéterminée y en posant y =X - CL.
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Apres cette substitution le polyndme a(x) devient un polynéme aj(y) ; c(x) un polyndme

c1(y) et la fraction ax) devient :
b(x)

ai(y)

yeiy)

Effectuons la division de a(y) par cj(y) selon les puissances croissantes a l'ordre h -1; on

avec ¢1(0)#0

obtient :
(M: a(y)=Ap+Ap-qy ...+ 7»1yh'1)61(y) + yhd(y)

les nombres A étant les coefficients du quotient et yhd(y) ¢tant le reste de la division.

On obtient alors :

ai(y) 7»h_-1 +7»1 d(y)

yay ¥y oy y )
Mo Ani A
Comme c¢(0) # 0 ; alors la somme : w + Jt +.+ 3y
_ . : : e aiy) , . :
est bien la partie polaire relative au pdle zéro d'ordre h de W ; par conséquent; les Aq ;

.. 3 Ap ainsi déterminé sont les coefficients de la partie polaire relative au pole o de la

fraction % de ¢(X).

3) Remarques
1) Dans la relation (1) ; remplagons y par O ; on obtient :
a1(0) = Apc1(0)
a(a)

soit (2): A= oK et on écrit A = (x-0)"F(x)/y—o 0l F(x) = ZEB

La relation (2) donne immédiatement le coefficient de I'¢1ément simple de "plus haut degré"
relatif au pole o

Notons que la relation (1) est valable pour h =1 ; c'est a dire dans le cas du pdle simple; de
sorte que la relation (2) détermine dans ce cas l'unique ¢élément simple de la partie polaire
relative a un pdle simple.

2) Dans le cas d'un pole simple; on peut utiliser une autre méthode.

Si la fraction % admet le pole simple o alors :b(x) = (x - a)c(x)avec c(ar) =0

En prenant les polyndmes dérivés; on trouve :b'(x) = c(x) + (x - a)c'(x)

en outre que b'(a) = c().
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a()

La relation (2) fournit pour le coefficient A relatif au pole simple o ; A = (@)

4)- Exemples

1
* Dans ¢(X) ; décomposer F(x) = T
Le degré du numérateur étant strictement inférieur a celui du dénominateur; la partie entiére
de la fraction est nulle. D'autre part; la décomposition en facteurs premiers du dénominateur
est :
3 1= 1 . 2

x> 1=(x- Dx-)x -

1; j;j*étant les racines cubiques de l'unité.

Comme chacun de ces nombres est un pdle simple; on a la décomposition suivante :
1 o B A

x’-1 x-1 X-] X~

Pour déterminer les coefficients o ; B ; A ; utilisons la remarque précédente.

Puisque b(x) = x3 -1 alors b'(x) = 3x2

-2
: 1
’ 7\'_3

OSTE

) 1
et par suite o0=5  ; B=

d'ou la décomposition cherchée :
1 1 j i’
3 = + + :
-1 3D T 3(— ) 3K

4
* Dans €(X) ; décomposer G(x) = ICSEB)E

La partie enti¢re de la fraction G est nulle.

La décomposition en facteurs premiers du dénominateur est :
2+ 1)2 = (x + ) 2(x - )2,

On a donc la décomposition en éléments simples du type suivant :

4 M +M+ b, M
x+1)"  (x-1)°  x-1 (x +i)° X +1

Puisque la fraction proposée appartient plus précisément a IR(x) (car les coefficients sont

réels); on a immédiatement : u] = 4, et w =4,
il suffit donc de déterminer Ay et Aj .

Pour cela; posons y=x - 1.
4
yr2) Y (ATdyty)

La fraction proposée devient alors : 71
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La division a l'ordre 1 selon les puissances croissantes du polyndme 4 par le polynome -4 +
41Y + Y2 donne pour quotient -1 - iy ; par conséquent :

Ay =-1 et A =-i

d'ou la décomposition cherchée :
4 -1 N -i N -1 . i
x“+1)°  (x-1)° x-1  (x+1)° x+i

1I-4- Décomposition dans IR(X)

1- Eléments simples dans IR(X)

Nous savons que les polyndmes premiers dans IR[X] sont de deux types :
- Tout polynéme du premier degré.

- Tout polynéme du second degré aX2 +bX +c avec b2 -4ac <0.

Dans IR(X) ; il y a donc deux types d'éléments simples :

- L'¢lément simple dit de premicre espece; du type :

A
x-o)" ; avec Ae IR; e IR ;he IN*

- L'¢lément simple dit de second espéce; du type :

AX + 2

; avec A;pue IR;he IN* et b“-4c<0.

(X2+bx+c)h

Théoréme :

. _a s . .
Toute fraction 3 de IR(x) s’écrit d’une maniere unique sous la forme :

%=E+Z Te + Y. Shbic
ou :
— E est la partie enticre de la fraction

— pour chaque pdle réel oo d'ordre h de la fraction %

i An N Ah-1
o= (x-o)  (x-00)"

A . . . A
+ ...+ ﬁ est la partie polaire relative au pole o

— pour chaque polynome (X2 + bX + ¢ )h avec b2 - 4¢c < 0; de la factorisation du

dénominateur b dans IR[x] est associ¢ la somme :

25



7\,1X+j,l1 7\,2X+j,l2 Khx+uh
Sb;c = 2 + 2 +.... +
x“+bx+c (X7 +bx+c)

(X2 + bx + c)h

2- Détermination des éléments de premiére espéce

Dans la recherche de la décomposition en éléments simples d'une fraction dans IR(X); tout ce
qui a été dit pour la décomposition dans ¢((X) s'applique intégralement aux éléments de
premiere espece.

Exemple

Décomposer dans IR(X) la fraction

4
(X -1’
La partie enti¢re de la décomposition est nulle.
Les diviseurs premiers du dénominateur sont du premier degré dans IR[X] :
X212 =(X-1)2X+1)%

Par conséquent dans la décomposition; il n'y a que des éléments simples de premiére espéce :
4 A A s A
(X2-D* (X-1)* X-1 (X+1)* X+1

Remarquons que la fraction proposée est paire; c'est a dire qu'elle reste invariante lorsqu'a X

on substitue -X:
4 A A
(X*-1)? (X+D)* X+1 (X-1)* Xx-1

Comme la décomposition est unique; on en déduit :

n2 =2 et pp=-Ap.
Reste a déterminer A et Ay . A cet effet on utilise l'indéterminée auxiliaire :
. . 4
Y =X -1 la fraction proposée devient : ————
Y (Y+2)

En divisant a 1'ordre 1 selon les puissances croissantes le polynome 4 par le polyndme :

4+4Y + Y2 on obtient pour quotient 1 -Y.

Par conséquent; A» =1 et A =-1 d'ou la décomposition demandée :
4 1 1 1 1
= - + +
(X*-1)? (X=1)° X-1 (X+1)> X+I1

3- Détermination des éléments de second espéce

: . . : . . a ..
a) Etudions d'abord le cas ou le dénominateur b de la fraction proposée > a un seul diviseur

premier et que ce diviseur premier soit du second degré.
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Apres avoir effectué la division euclidienne de a par b ; on est ramené a une fraction ’ avec

d°(r)<d° (b).
Posons b = (OLX2 + BX + 7)h avec B2 - 4oy < 0 ; on effectue alors des divisions

euclidiennes successives de r par och +BX+ y.

Exemple
Décomposer dans IR(X) la fraction :
X’ +2
(X*+X+1)°

Notons que la partie entiére est nulle.

Effectuons la division du numérateur pour X2 +X+1:

5

X+ 2=+ X+ )X - X2+ 1)-X+1

on a donc :
X’ +2 _ X3—X2+1+ —X+1
(X*+X+1D)’ (X*+X+D)* (X +X+1)°

et la derniére fraction est un élément de second espéce.
Réitérons avec la fraction restante; c'est a dire effectuons la division euclidienne du quotient

de la division précédente par le méme diviseur :

X2 X241 = (X2 + X+ 1)(X-2)+ X +3

on obtient finalement la décomposition cherchée :
X’ +2 X-2 . X+3 -X+1

= +
(X2+X+1)° X +X+1 (X°+X+1)° (X7+X+1)°

b) Cas général

. . , . \ . . . ., a
Etudions maintenant le cas général ou le dénominateur b de la fraction proposée 5 a plus

d'un diviseur premier dont I'un au moins est du second degré. Supposons :
b(X) = [(X - ) + BT (%)
c(X) n'admettant pas le diviseur premier (X - oc)2 + Bz .
D'apres la théorie de la décomposition en ¢léments simples; il existe un polynéme p(X)

€ IR[X] et deux nombres réels Ay et pp tels que:
a _ A X +u, n p(X)
b lx-a2+8] |-+ 5] )
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En multipliant par b(X) les deux membres de cette égalité on obtient :
a(X) = (X + up)e(X) + [(X + ) + B2Ip(X)
En remplagant X par o+ i3 dans cette relation on détermine Ap et pp
puisque c(a+if3) # 0.
Ces nombres étant calculés; on détermine ensuite le polyndome p(X) et on l'on réitere le

procédé sur la fraction :
p(X)
(X - + 2] )

on obtient ainsi successivement les éléments simples concernant le diviseur premier :
2

(X +a)” + B2,

¢) Exemple

Décomposer dans IR(X) la fraction :
X +1

(X2+D* (X + X +1)?

il existe un polynome p(X) et deux nombres réels A et p tels que :
X +1 _ AX+p, p(X)

(X2+D2(X*+X+D7 (X2 +1D) (X2 +D)(X*+X+1)°

doi X + 1 =X+ p)(X2 + X+ 12 (X2 + Dp(X).
remplagons X par i onobtient: A =p=-1.
On détermine ensuite p(X) par :
X+ 1)+ (X + DXZ+ X + 12= (X2 + D)pX)
Le premier membre doit étre divisible par X2 + 1 (la vérification de cette propriété
constituera une preuve pour le calcul de A et p).
Remarquons que ce premier membre s'écrit :

X+ D1+ X2+ X+ D] = (X + D[C +1)2 + 2X(X2 + 1) + X2

+ 1]
_ 2 2
=X+ DHX+DHX"+1+2X+1)
par conséquent p(X) = (X + 1)(X2 +2X +2).
Réitérons le procédé. Il existe un polynéme q(X) et deux nombres réels A' ; u'

tels que :

(X + X2 +2X +2) = WX + p)(X2 + X+ 12 + (X2 + Dq(X)
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En remplagant X par i;on obtient A'=-3 et p'=1; on détermine q(X) par :
(X2 + DgX) = (X + (X2 +2X +2) + 3X - X2 + X + )2
Le second membre peut s'écrire en groupant d'abord les parties contenant X2 + 1 en facteur :
(X + DO+ 1)+ BX - DI + 1)% +2X(X2 + 1)] + (X + DRX + 1) + 3X - X2,

En remarquant que :

3 2

(X + 12X+ 1)+ X23X - 1) =3X> + X2 +3X + 1 = 3X + (X2 + 1)

on obtient finalement :

q(X) =3X> + 5X2 +5X + 1.

En définitive :
X +1 o =X-1 | -3X+1 +3X3+5X2+5X+1

= +
X*+D)°(X*+X+D)>  (X*+D)> X*+1 (X*+X+1)°

Pour décomposer la derniére fraction; il suffit d'effectuer une division euclidienne (le

dénominateur a un seul diviseur premier).

3 2

33+ 5X2 45X+ 1= (X2 + X+ H(3X+2)- 1

D'ou la décomposition cherchée :
X +1 -X-1 +_3X+1+ 3X +2 1

(X2+D2X2+ X+ (X24D2 X241 X2+X+1 (X2+X+1)°

4- Méthode par identification

. o N , .. 1 . a
Une autre méthode consiste a poser a priori la décomposition en €léments simples de 3 et

de calculer les coefficients inconnus de cette décomposition par identification de deux
polyndmes obtenus apreés avoir multiplié les deux membres par b. (La partie enticre
éventuelle ayant été calculée au préalable par une division euclidienne; on suppose ici d °© (a)
<d ° (b)). Cette méthode d'identification s'applique surtout quand les diviseurs premiers de b

sont de seconde espéce; chacun intervient avec l'exposant 1 dans la décomposition de b.

Exemple
. . X +1
Décomposer dans IR(X) la fraction: —
X" +1

Cherchons d'abord les diviseurs premiers de X4 + 1 dans IR[X] ; on remarque que X4 +1=

o2 +1-0x2 .
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Soit X+ 1=(x2+ 1Y% - 2x2

S22 X)X X+

La décomposition en ¢léments simples de la fraction proposée est :
X+l aX +b cX +d

= +
X'+l X2-2x+1 X +2x+1

Pour déterminer des coefficients inconnus a ; b ; ¢ ; d ; nous multiplions les deux membres
par X4 + 1 ; on trouve :
X+1=@X+b) X2+ 2 X+ 1)+ (X +d)(X2- ¥2 X+1)
En identifiant les deux polyndmes qui constituent les deux membres de cette relation on
obtient :
(1) atc=0
(2) a2 +b-c 2 +d=0
(3) a+b J2+c-d V2 =1

4) b+d=1.

En tenant compte de (4) ; les relations (1) et (2) donnent :

d'ou
V2
4

C=_a=

En tenant compte de (1) ; les relations (3) et (4) donnent :
1

b-d=—
V2

b+d=
d'ou

b=i(2+\/2_) et d=i(2—\/2_)

La décomposition demandée est; par conséquent :

X+l —JiX+2+VF 22X +2-42

XY+l X - \/—X+1) A4X % +2X +1)
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Remarque

Pour décomposer une fraction rationnelle; on commence par calculer la partie enticre (si elle
est non nulle) par division euclidienne.
Pour les poles d'ordre relativement élevé (h > 3 par exemple) la méthode utilisant la division

suivant les puissances croissante est conseillée.
Pour les poles d'ordre faible (h <3 par exemple); on pose a priori la décomposition; on

calculera immédiatement le coefficient de I'¢lément simple "du plus haut degré" relatif a
chacun des poles; ensuite la substitution de valeurs particuliéres; jointe a I'utilisation
¢ventuelle de considérations de parité ou de réalité; etc ...; donnera les relations permettant de
calculer les autres coefficients. La méthode par identification appliquée brutalement n'est en
général pas a conseiller (on est ramené a résoudre un systéme linéaire a un nombre assez

grand d'inconnues méme dans les cas simples).

5- Exemple
2
: -1
Décomposer dans IR(x) la fraction : F(x) = %
x(x*+1)
2
x° -1 a bx+c, by,x+c
Dans IR(X) : F(x)= ————= —+- L2 2 (%
&) x(x2+D*  x  x*+1 (7 +])? )

Une premiére méthode :

On commence par décomposer F(x) dans C(x).

21 a A A u u
Dans (th[:Fx=x—= —+1 4 LNl S 2
&) x(x*+1D)* x x—i (x=i)> x+i (x+i)’

Ona:pp=4 ; up=4,
a=xF(x)/X:0=—1

2 1.
Ay =(x-1) F/XZiZ_EZ

B i N i . 2x
2x=0)*  2(x+i)*  (x*+1)?

alors F(x) + 1 22x - = 2x
x (x°+1 x“+1

donc F(x)= —l+ 22x ~+ 2x
x (x"+1)° x"+1

Une autre méthode : On décompose directement dans IR(X).
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Remarquons que F est impaire F(-x) = F(x).

De la relation (* ) et de ’unicité de la décomposition on a :
a bx+c, Dbyx+c, a —-bx+c, -—b,x+c,

Fx)=-F(x) & —+ + =—= -
) =) x  xT+l 0 (xXP+D)7 x x® +1 (x* +1)?

b b
Donc c; = ¢, =0 et par suite f(X):£+ 21x + 22x 3
x x“+1 (x"+1)

Ona:a=-1; limxF(x)=0=a+b, donc by =1.

b, b
D’autre part F(1)=0=a + ?1+72d0nne by =2

Donc F(x) = —l+ 22x —+ 2x
x (x*+D)° x"+1

32



EXERCICES

Exercice 1 :
On considere les polyndmes :

A = XX HoX +HBXP+5X-2

B = X7-2X+1
Effectuer la division euclidienne de A par B.
En déduire la valeur de o et B pour que B divise A.
Pour les valeurs de o et B trouvées; déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne
de A par le polyndme X-2.
Exercice 2 :
Soit P dans IR [X] tel que le reste de la division euclidienne de P par X-1 soit -4 et que celui
de la division euclidienne de P par X+1 soit 2.
Déterminer le reste de la division euclidienne de P par X°-1.
Exercice 3 :
Soit le polynéme P = (X+1)’ - X°
a) Montrer que s'il existe un polynéme Q de IR[X] tel que : P =5Q* +5Q +1 (@)

alors Q(0) € {0;-1}.

b) Déterminer un polynome Q vérifiant (@) et tel que Q(0) = 0.
¢) Pour ne £*; trouver une expression de Zn: P(k) et en déduire S, = Zn:kz (k+1)*.

k=1 k=1
Exercice 4 :

On considére dans 3[X] ; les polynomes :

P=X2X-2 X4 2 et Q= xtaxt-Ux 33 2
47 4 4 472

Factoriser P et Q dans IR[X]; sachant qu'il admettent un zéro commun.
Exercice S :

Soit le polynome X°-*X*+4X>-4j*

1) Calculer P(1+1).

2) On considére le polyndome Q = X>-j*X*+4X-4j.
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Factoriser Q dans le domaine complexe.

En déduire la factorisation du polynome P dans le domaine complexe.
Exercice 6 :

Soit P = X%+(6-21)X+(8-12i)X*-(6+181)X>-9X>

Vérifier que i est un zéro de P. Quel est sont ordre de multiplicité ?
Résoudre dans V 1'équation P(x) = 0.

Exercice 7 :

1) Factoriser dans V[X] le polynéme A = (X-1)"-X"+1.

2) Factoriser dans IR[X] le polynome B = X*+X°+X>+1.

3) Factoriser dans V[X] et dans IR[X] le polyndme X*+1.

En déduire la valeur de cosg.

4) Factoriser dans IR[X] le polynéme P = X’-3X*+7X>-13X*+12X-4.
En déduire pged(P;Q) ou Q = X'%-3X*+7X°-13X*+12X>-4.
Exercice 8 :

Décomposer en ¢léments simples les fractions rationnelles suivantes :

X% 4+2X+5 3X? + X +1
Fi(X)= 22270 0 px) = S
X-D(X" -4

X?-3X+2

Exercice 9 :

Décomposer en ¢éléments simples dans V(X) la fraction :
X n-1

FOO =

Exercice 10 :
n!

X(X+1)(X+2)...(X+n)

Décomposer la fraction : F(X) =

Exercice 11 :

Décomposer en ¢léments simples les fractions rationnelles suivantes :
1 4X* +X+4 1

X2(X=1) R0 = X-D)(X+2)? Fs(X) = X1’ X(X=1)

Fi(X) =
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