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Préambule

Le but de ce cours est de généraliser la notion de somme finie de termes en étudiant comment
cette derniere se comporte lorsque 1’on considere une succession infinie de termes.
La clé sera de considérer ces sommes infinies, aussi appelées séries, comme la limite de suites.
Autrement dit, quand on se souvient du cours sur les suites, il sera plus facile d’assimiler le cours
sur les séries C’est pour cela que les deux premiers chapitres concernant des rappels ne doit pas
étre négligé.
Un des points clés de ce cours sera 1’étude des séries de Fourier dont les applications sont assez
nombreuses dans d’autres domaines des mathématiques (notamment les équations différentielles
et les équations aux dérivées partielles).
Pour arriver au chapitre concernant les séries de Fourier, il faudra cependant faire un petit chemin
qui nous y amenera de facon moins abrupte. Comme nous 1’avons écrit plus haut, nous rappelle-
rons la structure de R, puis la notion de suites dans R ou C. Nous considererons ensuite les séries
dans leur généralité, puis les suites et séries de fonction, pour ensuite passer aux séries entieres,
aux fonctions développables en séries entiere et enfin les séries de Fourier. Nous pourrons alors
résoudre quelques équations différentielles a 1I’aide de cette théorie.

L’objectif de la deuxieme partie du cours sera de résoudre des équations différentielles a 1’aide
des transformées de Laplace. Cet outil mathématique ne pourra s’appliquer rigoureusement sans
un petit travail préliminaire sur les intégrales dépendant d’un parametre.

Une fois ces concepts assimilés, vous serez en possession d’outils solides pour résoudre plusieurs
types d’équations différentielles et équations aux dérivées partielles mais également des problemes
un peu plus théoriques.
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Chapitre 1

Structure de R, suites dans R ou C :

(a) Julius Wilhelm (b) Augustin (c) Joseph  Louis,
Richard  Dedekind Louis (1789- comte de Lagrange
(1831 - 1916), 1857), un (1736-1813) un ma-
mathématicien mathémati- thématicien italien, a
allemand, il est le cien francais, I’origine semble-t-il de
premier a proposer a proposé lala notation indicielle
une construction premiere défini- des suites.
rigoureuse des tion  rigoureuse
nombres réels ad’une limite
partir des nombres d’une suite ainsi
rationnels. que plusieurs

contributions

fondamentales

dans I’étude de la

convergence des

séries.

FIGURE 1.1 — Quelques mathématiciens célebres liés aux réels et aux suites.

L’ensemble des nombres réels, noté R se construit rigoureusement a partir de N (entiers natu-
rels) en définissant Z (entiers relatifs) puis Q (nombres rationnels : de la forme p/q avec p € Z et
q € 7Z*). Dans ce cours, on va simplement rappeler la différence entre R et Q.

1.1 La crise des nombres chez les grecs

Pythagore considere un triangle isocele rectangle de c6té 1. Il remarque que le carré de I’hypo-
thénuse vaut 2. Or il remarque qu’il n’existe pas de nombre dans QQ dont le carré soit 2. Donc, si
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1.2 Suites et voisinages : Structure de R, suites dans R ou C :

les seuls nombres qu’on connaisse sont les rationnels, il y a des longueurs simples qui ne sont pas
des nombres !

L’ensemble des réels, R est défini a partir de (Q en “rajoutant des nombres” pour éviter ce genre de
probleme.

Une des fagons de “rajouter des nombres” est d’utiliser la notion de suite :

1.2 Suites et voisinages :
Commencons cette section par la définition des suites réelles.

Définition 1 (SUITES)

On appelle suite réelle toute application { il R . On note une telle application

Tr,
(Tn)nen-

Remarque On appellera aussi suite les applications dont I’ensemble de départ est N privé de ses
premiers éléments jusqu’a un certain rang.

La notion la plus importante concernant les suites est celle de convergence. Pour définir la conver-
gence, on définit la notion de voisinage. L.’ étude des voisinages est une branche des mathématiques
appelée la topologie (voir cours d’ Analyse III pour les bases, et le cours de Topologie élémentaire
(Semestre 5) pour plus de détails). On peut définir des voisinages pour des objets autres que des
nombres (des vecteurs, des fonctions, ...). Chaque fois qu’on peut définir des voisinages, on peut
alors étudier des convergences, des continuités, des notions proches de la dérivabilité, et faire de
I’optimisation.

Définition 2 (VOISINAGE)

Soit z € R. On dit que V' C R est un voisinage de z si et seulement s’il existe € > 0 tel
que [x —e,xz+e] C V.

Remarque On peut aussi dire, c’est équivalent, que V' C R est un voisinage de x si et seulement
s’il existe £ > 0 tel que |x — e, x +e[C V.

Définition 3 (VOISINAGE DE L'INFINI)

On dit que V' C R est un voisinage de +oo (resp. de —o0) si et seulement s’il existe
A e Rtel que [A, +oo[C V (resp. | — o0, A] C V).



Structure de R, suites dans R ou C : 1.3 Limites de suites

La notion de voisinage étant en place, nous nous intéressons alors au comportement des suites
quand n tend vers I’infini. Pour cela nous allons introduire les limites de suites.

1.3 Limites de suites

~ Définition 4 (LIMITE) .

Soit (xy),,cy une suite réelle. Soit / fini ou infini. On dit que / est la limite de (), et

on note [ = lirf x, sl et seulement si pour tout V' voisinage de [, il existe Ny € N tel
n—-+00

que pour tout n > Ny, x, € V.

Si une suite admet une limite finie on dit qu’elle CONVERGE. Si elle admet une limite infinie ou
si elle n’admet pas de limite, on dit qu’elle DIVERGE.

— Silest+oo,l = lim =z, signifie :
n—4o00o

pour tout A € R, il existe Ny € Ntel quen > Ny = z, > A.
— SileR,l= lim =z, signifie :
n—4o0o

pour tout € > 0, il existe N. € Ntel quen > N, =z, € [l — ¢, + €]

(c’estadire |z, — | <e).

Propriété 1 (COMPARAISON DES LIMITES)}

Soient (2y,),,cy €t (Yn),cy deux suites de réels tels que pour tout n € N, z, < y,.

Supposons que lim =z, =l et lim y, = ls. Alors [} < [s.
n——+o0o n——+00

Remarque Méme si on suppose que pour tout n € N, x,, < vy,, on ne peut pas en déduire que
ly <ls (on ajuste l; <ls).
Exemple : pour tout n € N*, z,, = 0 et y, = 1/n.

,—[Propriété 2 (THEOREME DES GENDARMES)J

Soient (1,),cr> (Un)nen € (2n),ey trois suites de réels telles que pour tout n € N,

Tn < Yn < 2z,. On suppose que lim =z, = lim 2z, = [ (I fini ou infini). Alors
n—-+00 n—-+o0o

lim vy, =L

n—-+o0o




1.3 Limites de suites Structure de R, suites dans R ou C :

Il existe une notion proche de celle de suite convergente, mais ne nécessitant pas de préciser la
valeur de /.

Définition 5 (SUITE DE CAUCHY)

Soit (2, une suite réelle. On dit que (z,,),,. est une suite de Cauchy si et seulement
si on a pour tout € > 0, il existe N. € Ntelque (n > Netm > N,) = |z, — o] < €.

QUESTION IMPORTANTE : est-ce qu’étre une suite de cauchy est la méme chose qu’étre une
suite convergente ?

Propriété 3

Si une suite est convergente, alors elle est de Cauchy.

Preuve Démontré en cours.

Remarque ATTENTION : la réciproque n’est pas vraie en général. Par contre, le fait de tra-
vailler sur un espace ot la réciproque est vraie serait bien pratique. En effet nous pourrions mon-
trer la convergence d’une suite sans avoir a calculer la limite de cette suite. Les espaces dont la
réciproque de la propriété ci-dessus.

Définition 6 (ENSEMBLE COMPLET)

Si dans un ensemble toute suite de Cauchy est convergente, on dit que cet ensemble est
complet

Exemple Q n’est pas complet.

En effet, considérons la suite définie par xo = 2 et pour tout n € N, x,11 = (1/2)(z, + 2/xy,).
Tous les x,, sont bien dans Q et on montrera (en TD) que cette suite est de Cauchy. Or, si sa limite
estl, alors | = (1/2)(1 +2/1), c’est a dire I> = 2 donc | n’existe pas dans Q!

On peut maintenant dire ce qu’est R :

R est le complété de Q :

c’est Q “auquel on rajoute toutes les limites des suites de Cauchy”. (Cette phrase ne constitue bien
slir pas une construction rigoureuse de R).

Mais ce n’est pas la seule facon de construire R. Il en existe deux autres équivalentes. L'une d’elle
permet de définir R a partir de Q par la notion de borne sup qui est I’objet de la section suivante.




Structure de R, suites dans R ou C : 1.4 Borne sup ou inf, max ou min

1.4 Borne sup ou inf, max ou min

,—[Déﬁnition 7 (BORNE SUP, BORNE INF)}

Soit £ C R. On dit que M € R est la borne supérieure de £ (M = sup(FE)) si et
seulement si

1. M estun majorant de F (pourtoutx € F, z < M),
2. si M’ est un majorant de F, alors M < M’.

De méme m € R est la borne inférieure de F' (m = inf(F)) si et seulement si
1. m est un minorant de F (pour tout z € E, x > m),

2. sim’ est un minorant de F, alors m > m/.

~ Propriété 4 (MAJORANT ET SUITES)

M = sup(FE)
— M est un majorant de F,
si et seulement si

—il existe (x,),y suite d’éléments de E telle que

lim x, = M.
n—-4o00

La propriété correspondante pour la borne inf est vraie.

,{De’ﬁnition 8 (MAXIMUM, MINIMUM)}

Soit £ C R.
On dit que M est le maximum de £ (M = max(FE)) si M = sup(E) et M € E.
On dit que m est le minimum de £ (m = min(E)) si m = inf(E) et m € E.

On peut maintenant décrire la deuxieme facon de construire R : R correspond a Q auquel on rajoute
“toutes les bornes sup de sous-ensembles de QQ”.
On a alors les deux propriétés suivantes :

Propriété 5 (PROPRIETE DE LA BORNE SUP)}

Toute partie de R non vide et majorée admet une borne sup.




1.5 Suites adjacentes Structure de R, suites dans R ou C :

Propriété 6 (REEL ET BORNE SUP)}

Tout réel est la borne sup d’un ensemble d’éléments de Q.

Remarque Q n’a pas la propriété de la borne sup : {x € Q tel que x* < 2} admet V2 comme
borne sup dans R et n’admet pas de borne sup dans Q.

Enfin, la troisiéme facon de construire R utilise les suites croissantes et majorées : R sera alors Q
auquel on rajoute “toutes les limites de suites croissantes et majorées de Q”. On a alors :

,—[Propriété 7 (SUITE CROISSANTE MAJ OREE)}

Toute suite réelle (x,,),, .y croissante et majorée (resp. décroissante et minorée) converge

etona lim =z, =supx, (resp. lim =z, = inf x,).
n—-+o00 neN n—-+o0o neN

Remarque Cette propriété n’est pas vraie dans Q.

1.5 Suites adjacentes

,—[Déﬁnition 9 (SUITES ADJACENTES)}

Soient (), €t (Yn),ey deux suites de réels. On dit qu’elles sont adjacentes si et
seulement si

1. I'une des suites est croissante,
2. I’autre suite est décroissante,
3. lim (z, —y,) =0.

n—-+o00

,{Propriété 8 (LIMITES ET SUITES ADJACENTES)}

Si (Zn),en €t (Yn),en sONt deux suites réelles adjacentes telles que (), SOit crois-
sante et (Y, ),y Soit décroissante alors :

1. pour tout (n,m) € N? z,, < yn,

2. lim x,et lim y, existent, sont finies et sont égales.
n—-+o0o n—-+o0o

Preuve Démontré en cours.
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Chapitre 2

Rappels suites complexes, limsup de suites
réelles

2.1 Suites complexes
Il n’existe pas z € R tel que 22 = —1 (ou 2% + 1 = 0). Si on veut que tout polyndme de degré 2
ait 2 racines, on introduit le nombre imaginaire 7 qui vérifie 72 = —1. On définit alors les nombres

complexes comme la somme d’une partie réelle et d’une partie imaginaire :

C={a+ib, a e R, beR}.

C est donc trés similaire 2 R? = {(a,b), a € R, b € R}. La différence est qu’on définit un produit
C x C — C alors qu’on ne le fait pas sur R? (il existe un produit scalaire R? x R? — R mais c’est
différent).

Un des intéréts principaux des nombres complexes est leur formulation module-argument :

Propriété 1 (MODULE ET ARGUMENT)

Soit z = a + ib € C. il existe un unique couple (p, ) € R, x [0, 27| tel que z = pe®.
On a alors a = pcos(f), b = psin(f) et p = Va? + b2

. y -0/ ; / . . .
Alors si 2z = pe et 2/ = €, ona 22 = pe'®?) Donc une multiplication par un nombre
complexe de module 1 correspond a une rotation. C’est a cause de cet effet qu’on utilise les
nombres complexes pour modéliser les phénomenes oscillants.

11



2.1 Suites complexes Rappels suites complexes, limsup de suites réelles

Définition 1 (SUITE COMPLEXE)}

. o N
Une suite complexe est une application "

Pour définir la convergence des suites complexes, on définit les voisinages dans C.

Définition 2 (VOISINAGE)

Soit z € C. On dit que V' C C est un voisinage de = si et seulement s’il existe € > 0 tel
que D(z,e) ={2" € Ctq|z— 2| <e} CV.

Remarque On peut aussi prendre D(z,e) = {2’ € C1q |z — 2| < e}.

La définition de limite de suite dans C est alors la méme que dans R.

,—[Déﬁnition 3 (LIMITE D’UNE SUITE)}

Soit (zy ),y une suite complexe et soit [ € C. On dit que / est la limite de (z,),,.y, €t on

note [ = hI_P z, Si et seulement si pour tout V' voisinage de [, il existe Ny, € N tel que
n—-+0o0

pour tout n > Ny, 2z, € V.

Remarque

1. | = lim z, signifie donc pour tout € > 0, il existe N. € N tel que

n—-+4o0o

n > N, = |z, — | <e(cestadire z, € D(l,¢)).
2. Dans R on définit des voisinages de +oo et —oo, ce qui permet de définir des limites

infinies. Dans C on ne le fait pas : une limite infinie dans C n’a aucun sens !

Comme dans R, on définit les suites de Cauchy.

12



Rappels suites complexes, limsup de suites réelles 2.1 Suites complexes

~ Définition 4 (SUITE DE CAUCHY)

Soit (2,),,cy une suite complexe. On dit que (), est une suite de Cauchy si et
seulement si on a : pour tout £ > 0, il existe V. € N tel que

(n>N.etm > N.)= |z, — 20| < &.

Comme dans R, on a alors :

Propriété 2 (C EST COMPLET)

Dans C, toute suite de Cauchy est convergente. Autrement dit C est complet.

Pour le démontrer, on décompose la suite complexe en sa partie réelle et sa partie imaginaire. On
a:

~ Propriété 3 (CONVERGENCE (CAUCHY))

Soit (zy),,cy une suite complexe. Les propositions suivantes sont équivalentes :
(2n) pen st de Cauchy (dans C),

(Re(2n)),en €t (Im(2y,)),,cy sont de Cauchy (dans R),

(Re(2n)),en €t (Im(2y,)),,cn convergent (dans R),

— (2n),,en converge (dans C).

Lorsqu’on utilise la formulation module-argument :

,{Propriété 4 (LIMITE, MODULE ET ARGUMENT)}

Soit (zy),,cy une suite complexe et/ € C. On a

lim z, = [ (limite dans C) = lim |z,| = |I| (limite dans R).
n—+0o00 n—+o0o

Remarque ATTENTION : LA RECIPROQUE N’EST PAS VRAIE. Il n’y a que deux cas ou
I’étude du module permet de conclure sur la convergence de la suite :

— si lim |z,| =0alors lim z, =0.
n—+oo n—+o0o
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2.2 Limite sup et inf Rappels suites complexes, limsup de suites réelles

— s n1—1>1—’|I—100 |ZTL| = +00 alors (Z”)HGN diverge.

DIFFERENCE FONDAMENTALE ENTRE R ET C : il n’y a pas de relation d’ordre (similaire
a <) dans C (ni dans R? : de fagon générale, on peut ordonner des nombres réels mais pas des
vecteurs). Donc pas de notion de suite croissante, de majoration, de théoreme des gendarmes, de
limsup et liminf !

2.2 Limite sup et inf

ATTENTION, nous ne considererons ici que les suites réelles. La relation d’ordre < de R
permet de définir la limsup et la liminf d’une suite réelle. L’intérét est que la limsup et la liminf
existent toujours, dans R U {—o0, +0c}, contrairement 2 la limite.

Définition 5 (LIMSUP, LIMINF)

Soit (2y,),cy une suite réelle. Par définition, limsup x,, = lim supxy et liminfz, =
n—s—+00 n—-+oo k>n n——+oo

lim inf z;.
n—+o0o k>n

Remarque
1.Cette définition s’étend aux suites non nécessairement bornées, en posant

lim sup x,, = +0o0 si la suite n’est pas majorée,
n—-+0o0o

et

lim inf z,, = —o0 si la suite n’est pas minorée.
n—+00

2. La suite (Sup xy )nen €tant décroissante, elle admet toujours une limite dans RU{—o0, +00}. De

k>n
méme, la suite (;nf Tk )nen €tant croissante, elle admet toujours une limite dans R U {—o0, +00}.
>n

Il est commode de relier la limsup et la liminf d’une suite a ses valeurs d’adhérence.

Définition 6 (VALEUR D’ ADHERENCE)

Soit (zy,),cy une suite réelle et @ € R U {—o00, +oco}. On dit que a est une valeur
d’adhérence de (z,,), . si et seulement s’il existe une sous-suite de (xy),, . qui tend
vers a.

On a alors :

14



Rappels suites complexes, limsup de suites réelles 2.2 Limite sup et inf

Propriété 5 (LIMSUP, LIMINF ET ADHERENCE)}

Soit (,,),cy une suite réelle. Sa limite supérieure est la plus grande de ses valeurs
d’adhérence, et sa limite inférieure est la plus petite.

On en déduit :

~ Propriété 6 (CONVERGENCE)

Une suite réelle (z,,), . tend vers [ € R U {—o0, +00} si et seulement si lim sup z,, =

n——+oo

neN

liminf z,, = (.
n—-+00
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2.2 Limite sup et inf Rappels suites complexes, limsup de suites réelles
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Chapitre 3

Séries dans R ou C :

Nous sommes désormais en mesure de définir la notion de série. Nous allons voir que sa dé-
finition repose sur la notion de suite. Les deux sont donc extrémement liés, et il ne faudra jamais
perdre cet aspect de vue.

Définition 1 (SERIE)

Soit (xy),cy une suite de nombres réels ou complexes. On appelle série de terme
général x,, et on note ) x,, la suite (5,,), . définie par

n
pour toutn € N, S, = Z T

k=0

On dit que la série ) x,, converge (resp. diverge) ssi la suite (.S,), .y converge (resp.

+oo
diverge). Si la série converge, lim S, est notée Z x, et est appelée la somme de la
’fl‘) (o.¢]
n=0

série.

Exemple (SERIE GEOMETRIQUE) Soit z € C tel que |z| < 1
1— n+1
Alors Z ko272 et comme, lim z"™'=0ona lim Z k=

1—2z2 n—-+o0o n—-+o00

La série 2" est donc convergente et sa somme est .
—z

17



3.1 Premiers criteres de convergence Séries dans R ou C :

,—{Propriété 1 (SOMMES DE SERIES) |

Soient )z, et ) y,, deux séries réelles ou complexes et A € C.

1. Si > z,et)> y, convergent alors > (Az, + y,) converge et

“+o0o +oo +00
2{:(Axn%_yn)::)!E::xn4‘§£:yn
n=0 n=0 n=0

2. Si\#0,si ) x, diverge et Y y,, converge alors »_(A\z,, + y,) diverge.

Remarque Si > x, et Y vy, divergent, on peut avoir quand méme  _(x,, + y,) qui converge.
Exemple : si x,, = —y,.

3.1 Premiers criteres de convergence

,—[Propriété 2 (CRITERE DE CAUCHY POUR LES SERIES)}

Une série réelle ou complexe Y _ x,, converge si et seulement pour tout € > 0, il existe
m

>

k=n+1

N. e Ntelque (m >n > N,) = <e.

Preuve

n
La suite (Sn)neN on S, = E X est une suite réelle ou complexe. Donc elle converge si et seule-

k=0
ment si elle est de Cauchy. Et (S,), .y est de Cauchy si et seulement si
pour tout € > 0, il existe N. € N tel que (n > N. et m > N.) = |S,, — S| < e.
Ou encore si et seulement si pour tout ¢ > 0, il existe N. € N tel que (m > n > N.) =
|Sy, — S| <e. O

Remarque IMPORTANT : d’aprés la propriété précédente, siy | x,, converge, alors lim x, =

n—-+00
0.

Du coup, si lim =z, # 0, on dit que ) x,, est grossierement divergente.
n—+o0o

Preuve Démontré en cours.

Définition 2 (CONVERGENCE ABSOLUE)}

On dit que la série (réelle ou complexe) » _ x,, est absolument convergente si et seule-
ment si la série (réelle) > |z, | est convergente.
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Séries dans R ou C : 3.2 Séries réelles a termes positifs

Propriété 3 (CONVERGENCE ABSOLUE ET CONVERGENCE)

Une série réelle ou complexe absolument convergente est convergente.

Preuve
Si > x, est absolument convergente alors Y |x,| est convergente et vérifie donc le critére de
Cauchy :
m m
pour tout € > 0, il existe N, € N tel que m > n > N, = Z lz|| = Z |z < e. Or
k=n+1 k=n+1
m m
Z x| < Z |zk|. Donc ) x,, vérifie le critéere de Cauchy. Elle est donc convergente. O

3.2 Séries réelles a termes positifs

Propriété 4 (COMPARAISON)

Soient )z, et Yy, deux séries réelles a termes positifs telles que pour tout n € N,
Tn < Yp. Alors

— 1) si »_ y, converge alors »  x,, converge,

— ii) si Y x,, diverge alors > y,, diverge.

Preuve
n n
— i) Notons S,, = Zxk etT, = Zyk. On a pour toutn € N, S, < T,.
k=0 k=0
Si >y, converge, notons T = lim T,. Comme Y vy, est a termes positifs, pour tout
n—+00

n € N, S, < T. De plus, comme ) x, est a termes positifs, (Sy),cy est croissante.
Comme elle est majorée par I, elle est convergente.
— i) Si Y _ x, diverge, puisqu’elle est a termes positifs, lim S, = +oo. Donc lim T, =
n—+00 n—+00
+o0. U

Définition 3 (EQUIVALENCE)
Soient (,),,cy €t (Yn), ey deux suites réelles ou complexes. On dit qu’elles sont équi-

valentes a l'infini et on note x, ~,. ¥, si et seulement si pour n assez grand,
T, = yu(1 +e(n)) avec lim e(n) = 0.
n——+oo
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3.2 Séries réelles a termes positifs Séries dans R ou C :

Propriété S5 (SERIES ET EQUIVALENTS)}

Soient > z,, et > y, deux séries réelles a termes positifs telles que x,, ~ y,. Alors
> x, ety y, sont de méme nature (convergentes ou divergentes).

Preuve

Si Ty, ~ioo Yn, alors pour n assez grand, x, = y,(1 + £(n)) ou liI}_l e(n) = 0. Pour n assez
n—-+0oo

grand,

—1/2 <e(n) < 1/2donc y, /2 < yn(1 +e(n)) = 2, < 3yn/2.

Puisque pour n assez grand y,, /2 < x,, si Y x, converge alors >y, converge et si Yy, diverge
alors > x,, diverge.

Puisque pour n assez grand x,, < 3y, /2, si Yy, converge alors . x, converge et si » , x,, diverge
alors >y, diverge.

Ces comparaisons ne sont valables que parce que >, ,, et Y . y,, sont a termes positifs. O

,—[Déﬁnition 4 (NEGLIGEABILITE)}

Soient (y,),,cy €t (Yn), ey deux suites réelles ou complexes. On dit que (), est né-
gligeable devant (), . a I'infini et on note ¥, =, o(yy) si et seulement si pour n
assez grand, x, = y,e(n) avec lim &(n) = 0.

n—+oo

,—{Propriété 6 (SERIES ET NEGLIGEABILITE)}

Soient ) x,, et > vy, deux séries réelles telles que =, =~ 0(y,). On suppose que » _ v,
est a termes positifs et qu’elle converge. Alors > x,, est aussi convergente.

— Propriété 7 (SERIE DE RIEMANN)

Soit v € R Si v > 1 alors la série ) 1/n® converge et si o < 1 alors elle diverge.

Preuve
Cette propriété sera démontrée par comparaison d’une série et d’une intégrale en dessous.

,—[Propriété 8 (COMPARAISON AVEC LES SERIES DE RIEMANN)}

Soit > z,, une série réelle a termes positifs.
1. S’il existe & > 1 tel que pour tout n € N, n®x,, < 1, alors » _ x,, converge.

2. S’il existe @ < 1 tel que pour tout n € N, n®x,, > 1, alors » _ x,, diverge.
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Séries dans R ou C : 3.2 Séries réelles a termes positifs

Preuve
La preuve est une simple application de la proposition précédente et du principe de comparaison
des séries a termes positifs.

Les deux propriétés suivantes (regle de Cauchy et regle de D’ Alembert) consistent a comparer
une série a termes positifs avec une série géométrique. La facon la plus simple de les énoncer est
d’utiliser les limsup et liminf :

~ Propriété 9 (REGLE DE CAUCHY)

Soit > z,, une série réelle a termes positifs. Notons [ = lim sup /z,,. Alors
n—-+00

— 1) Sil < 1, ) x, converge,
— ii)sil > 1, > x, diverge,
— 1ii) si/ = 1, on ne peut pas conclure. C’est le cas douteux de la regle de Cauchy.

\. J

— Propriété 10 (REGLE DE D’ ALEMBERT) .

Tn+1
T et

Soit > z,, une série réelle a termes strictement positifs. Notons L = lim sup
n—+oo Ln

.. Ty
[ = liminf === Alors
n—-+o0o T,

— 1) Si L <1, >z, converge,

— ii)sil > 1, > x, diverge,

— iii) si/ < 1 < L, on ne peut pas conclure. C’est le cas douteux de la regle de
D’ Alembert.

Tn+41

Remarque Lorsque lim existe, on a L = [ et la regle de D’Alembert est alors trés simi-

n—-+4oo Tn
laire a la regle de Cauchy :

— i) Sil <1, >z, converge,
— i) sil > 1, x, diverge,
— iii) si |l = 1, cas douteux.

Remarque LIEN ENTRE LES REGLES DE CAUCHY ET DE D’ALEMBERT :

. . 1 . . . . Tn+1 . .
— Si lim existe, alors lim </x, existe et lim = lim </x,. Donc il est
n——+oo Ty n—-+oo n——+oo Tn n—-+oo

xn—i—l

inutile d’essayer la régle de Cauchy si la regle de D’Alembert a donné lilf =1
n—+o00  ITp

xn—i—l

— Si lim n’existe pas, il est possible que lim </w, existe quand méme, et il est
n——+oo Ty n—-+oo

possible qu’on ne soit pas dans le cas douteux de la regle de Cauchy, méme si on est dans
le cas douteux de celle de D’Alembert.
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3.3 Comparaison d’une série et d’une intégrale impropre Séries dans R ou C :

3.3 Comparaison d’une série et d’une intégrale impropre

Rappelons ici la définition d’une intégrale impropre. Nous y reviendrons plus tard dans le
chapitre consacré aux intégrales.

Définition 5 INTEGRALE IMPROPRE)

Soienta € Ret f : [a, +00[— R intégrable sur tout intervalle borné inclus dans [a, +00].
+o0

Si lim / f(z)dz existe et est finie, on dit que I’intégrale impropre f(x)dx

X—+o0 @ @

“+o0o
converge, et on note / f(z)dz = Xlim / f(z)dz. Sinon, on dit que I'intégrale
a —++00 a

impropre diverge.

Propriété 11 (COMPARAISON SERIE ET INTEGRALE IMPROPRE)

Soit f : [a, +oo[— R intégrable sur tout intervalle borné inclus dans [a, +oo[, décrois-
+oo

sante et positive. Alors I'intégrale impropre f(x)dx et la série > f(n) sont de

méme nature (convergentes ou divergentes).

Preuve
Comme f est décroissante, on a pour tout n € N, pour tout x € [n,n + 1],

fln+1) < fz) < f(n),

donc /nn+1 f(n+1)dx < /n z)dr < / f(n

n+1
Cestadire f(n+1) < : f(x)dz < f(n

n
+0o0

f(@)dz =lmx_ o yey faX f(x)dx
=lmx oo xen (faE(a)+1 f(z)dz + Zf;El(a)+1 f:H f(fl?)dfl?> :

n+1 +00
Donc, puisque / f(x)dz < f(n), si f(z)dz diverge,
T;H—l @ +00
c’estadire / f(x)dx diverge, alors Y, f(n) diverge, etsiy_, f(n) converge, alors f(z)dz

converge.

1 “+o0
De méme, puisque f(n+1) < / f(x)dx, si f(z)dz converge, alors >, f(n+1) converge

a

+oo
et donc Y f(n) converge, et si y_ f(n) diverge, alors / f(x)dx diverge. O

Exemple > 1/n% a>0:
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Séries dans R ou C : 3.4 Séries a termes quelconques

T X—+o0 Jq T X—+o0

L sias1
, Sl ,

11—«

400, sia < 1.

oo g X 1 1—a 71X
—Sia#l,/ —dr= lim [ —dr= lim [x } -
1

+d>1
— Sia=1, / —dr = lim [In(z)]; = +oc.
1 X X—+00

1 . :
Donc E — converge si et seulement si & > 1.
n

,—[Propriété 12 (ENCADREMENT DU RESTE)}

+oo
Soit f : [a, +oo[— R positive et décroissante, telle que / f(z)dzx converge. Notons

+oo
pour n > a, R, = Z f(k).

k=n+1
Alors, pour tout n > a,

+o0o +o0
flz)de < R, < / f(x)dx.
1 n

n-+

+00
Remarque Pour toute série réelle ou complexe ) x,, convergente, la quantité R, = Z Tk,
k=n+1
est appelée reste d’ordre n de Y x,, etona lim R,=0.

n——+00

3.4 Séries a termes quelconques

Définition 6 (SERIE SEMI—CONVERGENTE)}

Lorsqu’une série est convergente mais pas absolument convergente, on dit qu’elle est
semi-convergente.

Définition 7 (SERIE ALTERNEE)}

Une série réelle > x, est dite alternée si et seulement si (—1)"x, garde un signe
constant pour tout n € N.
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3.5 Sommation par paquets, produit Séries dans R ou C :

Propriété 13 (REGLE DES SERIES ALTERNEES)

Pour qu’une série alternée ) | x,, converge, il suffit que la suite (|, |),, . soit décroissante
+00

et tende vers 0. De plus, dans ce cas, le reste d’ordre n, R,, = Z x, vérifie pour tout

k=n+1
neN, |R,| < |z

Exemple

Y (=1)"/n est convergente mais pas absolument convergente (donc elle est semi-convergente).
Cette série est appelée série harmonique alternée. On peut montrer en appliquant Taylor-Lagrange
a —In(1+ z) sur[0,1] que

Propriété 14 (REGLE D’ ABEL)

Soit > z,, une série complexe ou pour tout n € N, z,, = a,u,, tels que

— 1) la suite (o), .y est réelle, décroissante et tend vers 0,
n

D

k=0

— ii) il existe M € R tel que pour tout n € N, < M.

Alors ) z,, est convergente.

Exemple

Pour a > 0 et 0 # 0 27|, la série Y exp(inf)/n® converge.

En effet : 1/n® joue le role de a,, (1/n%),, .y est une suite réelle, décroissante et qui tend vers 0.
exp(inb) joue le réle de u,,

L explifn + 1)6) 2
'%exp(zk9)| B 1 — exp(i6) = |1 — exp(if)|
(0]

r ———— est indépendant de n, donc la regle d’Abel s’applique.
|1 — exp(if)|

3.5 Sommation par paquets, produit

On peut remplacer des “paquets” de termes consécutifs par leur somme effectuée :
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Séries dans R ou C : 3.5 Sommation par paquets, produit

{Pmpriéte’ 15 (COMPARAISON DE SERIES)} .

Soit n — ¢(n) une application strictement croissante de N dans N. Soit > z,, une série
o(n+1)—1
complexe. On considere la série Y y,, ol y,, = Z x, alors
k=p(n)
— 1) Pour que ) x,, converge , il est nécessaire que »  y,, converge. De plus, si c’est

o0 00
le cas, E BB, = E Yn.-
n=0 n=0

— i) Si les z,, sont des réels positifs, pour que ) _ x,, converge, il est nécessaire et
suffisant que ) _ y,, converge.

~ Définition 8 (PERMUTATION)

On appelle permutation de N une bijection de N sur N.

\. J

,—[Déﬁnition 9 (SERIE COMMUTATIVEMENT CONVERGENTE)} .

On dit qu’une série ) z,, est commutativement convergente si et seulement si pour
toute permutation o de N, la série ) x,(,,) est convergente.

\. J

,—[Propriété 16 (COMMUTAT. ET ABS. CONVERGENTE)} .

Une série complexe est commutativement convergente si et seulement si elle est absolu-
ment convergente. Dans ce cas, sa somme ne change pas si on change 1’ordre des termes.

Remarque

Cette propriété implique que pour toute série complexe semi-convergente, on peut trouver une
permutation des termes qui donne une série divergente. On peut aussi démontrer que pour toute
série complexe semi-convergente, pour tout nombre complexe fixé a I’avance, on peut trouver une
permutation des termes qui donne une série dont la somme est ce nombre.

Exemple a partir de la série harmonique alternée

B (—1)n+t B 1 1 1 B
an—z . =1 2+3 4+ = In(2),

n>1 n>1
on construit la série

11 1 1 |
—1—soi 12 - -
2 2717376 8T T i1 T @D 2@t

n>1
Puis, par sommation par paquets, on considere
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3.5 Sommation par paquets, produit Séries dans R ou C :

22—1—1—1+1—1—1++ Lo -
" 2) 4 \3 6/ 8 2n+1  2(2n+1) 2(2n +2) B

n>1
1 _J>”+1 1
> LEUT 1)
2 n 2
n>1
1
Or si >y, converge alors Z Yp = Z Zp = 3 In(2). Donc Z Yn F Z . O

n>1 n>1 n>1 n>1
Définition 10 (SERIE PRODUIT)

Soient > z,, et > y,, deux séries complexes. On appelle série produit de >z, et >y,
la série Y z,ouVn €N, z, = Z TpYq = Z TpYn—p = Z Tn—qVYq-
p=0

pt+q=n q=0

Propriété 17 (CONVERGENCE SERIE PRODUIT)

Soient Y x, et > y, deux séries complexes absolument convergentes. Alors la
+oo

série produit Yz, de > z, et > vy, est absolument convergente et Zzn =
n=0
+00 +oo
(=) ()
n=0 n=0

Remarque Cette propriété ne s’étend pas aux séries semi-convergentes.

Exemple
(e
Yn (n+1)! /4°
Les séries Y x, et >y, sont alternées et convergentes.

On pose pour toutn € N, x,, =

1
Elles ne sont pas absolument convergentes car |z, | = m
que > 1/n'/4,
(car (n 4+ 1)Y* ~ o n'/*) qui est une série de Riemann divergente.

1 1
La série produit est ), z, avec z, = (—1)" i
2 GG

Or pour tout p < n, (p + 1)* < (n + 1)Y* donc pour tout (p,q) € N? tel que p + q = n,
1 1

donc " |x,| est de méme nature

G+ D7+ D7 (e DI
1 (n+1)

Donc |z,| > Z CESE = CEIE = (n+1)Y2. Donc Y, z, est grossiérement divergente.
n n

ptq=n
O
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Chapitre 4

Suites de fonctions

Dans les parties suivantes, on va considérer des fonctions D C C — C. La continuité, la limite
finie quand z tend vers z (z; fini) et la dérivabilité de telles fonctions se définissent comme pour
les fonctions D C R — R (mais le module remplace la valeur absolue). On ne définit pas de limite
infinie, ni de limite quand z tend vers I’infini. Les fonctions D C C — C dérivables sont dites
holomorphes et ont des propriétés bien plus fortes que les fonctions D C R — R dérivables. Leur
étude ne commence qu’en L3 de mathématiques.

Remarque
f(z) — f(zo)
r — To

pouvoir diviser par (x — o). Dans C, ¢a a un sens, la division par un nombre complexe est bien
définie. Dans R? ¢a n’en a pas, la division par un vecteur n’est pas définie. Pour cette raison, on
peut définir la dérivée d’une fonction D C C — C mais pas d’une fonction D C R* — R2
Pour ces dernieres, on introduit une notion plus sophistiquée, la différentiabilité. L’étude de la
différentiabilité se voit en ANALYSE III.

Dans R, la définition de la dérivée fait intervenir le rapport . Elle implique donc de

Comme il n’y a pas de relation d’ordre dans C, il n’y a pas de théoreme de Rolle, et pas d’égalité
des accroissements finis. Mais on peut quand méme démontrer une inégalité des accroissements
finis :

Théoreme 1 (INEGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIS)
Soit f : D € C — C holomorphe sur D, de dérivée [ et (zp,2) € D? tels que
[20, 2] € D, alors | f(2) — f(20)| < |z — 20| sup [f'(¢)].

t€[z0,7]
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Suites de fonctions

Remarque ¢ € [z, z| signifie il existe o € [0, 1] tel que t = zy + a(z — zp).

,—[De’ﬁnition 1 (CONVERGENCE SIMPLE)}

Soit (f5),cn une suite de fonctions définies sur le méme domaine D : pour tout n € N,
fn: DCC—C.Soit f: DCC — C.Ondit que (fy),y converge simplement vers
f sur D ssi pour tout z € D, lirf fu(2) = f(2) (limite dans C).

n——+00o

Remarque Cette définition est aussi valable pour les fonctions D C R — R.

Exemple
On considere f, : { 0,1] _>nR’
x>
0,1] = R
(fn)nen converge simplement sur [0, 1] vers f ol f : . { 0siz e [0,1],
lsixz=1.

On remarque que dans cet exemple, pour tout n € N, f,, est continue mais que f est discontinue
en 1.

,—[De’ﬁnition 2 (CONVERGENCE UNIFORME)}

Soit (fy),cn une suite de fonctions D € C — Cet f : D C C — C. On dit que
(fn)nen converge uniformément vers f sur D si et seulement si

lim sup|fu(2) - f(2)] = 0.

n—-+o0o 2€D

Remarque
(fn)nen converge simplement vers f sur D se traduit par :

pour toutz € D, pour tout € > 0, il existeN, . € N tel que
n>N,.=|fu(z) — f(2)| <e.
(fn)nen converge uniformément vers f sur D se traduit par :
pour touts > 0, il existeN. € N tel que

n > N. = pourtout z € D, |f,(2) — f(2)] <e.

Il y a un risque de confondre ces deux expressions qui se ressemblent (surtout si on note N
au lieu de N,. et N.). La différence est que pour la convergence uniforme, N. doit convenir
pour tous les z € D.
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Suites de fonctions

Propriété 1 (CONVERGENCE UNIFORME ET SIMPLE)}

Si (fn),,en converge uniformément vers f sur D alors elle converge simplement vers f
sur D.

Preuve
Soit zg € D.

Ona0 <|fu(z0) — f(20)| < sup|fu(2) — f(2)|- Donc si lir_{l sup|fn(z) — f(2)| = 0, d’apres
D N0 zeD

ze
le théoréme des gendarmes, liI_~I_l | fn(z0) — f(20)] = 0 donc lir}rl fn(z0) = f(20). O
n—+o00 n—-+00

Remarque LA RECIPROQUE N’EST PAS VRAIE!

,—[Déﬁnition 3 (SUITE UNIFORMEMENT DE CAUCHY)}

Soit (fn),,cn une suite de fonctions D C C — C. On dit que ( f,),,c est uniformément
de Cauchy sur D si et seulement si Ve > 0, 3N, € Ntel que (n > N.etm > N,) =

sup |fn(2) — fm(z)‘ <E.
zeD

,—[Propriété 2 (CONVERGENCE UNIFORME ET CAUCHY)}

Une suite ( f,,),,. de fonctions D € C — C converge uniformément sur D si et seule-
ment si elle est uniformément de Cauchy sur D.

En pratique, on fait d’abord 1’étude de la convergence simple, ce qui détermine f. On étudie alors
sup|fu(z) = /(=)
ze

Si on le majore par (), tel que lim o, = 0 alors on a montré qu’il y a convergence

n——+0o00
uniforme.
Si on le minore par (o), .y tel que lim «,, # 0 alors on a montré qu’il n’y a pas convergence
n—-+00
uniforme.

,—{Propriéte’ 3 (SUITE NON CONVERGENTE UNIFORMEMENT)}

Soit (fn),cn une suite de fonctions D C C — Cet f: D C C — C. Pour que (f,),,cy
ne converge pas uniformément vers f sur D, il suffit qu’il existe une suite (z,), . de
points de D tels que f,(z,) — f(2,) ne converge pas vers 0 (limite dans C).
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4.1 Propriétés des limites uniformes

Propriété 4 (LIMITE ET CONTINUITE)

Soit (fn),cn une suite de fonctions D C C — Cet f : D C C — Ctelles que (fy),,cy
converge uniformément vers f sur D. Soita € D. Si pour tout n € N, f,, est continue en
a, alors f est continue en a.

Preuve

Soit a € D. Soite > 0.

AN, € Ntel queVn > N, Vx € D, |f,(z) — f(x)] <e/3.

dn. > 0 tel que (|v —a| < n.etx € D)= |fn.(z) — fn.(a)| < €/3. Donc (|Jx —a| < n. et
v e D)= |f(z) = fla)] < [f(x) = fn.(2)| + [fn. () = fa.(0)| + [fx.(a) — f(a)| < e Donc f

est continue en a. O

Remarque

0,1 —
r—x"

cune fonction. En effet elle converge simplement sur |0, 1] vers une fonction qui n’est pas continue.

On voit que la suite de fonctions [, : ne converge uniformément sur [0, 1] vers au-

Propriété 5 (LIMITE ET INTEGRALE)

Soient (a, b) € R?, (a < b) et (fn),y une suite de fonctions continues de [a, b] dans R.
Soit f : [a,b] — R telle que (fy), oy converge uniformément vers f sur [a, b]. Alors

i [ e = [ e

Preuve

Soit € > 0 fixé.

Il existe N € N tel que n > N = pour tout x € [a, ],
|fo(2) = f(2)] <e/(b—a)

Donc, sin > N,

x)dr — /ab f(z)dz| =

Donc lim / fo(x)dx = /bf(:r)dx O

n—-+00 a

(ful2) = f(x))dz

/|fn ~ f(@)|dz <e

Remarque Cette propriété n’est plus vraie si on n’a que la convergence simple de (f,), . vers

f.
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,—[Propriété 6 (LIMITE ET DERIVABILITE)}

Soient D un disque de C et (f,), . une suite de fonctions D C C — C, holomorphes
sur D. On suppose que

— 1) la suite (f}), . converge uniformément sur D vers une fonction g.

— ii)il existe zp € D tel que (f,,(20)),,cy cOnverge.
Alors (fy,),cn converge uniformément vers une fonction f : D C C — C sur toute
partie bornée de D. De plus, f est holomorphe sur D et [ = g.

Remarque Cette proposition est encore vraie pour les fonctions D C R — R (remplacer holo-
morphe par dérivable et D disque de C par D intervalle de R).
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Chapitre 5

Série de fonctions

5.1 DEFINITION

De facon analogue aux séries, les séries de fonctions sont définies a partir des suites de fonc-
tions.

,—[Déﬁnition 1 (SERIE DE FONCTIONS)}

Soit (f5),,cn une suite de fonctions définies sur le méme domaine D : pour tout n € N,
fn: D C C — C. On dit que la série de fonctions ) f,, converge simplement (resp.
uniformément) sur D ssi la suite des somme partielles (suites de fonctions) (.5y,),,.y Ol

pour tout n € N, pour tout z € D, S,(z) = Z fr(z) converge simplement (resp.
k=0

uniformément) sur D.

Remarque En pratique, pour ’étude de la convergence simple d’une série de fonctions D C
C — C, on est ramené a l’étude de la convergence d’une série complexe.

,—{Propriété 1 (CRITERE DE CAUCHY UNIFORME)J‘

Une série de fonctions »_ f, ou f,, : D C C — C converge uniformément sur

D si et seulement pour tout ¢ > 0, il existe N. € N tel que (m > n > N.) =
m

sup Z fr(2)| <e.

2€D k=n-+1

On en déduit que
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5.1 DEFINITION Série de fonctions

Propriété 2 (CONDITION NECESSAIRE DE CONV. UNIF.)}

Pour que la série de fonctions ) f,, ot f,, : D C C — C converge uniformément sur
D, il faut que la suite (), .y converge uniformément vers 0 sur D.

Les propriétés sur la continuité, la dérivation et I'intégration viennent des propriétés des suites de
fonctions :

,—[Propriété 3 (SERIE DE FONCTIONS ET CONTINUITE)}

Soit > fu, fu : D C C — C, une série de fonctions et a € D tel que pour tout n € N,

+oo

fn soit continue en a. Si > f,, converge uniformément sur D alors E fn est continue
n=0

en a.

,—[Propriété 4 (SERIE DE FONCTIONS ET DERIVATIONS)}

Soient D un disque de C et (), o une suite de fonctions D C C — C, holomorphes
sur D. On suppose que

— 1) la série ) f! converge uniformément sur D,

— ii) il existe zp € D tel que > f,(20) converge.
Alors Y f,, converge simplement sur D et uniformément sur toute partie bornée de D.

00 400 ! +o00
De plus, . est holomorphe et | = -
p p n
n=0

,—[Propriété 5 (SERIE DE FONCTIONS ET INTEGRATION)}

Soit Y fu, fn ¢ [a,b] € R — R (a < b) une série de fonctions continues. Si ) f,,

b [ +oo +oo b
converge uniformément sur [a, b], alors / <Z fn> (x)dx = Z / fo(z)dz.
@ n=0 n=0"?%

On étudie maintenant une autre notion de convergence plus forte que la convergence uniforme :

,—[Déﬁnition 2 (CONVERGENCE NORMALE)}

Soit > fu, fn : D C C — C, une série de fonctions. On dit que > f,, converge

normalement sur D ssi pour tout n € N, sup |f,,(2)| < +ooet ) sup|f,(z)| converge.
z€D z€D
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Série de fonctions 5.1 DEFINITION

Remarque
En pratique,

- pour montrer qu’il y a convergence normale, on cherche a majorer sup | f,,(2)| par un réel o, tel
zeD
que Y o, soit convergente, et

- pour montrer qu’il n’y a pas convergence normale, on cherche a minorer sup | f,,(z)| par un réel

z€D
ay, tel que > v, soit divergente.
Une fagon de minorer est d’utiliser :
,—t Propriété 6 (SERIE NON CONVERGENTE NORMALEMENT (1)) | \

(regle de la suite (2,),,o) Soit Y fr, fn : D C C — C, une série de fonctions. Pour
que > f,, ne converge pas normalement sur D, il suffit qu’il existe une suite (z,)
de points de D tels que > | f,.(z,)| diverge.

neN

Remarque Cette propriété est basée sur une minoration :
si pour tout n € N, z, € D, alors sup | f,(2)| > |fn(zn)|- Donc, si > |fn(zn)| diverge, alors
zeD

sup | fn(2)| diverge.
zeD

Un cas particulier de la propriété précédente est :

,—t Propriété 7 (SERIE NON CONVERGENTE NORMALEMENT (2)) | \

Soit Y fn, fn: D C C — C, une série de fonctions. S’il existe zp € D tel que > f,,(z0)

ne soit pas absolument convergente, alors )  f,, n’est pas normalement convergente sur
D.

L’intérét de la convergence normale est dans la propriété suivante :

Propriété 8 (CONVERGENCE NORMALE ET UNIFORME)J

Toute série normalement convergente est uniformément convergente.

Preuve

n

Si n est normalement convergente, la suite sup | fx(z est convergente donc de
8 p 8
k=0 =D neN

Cauchy.
C’est a dire que pour tout € > 0, il existeN. € N tel que (m >n > N.) =
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5.1 DEFINITION Série de fonctions

m

S suplfil2)]

k:n+1Z€D
m

< D IREIS DY suplfil2)

k=n+1 k:n+1Z6D

< g, ou encore <e.

> _sup lfie(=)] = Y sup |fi(2)]
k:OzeD kZOZED

> A(z)

k=n+1

> k(z)

k=n+1
converge uniformément sur D. O

Or pour tout z € D,

Donc sup < e. Donc ) f, vérifie le critéere de Cauchy uniforme sur D. Donc elle

zeD

Autre critere de convergence uniforme :

— Propriété 9 (REGLE D’ ABEL UNIFORME)) .

Soit > fn, fn: D C C — C une série de fonctions telles que pour tout n € N, pour
tout z € D, f,(2) = a,(2)u,(z) avec

— i) pour tout z € D, la suite (v, (2)),,o est réelle et décroissante,

— ii) la suite de fonctions (a,),, .y converge uniformément vers la fonction identi-

quement nulle sur D.
D u(2)

k=0

— 1i1) il existe M € R tel que pour tout n € N, sup <M.

z€D

Alors ) f,, converge uniformément sur D.
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Chapitre 6

Séries entieres

Les séries entieres sont des séries de fonctions de forme particuliere. Elles sont bien adaptées
a I’opération de dérivation, et donc a la résolution d’équations différentielles.

Définition 1 (SERIE ENTIERE)

Une série entiere est une série de fonctions de la forme ) a,z" (fonctions C — C,
Z — apz™) oupour tout n € N, a,, € C.

Pour étudier la convergence de la série,

Propriété 1 (THEOREME D’ ABEL)

Soit ) a, 2™ une série entiere. Soit z, € C tel que la suite (a, (), soit bornée. Alors
— i) pour tout z; € Ctel que |z1| < |z0], 1a série (complexe) > _ a,,2] est absolument
convergente.
— ii) Vr tel que 0 < r < |z, 1a série de fonctions ) _ a,,z" est normalement conver-
gente sur le disque fermé D(0,7) = {z € Ctq |z| < r}.

Preuve
Sizg =0, P21 € C tel que |21| < |z0| et Br € R tel que r < |20| donc la propriété est triviale. Si

2o # 0, soit M tel que Vn € N, |a,z}| < M.

n n
— 1) Si zy € Cesttel que |z1| < |2] alors Vn € N, |a,2}| = |anz) <i> <M A
20 20
AR 21" .
Comme |—| = — < 1,Y M |—| converge donc ) |a,z}| converge.
20 |20 0

osup a2 < sup M |2

— i) Si0 < r <z
2€D(0,r) 2€D(0,r)

) e ()

<0
converge. O
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Séries entiéres

Définition 2 (RAYON DE CONVERGENCE)}

Soit Y a, 2" une série entiere. On appelle rayon de convergence de la série le nombre
R = sup{r € Ry tq (anr"),y soit bornée}.

Remarque {r € R, 1q (a,r"), .y soit bornée} # () car il contient 0. Si cet ensemble est majoré
il admet une borne sup. Sinon, on convient de poser R = +o00.

,—[Propriété 2 (VALEURS DE RAYONS DE CONVERGENCE)}

Soit R le rayon de convergence d’une série entiere » _ a,z".
— 1) Si R =0, Y a,z] ne converge que pour z; = 0.
— i) Si R = +o0, pour tout 2; € C, Y a,z] converge absolument et pour tout
r >0, a,z} converge normalement sur D (0, 7).
— iii) Si R est un nombre fini non nul, pour tout z; € C tel que |z1| < R, > _ a, 2]
converge absolument, pour tout z; € C tel que |z;| > R, > a,z] diverge, pour
tout 7 tel que 0 < 7 < R, >_ a,, 27 converge normalement sur D(0, 7).

Définition 3 (DISQUE DE CONVERGENCE)}

o
Si R est le rayon de convergence d’une série entiere > a,,2", le disque ouvert D(0, R) =
{z € Ctq |z| < R} est appelé disque de convergence de la série entiere.

Remarque Si R est fini, on ne sait pas a priori si Y a,z" converge pour |z| = R.

Détermination du rayon de convergence :

,—[Propriété 3 (D’ALEMBERT ET RAYON DE CONVERGENCE)}

Soit Y a,z" une série entiere et R son rayon de convergence. Supposons que

lim 1%ntil (I fini ou infini). Alors
n—-+oo |a'n|

si0 <l <400, R=1/l;sil =0, Rest+o0o;silest+o0o, R=0.

Remarque Cette propriété se démontre par la regle de d’Alembert.
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Séries entieres 6.1 Opérations sur les séries entieres

Propriété 4 (FORMULE D’HADAMARD) |
J

Soit ) " a,2" une série entiere et R son rayon de convergence. Notons

limsup {/|a,| = [. Alors

n—-+00
si0 <l <400, R=1/l;sil =0, Rest+o0o;silest+o0o, R=0.
Exemple
]PZRtJr li |”|—1' Loy
. Pour es oo( 1m (n+1)|—n_1>rfoon+1— ).
|(n + 1)!

' pum— pum— 1 =
2. Pour ) nlz", R=0,( £+oo ] ngrfw(n+1) +00).
2" 1
3P0urZ—R—1(h In + 1]

n—+o00 ‘n‘

= 1). Pour |z| = 1, z = exp(if). Si 6 = 0 [27],

no
Z — = Z diverge. Si 0 # 0 [27], > exp(inf) converge (déja montré par la régle
’Abel)
2" i [(n+ 1) 2 1
4. Pour Z—, R=1/( irfmﬁ = 1). Pour |z| = 1, Y || = Zﬁ converge.

Donc Vz € Ctel que |z| =1, Z — est absolument convergente.

6.1 Opérations sur les séries entieres

,—{/Propriété 5 (SOMME ET PRODUIT DE SERIES ENTIERES)}

Soient Y a,z" et Y b,z" deux séries entieres de rayon de convergence respectif R, et
Ry. On considere
- la série entiere somme » (a,, + b,)z", et

n
- la série entiere produit > c,2" ol ¢, = E a,by,—, de rayon de convergence respectif
p=0

Rs et R,. On a alors Ry > inf(R,, Ry), R, > inf(R,, R;) et pour tout z; € C tel que
\21] < 1nf(Ra,Rb)

Z (@n + bp) 27 fZanzl +Zb 21set
chzl = (Z anz?) <Z bnzf)
n=0 n=0

39



6.2 Propriétés fonctionnelles d’une série entiere Séries entieres

Remarque Si R, # Ry, alors Ry, = inf(R,, Ry).

6.2 Propriétés fonctionnelles d’une série entiere

Propriété 6 (CONTINUITE)

o
Soit > a,,z" une série entiere de rayon de convergence R # 0. Alors sur D(0, R), z

+oo
Z a,z" est une fonction continue.
n=0
Preuve
o
Soit zy € D(0, R). Alors |z| < R. Soit r tel que |zy| < r < R. Y a,2™ converge normalement sur
+00
D(0,7) et pour toutn € N, z Z an2" est continue sur D(0, 1) donc en 2. O
n=0

Pour I’étude de I’intégration des séries entieres, on se restreint dans ce cours au cas des séries
entieres réelles : > a,z™ ou pour tout n € N, a, € R etz € R. Toutes les propriétés des séries
entieres complexes sont vraies pour les séries entieres réelles. Si R est la rayon de convergence
d’une série entiere réelle ) _ a,2", son “disque” de convergence est 'intervalle | — R, R].

Propriété 7 (INTEGRATION)

Soit > a,z™ une série entiere réelle de rayon de convergence R # 0. Alors pour tout
a,btelsque a < bet[a,b] C| — R, R],

b +oo +00  p
/ E a,r"dr = E / apxdx.
@ n=0 n=0"9%

Pour I’étude de la dérivation, on revient aux fonctions complexes :

Propriété 8 (DERIVATION)

— i) Les séries entieres > a,2" et > na,z""! ont le méme rayon de convergence.

— ii) Soit ) a,z" une série entiere de rayon de convergence R # 0. Alors
+oo

sur D(0, R), z +— Z a,z" est indéfiniment dérivable et pour tout p € N,
n=0
<Z anzn> = Z nn—1)...(n —p+ 1a,z""".
n=0 n=p
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Séries entieres 6.2 Propriétés fonctionnelles d’une série entiere

Preuve
i) Démontré en cours,
ii) > na,z""' a le méme rayon de convergence R que > a,z"

o
Soit zo € D(0, R) et soit r tel que |z| < r < R. > na,z""' et a,z" convergent normalement

sur D(0,7) qui est un disque de C.
+oo

De plus, pour toutn € N, z — a,z" est holomorphe et sa dérivée est z — na, 2"~ Donc Z ap 2"
n=0
est holomorphe sur D(0, 1) (donc en zy), et sa dérivée est

E na,z"*

n=1
En appliquant ce résultat a la série entiére dérivée > na,z""' on obtient la série entiere dérivée
seconde > n(n — 1)a,z"2%

Pour tout p € N, en réitérant ce processus, on obtient la série entiere dérivée d’ordre p. O

On voit la que contrairement aux autres séries de fonctions, les séries entieres sont bien adaptées
a la dérivation. Grace a cette propriété, elles constituent un outil pratique pour la résolution de
certaines équations différentielles :

Exemple

On cherche une série entiére qui soit égale a sa dérivée (donc on cherche une série entiére solution
+00

de f'—f = 0). On suppose donc qu’il existe R > 0 tel que pour tout v €]—R, R|, f(x) = Z anx”.
n=0

+oo
Donc f'(x Znan 1= Z(n + Day 2™
n=0

“+o0o
Or f' — f = 0 donc pour tout x €] — R, R, Z(n + Dayp2” Z apz” = 0.
n=0
+oo
Donc Z ( (n+1api1 — an) " = 0.
n=0

Donc pour tout n € N, a,, = (n+ 1)a, 1. Cest a dire a1 = ag, az = a1/2 = ag/2, a3 = ay/3 =
(10/6. ..

. Qo , . . .
Montrons par récurrence que a, = — © C'est vrai aux rangs 1, 2 et 3. Supposons que ¢a soit vrai
Qo ay ag
aurang k : ap = —. Alors a1 = = .
8 Kl T Er1 T (kD)

foa p Qo -
La série ainsi formée, —lx” a pour rayon de convergence +00 et on peut montrer en utilisant
n!
+00 a
PN 0
le théoreme de Taylor-Lagrange que pour tout © € R, g —|x" = ag exp(x).
n!

n=
Donc toute série entiere solution de f' — f = 0 est de la forme C exp(z) ou C' est une constante.
En fait il n’y a pas d’autre solution, définie sur un intervalle : si g est définie sur un intervalle I et
telle que ' — g = 0, alors
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6.2 Propriétés fonctionnelles d’une série entiere Séries entieres

( () )’ _ g'() exp(x) —exp(w)g(z) _ 0.

exp(x) exp(2z)
. 9(z) _ _
Donc il existe C' € R tel que pour tout x € I, @ C. Donc g(x) = Cexp(x).
exp(z
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Chapitre 7

Fonctions développables en séries entieres

7.1 L’exemple de I’exponentielle complexe

On a vu que I’exponentielle est (a une constante multiplicative pres) la seule fonction qui soit
égale a sa dérivée (sur un intervalle), et c’est la raison pour laquelle on I'utilise pour résoudre les
équations différentielles d’ordre 1. Pour le montrer, on a vu que le rayon de convergence de la

" X an
série entiere réelle > | ] est +00 et que pour tout © € R, exp(z) = Z ok On généralise cette
n=0

expression a tout z € C.

Définition 1 (EXPONENTIELLE COMPLEXE)

+oo .
Pour tout z € C, on pose exp(z) = Z -

n=0

E.

On a toujours la propriété fondamentale de I’exponentielle.

Propriété 1 (PROPRIETE DE L’EXPONENTIELLE)

Pour tous 21, 2o € C, exp(z1) exp(z2) = exp(z1 + 22).

Preuve

+o00 o +o0 o +o00
Pour tout z1, z5 € C, exp(z1) exp(zq) = ( E —1|> ( E —2') = E cp oupourtoutn € N, ¢, =
n! n!

n=0 n=0 n=0
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7.2 Développement en série entiére Fonctions développables en séries entieres

i (O_ ¢y est la série produit de Z — et Z quz sont absolument convergentes).

i B (n—k)!
Donc exp(z1) exp(z Z Z zz”k—fi(z + 29)" = exp(z1 + 29). O
p(21) exp(22) ol k'n— 172 _On! 1 2 plz1 2)-

On va maintenant voir pourquoi les nombres complexes de module 1 sont associés a des rotations :
Propriété 2 (DEVELOPPEMENT DE COS, SIN, EXP)

Pour tout 6 € R,

: o (_l)n 2p
— i) cos(d) = E @n)! 0",
n=0 ’
+o00
SN e o (_1)71 2n+1
— i) sin(f) = EZO 2t 1) 1)!9 ,

— iii) exp(if) - cos(6) + isin(h).

Preuve

— i) pour tout n € N,
cos®(x) = (—1)" cos(x) et cos®*V(z) = (—1)"*!sin(z). Donc, pour tout N € N, en
appliquant la formule de Taylor-Lagrange a l’ordre 2N +1 a cos entre 0 et 0, on a : il existe

N
92n 92n+1
cn compris entre 0 et 0 tel que cos(0) = ; ((2n)! cos®(0) 4 21l cos@”“)(())) +
e EN+2)(en). O tout n € N,
————— o8 r pour tout n
(2N + 2)! P
cos®(0) = (—1)"cos(0) = (—=1)" et cos® T (0) = (—1)"*'sin(0) = 0, donc 0 <
N ( 1) |6|2N+2

02" = 0.

lim |cos(é E
N—+o0o

La preuve du ii) est szmllalre

lim
= VL 2N 1)

— iii) exp(if) = fz"g—n = f( 1)p92p +1 2&92”*1 (une suite complexe
“—~  nl (2p)! (2p+1)!

converge si et seulement si sa pame réelle et sa partle imaginaire convergent). O

On en déduit immédiatement que V0 € R, | exp(if)| = 1.

7.2 Développement en série entiere

On a vu en utilisant Taylor-Lagrange que pour tout x € R,
too  n +oo 2n +oo I2n+1

exp(z) = Z x—', cos(x) = Z(—l)nén), etsin(z) = Z(_l)n 2n+ 1)

n!
n=0 n=0 n=0
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Fonctions développables en séries entieres 7.2 Développement en série entiere

ATTENTION : II ne faut pas confondre ces expressions avec les développements limités en 0 de
exp(z), cos(x) et sin(x). Dans un développement limité, en 0, on ne garde qu’un nombre fini de
termes, et le développement n’est utile que quand z tend vers 0.

Ici, on considere une infinité de termes et ces développements sont valables pour tout x € R. On
les appelle des développements en série entiére.

Définition 2 (DEVELOPPEMENT EN SERIE ENTIERE)

Soit f : D C C — C tel que D soit un voisinage de 0. On dit que f admet un
développement en série entiere sur D si et seulement si il existe une suite de coefficients

+o0o
complexes (ay,), oy telle que pour tout z € D, f(z) = Z anz".
n=0

On va voir que si elle existe, la suite (a,), . st nécessairement unique et liée aux dérivées suc-
cessives de f :

Propriété 3 (DERIVEE N-IEME)

Soit f : D C C — C développable en série entiere sur . Alors pour tout n € N,

AR

f™(0) existe et a, =
n!

Preuve
Puisque f coincide au voisinage de 0 avec z — > a, 2" qui est indéfiniment dérivable en 0, f ’est

aussi. De plus, pour tout p € N,
“+oo

FP(0) = Zn(n— 1)...n—p+1)a,0"P=pp—-1)...1a, O

n=p

A cause de cette propriété, a toute fonction indéfiniment dérivable en 0 on associe sa série de
Taylor en 0.

Définition 3 (SSERIE DE TAYLOR)

Soit f : D C C — C indéfiniment dérivable en 0. La série de Taylor de f en 0 est la

(n) ()
série Z f )z”

n!
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7.3 Développement des fonctions usuelles Fonctions développables en séries entieres

Deux questions se posent alors

. f0)
1. La série Z Tz converge-t-elle ?
2. Si oui, converge-t-elle vers f(z)?

Il est évident que pour z = 0, la série converge vers f(0). Par contre, pour z # 0, la reponse peut
étre non a chacune de ces questions. Des exemples seront étudiés en TD.

Remarque On définit de la méme facon que dans C les fonctions développables en série entiére
sur R et leur série de Taylor. Pour savoir si une fonction réelle indéfiniment dérivable en () est
développables en série entiere, les deux mémes questions se posent, et la réponse peut étre non a
chacune de ces questions.

La formule de Taylor-Lagrange donne une condition suffisante pour qu’une fonction soit dévelop-
pable en série entiere. Dans ce cours, on ne la donne que pour les fonctions réelles.

Propriété 4 (CONDITION SUFFISANTE)

Soit f : I C R — R ou [ est un intervalle contenant 0. On suppose que f est indéfini-
ment dérivable sur 7, et qu’il existe une constante M telle que pour tout n € N, pour tout
x € 1,|f™(x)] < M. Alors f est développable en série entiére.

Remarque On a déja utilisé cette propriété pour développer exp, cos et sin.

Preuve
On applique la formule de Taylor-Lagrange a f entre 0 et x, a ’ordre N :
il existe c compris entre 0 et x tel que

N n N+1
x x
= - )
Zn AN AT
N (n) 2 N+1
< 1 < _— =0.0
Donc 0 < Nl_lgloo EZO i Nl_l)f}rloo N1 M=0

7.3 Développement des fonctions usuelles

Souvent, pour développer une fonction en série entiere, on se ramene a des fonctions usuelles
(comme pour les développements limités).
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Fonctions développables en séries entieres 7.3 Développement des fonctions usuelles

,—[Propriéte’ 5 (FONCTIONS USUELLES)} .
— Famille de I’exponentielle :
+oo  p
pour tout z € C, exp(z) = ZO ot
Pour tout z € R,
+oo 2n
exp(z) + exp(—x) x
h — g —
ch(z) 2 2 (2n)!
n=0
sh(z) = exp(x) — exp(—x) _ X gt .
2 “—~ (2n+1)!
+0oo xQn
cos(z) = ;(—1) o) et
e p2n+l
in(z) =y (=1)"—— .
sin(z) 7;( a1

Toutes ces séries entieres ont donc un rayon de convergence infini.

— Famille du bindme :
pour tout z € C tel que |z| < 1,

1 o
= Z 2" et
11—z e

1 R
=> (-1)r2"
l+z &=

Pour tout = € R tel que |z| < 1,

+00 gntl
In(1+z) = nz;(—wn et

RACS p2n+l
arctan(z) = nz:%(_l)RQn —
Pour tout @ € R, pour tout = € R tel que |z| < 1,
(1+x)a:1+%$+%SE2+.H:fa(a—l)..ﬁ!(a—n—i—l)xn.

n=0
Toutes ces séries entieres ont un rayon de convergence égal a 1.

Remarque

1. De la méme fagcon qu’on a défini exp(z), pour tout z € C, en utilisant le développement
en série entiére de I’exponentielle, on peut définir cos(z), sin(z), ch(z) et sh(z), pour tout
2z € C. Les développements de ces fonctions donnés dans la propriété précédente sont
encore valables dans C. Mais ces fonctions définies sur C sont beaucoup moins utilisées
que l’exponentielle complexe.
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7.3 Développement des fonctions usuelles Fonctions développables en séries entieres

se calcule facilement en étudiant la série géométrique > z".

1
2. Le développement de 7

On en déduit le développement de en changeant z en —z, puis celui de In(1 + x) en
z

se restreignant a x € R puis en prenant la primitive du développement de 7 . De méme,

xz

on calcule le développement de arctan(x) en développant d’abord sa dérivée 5
x

3. Le développement de (1 + x)* n’est valable que pour o indépendant de x. La méthode la
plus pratique pour le calculer est d’utiliser une équation différentielle (voir en TD). Pour
a € N, il n’y a qu’un nombre fini de termes non nuls dans ce développement, et on retrouve

- a!

la formule du bindme de Newton : (1 + z)* = Z — "
“— nl(a—n)!

4. Les fonctions In(1+x), arctan(z) et (1+x)* peuvent elles aussi étre prolongées dl%(O, 1) C
C de fagon a ce que les développements donnés dans la propriété précédente soient encore
valables. Mais il y a plusieurs facons de définir ces fonctions dans le cas complexe et on ne
considerera que le cas réel dans ce cours.
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Chapitre 8

Séries de Fourier

Les séries de Fourier sont des séries de fonctions d’un type particulier, qui servent a étudier les
fonctions périodiques. L’idée est d’exprimer une fonction 27-périodique quelconque comme une
combinaison linéaire de fonctions 27-périodiques simples, de la forme cos(nx) ou sin(nz), avec
n € N. Cette “combinaison linéaire” sera, en général, une somme infinie, c’est a dire une série :

Définition 1 (SERIE TRIGNONOMETRIQUE)

On appelle série trigonométrique une série de fonctions ) _ f,, dont le terme général est
de la forme f,,(z) = a, cos(nz) + b, sin(nx) avec z € R et,pour tout n € N, a,, € Cet
b, € C.

Propriété 1 (CONVERGENCE)

Si ) a,et) b, convergent absolument, alors la série trigonométrique
> ((ay cos(nz) + b, sin(nx)) converge normalement sur R.

Preuve

>ub ‘ @n 08(nT) + by Sin(nx)’ < lan| + |bu|- Or si Y a, et > b, convergent absolument alors
z€R
> (lan| + |bn|) converge donc

> sup | a, cos(nx) + by, Sin(n:n)‘ converge. 0
zeR

Avec des hypothéses moins fortes sur (ay ),y €t (bn)
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Séries de Fourier

{Pmpriéte’ 2 (CONVERGENCE (2))} .

Si les suites (ay),,cy €t (bn), oy sont réelles, décroissantes, et tendent vers 0 alors, pour
tout 2o € R\ 27Z fixé Y- (a, cos(nwzg) + by, sin(nzg)) converge.

De plus pour tout ¢ > 0, > (@, cos(nz) + b, sin(nz)) converge uniformément sur
chaque intervalle de la forme [2n7 + ¢,2(n + 1)7 — €] avec n € Z.

La preuve de cette propriété est une application de la regle d’ Abel uniforme.

En utilisant les formules d’Euler, on peut réécrire une série trigonométrique en remplacant les cos
et sin par des exponentielles :
) a, — b , a, + b .
pour tout n € N, a,, cos(nx) + b, sin(nz) = (%) PR <%) e T
Cette remarque permet d’introduire ce qu’on appelle 1’écriture complexe d’une série trigonomé-
trique. Mais pour ca, I’habitude est d’utiliser des séries pour lesquelles I'indice n est dans Z et
non plus simplement dans N :

Définition 2 (INDICE ENTIER RELATIF)}

La série Z x,, est par définition la série xo + Z (Tn +x_p).

neZ neN*
On a alors :
{Propriéte’ 3 (ECRITURE COMPLEXE)} .
Toute série trigonométrique Z <an cos(nx) + by, sin(nx)) peut se réécrire sous la
neN
forme Zc e™ avec cy = ag et Vn € N¥, ¢, = o — tbn et
n 0 — Yo s bn — 9
nez
Cp = %. Alors, Vn € N*, a,, = ¢,, + c_p etb, = i(c, — c_p).

Lorsqu’une série trigonométrique converge uniformément sur [—, 7|, on peut retrouver ses coef-
ficients en fonction de sa somme :
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Séries de Fourier

,—{Propriété 4 (EVALUATION DES COEFFICIENTS)}

Soit E (an cos(nx) + by, sin(n:c)) une série trigonométrique uniformément conver-

gente sur [—, 7).
+oo

Notons, S(z) = Z (an cos(nx) + by, sin(mc)) , pour tout z € R.
n=0
1 s
Alors ag = 2—/ S(x)dx et pour tout n € N*,
™ —Tr
1

U = — /Tr S(x) cos(nx)dx et b, = %/W S(x)sin(nz)dx.

LY —— —

Remarque

1. S est une fonction R — C. On a donc ici des intégrales de fonctions R — C auxquelles il
faut donner un sens.

b b b
Par définition, pour f : R — C, / f(z)dz :/ Re(f(z))dx +i/ Im(f(x))da.

2. Onn’a pas d’expression pour by. En fait, puisque by est le coefficient de sin(0z) = 0, il n’a
aucune importance, on peut choisir par exemple by = 0.

Si la série trigonométrique est donnée par son écriture complexe, les expressions se simplifient :

,—{Propriété 5 (SERIE TRIGO-COMPLEXE)}

Soit E cpe™” une série trigonométrique écrite sous forme complexe qui converge uni-

neZ
formément sur [—, 7].

400

Notons, pour tout x € R, S(z) = Z cne™. Alors pour tout n € Z, ¢, =
n=—00

1 g .

— S(x)e " dx.

o | (z)

Preuve Soit ng € Z fixé. Puisque Cn€Z converge uniformément sSur |—m, T ,
;
nez

+oco
1 " —1inox 1 " T —ingr
%/_,FSW e = %/ 2 o

n=—oo
1 &L
= — Z/ cpe" ey,
27T n=—oo v T
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Séries de Fourier

1sin = ny,
eznxe—znowdx — I:l

0 sinon.

1 s
2 ),

Cette propriété a une interprétation géométrique simple qui sera développée dans le paragraphe sur
I’égalité de Parseval.

Remarque Puisque cos(nx) et sin(nx) sont 2r-périodiques, S(x) 'est aussi. A cause de ¢a, on

. . . 1 a+-2m )
peut changer Uintervalle d’intégration : pour tout o € R, pour toutn € 7., ¢,, = or / S(z)e " dx.
™ (6%
La méme chose est vraie pour a,, et b,.
Maintenant qu’on a étudié les séries trigonométriques, on peut revenir au programme de départ :

étant donnée une fonction 27-périodique quelconque, peut-on la réécrire comme la somme d’une
série trigonométique ?

,—[De’ﬁnition 3 (SERIE DE FOURIER)} .

(SERIE DE FOURIER)
Soit f une fonction 27-périodique. Sa série de Fourier est par définition la série trigo-
nométrique . ( a, cos(nz) + b, sin(nz)) définie par

1 [" L[
ag = 2—/ f(z)dz et pour tout n € N*, a,, = —/ f(z) cos(nz)dx et
L —— T J_x

L[ . . :
by, = = f(z) sin(nx)dz, si ces intégrales sont définies.
™ —T
Ou, de facon équivalente, c’est la série trigonométrique écrite sous forme complexe
™

E cne™ o, pour tout n € 7Z, ¢, = o f(z)e ™ dzx. Les coefficients a, et b,
T
neZ S

(ou, de facon équivalente, c,,) sont appelés coefficients de Fourier de f.

,—[Propriété 6 (PARITE)} .

1. Puisque f est 27-périodique, on peut changer I’intervalle d’intégration en [o, o+
27], pour tout @ € R.

2. Si f est paire, pour tout n € N, b,, = 0.

3. Si f estimpaire, pour tout n € N, a,, = 0.
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Séries de Fourier

De facon analogue a ce qui se passe quand on développe une fonction en série entiere, étant don-
née une fonction f 27-périodique dont les coefficients de Fourier sont définis, deux questions se
posent :

1. La série de Fourier de f converge-t-elle ?
2. Si oui, converge-t-elle vers f ?

Malheureusement, comme pour les séries entieres, la réponse peut étre non a chacune de ces ques-
tions.

Il existe toute une théorie décrivant la convergence de la série de Fourier sous diverses hypotheses
sur f. Parmis cette théorie, on retiendra pour ce cours le résultat suivant :

Théoreme 1 (DIRICHLET JORDAN)

Soit f une fonction 27-périodique continue sur [—m, 7| sauf éventuellement en un
nombre fini de points. On suppose qu’en ces points de discontinuité, f admet une limite
a droite et une limite a gauche finies. Enfin, on suppose que f admet en tout point de
[—7, 7] une dérivée a droite et une dérivée a gauche (finies). Alors pour tout = € R, la

1
série de Fourier de f est convergente en z et a pour somme 5 ( lim+ fly)+ lim f (y)) )
y~>x yA)Ii

En particulier, en tout point = ou f est continue, la somme de sa série de Fourier est

f(@).

Il est pratique de réinterpréter la théorie des séries de Fourier en utilisant les notions d’espace
vectoriel et de produit scalaire. On peut alors retenir certains aspects des séries de Fourier en
gardant en téte I’analogie avec I’espace vectoriel simple qu’est R?, qui est muni du produit sca-
laire 7.y = x1y1 + x2yo. Cette analogie s’écrit de fagon plus naturelle quand on utilise 1’écriture
complexe des séries de Fourier.

L’espace qui, pour les séries de Fourier, joue le role de I’espace vectoriel R? est I’ensemble de
fonctions

F={f: R— C, 2r-periodiques et dont le carré est intégrable sur [—, 7| }.

On peut définir un produit sur F (une fonction F x F — C) qui jouera le role du produit scalaire
de R?:

Définition 4 (PRODUIT SCALAIRE)

Pour f,g € F, on appelle produit scalaire de f et g, et on note (f, g) le nombre com-

plexe (f,g9) = = f(x)g(x)dx ou g(x) désigne le nombre complexe conjugué de
m

—Tr

g(z).
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8.1 Interprétation géométrique des séries de Fourier Séries de Fourier

Lorsqu’on a un produit scalaire, on peut définir une norme :

Définition 5 (NORME)

(NORME) Soit f € F. On appelle norme de f et on note || f|| le nombre réel positif
LF1 =/ (f5 £)-

Remarque La norme de R? est construite de cette facon a partir du produit scalaire : ||T|| =

VET = /2 + 23
Propriété 7 (BASE ORTHONORMEE)

L’ensemble (infini) des fonctions {z + € n € Z} forme une base orthonormée
(infinie) de F muni du produit scalaire (., .).

En effet on a déja vu que pour tout ny € Z,

1 ’ 1sin = ng,
— eMreT M dy =
27 Jx 0 sinon,
ce qui se traduit par
1sin = ng,
(e, ein) =
0 sinon,

ce qui est la définition d’une famille orthonormée. Le fait que cette famille contienne assez d’élé-
ments pour étre considérée comme une base nécessite des développements supplémentaires :

La différence entre R? et F est qu’une base orthonormée de R? ne contient que 2 éléments alors
qu’une base orthonormée de F contient une infinité d’éléments. On dit que F est de dimension
infinie.

Par analogie avec R?, on dit qu’on a décomposé f € F suivant la base orthonormée {z

+N
e’ n € Z} sion a trouvé des coefficients ¢, € Z tels que lim || f(z) — Z cne™|| = 0. La
N—+oo —

proposition précédente affirme que cette décomposition est possible pour tout f € F. Alors on
obtient I'interprétation suivante.

8.1 Interprétation géométrique des séries de Fourier

Soit f € F. Sa série de Fourier n’est rien d’autre que sa décomposition suivant la base ortho-
normée {z — e¢"* n € Z}. Cette interprétation permet de retenir I’expression des coefficients de
Fourier de f :
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Séries de Fourier 8.1 Interprétation géométrique des séries de Fourier

,—[Propriéte’ 8 (PROJECTION ORTHOGONALE)}

Soit f € F. Pour tout n € Z son coefficient de Fourier ¢, est la projection orthogonale
de f sur ¢, ¢’est a dire ¢, = (f() mz _ / flx _mmdx

Enfin, cette interprétation permet de relier la norme de f avec ses coefficients de Fourier :

F{Théoréme 2 (PARSEVAL-BESSEL)}

Soit f € F et {c,, n € Z} ses coefficients de Fourier en écriture complexe,
{(an,b,), n € N} ses coefficients de Fourier en écriture réelle. Alors la norme de f
vérifie :

1. Inégalité de Bessel : pour tout N € N,

£ = /f ) > Z leal?

1
= laol” + 5 Z(\%\Q + [bal*)-

n=1
2. Egalité de Parseval :
e
1f11 = Z leal® = laol* + Z(|an|2+lbnl2)-
n=-—00 n=1

55



8.1 Interprétation géométrique des séries de Fourier Séries de Fourier
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Chapitre 9

INTEGRALES DEPENDANT D’UN
PARAMETRE

Une intégrale dépendant d’un parametre est une fonction de la forme

go(x):/Jf(x,t)dt.

Nous integrons donc en fonction de ¢ sur un intervalle J C IR, mais cette fonction dépend d’un
parametre z. En intégrant, nous obtenons donc une nouvelle fonction qui dépendra de z, notée
ici ¢. En général on ne sait pas calculer explicitement 1’intégrale, et donc la seule expression
que nous puissions avoir de ¢ sera sa forme intégrale et non pas explicite. Nous essayons quand
méme d’avoir des informations sur ¢ concernant sa continuité, dérivabilité et méme son intégration
quand c’est possible. C’est le but de ce chapitre. Il existe une théorie développée sur des espaces
vectoriels, mais nous ne nous contenterons dans cette partie que de fonctions de la forme

p: I — R
T /f(x,t)dt,
J

ou [ et J sont des intervalles de R bornés ou non, avec z € I et ¢ € J. Nous nous limiterons ici
dans le cadre des intégrales de Riemann, pour un cadre plus général il faudra se référer au cours
d’intégration de troisieme année de licence.

Remarque Nous verrons que lorsque J n’est pas borné, par exemple J = |a,+0o0| la limite
lim ¢(x), oit © € I n’est pas comme notre intuition pourrait le laisser penser.
T—T0

+0o0
En effet, nous serions évidemment tentés d’écrire que cette limite est la méme que / lim f(x,t)dt =
a T—T0

+oo
f (g, t)dt mais c’est faux en général.

Nous pouvons le montrer avec I’exemple suivant.
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9.1 Intervalle d’intégration .J compact INTEGRALES DEPENDANT D’UN PARAMETRE

Exemple
+oo
Soit p(x) = / ve " dt définie pour x > 0. On pose f(t,r) = e %,
0
On a donc p(0) = 0, et un simple calcul nous montre que pour tout v > 0, p(x) = 1. Par

conséquent, lim p(z) =1
x—07T

400
D’autre part, lim xe** = 0 et donc / lim f(z,t)dt =0.
0

x—0 x—0t

+oo
Ainsi, lim ¢(z) #/ lim f(x,t)dt.
z—07F 0 T—

#/ﬂo@f

On montrerait également que

9.1 Intervalle d’intégration J compact

9.1.1 Bornes d’intégration constantes

Dans cette section, nous supposerons que t € J = [a, b], avec a et b des réels tels que a < b (ce
n’est pas nécessaire mais cela simplifiera les notations). Nous allons donc considérer ¢ de la forme

Théoreme 1 (CONTINUITE)
On suppose f continue sur [ X [a, b], alors la fonction

e: I — R

b
T /f(x,t)dt,

est définie et continue sur 1’intervalle /.

Preuve Démontré en cours.
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INTEGRALES DEPENDANT D’UN PARAMETRE 9.1 Intervalle d’intégration J compact

~ Théoréme 2 (DERIVEE)

On suppose que
i. f estcontinue sur / x [a, b],

ii. f admet une dérivée partielle Ep f sur I x [a,b] et I'application (x,t) +—
x
0
a—f(x, t) est continue pour tout (x,t) € I X [a, b]
x
alors la fonction
p: I — R

r /bf(x,t)dt,

est définie et de classe €™ sur lintervalle I. On a de plus pour tout z € I,

do)= [ 9 fo,tydt

Preuve Démontré en cours.

,—[Théoréme 3 (DERIVEE D’ORDRE SUPERIEUR)}

On suppose que
i. I’application f continue sur I X [a, b],
M
ii. L’application f admet des dérivées partielles 9 f jusqu’al’ordre n (respective-
x
ment a tout ordre) sur I X [a, b] et pour tout m < n (respectivement pour tout 1)
s

les applications (z,t) — pye (x,t) sont continues pour tout (z,t) € I X [a,b]
x'm

v: I —- R
b
T > /f(m,t)dt,

est définie et de classe € (respectivement de classe €*) sur lintervalle /. On a de plus
pour tout m < n (respectivement pour tout m € N), pour tout z € I,

alors la fonction

b am

Preuve Démontré en cours.
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9.1 Intervalle d’intégration .J compact

INTEGRALES DEPENDANT D’UN PARAMETRE

,{The’oréme 4 (INTEGRATION : FUBINI)}

On suppose que f : [«, 5] X [a,b] — R est continue (o [, 3] et [a, b] sont des segments
fermés bornés de R), alors les fonctions

v: [o,0] - R et ¢: [a,b] = R
b B
75 — / f(z, t)dt, t — / f(z,t)dz,

sont continues, et I’on a

/ab (/jf(@t)d:v) dt:/j </abf(x,t)dt) de.

9.1.2 Bornes d’intégration variables

~ Théoréme 5 (CONTINUITE)

On suppose les applications f : [ C R x [a,b] - R, u: [ — [a,b]etv : [ — [a,b]
continues, alors la fonction

est continue.
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INTEGRALES DEPENDANT D’UN PARAMETRE 9.2 Intervalle d’intégration J non borné

Théoreme 6 (DERIVABILITE)

On suppose que :

l. f:1CR x |a,b] — R est continue,

: .0 :
2. f admet une dérivée partielle 8f continue sur /,
x

3. les applications u : I — [a,b] et v : [ — [a, b] sont dérivables,

alors la fonction

est dérivable, de dérivée

v@) 5 f(p
oe)= [ i v@) st - v o)

9.2 Intervalle d’intégration J non borné

Dans cette section, on ne suppose plus un intervalle d’intégration [a, b] mais un intervalle du type
la, +00l, le cas | — oo, a] se fait de facon analogue. Nous allons considérer ici une application

[ IXx[a,+o0]
(z,1) [, ),

oua € R.

Comme nous 1’avons dans I’introduction de ce chapitre, la continuité seule de f ne sera pas suf-
fisante pour obtenir des résultats similaires a la section précédente. Nous devrons avoir des hypo-
theses supplémentaires qu’il ne faudra pas oublier de montrer, sinon nous ne pourrons pas conclure.

9.2.1 Rappel

+oo
Avant toute chose, il faut tout d’abord s’assurer que pour tout x € [ I'intégrale / [z, t)dt
a

converge.
On rappelle la définition du chapitre 3. adapté a notre fonction f.

61



9.2 Intervalle d’intégration J non borné INTEGRALES DEPENDANT D’UN PARAMETRE

,—EDe’ﬁnition 1 INTEGRALE IMPROPRE)}

Soienta € Ret f : I X [a, +oo[— R intégrable sur tout intervalle borné I x [a, b] inclus

k
dans I x [a, +-00][. Si kliril / f(z, t)dt existe et est finie, on dit que ’intégrale impropre
—+00 a

+o0o +oo

k
f(x,t)dt converge, et on note f(z, t)dt = klim / f(z,t)dt. Sinon, on dit
— 400 @

a a
que I'intégrale impropre diverge.

9.2.2 Convergence

,—LDéﬁnition 2 (CONVERGENCE UNIFORME)}

Soient a € Ret f : I x [a,+00o[— R continue sur tout intervalle / X [a,4+o00[. On dit
que pour tout = € I 'intégrale généralisée

+o0
flx, t)dt

a

converge uniformément sur / sion a :
pour tout € > 0, il existe A € R, A > a, tel que pour tout 7" > A, et pour tout x € I, on

a
“+o0

[ flat)dt| < e
T

On en déduit la propriété suivante.

,—[Propriété 1 (CRITERE DE CAUCHY UNIFORME)}

Sous les notations et hypotheses de la définition précédente, on dit que 1’intégrale géné-
ralisée converge uniformément sur ’intervalle / si et seulement si

pour tout ¢ > 0, il existe Aet7T" > A € R, A > a, tels que pour tout T tel que
T >T > A,etpourtoutx € [,ona

T
| fz,t)dt| <e.
T/
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INTEGRALES DEPENDANT D’UN PARAMETRE 9.2 Intervalle d’intégration J non borné

,—EDe’ﬁnition 3 (CONVERGENCE NORMALE OU DOMINEE)}

Soienta € Ret f : I X [a,+0oo[— R continue sur tout intervalle I X [a, +oo[. On dit
que pour tout x € [ 'intégrale généralisée

“+oo

f(z, t)dt

a

converge normalement sur une partie V' de [ s’il existe une fonction positive continue
g : [a,+oo[— R telle que
i. pour tout z € V et pour tout t € [a, +00],

|[f (@, )] < g(t),

/a " ot

ii. 'intégrale

est convergente.

Propriété 2 (CONVERGENCE NORMALE ET UNIFORME)}

Si une intégrale généralisée converge normalement, elle converge uniformément.

,—[Propriété 3 (CONVERGENCE UNIFORME ET CONTINUITE)}

Soient a € Ret f : I X [a,+0oo[— R continue sur tout intervalle [ x [a,+oo[. Si
I’intégrale généralisée
+00

f(z, t)dt

a

converge uniformément sur tout intervalle fermé bornée contenu dans I’intervalle 7, alors

la fonction ¢ définie par
+oo

p(z) = f(x, t)dt

est continue sur /.

En regle générale il suffit de montrer le résultat suivant pour avoir la continuité de .
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9.2 Intervalle d’intégration J non borné INTEGRALES DEPENDANT D’UN PARAMETRE

,—[Propriété 4 (CONTINUITE SOUS LE SIGNE INTEGRAL)}

Soienta € Ret f : I X [a,+0o[— R continue sur tout intervalle I X [a, +o00] tels que :
i. pour tout z € I la fonction  — f(x,t) est continue sur /,
ii. pour tout ¢t € [a,+o0[, la fonction t — f(x,t) est continue et intégrable sur
[a, +-o00],
iii. il existe une fonction g : [a, +0o[— R continue, positive et intégrable sur [a, +00|
telle que pour tout (z,t) € I X [a,+o0],

|f (2, 8)] < g(t).
Alors la fonction ¢ définie pour tout x € [ par

—+00

p(z) = f(x, t)dt

est continue sur /.

,—[Propriété 5 (CONVERGENCE UNIFORME ET DERIVEE)}

Soienta € Ret f : I X [a, +00[— R continue sur tout intervalle / X [a, +00[. On suppose
que les conditions suivantes sont vérifiées :
1. 1l existe xy dans [ tel que I’intégrale suivante

+oo
f(l’o, t)dt

converge.

ii. La fonction f admet une dérivée partielle par rapport a la premiere variable conti-
nue sur / X [a, +00],

iii. L’intégrale généralisée

+o0 0
/a % (.T,t)dt (91)

converge uniformément sur tout intervalle fermé borné de /,
alors la fonction ¢ définie par

+oo
() = [, t)dt

est dérivable sur [ et o g
"(z) = — t)dt.
2 (l‘) /a axf (3: ) )
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Chapitre 10

Fonctions Eulériennes

Parmi les applications des fonctions dépendant d’un parametre, nous pouvons trouver les fonc-
tions eulériennes.
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Fonctions Eulériennes
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Chapitre 11

Transformées de Laplace

11.1 Rappel

En premicre année, on a vu que la différentiation et I’'intégration sont des transformées, autrement
dit, ces opérations transforment une fonction en une autre.

De plu, ces deux transformées sont linéaires. Dans ce chapitre, nous allons étudier une transformée
particuliere : la transformée de Laplace.

Auparavant définissons la notion de transformée intégrale.

Définition 1 (TRANSFORMEE INTEGRALE)

Si, pour tout (z,y) € R?, (z,y) — f(z,y) est une fonction de deux variables a valeurs
dans R alors une intégrale définie par rapport a ’'une des deux variables conduit a une
fonction de I’autre variable. Autrement dit,

R —- R

Fily & ry-= / £ (, y)de.

b

De facon analogue, une intégrale définie par K(s,t)f(t)dt transforme une fonction f de va-
riable ¢ en une fonction F' de variable s. ‘

Nous nous intéressons tout particulierement ici a une transformée intégrale ou 'intervalle d’inté-
gration est ’intervalle non bornée [0, +oo.
On rappelle, d’apres les chapitres précédents, que si pour tout ¢ € R+, ¢ — f(t) est définie, alors

on définit
o0

/ TR0 W= Tim | K(s,0) [ ()L,

comme étant une intégrale impropre. Si la limite existe on dit que I’intégrale est convergente, sinon
elle diverge.

Dans ce qui suit, nous allons prendre K (z,t) = e *' : ¢’est comme cela que nous allons définir la
transformée de Laplace.
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11.2 Définition Transformées de Laplace

11.2 Définition

~ Définition 2 (TRANSFORMEE DE LAPLACE)

Soit f une fonction définie pour ¢ > 0. Alors I'intégrale

L)} = /0 - e f(t)dt (11.1)

est appelée transformée de Laplace de f sous la condition qu’elle converge. Si elle
converge le résultat est une fonction de s que nous supposerons réels ici (il est a noté
que la plupart du temps on considere s complexe, mais pour la clarté de ce chapitre nous
resterons sur les réels).

Notation : Nous aurons pour habitude dans ce chapitre de noter les transformées de Laplace en
majuscule correspondant a la fonction transformée. Par exemple,

F(s) = 2Z{f)},G(s) = L{g()}, Y (s) = L{y(1)}, ..

~ Propriété 1 (LINEARITE)

Lorsqu’elle existe, la transformée de Laplace .Z est une transformée linéaire, autrement
dit pour tous f, g tels que Z{f} et Z{g} existent et pour tous réels « et 3, nous avons :

s +o0 +oo
/0 e af(t) + Bgt))dt = a/o e " f(t)dt + ﬁ/o e *g(t)dt

= aZ{ft)}+BL{g(t)}

— aF(s) + BG(s)

11.3 Quelques fonctions élémentaires

Présentons dans cette section les transformées de Laplace des fonctions élémentaires les plus
usuelles avec les conditions sur s pour avoir leur existence.
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Transformées de Laplace 11.4 Existence de &

Fonction Transformée Condition
1
a. ZL{1} = — s>0
S
b. g{t} :F,HEN s>0
c. ZL{e"} ! s>a
' s—a
d. Z{sin(kt)} = L >0
. S R S
S
c. g{COS(kt)} = m s>0
. k
f. X{Slnh(k?t)} = m S > |6L|
S
g. g{COSh(kt)} = m S > |CL‘

11.4 Existence de .

Rappelons ce qu’est une fonction continue par morceaux.

Définition 3 (CONTINUITE PAR MORCEAUX)

Une fonction est continue par morceaux sur [0, +00| si pour chaque intervalle 0 < a <
t < b, il existe un nombre fini de points ¢, k = 1,2,....,n (tx_1 < tj) sur lesquels f
possde des discontinuits et qui est continue sur chaque intervalle ouvert t,_; < t < .

Nous introduisons alors une nouvelle notion appelée ordre exponentiel, qui permet de maitriser les
variations de la fonction f en fonction de certaines exponentielles.

Définition 4 (ORDRE EXPONENTIEL)

Une fonction est d’ordre exponentiel ¢ s’il existe des constantes réelles ¢, M > 0 et
T > 0 telles que | f(t)| < Me®, pour tout t > T

Nous pouvons alors énoncer une condition suffisante d’existence de transformée de Laplace.
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11.5 Transformée inverse et transformée de dérivées Transformées de Laplace

Théoreme 1 (CONDITION SUFFISANTE)

Si f, continue par morceaux sur [0, 400) est d’ordre exponentiel ¢ pour ¢ > T alors
Z f(t) existe pour s > c.
Attention, ces conditions ne sont pas nécessaires !

11.5 Transformée inverse et transformée de dérivées

11.5.1 Transformée inverse
Définition 5 (TRANSFORMEE INVERSE)

Si F(s) représente la transformée de Laplace d’une fonction f, i.e. Z{f(t)} = F(s),
alors f(t) est la transformée de Laplace inverse de F'(s) et nous notons

f&) =27 H{F(s)}

Quelques transformées inverses

Transformée Transformée inverse

a1 _ oy
s
n!
b. " :3‘1{Sn+1},neN*
1
c. e =Y l{s—a}
. i, Kk
d. sin(kt) = {52 n k2}
1 S
e. cos(kt) =Y {32 n kQ}
. L, Kk
f.  sinh(kt) = {52 — k‘2}
s
g. cosh(kt) = .,2”_1{82 — kQ}

Etat que la transformée de Laplace d’une application nulle ¢ — 47(t), est nulle, il résulte de cela
que deux fonctions différentes peuvent avoir la méme transformée de Laplace :

L(ft) + /(1) = 2Z(f1) = F(t)
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Transformées de Laplace 11.5 Transformée inverse et transformée de dérivées

Exemple Voir exemple en cours ou TD.

Par conséquent, si nous acceptons la fonction nulle, nous voyons que la transformée inverse de
Laplace n’est pas unique.
D’un autre coOté, elle sera unique si nous n’acceptons pas les fonctions nulles. Ce résultat s’énonce
dans le théoreme suivant.

Théoréme 2 (LERCH)

Si nous nous restreignons aux fonction f qui sont continues par morceaux sur tout inter-
valle fini [0, N], N € R et d’ordre exponentiel pour ¢ > NV, alors la transformée inverse
de Laplace F'(s) est unique.

Remarque
- L~ est un opérateur linéaire, autrement dit, pour tous o, 3 constantes, et s tels que F(s) et G(s)
existent,

L HaF (s) + fG(s)} = a2 H{F(s)} + 5L 7H{G(s)},

ou F et G sont des transformées des fonctions f et g.

11.5.2 Transformer une dérivée

Le but de ce chapitre sur les transformées de Laplace est de les utiliser pour la résolution
d’équations différentielles.
Supposons que f soit continue et d’ordre exponentiel pour tout ¢ > 0 et que f’ soit continue par
morceaux pour tout ¢ > 0, alors

2{7()) = / e )

= e s / et ()

= —f(0)+sZ{f)}.

done Z{f'(t)} = sF(s) — £(0). De mme, Z{f"(t)} = s2F(s) — s£(0) — f'(0), et L{f"(1)} =
SF(s) — s2£(0) — s£(0) — £7(0),

Théoreme 3 (DERIVEE)

Si f, f, ..., f"~! sont continues sur [0, +00) et sont d’ordre exponentiel et si f™) est
continue par morceaux sur [0, +00) alors

L{fM(t)} = s"F(s) — 5" f(0) — s"2f'(0) — ... — fF7D(0)
ol F(s) = Zf(t).
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11.6 Résolution d’équations différentielles Transformées de Laplace

11.6 Résolution d’équations différentielles

Dans cette section, nous allons nous intéresser a une méthode de résolution des équations dif-
férentielle linéaires d’ordre n a coefficients constants grace aux transformées de Laplace.
Considérons I’équation différentielle

a2 (1) + a2 (t) + -+ agr(t) = g(t),
(11.2)

(n—1)

z(0) = xg, 2'(0) =z1,... T =T, 1,

ou les a; et les y;, © = 0,...,n sont constantes. Par la propriété de linéarité, la transformée de
Laplace de cette combinaison linéaire est une combinaison linéaire de transformées de Laplace :

anL{x™ ()} + a1 L{2" V) + o+ a L {x(t)} = L{g(t)}. (11.3)
Le systeme (11.2) devient alors

a,[s"X(s) — s"
An_1[s" 71X (s) — s

— z"=D(0)] +
L= 2(0)] + aeX(s) = G(s), (11.4)

S —~
|
DN ~—
2
—~
O .
=
|

ou Z{x(t)} = X(s)et L{g(t)} = G(s).1’équation linéaire devient alors une équation algébrique
en X (s). On résout alors 1’équation transformée (11.4) pour X (s),

P(s)X(s) = Q(s) + G(s). (11.5)

- Q(s)  G(s)
On écrit X (s) = Ps) + Ps)
degré <n —1letG(s) = ZL{g(t)}.
Il est a noté que pour cette étape il sera demandé de bien se souvenir de la décomposition en
éléments simples des fractions rationelles du cours d’algebre II.

Enfin on résout z(t) = £ {X(s)}.

ou P(s) = a,s" + a,_15""' + ... + ag, Q(s) est un polyndme de

Théoréme 4 (LIMITE)

Si f est continue par morceaux sur [0, +o00) et d’ordre exponentiel pour ¢ > T alors
lim 100 Z{f(t)} = 0.

Remarque Ce théoreme perrmet de dire si .

Remarque La transforme de Laplace inverse peut ne pas tre unique, i.e. L{f1(t)} = ZL{f=(t)}
avec fi # fo. Mais si fi # fy sont continues par morceaux sur [0, 400) et d’ordre exponentiel
alors fi et fy sont dites “essentiellement” les mmes, et si elles sont continues, on dit que ce sont
les mmes.
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Transformées de Laplace 11.7 Thorme de translation

11.7 Thorme de translation

Il n’est pas pratique d’utiliser la transforme de Laplace (sa dfinition) chaque fois que nous
souhaitons trouver la transforme de Laplace d’une fonction f. Dans ce paragraphe, nous prsentons
des thormes qui nous viterons un travail fastidieux et qui nous permettront de construire une liste
plus longue de transformes de Laplace.

11.7.1 Translation sur I’axe des s

11.7.2 Translation sur ’axe des ¢

Définition 11.1 Fonction de Heaviside La fonction de Heaviside % (t — a) (% pour “Unit Step
Function”) est dfinie par

0 st 0<t<a,
q, o _ — ’
%\t (1’){ 1 si t>a.

11.8 Proprits additionnelles

11.8.1 Multiplier une fonction par ¢"
11.8.2 Convolution

Si les fonction f et g sont continues par morceaux sur [0, +0c), alors un produit “spcial” not
f * g est dfini par I’intgrale

Fea= [ rte=rar

C’est la convolution de f et g. C’est une fonction de t.
t t

N.B. :/ f(r)g(t—m7)dr = / f(t—7)g(7)dr, autrement dit fxg = g* f. Mais ATTENTION,

0 0
I’intgrale d’un produit n’est pas gal au produit des intgrales ! ! ! Par contre, la transforme de Laplace
d’un produit “spcial” est le produit des transformes de Laplace. Ce qui est intressant ici est donc de
trouver la transforme de Laplace d’un produit de convolution sans calculer I’intgrale de Laplace.

11.8.3 Transforme d’une intgrale

Quand g(t) = let Z{g(t)} = G(s) = %,alors f{/o f(r)dr} = Fis) et donc/0 f(r)dr =

11.8.4 Equation intgrale de Volterra

Le thorme de convolution et le rsultat de 1’intgrale d’une transforme sont utiles pour rsoudre

des quations dans lesquelles la fonction inconnue apparat sous le signe / .
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11.8 Proprits additionnelles Transformées de Laplace

Equation intgrale de Volterra

/ f(r)h(t — 1)
0 g et h sont connues.
Voir TD pour un exemple de rsolution d’une telle quation.

11.8.5 Transforme de fonction priodique
Si f est priodique de priode T, T > 0, f(t + 1) = f(t).

11.8.6 Fonction /-Dirac

Les systmes mcaniques sont souvent soumis des forces externes de large magnitude sur une
priode trs brve (une aile d’avion qui vibre frappe par un clair, une masse sur un ressort (flipper),
une balle (golf, tennis, base-ball etc...).

Impulsion :
0 0<Zt<ty—a,
1
(Sa(t—t()): 2— to—a§t§t0+a,
a
0 t2t0+a,

oa>0etty > 0.Quand a — 0, d,(t — ty) tend vers la fonction d-Dirac.
Fonction §-Dirac : quelques proprits :

1. (5<t — to) = hma%o (5 (t — to)

oo sit =ty

. 0(t —tg) = 0 sit 1,

111/ It —to)dt =1
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