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Chapitre 1

Signaux et systemes

Les notions de signaux et systemes apparaissent dans de nombreux domaines des sciences et tech-
nologies. Pour les décrire et les étudier, on dispose de puissants outils mathématiques, suffisament
généraux pour s’appliquer a des domaines tres divers. L'objectif de ce cours est de présenter l'es-
sentiel de ces outils mathématiques.

Lorsque on observe des phénomenes physiques, la notion de signal correspond aux variations
d’une quantité en fonction d’une ou plusieurs variables, par exemple :

- I'intensité d’un courant électrique

- la différence de potentiel

- la position d"un mobile au cours du temps

- les niveaux de gris des points d"une image

- I'intensité d’un son

Nous nous bornerons au cas d"une variable qui peut étre le temps, mais aussi la profondeur en
géophysique, I'altitude en météorologie, etc... La notion de fonction, en mathématiques permet de
modéliser de nombreux signaux. Cependant, la notion de distribution est une modélisation a la
fois plus générale et plus satisfaisante des signaux.

On distingue les signaux analogiques x : t — x(t) pour lesquels la variable f est continue et les
signaux discrets x : n — x,,n € Z pour lesquels la variable 7 est discrete. En économie, 'indice
hebdomadaire Dow-Jones est un signal discret. Dans les études démographiques, on trouve aussi
de nombreux signaux discrets. Cependant, un signal discret résulte souvent de 1'échantillonage
d’un signal analogique.

On appelle systeme, un processus dans lequel on peut distinguer des signaux d’entrée et des
signaux de sortie. En théorie du signal, on ne s’intéresse pas nécessairement aux composantes du
systeme, mais surtout a la facon dont il transforme un signal d’entrée en signal de sortie. C’est une



"boite noire”. Elle sera modélisée par un opérateur agissant sur des signaux

avec x(t) € X, I'ensemble des signaux d’entrées et y(t) € Y, 'ensemble des signaux de sorties.

Un systeme analogique transforme un signal analogique en un autre signal analogique. Un systeme
discret transforme un signal discret en un autre signal discret.

1.1 Exemples et applications

1.1.1 Signaux discrets

1. Impulsion unité

=1
oy =0sin#0

0
2. Echelon unité
u, = 0, nentier négatif
u, = 1 sin entier positif ou nul
[ ] [ ] [ ] [ ]
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1.1.2 Signaux analogiques

1. Echelon unité de Heaviside

Osit<0
”(t)_{ 1sit>0
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Ce signal modélise 1’établissement instantané d"un régime constant.
La valeur en t = 0 peut étre précisée ou non. On verra que pour l'intégration cette valeur n’a
pas d’importance.

2. Créneau centré

[ Osift| <a .
r(t)—{ 1si|f| > a a >0 donné

1.1.3 Signaux exponentiels et sinusoidaux

Signaux exponentiels réels

Les signaux exponentiels réels sont de la forme

ou C et a sont des nombres réels.
Signaux sinusoidaux

Les valeurs d"un signal sont souvent en pratique des nombres réels. Cependant pour des raisons
de commodité on utilise couramment des fonctions a valeurs complexes. En particulier, le signal

monochromatique
x(t) = e,

ou w est un nombre réel positif appelé la pulsation. Ce signal est périodique de période T = 271/ w :
x(t+T) = x(t). La fréquence de ce signal est f = 5%, elle mesure le nombre de cycles par seconde,
ou hertz (Hz). Plus généralement, on consideérera les signaux de la forme

x(t) _ Aei(wt-‘rtp)/
ou A est 'amplitude du signal et ¢ la phase initiale. La partie réelle de ce signal est de la forme

x(t) = Acos(wt + ¢).
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Signaux exponentiels complexes.
I s’agit de signaux de la forme
x(t) _ Aert+i(wt+¢),

et leurs parties réelles
x(t) = Ae' cos(wt + ¢).

Elles sont représentées par des sinusoides croissantes (r > 0) ou décroissantes (r < 0).
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1.1.4 Systemes
1. amplificateur idéal
y(t) = kx(t), k constante

2. ligne a retard
y(t) = x(t —a), aconstante

3. dérivateur



4. circuit RC

x@t) __C v(t)

i(t)

L'entrée est la tension x(t), la sortie la tension v(#) aux bornes du condensateur :

Y:x(t) — o(t)

1.1.5 Applications

L’objet de la théorie des systemes ou théorie du controle est 1’étude des processus entée-sortie en
vue de prédire leur comportement ou de les commander, c’est a dire de déterminer I'entrée qui
produira un comportement donné. Pour cela, il faut tout d’abord établir un modéle mathématique
du systéme : équation différentielle, fonction dite de transfert, qui va relier les signaux d’entrée
aux signaux de sortie. Pour cela, on utilise la connaissance que I’on a du processus : lois physiques,
hypotheses raisonnables (linéarité, invariance, causalité ...) et les mesures expérimentales dont on
dispose. Pour mesurer I'adéquation du modéle au processus réel on comparera pour un méme
signal d’entrée la sortie numérique avec le signal réel. Cette comparaison s’effectuera au moyen
de normes qui mesurent la distance entre deux fonctions.

CONCRET
Entrees Sorties
Processus
lois physiques
hypotheses
experimentations
x(t) Modele y()
Mathematique
ABSTRAIT

Dans la suite de ce chapitre, nous allons introduire quelques notions essentielles en théorie des
systemes.



1.2 Propriétés algébrique des systemes

L’ensemble X des signaux d’entrée et celui Y des signaux de sortie sont supposés munis d'une
structure d’espaces vectoriels : on peut additionner deux signaux, multiplier un signal par une
constante ...

Linéarité. On l'appelle aussi principe de superposition. Le systeme
2: XY,
est lineaire si Vxq1,x, € X,A € RouC

Z(X1+X2) = Z(X1)+Z(XQ)
Z(/\xl) = /\Z(xl)

Invariance. Un systéme est dit invariant ou stationnaire si une translation du temps sur l'entrée
entraine la méme translation du temps sur la sortie : si Zx(t) = y(t), alors Xx,(f) = y,(t) ou
x,(t) et y,(t) sont les signaux translatés définis par

x.(t) = x(t—a)
Vat) = y(t—a).

Causalité. Un systeme est dit causal si pour deux signaux d’entrée qui coincident jusqu’au temps
t = tp, les signaux de sortie coincident au moins jusqu’au temps t.

YVt S to, xl(t) = XZ(f) = Vt S f(), yl(f) = yz(f).

Cette propriété est naturelle pour un systéme ot la variable est le temps. Elle exprime le fait
que la réponse d'un systeme ne dépend que du passé.
Pour les sytémes discrets, a est une nombre entier. Un systéme linéaire invariant est causal
si et seulement si

V<0, x(1) =0=Vt<0, y(t) =0.

1.3 Continuité d'un systéme

Un systeéme est dit continu si, lorsque la suite (x,) tend vers x, la suite (y, = Xx,) tend vers
y = Xx. On suppose pour cela qu'une notion de convergence est définie sur les ensembles X et Y
des signaux d’entrée et de sortie. La continuité est une hypothese naturelle. Elle exprime que deux
signaux d’entrée proches conduisent a des sorties proches.

La notion de limite est souvent définie ‘a 'aide d’une norme. Pour les signaux analogiques les
normes les plus courantes sont :



(i) la norme de la convergence uniforme
%]l = sup{|x(t)], t €I},

I intervalle utile,
(ii) la norme de la convergence en moyenne

Il = ([ 1x(01at)
etz = [1eor ar)

2
(énergie dissipée dans une résistance : [} % dt). Cette derniére a 'avantage d’étre associée a un
produit scalaire, et permet de disposer d"une notion d’orthogonalité de deux signaux.

(iii) I'énergie du signal :

Un systéme linéaire est continu s’il existe M > 0 tel que pour tout signal x € X
[Zxlly < Mllx[[x,

ot || ||x et] ||y désignent les normes respectives sur les espaces X et Y.

1.4 Filtres analogiques

Un filtre analogique est un systeme analogique qui est linéaire, invariant et continu. On montre
qu’un tel systéme est décrit par un produit de convolution

S x(t) — (hxx)(F) = /m n(t —s) x(s) ds,

—0o0

ol h la réponse impulsionnelle du systéme. La réponse impulsionnelle est caractéristique du filtre,
puisque sa connaissance entraine celle de la sortie correspondant a une entrée quelconque.

La réponse d"un systeme de convolution a un signal de type exponentielle complexe
x(t)=eM, AreC

est donné, lorsque l'intégrale converge, par

y(t) = /OO h(t —s)eMds = /oo h(s)e =) ds = M /°° h(s)eds.

—oo —0o0

C’est un signal de la forme



Le signal d’éntrée a juste été multiplié par un nombre complexe constant H(A). On dit que le signal
eM est une fonction propre du systéme associé a la valeur propre H(A). De la vient I'importance des
signaux de type exponentiel pour 1’étude des systéemes de convolution. La fonction H(A) est la
transformée de Laplace de la réponse impulsionnelle /()

H(A) = /j:oh(s)e_ASds,

elle est appelée fonction de transfert du systeme. La fonction de transfert du circuit RC s’écrit

1

H(A) = 1+ ARC’

En particulier, la réponse d'un systéme de convolution a un signal monochromatique x(t) de la
forme x(t) = ¢! est un signal de méme fréquence

y(t) = H(iw)e",

dont I'amplitude est donnée par la transformée de Fourier de la réponse impulsionnelle /()

H(iw) = / h(s)e™“sds.
Le systeme ne change pas la fréquence d’un signal monochromatique mais modifie son amplitude,
qui devient H(iw), d’ot1 le non de filtre.

Si on envoie successivement au systéme des signaux monochromatiques de la forme e/ ! ot w,
prend un certain nombre de valeurs, pour n = 1,..., N, dans un intervalle (bande de fréquence),
on obtient ainsi des mesures de la fontion de transfert sur I’axe imaginaire H(iw,), n =1,...,N.
On appelle ces mesures des mesures harmoniques. En pratique, de telles mesures sont souvent dis-
ponibles et le probleme de I'identification harmonique consiste a obtenir un modéle mathématique
du systéme a partir de telles mesures.

1.5 Conclusion

Nous avons vu qu’il était nécessaire d’intégrer les signaux pour définir une norme, ou exprimer
la sortie d'un systeme LTI comme un produit de convolution. Or, un signal n’est pas toujour une
fonction bien réguliére (continue, analytique). On aura donc besoin d"une notion d’intégrale pour
laquelle beaucoup de fonctions sont intégrables. C’est pourquoi nous allons aborder l'intégrale de
Lebesgue. Cela va nous permettre de définir les espaces L7 de fonctions intégrables qui fournissent
des espaces de signaux avec lesquels on pourra travailler. Dans ce cadre, on étudira les produits
de convolution.

Les signaux exponentiels complexes jouent un role essentiel en traitement du signal. Nous verrons
que tout signal périodique peut sécrire sous la forme d’une somme infinie de signaux monochro-

matiques ‘
x(t) — chelwnt,
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ou série de Fourier. Ces signaux interviennent aussi dans 1'étude des systemes de convolution : ce
sont des fonctions propres. Ils sont a I'origine des transformées de Fourier et de Laplace, qui per-
mettent de définir la fonction de transfert d’un systéeme de convolution. La transformée de Laplace
a la propriété de transformer un produit de convolution en produit, une équation différentielle en
équation algébrique ... de transformer certains problemes difficiles en des problemes plus faciles
a résoudre.

Bibliographie : C. Gasquet, P. Witomski [3]; A.V. Oppenheim et al. [5].
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Chapitre 2

Intégration

2.1 Introduction

Les développements de la théorie de la mesure et de l'intégration peuvent se grouper en quatre
grandes périodes.

Les origines sont trés anciennes et remontent au IVeme siecle avant J.C. Avec Eudoxe apparait
le calcul d’aires et de volumes pour des cones, pyramides, etc... Archimede calcule les aires de
certaines parties du plan en introduisant les notions de polygone intérieur et de polygone extérieur
(approximation par des fonctions linéaires par morceaux).

Le XVIleme siecle voit la création, essentiellement par Newton et Liebniz, du calcul différentiel et
intégral. Grace a la notion d’infiniments petits, on détermine la tangente a une courbe, on cal-
cule l'aire d’une surface en la découpant en bandes infimes et on s’apercoit que détermination
de tangentes et calcul d’aires sont deux facettes d’'un méme phénomene; en fait deux opérations
réciproques l'une de l’autre. Les fonctions élémentaires sont définies (par des expressions analy-
tiques). Les intégrales les plus simples apparaissent ( | ax t2 dt) et Newton découvre le logarithme

(par logx = [;" 45,

On ne se pose pas alors la question de l'intégrabilité, pour cela, il faut attendre le début du
XIXeme siecle. Fourier découvre que toute fonction continue peut se représenter par une série tri-
gonométrique, et constate la nécessité de procéder a des intégrations sur de telles représentations.
C’est pour répondre a ce besoin que Cauchy et surtout Riemann créent, en reprenant 'idée d’Ar-
chiméde d’approximation par des fonctions en escalier, l'intégrale de Riemann (1867).

Soit f : [a,b] — R une fonction bornée définie sur un intervalle borné [a, b]. Soit A, une subdivision
de l'intervalle [a, b] :

Aa=x0<x1 <Xp-++ < Xp_1<x,=0>0.

13



On considere la somme de Riemann

M:

I(Ay) = ) f(Gi)(xi — xi—1), Ci €]xi1, xi].

1

I
—_

Lorsque I(A,) admet une limite finie, lorsque n tend vers l'infini et la plus grande des longueurs
x; — xj—1 tend vers 0, on dit que f est intégrable au sens de Riemann (R-intégrable). La limite est
appelée intégrale de Riemann sur 4, b et notée

/abf(x) dax.

On peut aussi définir I'intégrale de Riemann a l'aide de fonctions en escalier : une fonction ¢ :
[2,b] — R est dite en escalier si il existe une subdivision A, de [a,b] telle que ¢ ait une valeur
constante ¢; sur chacun des intervalles |x;_1, x;[, i = 1,...,n. L'intégrale I(¢) de ¢ est définie par

I(¢) = écz‘(xi — Xi_1).

L'intégrale inférieure I(f) et l'intégrale supérieure I(f) de f sont alors définies par

I(f

I(f

La fonction f étant bornée, I(f) et I(f) existent et I(f) < I(f). Lorsque I(f) = I(f), f est R-
intégrable. -

~—

= sup{I(¢), ¢ fonction en escalier, ¢ < f}

~—

= inf{I(y), ¢ fonction en escalier, > f}.

Propriétés :

— l'application I : f — | ah f(x)dx est une forme linéaire

— si f est une fonction bornée, continue sur [a,b] sauf en un nombre fini de points, alors f est
R-intégrable

— Si (fu),en est une suite de fonctions R-intégrable sur [a, b] et si (f,)nen converge uniformément
vers une fonction f, alors f est R-intégrable et

/ahf(x) dx = V}i_r;.}o/abfn(x) dx

— théoreme fondamental de I'analyse : si f est continue sur [4, b] alors la fonction F définie sur
a, b] par

F = [ e a,

est dérivable sur [a, D] et sa dérivée est égale a f.
Bien que cette approche semble parfaitement naturelle et simple, 1'intégrale de Riemann est im-
parfaite et son maniement est malaisé et limité. Cela tient & une raison unique dont nous donnons
trois aspects :
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1. Elle demande beaucoup de régularité a la fonction que 'on intégre et pas “assez” de fonc-
tions sont intégrables. Par exemple, la fonction de Dirichlet sur [0, 1] :fonction caractéristique
des rationnels, qui vaut 1 pour x rationnel et 0 pour x irrationnel, n’est pas intégrable.

2. 1l se peut qu'une suite (f,) de fonctions R-intégrables converge simplement sur [a,b] vers
une fonction f qui n’est pas R-intégrable. Par exemple, si on numérote les rationnels de
l'intervalle [0,1] (dénombrables!) : r1,72,...,1%, ... et si pour n € IN, on considere la fonc-
tion caractéristique g, de 'ensemble {r1,ro,...,7,}. Les g, sont R-intégrables et la suite (g,,)
converge simplement vers la fonction de Dirichlet, qui ne l'est pas.

Il en résulte une difficulté ou une impossibilité de combinaison avec les autres opérations de
'analyse, i.e. d’écrire les relations suivantes

b
/ lim fy(x)dx = lim / Fulx) dx
im [ f(et)dt — /hmfxt
a

X—X0 Jg X—X0

p oo
/an(x)dx = Z/fn(x)dx
4 p=1
b b
2 [ fnde = [ S pn

qui sont pourtant tres utiles ...

3. Si I'on munit I'espace C°[a, b] des fonctions continues sur [a, b] de la norme

I = [ 1l

on obtient un espace qui n’est pas complet (une suite de Cauchy peut ne pas converger). Pour
les fonctions de C° [a,1], les notions d’intégrale de Riemann et de Lebesgue coincident. Pour
obtenir un espace complet, il faut considérer la classe des fonctions Lebesgue intégrables.

Les travaux de Riemann suscitent de nombreuses études pour définir une notion d’intégrale
dans les cas les plus généraux. C’est vers 1900 que Lebesgue propose sa théorie de I'intégration.
Les sommes de Riemann ne conviennent que pour des fonctions discontinues qui varient peu
dans l'intervalle |x;_1, x;[. Le point de vue de Lebesgue est différent (voir [3, 11.3]). En créant
son intégrale, Lebesgue 'a lui-méme comparée a l'intégrale de Riemann : ” Imaginez que je
doive payer une certaine somme; je peux sortir les pieces de mon porte-monnaie comme elles
viennent pour arriver a la somme indiquée, ou sortir toutes les pieces et les choisir selon leur va-
leur. La premiere méthode est l'intégrale de Riemann, la deuxieme correspond a mon intégrale.”
L'intégration de Riemann parcourt le segment et mesure la hauteur de la fonction au fur et a me-
sure, tandis que l'intégrale de Lebesgue considere la faille des ensembles de niveau. Au lieu de
découper I’'ensemble de départ en petits morceaux, on découpe I'ensemble d’arrivée, i.e. I'espace
desy:
x=Yo<y1 <Yz <Yn-1<Yn=Pp,

ou [, B] est l'intervalle des variations de f(x). A l'intervalle J; =]y;_1, y;[, il associe
Ei={x¢€[ab], yi1 < f(x) <yi}.

15



Ces ensembles peuvent étre tres compliqués et la difficulté est de définir convenablement leur
mesure m(E;). On remplace alors les sommes de Riemann par les sommes

Y nim(E), i < i < Yi-
i=1

HUT.

>

N e

:
—

Ol - - - __
x

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
:
a XX

/
\

Partition de Riemann Partition de Lebesgue

La situation pour les ensembles de fonctions est la méme que pour les ensembles de nombres :
si les calculs pratiques se font sur 'ensemble des rationnels, I'ensemble complet des réels est tres
utile pour I'étude de la convergence des suites. Ce sont les intégrales de Riemann que 1’on calcule.
Par contre, les combinaisons de 'intégration avec les autres opérations de 1’analyse (passages a la
limite, dérivation sous le signe somme ....) sont facilitées avec I'intégrale de Lebesgue. Si le manuel
de l'utilisateur de l'intégrale de Lebesgue est simple, sa construction est difficile ... nous ne ferons
que la survoler.

2.2 Ensembles mesurables

L’idée est d’étendre la notion de mesure d"un intervalle, d’aire d"un rectangle ... On donne ici les
propriété ensemblistes fondamentales des ensembles mesurables.

Définition 2.2.1 Un ensemble T de parties de IRP est une tribu si et seulement si
(i) €T, RPF €T

() Se€T = RP\S €T (lecomplémentaire de S par rapport a RF)

(i) S1,S2,...€ 7T = Up1Sn e 7.

Les éléments de T sont appelés ensembles mesurables.
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Définition 2.2.2 Une mesure sur une tribu T est une application m : T — [0,00] qui possede les
propriétés suivantes :

@ m(@)=0

(ii) Additivité dénombrable : Si S,, est une suite d’ensembles mesurables, deux a deux disjoints, on a :

m <G Sn> = i m(Sy)
n=1 n=1

La notion de mesure est définie pour un ensemble queconque et joue un role essentiel en probabi-
lité.

On appelle tribu des boréliens, notée B, la plus petite tribu contenant (ou tribu engendrée par)
I’ensemble des ouverts de IRP. Pour construire la mesure de Lebesgue, on commence par définir
la mesure d"un pavé de R?

P :]al,bl[x ...]an,bn[, a; < bi.

de la fagon suivante :

m(P) = (b1 —ay)...(by —ay).

Puis, on montre qu’on peut étendre cette mesure a la tribu des boréliens (difficile). C’est la mesure
de Lebesgue, on la notera m. Elle est invariante par translation m(x + E) = m(E).

En fait, la tribu des boréliens n’est pas tout fait la plus grande possible sur laquelle on puisse
définir la mesure de Lebesgue. Elle ne contient pas tous les ensembles négligeables, c’est-a-dire
contenus dans un borélien de mesure nulle. On aimerait bien que les négligeables soient de mesure
nulle. C’est pourquoi, on est amené a considérer la tribu de Lebesgue, notée L, engendrée par les
boréliens et les négligeables. La mesure de Lebesgue s’étend a L.

Les ensembles de mesure nulle jouent un réle primordial pour l'intégration. Tout ensemble dé-
nombrable est de mesure nulle. La réciproque est fausse : par exemple, I'ensemble de Cantor
dans [0, 1] est négligeable mais a la puissance du continu (il est en bijection avec ’ensemble des
réels). Notons que les inclusions B C £ C IR? sont strictes. Cependant, la tribu des boréliens
contient tous les ouverts, tous les fermés, toutes les réunions dénombrables de fermés, intersec-
tions dénombrables d’ouverts, etc... il y a donc énormément d’ensembles mesurables, tous les en-
sembles se présentant naturellement sont mesurables. L'impossibilité de mesurer tous les ensembles se
révelera sans gravité. Il est au contraire difficile de construire un ensemble non mesurable (Vitali,
1905), il faut pour cela utiliser ’axiome du choix : dans l'intervalle [0, 1], on consideére la relation
d’équivalence : x et y sont dits équivalents si x — y est rationnel. Soit A un sous-ensemble de [0, 1]
obtenu en prenant un élément dans chacune des classes d’équivalences; A n’est pas mesurable!

17



2.3 Fonctions mesurables

Dans le chapitre précédent on a introduit les ensembles sur lesquels on va pouvoir intégrer. De
méme, on ne pourra pas travailler avec n’importe quelles fonctions ... les fonctions devront étre
mesurables.

Onnote R = RU {oo} U {—00}. Si on définit la borne supérieure d"une partie non vide, non majorée
comme étant +o0, alors toute partie non vide de R admet une borne supérieure.

Proposition 2.3.1 Une fonction f : RP — IR est mesurable si et seulement si pour tout réel a I'ensemble
f7H(la, +eo)) = {x € RY; f(x) > a}

est mesurable.

Remarques.

1. En fait, f est mesurable si et seulement si 'image réciproque de tout borélien est mesurable.
On peut choisir pour le montrer n'importe quelle partie génératrice de B : les intervalles de
la forme |a, +o0[, ou [a, +-0[...

2. Le lien entre ensembles mesurables et fonctions mesurables est le suivant : I’ensemble A est
mesurable si et seulement si la fonction caractéristique x4 de A définie par

lsixe A
xa(x) =

Osix ¢ A

est mesurable.

3. Il'y a une analogie de démarche entre la topologie et la théorie de la mesure :
ouverts < ensembles mesurables
fonctions continues « fonctions mesurables.

Exemples.

1. Toute fonction continue est mesurable. Il existe beaucoup de fonctions mesurables non conti-
nues.

2. La fonction caractéristique x4 d'un ensemble mesurable A, est mesurable. En particulier, la
fonction caractéristique des rationnels est mesurable.

Proposition 2.3.2 Soient f et g des fonctions mesurables de R? dans R. Alors, les fonctions suivantes
sont mesurables : Af (A réel); f + g (lorsque cette somme est définie); fg; |f|; sup(f,g), inf(f,g);

fT =sup(f,0); f~ = —inf(f,0) = sup(—f,0).

Remarque : f o ¢ peut ne pas étre mesurable.
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Proposition 2.3.3 Soient (f,) une suite de fonctions mesurables. La limite ponctuelle de la suite (f,), si
elle existe, est mesurable.

Comme pour les ensembles, la famille des fonctions mesurables est tres étendue.

Nous allons maintenant définir les fonctions simples. Il s’agit des fonctions les plus élémentaires,
qui jouent pour l'intégrale de Lebesgue le role des fonctions en escalier pour l'intégrale de Rie-
mann. Ce sont des combinaisons linéaires de fonctions caractéristiques.

Définition 2.3.1 Une fonction mesurable f : RP — R est dite étagée ou simple si elle ne prend qu’un
nombre fini de valeurs. Elle peut se représenter sous la forme

f = ZaiXE,-I (21)
i=1

ou les a; sont des réels et les E; des ensembles mesurables.

La représentation (2.1) n’est bien sur pas unique, mais il existe une représentation unique, dite
standard de f dans laquelle les a; sont distincts et les E; disjoints. On a alors E; = {x € R”; f(x) =

Ell‘}.

La somme, le produit, le module de fonctions simples sont simples. L'importance des fonctions
simples réside dans le théoreme d’approximation suivant :

Théoréme 2.3.1 Toute fonction mesurable positive est la limite d'une suite croissante de fonctions
simples.

On va définir l'intégrale de Lebesgue en procédant par étapes, en considérant des fonctions de
plus en plus compliquées :

1. fonctions caractéristiques
2. fonctions simples
3. fonctions mesurables positives

4. fonctions mesurables
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2.4 Integrale de Lebesgue

24.1 Integrale des fonctions simples positives.

Définition 2.4.1 Soit s simple positive, et

n
5= ) 8iXEy
i=1

sa représentation standard. L'intégrale de Lebesgue de s est le nombre positif (éventuellement +oo)

/s dm = iaim(Ei).

i=1

On dit que s est intégrable si [ s dm est finie.

2.4.2 Intégrale des fonctions mesurables positives.
Le passage a une fonction mesurable positive se fait grace au Théoréme 2.3.1.

Définition 2.4.2 Soit f une fonction mesurable positive. L'intégrale de Lebesgue de f est le nombre
positif (éventuellement +oo)

/fdm:sup{/sdm,ogs Sf,ssimple}.
On dit que f est intégrable si [ f dm est finie.

Le premier théoreme fondamental de la théorie de l'intégration est le suivant :

Théoréeme 2.4.1 (convergence monotone) Soit f, une suite croissante de fonctions mesurables posi-
tives qui converge vers une fonction f. Alors,

/fdm: lim /fndm.

n—o0o

Remarques.

1. Les deux membres de 1'égalité sont finis ou infinis, la suite ( f fn dm) étant croissante dans
R.

2. L'intégrale de la fonction de Dirichlet (fonction caractéristique des rationnels) est nulle. Elle
n’est pas intégrable au sens de Riemann.

3. Le théoreme tombe si (f,) n’est pas croissante.
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2.4.3 Intégrale des fonctions mesurables.

L'intégrale d'une fonction f mesurable s’obtient en décomposant f en f = f* — f~, ot les fonc-
tions f* = sup(f,0) et f~ = —inf(f,0) = sup(—f,0) sont mesurables et positives. On a aussi

fl=F+f

Définition 2.4.3 Une fonction f mesurable est dite intégrable ou sommable si les fonctions f* et f~
ont chacune une intégrale finie. L'intégrale de f est alors définie par

/fdm:/fwm—/f*dm.

Si E est un ensemble mesurable, l'intégrale de f sur E est
/fdm - /fXE dm.
E

Exemples :
Une fonction constante non nulle est non intégrable.
Nous verrons que la fonction 3= n’est pas intégrable.

Tx
Propriétés :

1. L'application f — [ f dm est linéaire
. f,g mesurables, f < g = [, fdm < [. ¢ dm (E mesurable)
. E C F mesurables et f mesurable positive = [ f dm < [ f dm
. E,Fmesurableset ENF =@ = [, fdm= [ fdm+ [, fdm

. E =, Ex, (Ey) suite croissante d’ensembles mesurables, alors

d:l'/d
/Efm ngt;OEnfm

Q1 = W N

Proposition 2.4.1 Une fonction f mesurable est intégrable si et seulement si |f| est intégrable. On a

I'inégalité de la valeur absolue
[ am < [ifldm

Si f est mesurable, g L-intégrable et si | f| < |g|, alors f est intégrable et
/fdm §/|g]dm.

Ceci marque une nouvelle différence avec I'intégrale de Riemann. Une fonction f peut ne pas étre
Riemann intégrable alors que |f| ’est ... la notion d’intégrale semi-convergente est particuliére a
I'intégrale de Riemann et n’existe pas pour l'intégrale de Lebesgue.
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On définit I'intégrale d"une fonction a valeurs complexes f(x) = u(x) +iv(x), ou les fonctions u et v
sont a valeurs réelles, par

/f(x) dm = /u(x) dm + i /v(x) dm.

2.4.4 Lanotion de "presque partout”.

Une propriété liée a un point s € IR? est vérifiée presque partout (p.p.) si I'ensemble des points
pour lesquels elle n’est pas vérifiée est de mesure nulle :
- deux fonctions mesurables f et g sont dites égales presque partout :

f=g pp

sil’ensemble E = {x, f(x) # g(x)} est de mesure nulle.
- f : E C R?” — R est définie presque partout sile complémentaire de E dans IR” est de mesure nulle.

Proposition 2.4.2 Soit f mesurable positive et E tel que m(E) > 0. Alors [, f dm = 0 si et seulement si
f=0p.p.surE.

Une conséquence de cette proposition est que I'on peut modifier une fonction intégrable sur un
ensemble de mesure nulle sans changer son intégrale. En particulier, si f est mesurable définie
presque partout et s’il existe g intégrable telle que f = ¢ p.p., on définit l'intégrale de f par

/fdm:/gdm.

Du point de vue des propriétés de l'intégrale, on ne distinguera plus deux fonctions égales p.p.
Elles sont équivalentes par la relation d’équivalence “égales p.p.”. Cette relation permet de quo-
tienter ’espace vectoriel des fonctions intégrables.

Définition 2.4.4 On note L' (IRP) I'espace vectoriel des classes de fonctions intégrables sur RP. La quantité

[ £l dm

est une norme sur L!(RP).

Une conséquence de la proposition 2.4.1 est que si f : R? — IR est une fonction mesurable,
bornée presque partout sur un ensemble de mesure finie E, alors f est L-intégrable. Cependant
f intégrable n'implique pas f bornée p.p., mais f finie p.p. Grace la notion de presque partout,
on peut aussi caractériser les fonctions R-intégrables : on montre qu'une fonction f bornée sur un
intervalle borné [a, b] est R-intégrable si et seulement si elle est continue p.p.
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2.5 Calcul intégral

Dans cette section, on va donner les régles qui permettent de calculer en pratique des intégrales.

2,51 Le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue
C’est le résultat le plus important de la théorie de I'intégration.

Théoréme 2.5.1 Soit (f,,) une suite de fonctions intégrables qui converge presque partout vers une fonc-
tion f. On suppose qu’il existe une fonction positive intégrable g telle que, pour tout n, on ait

Iful < g PP

Alors f est intégrable et on a

/fdm: lim /fndm

n—oo

Fic. 4 - On n’a pas toujours lim [fn = [limfp

VAN A YA NNYAN

Remarques.

1. Ce théoreme fournit un nouvel exemple de situation ot1 on a la possibilité d’intervertir le
signe lim et celui d’'intégration. Le gain est manifeste sur I'intégrale de Riemann, ot il fallait
la convergence uniforme.

2. Il fournit également un critéere d’intégrabilité et un moyen de calcul de l'intégrale. Attention,
I'hypothese de domination n’est pas toujours satisfaite, comme le montre la figure (fonctions
de plus en plus effilées ou fonctions qui se décalent vers l'infini).

3. Cas particulier : Théoréeme de la convergence bornée (Beppo Levi).

Si (fy) est une suite de fonctions intégrables sur un ensemble E de mesure finie convergeant
simplement vers une fonction f, et si la suite ( f,,) est uniformément bornée sur E :

dM >0,Vx € E, Vn |fu(x)| <M,
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alors f est intégrable sur E et

/Efdm:nlgrgo/Efndm
4. Supposons que I'ensemble des rationnels soit ordonné en une suite 1,72, ...,7y,. .. et consi-
dérons la fonction définie sur [0, 1] par

[ Flsixe{r,ra... 1}
fu(x) _{ 0 sinon

La suite f,, converge ponctuellement vers la fonction caratéristique de Q N [0, 1]. Les fonc-
tions f, sont R-intégrable (d'intégrale nulle), mais f n’est pas R-intégrable. Le théoreme de
Lebesgue permet de résoudre ce probléme : pour tout n € N, |f,| < 1 et I'intégrale de Le-
besgue de f, estnulle car f, est nulle presque partout. Le théoréeme de convergence dominée
s’applique : f est L-intégrable et son intégrale est nulle.

2.5.2 Comparaison avec l'intégrale de Riemann.

Théoreme 2.5.2 Soit f : [a,b] — R bornée, R-intégrable, alors elle est L-intégrable et les deux intégrales
sont égales :

b
Mﬂfdmzzl_ﬂxwh.

N’ *‘
Lebesgue Riemann

Pour l'intégrale de Riemann, on donne un sens au symbdle |, ha f(x)dx, poura < b:

/baf(x) dx:—/abf(x) dx.

On adoptera la méme convention pour l'intégrale de Lebesgue :

0
Aﬂ@ﬂ:—mﬁm.

L'intégrale de Riemann n’est définie que pour des fonctions bornées sur un intervalle borné.
Lorsque ce n’est pas le cas, on peut définir les intégrales de Riemann généralisées. Nous allons main-
tenant examiner les relations qui existent entre intégrale de Riemann généralisée et intégrale de
Lebesgue.

Proposition 2.5.1 Soit [a,b] un intervalle borné de R. Soit f : [a,b] — R telle que pour tout € > 0,
l'intégrale de Riemann

= [ 1)l

+e€
existe.
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(i) Silime_ole = I < oo, alors f est L-intégrale sur [a,b] et

/M £ (x)] dm = 1.

(i) Silime_gI. = oo, alors f n'est pas L-intégrable sur [a, b].

Dans le cas (i), l'intégrale de Riemann généralisée

b
lim f(x)dx,
€—0Ja+e
existe (on dit qu’elle est absolument convergente). Dans le cas (ii), si f est positive, l'intégrale de
Riemann généralisée n’existe pas non plus. Par contre si f est de signe quelconque, 'intégrale
généralisée de Riemann peut exister (on dit qu’elle est semi-convergente).

Integrables au sens de Riemann
et
integrales de Riemann generalisees

Integrales de Riemann
generalisees
semi—convergentes

absolument convergentes

Integrables au sens de Lebesgue

On a des résultats analogues sur un intervalle non borné, par exemple [a, +oo[. L'intégrale de
Riemann généralisée est alors

lim /an(x) dx.

T—oo

Exemples :

- f(x) = % sur |0,1] est L-intégrable (intégrale de Riemann généralisée absolument conver-
gente).

— f(x) = L sur]0,1] n’est pas L-intégrable.

— f(x) = 2% sur [0, 0] n’est pas L-intégrable. Cependant elle admet une intégrale de Riemann

L, . . 0 gj
généralisée semi-convergente : [, #2* dx = Z.

2.5.3 Fonctions définies par des intégrales.

Soit f : Ex I — R, ot I est un intervalle ouvert de R, borné ou non, et E C R” un ensemble
mesurable. Considérons la fonction de I dans R définie par l'intégrale

F(t) = /E F(x,t) dm(x), tel 2.2)
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La fonction a intégrer dépend d'un parametre t € I. C’est un moyen de définir de nouvelles
fonctions. Les résultats suivants concernent les propriétés de continuité et de dérivabilité de cette
fonction.

Proposition 2.5.2 (Continuité) Si la fonction f(x,t) est telle que
1. pour tout t € I, la fonction x — f(x,t) est mesurable
2. pour presque tout x € E, la fonction t — f(x,t) est continue au point tg

3. il existe g(x) positive intégrable sur E telle que pour tout t € I et pour presque tout x
f(x 0] < g(x)

alors la fonction f(x,t) est intégrable sur E et la fonction F(t) est continu en t :

hmﬂozéﬂxmmmn

t—to

On considere une suite ¢, qui converge vers fj et on pose f,(x) = f(t,,x). Pour presque tout x,
fn(x) converge vers la fonction x — f(to, x) et |f,(x)| < g(x). Le théoréme de la convergence
dominée s’applique et donne le résultat.

Exemple : La transformée de Fourier d’une fonction de L!(RR),

f(t) = /]Re_zmt"f(x) dx.

Proposition 2.5.3 (Dérivation) Si la fonction f(x,t) est telle que
1. pour tout t € I, la fonction x — f(x,t) est intégrable sur E
2. pour presque tout x € E, t — f(x,t) est continiiment dérivable sur I
3. il existe g(x) positive intégrable sur E telle que pour tout t € I et pour presque tout x € E

Ln| <

Alors, pour tout t € 1, la fonction x — % (x, t) est intégrable, la fonction F est dérivable et on a

P@:/%@gm&)

f(tn,x)—f(to,x)

= et on utilise le théoréme des accroissements finis.
n

On pose f,(x) =
On a des résultats analogues lorsque t est une variable complexe.
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2,54 Changement de variable

Soit f : A C R” — R une fonction et
Q — A
x=(xx2x) = Y= (@u(x),¢a(x), . Pu()),
ot A et Q) sont deux ouverts connexes de IR et un ¢ un difféomorphisme de classe C!, c’est a dire que

¢ et une bijection continuement différentiable ainsi que ¢ ~!. On appelle Jacobienne de ¢ en x, la
matrice des dérivées partielles de ¢ calculées en x :

¢ :

g%;(x) g%m gfm

9¢2 9¢» ... 9

Jac p(x) = a"lz(x) o %) a"”:(x) (23)
) g

On note J4(x) le déterminant de la matrice Jacobienne et |4 (x)| la valeur absolue de ce déterminant.

Théoreme 2.5.3 (Changement de variable) Si f une fonction mesurable positive (resp. intégrable) définie
sur A. Alors la fonction x — (f o ¢)(x)|J(x)| est mesurable positive (resp. intégrable) sur () et on a

[ f@am(y) = [ (£ 0 9)(x)1Jo(x) dm(x)

2.5.5 Le théoréme de Fubini

Le théoréme de Fubini précise les regles de permutation dans les intégrales doubles.

Théoréeme 2.5.4 (Fubini) Soit f : R x R — R une fonction mesurable et E x F un ensemble mesurable
de R x R.

(i) Si f est positive sur E X F,on a

popf (XY dxdy = /E (/Ff(x'y) dy) dx = /F (/Ef(x,y) dx> dy (2.4)

(ii) Si f est intégrable sur E x F, la fonction x — f(x,y) est intégrable pour presque tout x, la fonction
y — f(x,y) est intégrable pour presque tout y, et (2.4) est vérifiée.
(iii) f est intégrable sur E X F si et seulement si

/E</F’f(X,y)!dy> dx < oo ou /F</E|f(x,y)|dx> dy <

L’aspect pratique a retenir est que 1'on peut calculer une intégrale double en choisissant 'ordre
d’intégrabilité que 1’on veut, pourvu que 1'une au moins des intégrales en module existe. L'exis-
tence des deux intégrales [ dx [ f(x,y) dyet [. dy [ f(x,y) dx n’implique pas I'intégrabilité de
fsurE xF.
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2.5.6 Intégration et dérivation

Quand on integre, au sens de Riemann une fonction continue f sur IR, on constate que

(i) la fonction x — F(x) = [* f(t) dt est continue, dérivable et de dérivée f(x) au point x. En ce
sens-1a, on peut dire que les deux opérations de dérivation et d’intération sont réciproques
I'une de l'autre.

(ii) si f est continiment différentiable sur [, b] alors pour tout x € [4,b] on a

Fx) = f@)+ [ Fat @5)

Qu’en est-il de I'intégrale de Lebesgue?

Le point (i) se généralise de la fagcon suivante :

Proposition 2.5.4 Soit f : [a,b] — R une fonction L-intégrable. Alors la fonction F définie par

F(x) = / £(1) dt 2.6)
est continue sur [a,b]. Elle est dérivable p.p. sur [a,b] et on a

F'(x) = f(x) pp.

Examinons maintenant la formule (2.5). Pour qu’elle ait un sens, il faut que f soit dérivable p.p.
avec f’ intégrable sur [a,b]. On en déduit alors que f est continue sur [a, b]. Ces conditions ne sont
pas suffisantes. On peut en effet construire une fonction f : [0,1] — [0, 1] continue, strictement
croissante, telle que f(0) = Oet f(1) = 1, et admettant presque partout une dérivée nulle (escalier
de Cantor). Dans ce cas (2.5) n’est pas vérifiée. Les fonctions pour lesquelles (2.5) est vérifié sont
appelées absolument continues. C'est le cas de la fonction primitive F(x) définie par (2.6). On montre
qu’une fonction est absolument continue si, pour tout € > 0, il existe a tel que, pour toute suite
finie d’intervalles disjoints (x;,x}), i = 1,...,n tels que Y/ |x} — x;| < a on ait Y/, |f(x]) —
f(x;)| < e. Pour les fonctions absolument continues, on a le résultat suivant :

Théoréme 2.5.5 (intégration par parties) Soient u et v deux fonctions absolument continues sur (a, b).
Alors,

b b
/a w(x)o' (x) dx = u(b)o(b) — u(a)o(a) — / W (x)o(x) dx.

2.6 conclusion

Le principal avantage de la théorie de Lebesgue sur celle de Riemann et qu’elle admet de bons
théoremes de convergence. Pour la théorie de Riemann, les fonctions intégrables sont essentiellement
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continues et les théorémes de convergence nécessitent la convergence uniforme. Ces hypotheses
sont trop fortes dans de nombreuses applications pratiques du calcul intégral. Par exemple, en
traitement du signal, on approxime un signal trés bruité par des échantillons obtenus par supper-
position de signaux sinusoidaux. Mais ces echantillons ne convergent que rarement de maniére
uniforme vers le signal original. On a besoin pour approcher des invariants du signal définis par
une intégrale (énergie) d’avoir des théoremes de convergence qui fonctionnent pour un mode de
convergence plus faible (convergence simple p.p.). La théorie de Lebesgue fournit un cadre ap-
propprié pour le traitement du signal (séries et transformées de Fourier), celui des espaces de
fonctions intégrables qui font I'objet du chapitre suivant.

Par contre l'intégrale de Lebesgue ne possede pas de notion d’intégrale semi-convergente. De ce
fait, les rapports entre la théorie de l'intégration et le calcul différentiel sont ambigus (cf. section
2.5.6).
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Chapitre 3

Espaces de fonctions intégrables
Convolution

3.1 Les espaces L?

Définition 3.1.1 Soit p > 0 réel et I C R un intervalle borné ou non. On appelle LV (I) I'ensemble des
fonctions f : I — C, mesurables et de puissance p-ieme intégrable

/yf|Pdm<oo.
1

Définition 3.1.2 On appelle L*(I) I'ensemble des fonctions f : I C R — C, mesurables, bornées presquie
partout.

Lorsque I = R on note simplement L? pour LP(R).

L’idée qui est derriere I'introdution des espaces L7 est de fournir une échelle permettant de quan-
tifier le degré d’intégrabilité d'une fonction. Intuitivement, le parametre p sert a amplifier les
grandes valeurs de |f| et I'appartenance a L? signifie que ces grandes valeurs ne pesent pas trop
lourd. Il est souhaitable de compléter cette échelle d’espaces (L, 1 < p < o0) en lui adjoignant le
cas limite p = co.

Exemple : pour 1 < p < o0, et k € N, la fonction f(x) = x~ /¥ appartient a
- LP(]0,1]) sietseulementsik > p

- LP([1,00[) si et seulementsi p < k.

Ces fonctions sont représentées sur la figure ci-dessous.
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Rk
OWN P

Proposition 3.1.1 Pour 1 < p < oo, LP(I) est un espace vectoriel muni de la norme

1/p
Il = (17 dm, 1<) 61
L (1) est un espace vectoriel muni de la norme
|flleo = inf{c > 0,|f(x)| <cpp.} (32)

Exemple : Soit f : [-1,1] —» R, f(x) = 2%, et g: [-1,1] — R, telle que g(x) = f(x) sauf en 0 ou1
¢(0) =2eten £1/2 o1 g(+1/2) = 4. Alors,

sup [f(x)[ =1, sup [g(x)[ =4 [fllo=1gllc=1.

xe[-1,1] xe[-1,1]

Remarques. Rappelons que deux fonctions égales presque partout sont équivalentes du point de
vue del'intégration. Un élément de L” n’est pas une fonction mais un ensemble de fonctions égales
p-p- Néamoins, pour simplifier le langage, nous parlons de fonctions de L”. Il suffit de garder en
mémoire le fait que lorsque deux fonctions sont égales p.p., elles sont considérées comme une
seule et méme fonction.

C’est cette notion de presque partout qui fait de (3.1) une norme (cf. proposition 2.4.2) : ||f||, =
0< f=0p.p. Pourp=o0,0na|f(x)] <|fl|lo p-p-etdonc|fllcc =0 = f=0p.p.

Pour montrer la Proposition 3.1.1 on utilise les inégalités suivantes :
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Proposition 3.1.2 (Inégalité de Holder) Soit f € LP(I), g € LI(I) avec 1 < p,q < co et
1 + 1 =1.
P q

Alors, fg € LY(I) et
1 ®1at < 71l

On démontre cette inégalité en utilisant la convexité de I’exponentielle [8, chap.3]. On en déduit :

Proposition 3.1.3 (Inégalité de Minkowsky) Soit f € LF(I), g € LP(I), avec 1 < p < oo. Alors,
frgelr(I)et
1f+gllp < Ifllp + lIgllp-

Cela prouve l'inégalité triangulaire. Il en résulte que L (I) est un espace vectoriel normé pour
1 <p<o0.Pour0 < p<1,LP(I) n'est pas un espace vectoriel.

Théoréme 3.1.1 Pour 1 < p < oo, les espaces LP(I) sont des espaces vectoriels normés complets.

Toute suite de Cauchy (Ve > 0, 3N € N tel que Vm,n > N, || fu — fullp < €) converge. Ce
théoreme est trés important. Il confirme la supériorité de 1'intégrale de Lebesgue ('espace des
fonctions R-intégrables n’est pas complet).

On introduit ainsi une nouvelle notion de convergence, la convergence en norme p : la suite (f)
converge en norme p vers f si

lim [|f = fullp = 0.

n—oo

On définit aussi la convergence p.p. : 1a suite ( f,,) converge presque partout vers f sil’ensemble des
points x tels que f,,(x) n’ait pas pour limite f(x) est de mesure nulle. On a

convergence uniforme = convergence ponctuelle = convergence p.p.

Il n’y a pas de lien entre la convergence p.p. et la convergence en norme p. La convergence en
norme p entraine seulement la convergence presque partout d une sous-suite.

3.2 Proporiétés d’inclusion et de densité.

Proposition 3.2.1 On suppose m(I) < oo, on a

Li(I) C LP(I), 1<p<g<oo.
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On adonc L™(I) C L2(I) C LY(I).

Certains sous-ensembles des L7, constitués par des fonctions assez élémentaires ont des propriétés
de densité (relativement a lanorme || |/,). On peut donc effectuer des approximations des fonctions
de L? par des fonctions plus particuliéres.

Théoréme 3.2.1 L'ensemble des fonctions simples intégrables est dense dans LP(I) pour 1 < p < co.
On appelle support d"une fonction f : R — R ou C 'adhérence de {x; f(x) # 0}.

Théoréme 3.2.2 L'espace CO(1) des fonctions f : I — C, continues a support compact est dense dans
LP(I) pour 1 < p < oo.

Ce résultat est faux pour p = oo (prendre la fonction x[p,1) dans L*([0, 1])).

L'espace C{(I) muni de la norme définie par I'intégrale de Riemman [, |f(t)| dt est un espace
métrique non complet. Si X est un sous-espace d'un espace métrique complet Y, dense dans Y, on
dit que Y est le complété de X. Tout espace métrique posséde un complété, unique a isomorphisme
prés. Le Théoreme 3.2.2 affirme que le complété de C2(I) n’est autre que L' (I). En ce sens, l'intégrale
de Lebesgue est la meilleure généralization possible de 'intégrale de Riemann.

Le complété de C2(RR) dans L™ n’est pas L™ mais le sous espaces des fonctions qui ”s’annulent” a
l'infini : pour tout ¢, il existe un compact hors duquel |f(x)| < e.

3.3 Convolution

La convolution est avec la transformée de Fourier un des outils essentiels du traitement du signal.

Définition 3.3.1 Soit f et g deux fonctions de R dans C. On appelle convolution de f et g la fonction
f * g, définie lorsque I'integrale est convergente par

frgx) = [ flr=ngWat= [ fw)gtx—u) du.

Exemples :
(@) f =g = Xjoyalors
- —tdt:/ ds = m([0,1) N [x — 1,]),
fra)= [ xon(e=ndi=[ | xon(s)ds=m(01] N ~1,3)
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soit

0 six <0

X si0<x<1
fr8) =924 s1<x<2

0 six > 2

Il est facile sur cet exemple d’effectuer une convolution graphique. La fonction f * ¢ est continue,
bien que f et g soient discontinues.
(b) f e LY(R)etg = 3 Xx[_ny-Ona

fra@ =g [ fle—ndi= g [ o) as

La encore, la fonction f * ¢ est continue, d’apres la proposition (2.6).
Comme on a pu le voir sur ces exemples, la propriété essentielle de la convolution est de régulariser
en effectuant une moyenne.

Propriétés : Lorsque ces fonctions existent, on a :
freg=gxf;

(fitf)xg=fixg+faxg;

(Af) % g = Af x g, ou A est un nombre complexe.

3.3.1 Convolution et théorie du signal.

En théorie du signal, I'importance du produit de convolution résulte surtout du fait qu'il sert a
modéliser des filtres (voir chapitre 1). Un filtre analogique est caractérisé par une fonction /()
appelée réponse impulsionnelle, et la réponse v(t) a une entrée u(f) est v = h * u. Pour connaitre
la nature des signaux qu’on peut admettre a 1’entrée du filtre, il faut des criteres d’existence du
produit de convolution.

Théoréme 3.3.1 Si f et ¢ sont dans L' (R), alors f * g existe p.p. et appartient a L'(R). On a
1f gl < Ifll1llglh- (3.3)

L'inégalité (3.3) dit que pour f € L!(R), l'opérateur linéaire ¢ — f * ¢ de L'(RR) dans L!(RR) est
continu. Pour f,¢,h € LY(R), ona (fxg) *h = f * (¢ xh) que 'on note f * ¢ x h. Cette propriété
permet de chainer plusieurs filtres, la sortie dun filtre servant d’entrée a un autre filtre :

U—hxu=0v1 —>h*xvy=0v— -+ — h*x0,_1 = 0.
I en résulte un filtre dont la réponse impulsionnelle est i = hy * hy * - - - * hy,.
Le Théoréme 3.3.1 est encore vrai dans le cas de signaux causaux, c’est a dire pour des signaux et
réponses impulsionnelles dans L'(R") :

uec LY(RY),he LHRT) = v="h*uec L}(RT).
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Dans ce cas particulier, on a

hosu(x) = /Oxh(t)u(x—t) dt.

Théoréeme 3.3.2 Si f € LP(R) et g € L1(R) avec % + % = 1, alors alors f * g est partout définie,
continue et bornée sur R ef on a

1f* glleo < 11 £ 115118 ]lg-

On notera deux cas particulierement important en théorie du signal :

1. feL'(R)etg € L®(R) = f*xg € L°(R)

2. fel?(R)etg € L>(R) = f*xg € L°(R)
La continuité de l'opérateur correspond a une notion de stabilité du filtre correspondant. Dans le
cas 1., il s’agit de la notion la plus simple, la stabilité BIBO (de Bounded Input Bounded Output) :
un systéme est dit BIBO stable lorsque la sortie correspondant a une entrée bornée est bornée.
C’est le cas lorsque la réponse impulsionnelle est L!. Un tel filtre n’est pas seulement stable, mais

il jouit de nombreuses autres propriétés qui résultent du caractere régularisant de la convolution,
comme par exemple :

Proposition 3.3.1 Soit f une fonction de L'(R) et g une fonction de classe CP. On suppose que g*) est
bornée pour k =0,1,...,p. Alors f * g est de classe CF et

(fxg) = fxglh.

Une autre notion de stabilité importante est la stabilité dans L? : la sortie correspondant a une
entrée d’énergie finie (i.e. dans L?) est d’energie finie. C’est le cas lorsque la réponse impulsion-
nelle est dans L' (R).

Théoréme 3.3.3 Si f € L'(R) et ¢ € L2(R), alors f * g existe p.p. et appartient & L>(R). On a

1f*gllz < Ifll1lIgll2-
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Chapitre 4

Signaux périodiques et séries de Fourier

4.1 Introduction

Une fonction f(t) est dite périodique de période T (nombre réel strictement positif) si
VieR, f(t+T)=f(t). (4.1)

La période fondamentale de f(t) est le plus petit nombre réel positif T qui satisfait (4.1). Les signaux
périodiques les plus simples sont les signaux sinusoidaux pur

cosznt sinznt eizTnt
T~ T~ '

Pour tout entier n > 0, les signaux sinusoidaux
cos2mnt/T, sin2mnt)T, eXm™t/T
ont aussi pour période T, méme si leur période fondamentale est T /.
Comme il est souvent plus facile de calculer avec des exponentielles, nous allons d"abord considérer

la famille de signaux e* /T, 1 € Z. On appelle polynome trigonométrique de degré inférieur ou
égal a N, un polynome de la forme

+N .
p(t) = Y cpe™/T ¢, eC. (4.2)
n=—N
On note Py l'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a N. Le polyndéme p(t) prend

des valeurs réelles si et seulement si c_,, = ¢,,.

Nous avons vu que les signaux sinusoidaux purs sont des fonctions propres des systemes de
convolution (section 1.4), ce qui explique leur importance. L'idée d’utiliser des signaux trigo-
nométrique pour décrire des phénomenes périodiques ou vibratoires est apparue assez tot. Les
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Babyloniens les utilisaient pour prédire les mouvements des planétes. Au XV IIIeme siecle la
question de savoir si une large classe de fonctions périodiques pouvait étre décomposée en une
somme trigonométrique

f(t) =Y cpe/T 2 (4.3)

était au centre des débats. Si on ne s’autorise que des sommes finies, la réponse est clairement
non : la somme trigonométrique est indéfiniment différentiable, alors que la fonction f(t) n’a
aucune raison de l’étre, comme par exemple le créneau périodique. Dans un mémoire daté de 1807,
Joseph Fourier affirma que la réponse a la question précédente était oui, pourvu qu’on s’autorise
des sommes infinies ... Ces résultats ont longtemps été controversés avant de donner naissance a
I'analyse de Fourier.

4.2 Le cadre de I'espace L2(0, T)

Nous considérons ici les fonctions f : R — C, périodiques de période T telles que

T
/0 ()2 dt < co. (4.4)

La restriction de la fonction f a I'intervalle [0, T] est donc dans I'espace L?(0, T). Rappelons qu’une
fonction f périodique de période T est entierement déterminée par sa restriction a [0, T]. Rappe-
lons aussi que (4.4) représente ['énergie du signal f(t) tandis que la quantité

T
IF1B =7 [ 7P a, @)

représente sa puissance moyenne. L'espace L2(0,T) sera muni de la norme || |, définie par (4.5).
Cette norme est équivalente a la norme définie en (3.1). Le facteur 1/T dans (4.5), qui revient
considérer la mesure de Lebesgue divisée par T, est 1a pour simplifier le formalisme : par exemple,
la norme de la fonction constante 1 est 1. L'espace L?(0, T) est donc un espace vectoriel normé
complet. De plus, la norme (4.5) est associée a un produit scalaire

(f,8) = %/OTf(t)g‘(t) dt.

Un tel espace s’appelle un espace de Hilbert. Les propriétés de ces espaces vont nous permettre
de donner une réponse simple et compléte a la question (4.3).

Si I'égalité (4.3) ne peut avoir lieu pour une somme finie, on peut, étant donner un entier N,
chercher un polyndme trigonométrique p € Py, i.e. de la forme (4.2), qui approche au mieux la
fonction f(t), c’est a dire, tel que || f — p||2 soit minimum. On utilise la norme || |2 pour “mesurer”
la distance entre deux fonctions. Py est un sous-espace vectoriel de L?(0, T), de dimension finie,
engendré par les fonctions e, (t) = e, n=—N,...N.On peut alors reformuler le probleme de
la fagon suivante : trouver un élément sy de Py qui soit a distance minimum de f.
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Dans un espace de Hilbert, c’est facile, grace a la propriété dite de la projection orthogonale, qui
assure que la distance minimum de f a un sous-espace de dimension finie (ici Py) est toujours
atteinte en un point sy € Py. De plus, sy est la projection orthogonale de f sur Py. En fait, pour
un sous-espace de dimension finie, tout se passe comme dans un espace Euclidien.

Il reste calculer la projection sy de f sur Py, c’est a dire 'unique élément de Py tel que f —sy L
Pn. Les coefficients ¢, (f) du polyndme trigonométrique sy se calculent en écrivant que f — sy est

orthogonal aux e, (t) = ¢/ 7™, n = —N, ... N (puisqu’ils engendrent Py) :
(f —sn,en) =0, —N <n<N.
Un calcul simple montre que les e, (t) sont orthogonaux deux a deux :
1 (T ieny _piony Osin#m
T/oe Tre Tt = Lsin—m (4.6)

et donc

N
(ffen) = (sn,en) = < Z Ck(f)ekren> = Cn(f)~

k=—N

Définition 4.2.1 Les nombres LT
_jn
onlf) = [ Fwe T ar

sont appelés les coefficients de Fourier de f.

Théoréme 4.2.1 Soit f € L2(0, T). Il existe un polyndme trigonométique sy € Py et un seul tel que

If = snll2 = min{[|f —pll2, p € Py},
c’est la projection orthogonale de f sur Py

+N

sn(t) = Y ca(f)eTm.

n=—N
De plus, sy tend vers f dans L?(0, T) quand N tend vers l'infini :

If —snllz2 =0, N —co.

La convergence des sommes partielles de Fourier sy est une conséquence du fait que les fonctions
en(t) forment une base Hilbertienne de L2(0, T). On écrit alors

—+o00

;21
fB) = 3 calf)eT™.
n=—oo
Mais attention, il s’agit d’une égalité en norme L2(0, T). Elle ne signifie pas qu'il y ait égalité
ponctuelle, c’est a dire que pour tout ¢, f(f) soit égal a la somme de la série de Fourier. C’est en
fait seulement vrai p.p. (résultat difficile, Carleson, 1966) méme pour une fonction continue (voir

[4]).
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Proposition 4.2.1 (Egalité de Parseval.) Pour toute fonction f € L?(0,T)

[ee]

L[ 0P a= ¥ jenP 4

n=-—oo

Remarque. Si f = g p.p., alors ¢, (f) = ¢, (g). Réciproquement, étant donné une suite (c, ) ez de
nombres complexes, tels que

o0
Z ’Cn’2 < o,

n—=—oo

il existe une unique (classe de) fonction f € L2(0, T) dont les coefficients soient les c¢,,. Autrement
dit f — f, f(n) = c,(f) est un isomorphisme d’espaces de Hilbert entre L?(0, T) et ¢2.

4.3 Séries de Fourier en sinus et cosinus.

Nous avons vu qu’une fonction f(t) € L2(0, T) s’écrit (égalité en norme L?(0, T))
™ P27
f(t) — Z CnezTnt,
n=—oco

avec

1 T 21

Cp = —/ f(t)e " T dt.
T Jo

On peut réécrire cette série comme une somme de sinus et de cosinus :

2ntnt . 27mtnt
+ b, sin T

ap e
ft) = > + Z a, cos
n=1
2 (T 27rtnt 2 (T . 2mnt
an_f/o f(t) cos T dt, bn_f/o f(t)sdet, n > 0.

Les a, et les b, sont aussi appelés coefficients de Fourier, les relations entres les a,, et b, d"une part
et les ¢, d’autre part sont les suivantes : pour n > 0

A, = Cy,+c_y - ¢ = (ay,—iby)/2
by = i(ch—c—p) c.n = (ay+ib,)/2.

Lorsque la fonction f est paire, b, = 0,17 > 0, tandis que lorsque f est impaire, a, = 0,n > 0. La

fonction o nt ot
mn . 2mn
hy(t) = ay cos 7 4+ b, sin T

est appelée harmonique de rang n. L'harmonique de rang 1, 11, s’appelle le fondamental. Cette termi-
nologie fait référence au vocabulaire musical (voir [3, lecon 7 : Fréquences, spectres et gammes]).
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L’égalité de Parseval nous dit que la répartition de 1’énergie ou de la puissance d’un signal (a
valeurs réelles) sur ces différents harmoniques est caractérisée par les coefficients de Fourier :
la puissance de hg est a%, et celle de h,;, n > 0 est

Lo o 2
S(@2 +12) =2l
On représente cette répartition en portant en abscisse pour chaque harmonique, sa fréquence 7,

et en ordonnée |c,|, c’est ce qu’on appelle le spectre d’amplitude.

Un signal de L?(0, T) peut donc étre caractérisé soit par son évolution temporelle soit par son
spectre : c’est ce qu’on appelle la dualité temps-fréquence. Nous verrons qu’a certaines propriétés
dans I'espace des temps correspondent des propriétés dans 'espace des fréquences.

4.4 Représentation ponctuelle d'une fonction par sa série de Fourier

En calcul numérique, une fonction est réduite a un certain nombre de valeurs ponctuelles, il est
donc important de s’interroger sur la convergence ponctuelle des séries de Fourier. Cependant,
I’étude de la convergence ponctuelle ou uniforme des séries de Fourier est beaucoup plus délicate
que celle de leur convergence dans L2(0, T).

Pour un signal dans L?(0, T), il est aussi important de savoir si |¢,| tend rapidement vers 0 quand
n tend vers l'infini : en effet, on ne peut généralement considérer qu'un nombre fini de termes
(harmoniques), si ce nombre est fixé, on perd d’autant moins d’energie que |c,| tend rapidement
vers 0.

Les coefficients de Fourier d'une fonction f périodique existent dés que f est intégrable (f L-
intégrable < | f| L-intégrable), i.e. f € L'(0, T). On considere sur L'(0, T) la norme

Il =5 [ 1)

A toute fonction f € L}(0, T) on peut associer une série de Fourier

dont on ne sait plus si elle converge, selon quel mode et vers quelle limite. Un premier résultat
positif :

Proposition 4.4.1 Soit f € L(0, T). Les coefficients de Fourier sont bornés : ¥n € Z, |cu(f)| < ||fl]1,
et tendent vers 0 quand |n| — oo (lemme de Riemann-Lebesgue)

lim_en(f) =0.

n
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Le lemme de Riemann-Lebesgue s’établit facilement lorsque f € C*(0, T), al'aide d’une intégration
par parties. On utilise ensuite la densité de C1(0, T) dans L!(0, T).

On définit le produit de convolution de deux fonctions de L!(0, T) comme suit

= % /OTf(x — t)g(t) dt. (4.8)

Proposition 4.4.2 Soit f,¢ € L'(0,T). Alors, pour toutn € Z, ona
cn(f *8) = cn(f)en(g)-

Le polynome trigonométrique sy (x) se calcule de la fagon suivante :

GRS % (%/OTf(t e ) e

- T/ f (=) gt = f*DN( )
ou i (( | t)
— inzT”t _ sin ((2N +1 Tt
Pnlt) = ngNe T sin(nd) (4.9)

On montre que Dy satisfait les propriétés suivantes :
1. Dy(0) =2N +1
2. Dy(t) est une fonction paire
3. 1/TfO Dn(t)dt = 1.

Dy (t) est appelé noyau de Dirichlet.

Remarque. Les difficultés pour prouver la convergence ponctuelle de sy vers f viennent du fait
que lim, .. Dn/(t) n’existe pas. En effet, on peut écrire

T/2
Sn(x) = flx) = = / UG = fIDN () dt,

et pour prouver la convergence, on est amené a rendre infiniment petit le second membre, auquel
on ne peut pas appliquer les théorémes de convergence puisque lim,_.., Dy () n’existe pas ...

On note
flat) = dim f(x+h)
fa=) = Sk

les limites a droite et a gauche de la fonction f en x.
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Théoréme 4.4.1 (Convergence locale de Dirichlet) Soit f € L'(0, T). Si en un point x, les limites i
droite et a gauche, f(x+) et f(x—) existent, ainsi que les dérivées a droite et a gauche, alors

I\IIEI;OSN(X) — f(x+) ;f(x_)

O La démonstration ([3]) repose sur I'expression du reste

o)~ LERIICD) L P2 5 ) — o) 4 = 1) = flam IO (1) .

Les hypothéses impliquent que la fonction

_fle+t) - flx+) + flx—t) — f(x—)
Plt) = sin (7tt/T) !

est majorée par une fonction intégrable donc intégrable. La fonction

T/2
| ewsin(reN +1t/1) at

tend vers 0 quand N tend vers 'infini d’apres le lemme de Riemann-Lebesgue. O

Une fonction f : [0, T| — C est continue par morceaux si elle est continue sur [0, T}, sauf peut-étre en
un nombre fini de points, en lesquels elle admet une limite finie a droite et a gauche. Une fonction
est C! par morceaux si elle est continue par morceaux et admet une dérivée, sauf éventuellement
en un nombre finie de point, et si cette dérivée est elle-méme continue par morceaux.

Théoréme 4.4.2 (Dirichlet) Soit f de période T, C par morceaux. Alors,

lim sN(x) — f(x+) +f(x_).

N—oo 2

En particulier, en tout point o f est continue sy converge vers f.
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On peut tracer les approximants de Fourier de quelques fonctions classiques sur les sites internets
suivants :

http ://www.jhu.edu/ signals/fourier?2

http ://www.univ-lemans.fr/enseignements/physique/02/divers/fourier.html

Des fonctions pour lesquelles ¢ca ne marche pas :

)
1. f(t) =sin=F, 0<t <1

f € L'(0,1), mais a un nombre infini de minima et de maxima.
2. La fonction de période 8 définie par
X)) =1,0<t<4x(t) =1/2, 4<t<6x(t)=1/4 6 <t <7x(t)=1/8 7<t<
7,5,...
qui a un nombre infini de discontinuités.

Théoréme 4.4.3 Soit f de période T, continue et C! par morceaux. Alors la série de Fourier de f' s’obtient
en dérivant terme a terme celle de f.
Les coefficients de Fourier vérifient

o]

Y. len(f)] < oo

n—=—oo

La série de Fourier de f converge uniformément vers f.

O Les hypotheses ont été mises pour que I'on puisse intégrer par parties et pour que f’ soit dans
L%(0,T).

alf) = 3 [ foe
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1 _in2pT 1 T —in2Et
= e [ e

—2i7tn
Comme f est continue, le terme entre crochets est nul et on a

2imtn

nlf) = 22, ().
On a l'inégalité (en utilisant 2ab < a* + b?)
T /1 ,
s ln1 < g (G IR

Les séries ), % et Y, [cu(f')|* convergent, la deuxiéme car f' € L2(0,T) (égalité de Parseval).
Donc la série ), |c,(f')| converge aussi. O

En fait, plus la fonction est réguliere, plus vite les coefficients de Fourier tendent vers 0. Si f €
Ck(0,T), f%) € L2(0,T) et

ealr®) = (220

d’apreés Parceval, la série ¥, n%*|c,(f)|> converge (ce qui implique que lim,, .« |[1"c,(f)| = 0).

En résumé,on a:

felY (0, T) = cu(f)—0

fELX0,T) = L= len(f)|? <oo
fec(oT) = L= len(f)] <oo
feCi0,T) = Y= n*ea(f)|* < oo
fecC®(0,T) & VkeN, lim, .« |nfc,(f)| =0

Lorsque
Vk € N, lim |n*c,(f)| =0

n—oo

on dit que la suite des coefficients de Fourier est a décroissance rapide.

4.5 Conclusion.

Avec les séries de Fourier, une nouvelle fagon de décrire les fonctions périodiques (représentation
fréquentielle) est apparue. Des opérations telles que la dérivation s’écrivent simplement en termes
de coefficients de Fourier. La construction d’une fonction périodique solution d’une équation
différentielle peut ainsi se ramener a la construction des coefficients de Fourier correspondants.
Les séries de Fourier font encore actuellement ’objet de recherches actives pour elles-mémes, et
ont suscité plusieurs branches nouvelles : analyse harmonique, théorie du signal, ondelettes, etc.
Elles se rencontrent usuellement dans 1’étude des courants électriques, des ondes cérébrales, dans
la synthese sonore, le traitement d’images, etc.
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Chapitre 5

Transformée de Fourier.

Un signal périodique (de période T) se décompose en séries de Fourier. Ainsi, il apparait comme
une somme d’harmoniques de fréquences v, = n/T,n = 0,1,3,... Ces fréquences v, sont des
valeurs isolées dans IR. Les fréquences présentes dans un signal non périodique ne sont pas isolées.
Elles prennent toutes les valeurs d"un intervalle. La décomposition fréquentielle d"un tel signal est
possible grace a la transformation de Fourier. La décomposition et la reconstitution se calculent
par des intégrales.

5.1 Transformée de Fourier dans L'(R).

Définition 5.1.1 Soit f € L}(IR), la transformée de Fourier de f est définie sur R par

Ffw) = f) = [emf(t) dr 1)

On définit aussi la transformée de Fourier conjuguée

Ffv) = [ (e at 52

Comme |e*27!| = 1, ces deux intégrales sont bien définies. Nous verrons que F est en général la
transformée inverse de f. Pour f = x|}, on montre que

A b—a siv=0
f(V) = { sinn(b—a)ve_in(a+b)v

= smon

sin7t(b—a)

Remarque : f n’est pas dans L!(R) puisque 2% n’est pas intégrable.
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Théoréme 5.1.1 (Riemann-Lebesgue) Soit f € L!(R), alors
(i) f est une fonction continue et bornée sur R.
(i) F: f — f est un opérateur linéaire et continu de L' (R) dans L (R)

oo < N1 £l
(iii) lim, .o f(v) = 0.

O Pour tout t, la fonction v — e 27 f(t) est continue sur R et [e"27V f(t) < |f(t)| qui est

A

intégrable. Le théoréme de continuité sous le signe [ assure la continuité de f.
D’aprés I'inégalité de la valeur absolue,

ol < [IF@]de= I,

ce qui prouve (ii).
Pour f = Xiap, [f (V)] < ﬁ pour v # 0 et donc (iii) est vérifié. On le montre pour toute fonction

de L'(R) en utilisant la densité des fonctions simples dans L' (R). ]

Propriétés :
1. linéarité
2. changement d’échelle de temps
g(t) = f(at), a € R* — ¢(v) = ﬁf(v/a) Si on étale les valeurs de f son spectre se
concentre, si on concentre les valeurs de f son spectre s’étale.

3. théoréme du retard

g(t) = f(t—to), to €R — g(v) = e ™0 f(v)

A

4. g(t) = e 2Mif(t), w e R —g(v) = f(v—w)

Proposition 5.1.1 (Formule d’échange) Soit f et g deux fonctions de L'(R). Alors f§ et fg sont dans
LY(R) et

[ f)g( dx = [ fx)g(x) dx

O Comme ¢ est bornée (théoréme de Riemann-Lebesgue), et f € LY(R), f¢ € L'(R). De méme
pour fg. L'égalité résulte du théoréeme de Fubini car l'application

(x,y) = e 2 f(x)g(y)
est dans L!(R?). O

Proposition 5.1.2 (Transformée de Fourier et dérivation)
1. dérivation temporelle : si f € C" et pourk = 0,1,...,n, f®(t) € L'(R), alors

]—"(f(k))(v) = (Zim/)k f(v), k=0,1,...,n,
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2. dérivation fréquentielle : si pour k = 0,1,...,n, t*f(t) € L(R) alors f € C" fet

fO = F((=2im) f(1)).

1. On le montre pour n = 1, puis par récurrence. Comme f’ € L!(R),

F(f)v) = / e 2 (1) dt = lim [ e HE(E) dt

a—oo |_,

On fait alors une intégration par parties
a

/_LZ efZim/tf/(t) dt = |:672i7rvtf(t)] 4 ) + (21.7T1/)€72im/tf(t) dt.

- —a

Lorsque a — oo, le terme entre crochet tend vers 0 : comme f € C1,

fla) =1+ [ fya,

et comme f' € LY(R), [ f'(t) dt, et par conséquent f(a), ont une limite lorsque a — oo.
Cette limite est nulle car f est intégrable. On a donc F(f')(v) = (2intv) F(f)(v).

2. On applique le théoreme de dérivation sous le signe |.

a

Remarques. On retiendra que plus f(t) est dérivable, avec des dérivées intégrables, plus f décroit
rapidement a l'infini. En effet d’apreés Riemann-Lebesgue, sous les hypothéses du 1. de la propo-
sition, [27tv|" |f(v)| — 0 quand v tend vers l'infini, et donc f(v) se comporte a I'infini comme un
infiniment petit de ’'ordre de 1/ |v|" au moins. En particulier, une fonction indéfiniment dérivable
a une transformée de Fourier qui décroit plus rapidement que toute puissance de 1/|v| quand
v — 0.

C’est notamment parce que la transformation de Fourier transforme 'opération de dérivation (par
rapport a t) en une multiplication (par 2i7tv) qu’elle est importante. Par transformation de Fourier,
une équation différentielle devient une équation algébrique :

flf=g -5 (am? +1)f = &

Proposition 5.1.3 (Transformée de Fourier et convolution) Si f et ¢ sont dans L'(R), alors

F(f*xg)=FfFg (5.3)

Si de plus f et § sont dans L'(R), alors
F(fg)=Ff*Fg
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0 On a vu que lorsque f et ¢ sont dans L' (R), alors f * g est dans L!(IR). On peut donc calculer sa
transformée de Fourier. La formule (5.3) découle du théorme de Fubini qui s’applique puisque la
fonction (x,t) — e 27 f(x)g(t — x) est dans L!(R?). 0

Théoreme 5.1.2 Si f et f sont dans L' (RR),

1) = F(H0) = [ & f(w) dv, 54

en tout point ot f est continue.

Pour la démonstration voir [3, th.18.1.1]. La formule (5.4) s’appelle representation spectrale de f.
Ainsi, f est déterminée soit dans l’espace des temps par f(t) soit dans celui des fréquences par
f(v). Notons que pour connaitre f(t) pour une valeur fixée de ¢, il faut connaitre f sur R tout
entier, et pour connaitre f pour une fréquence fixée v, il faut connaitre f sur tout I'axe des temps.

5.2 Transformée de Fourier dans L*(R)

Rappelons qu'une fonction f € L?*(IR) n’est pas nécessairement intégrable, comme par exemple
sint/t. On ne sait donc pas définir la transformée de Fourier par l'intégrale

Ffw) = [ fHe ™ at

L'idée est d’utiliser un sous-espace dense dans L?(IR) et stable par F en vue d’obtenir une formule
d’inversion.

5.2.1 L’espace S des fonctions a décroissance rapide.

Définition 5.2.1 On dit qu’une fonction f indéfiniment dérivable est a décroissance rapide si pour tout
entiers positifs p et q
lim |79 (t)] = 0.

‘t|—>oo

On note S I'ensemble des fonctions indéfiniment dérivable a décroissance rapide.

La décroissance de f est qualifiée de rapide par comparaison avec celle des fonctions 1/t7 puisque
la limite du quotient de f(t) par 1/t" est 0. De plus toutes les dérivées de f décroissent plus
rapidement que ces fonctions.
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Un représentant caractéristique de I'espace S est la Gaussienne

(1) = pe -

La transformée de Fourier de la fonction g(t) = e est g(v) = e~ . Cette fonction est donc
invariante par transformation de Fourier.

On vérifie tres facilement que si f € S, pour tout p, il existe M, tel que

M
O <

=

2
ce qui implique que f est bornée, elle est dans L!(R) et dans L?(IR).

Théoréeme 5.2.1 La transformée de Fourier F est une application linéaire bijective de S dans S. L'appli-
cation inverse est F 1 = F.

0 OnavuqueS C LYR). D’apreés la propriété de dérivation fréquentielle, comme #f(t) est
intégrable pour tout entier p, la fonction f est indéfiniment différentiable, et

f0r = F((=2imt)? £(1)).

On veut maintenant montrer que 17 f(P)(v) tend vers 0 lorsque |v| — co. On a
(2irv)T f0)(v) = inv) F((=2int)? £(1)) (v) = F (g7 (1) (v)

d’apres la propriété de dérivation temporelle appliquée a la fonction g(t) = (—2irtt)? f(t). D’apres
le théoréme de Riemann-Lebesgue, lim, ., (g7 (t))(v) = 0 et donc f € S. La formule d’inver-
sion dans L!(IR) s’applique en tout point puisque f est continue. Les relations

fw) = [ fnemar
6y = [ e av

sont donc équivalentes pour un élément de S. 0

L’ensemble S est stable pour de nombreuses opérations : si f, g sont dans S, P est un polyndme et
k un entier, alors f), fP, fg et f * g sont dans S.

Nous avons vu que 'ensemble S est contenu dans L?(IR). De plus, on a

Proposition 5.2.1 Soit f et g dans S,

[Fwizw) = [ fog(o a
Pour f = g, on obtient I'égalité de Parseval

1fll2 = 11 £1l2.
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O C’est la formule d’échange appliquée a f et h = §. Comme § = F¢, d’aprés la formule d’inver-
tion,ﬁ =g O

5.2.2 Extension de la transformée de Fourier a L2(IR).

Nous allons étendre F a L2(IR) en utilisant la densité de S dans L?(R), que nous admettrons. Soit
donc f, une suite de fonctions de S qui converge vers f dans L2(T) :

lim || ~ full = 0.
La suite f, étant convergente, elle est de Cauchy. Or, d’apres l'égalité de Parseval dans S,

1fn = fuulla = IF (fu = fu) ll2 = 1F (f) = F(fn)ll2,

ce qui montre que la suite F( f,) est une suite de Cauchy dans L?(IR). Elle admet donc une limite,
puisque L?(R) est complet. Par définition cette limite est 7 (f). On étend de la méme fagon F.

Théoréme 5.2.2 Soit f et ¢ dans L*(R). La transformée de Fourier JF posséde les propriétés suivantes :
1. formule d’échange

/ f(B)&(t) dt = / F(H)g(t) dt.

2. formule d’inversion
f=F(F) =FEFU)-
3. isomorphisme d’espaces de Hilbert R
<fg>=<fg>
4. identité de Plancherel-Parseval
£ 112 = 11 l2-
5. si f € LY(R) N L*(R)
) = [ fe > ar.

5.3 Application aux filtres analogiques

La transformée de Fourier et la consolution vont étre utilisés ici pour étudier les filtres analogiques
gouvernés par une équation différentielle linéaire a coefficients constants :

q p .
Y beg® =Y a;f9, a,#£0, b, #0. (5.5)
k=0 j=0

f estl’entrée et g la sortie du filtre. Celle-ci demande encore a étre préciser parmi toutes les solu-
tions de (5.5).
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5.3.1 Cas ou l’entrée et la sortie sont dans S

Ce cas est tres particulier mais c’est une étape vers des cas plus généraux. On suppose que f € S
et on cherche une solution g € S. Si une telle fonction existe, on a par transformée de Fourier :

)3

9
k=0

p VN
b (2iv)*g(v) = Y a; (2imv) f(v).
j=0
Considérons les deux polyndmes

P(x) = Zp:a]- X, Qx) = Zq: by XX,
j=0 k=0

et supposons que la fraction rationnelle P(x)/Q(x) n’a pas de pdle sur 1’axe imaginaire. Pour tout
veR, Q(2inv) #0etona

P(2intv)

g)=HW)f(v), H)= 0@’

Dans ce cas, comme par hypothése f € S, f et Hf sont aussi dans S. F~!(Hf) est bien une
solution de (5.5) dans S.

Remarque. L’équation (5.5) a une solution unique sans pour autant comporter de conditions ini-
tiales. C’est le fait d'imposer a ¢ d’étre dans S, et donc nulle a I'infini ainsi que toutes ses dérivées,
qui en tient lieu.

5.3.2 Casout P(x)/Q(x) n’a pas de pdle sur I’axe imaginaire et deg P < deg Q

Dans ce cas, on peut exprimer la sortie sous forme d"un produit de convolution. En effet, on montre
alors que H(v) est dans L2(R) N L®(R). H admet donc une transformée de Fourier inverse et la
relation ¢(v) = H(v)f(v) entraine ¢ = h* f (voir (5.3)). La réponse du filtre est la convolu-
tion de l'entrée avec une fonction fixe 1 qu’on appelle réponse impulsionnelle. Pour calculer h, on
décompose H en éléments simples. Si les poles de H sont simples, z1, 25, . .. Zg, 0N a

H(V) — i :Bk

=0 207V — zg

Pour a € C, Rea > 0 on obtient les transformées de Fourier suivantes (la seconde découle de la
premiere par changement d’échelle de temps) :

1
Aty (¢ F_ - 5.6
e u(t) a+2imv (5:6)
1
My (—t N . 5.7
¢ u( ) a— 2imv (57)
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Par transformation inverse, on a donc :
h(t) = ( )y 5k€zkt> u(t) — ( Y. ,Bkezkt> u(—t).
k, Rez; <0 k, Rez >0

Plus généralement, pour des poles multiples, on obtient une réponse impulsionnelle de la forme

h(t) = ( ) Pk(t)ezkt> u(t) — ( ) Pk(t)ezkt> u(—t), (5.8)

k, Rez, <0 k, Rez >0

ot les Py(t) sont des polynomes. On voit que la réponse impulsionnelle est dans L' (R) N L?(RR) N
L®(R).

La formule ¢ = h * f, obtenue lorsque f est dans S, conserve un sens dans des cas beaucoup plus
généraux (cf. section 3.3.1) et définit encore un filtre dont on peut étudier les propriétés :

Stabilité : un systeme analogique X est stable s’il existe M > 0 tel que
Vf € LP(R), [Eflleo < M||flleo-

C’est le cas puisque la réponse impulsionnelle & est dans L!(IR) (cf. section 3.3.1).

Causalité : un systeme est dit causal, si deux signaux d’entrée identiques pour t < fp donnent des
sorties identiques pour t < ty. On montre qu'un systéeme de convolution f — h * f est causal si
et seulement si Supp(h) C [0, oo[. D’apres la formule (5.8), le filtre est causal si et seulement si le
facteur en u(—t) n’est pas présent et donc si tous les poles de H(v) sont a partie réelle négative.

Remarque. Les cas ott deg P > deg Q et ou Q a des zéros sur I’axe imaginaire nécessitent I'intro-
duction de fonctions “généralisées” appelées distributions.

5.4 Transformée de Fourier discréte

En pratique, pour calculer la transformée de Fourier d"une fonction f(t), on ne dispose que d'un
nombre fini de ses valeurs. On les suppose régulierement espacées. On peut faire un changement
de variable pour que ces valeurs soient 0,1, ...,k,..., N — 1. On devra alors calculer

N-1 vk
Yo yke Py = f(k).
k=0

Lorsque k est fixé, e =27 est une fonction de v de période 1. Donc la somme précédente est de

période 1 et pour la connaitre, on peut se borner pour v au segment [0, 1]. Enfin, on ne pourra calcu-
ler F(f) qu’en un nombre fini de valeurs de v. On convient de prendre la suite 0, %, e, %, . %

On calculera donc

N-1
Y, = Z Yk e 2mky  pn=0,..., N—1.
k=0
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Définition 5.4.1 Soit yo, 1, . .., Yyn—1 unesuite de N nombres, on appelle transformée de Fourier discrete
de cette suite la suite Yy, Y1, ... YN—1 de N nombres définie par

N-1 N-1
_ ikt _2in
Y, = E Yk e 2inky — E Yk w'f\’f, wy=¢ N, (5.9)
k=0 k=0

Il est facile de retrouver la suite (vx)x—o,.. ny—1 lorsqu’on connait la suite (Yy)n=o,. N—1.
Théoreme 5.4.1 On a la formule d’inversion suivante :

N-1 1 N1
Yn:Zykw'I‘\? = yn:NZkaﬁk”
oy k=0

On peut écrire (5.9) comme le produit matriciel :

oy, T 1 1 1\1,71 oy ]
Y, 1 wny ... wy 1
Y, |1 wy; nN(Nil) Yk

[ Y ] 1wl (N=DOED ]y

Le calcul des valeurs Yy, Y1, ..., Yn_1 par la formule (5.9) nécessite
(N — 1) multiplications complexes
N(N — 1) additions complexes,

si on suppose préalablement stockées les valeurs w);.

Une valeur courante de N est de l’ordre de 1000 ce qui fait un million d’opérations de chaque sorte.
Vu la fréquence de ce calcul, on a charché a en diminuer le cotit. Deux chercheurs américains, J.W.
Cooley et ].W. Tuckey mettent au point en 1965 un algorithme beaucoup plus économique, qu’on
désigne sous le nom de “transformée de Fourier rapide” (T.E.R.) ou “fast Fourier transform” (FET.)
en anglais. Cet algorithme tient compte de la forme particuliere de la matrice de transformation
construite a partir des racines de 1'unité.

Supposons que N soit pair, N = 2m, et regroupons dans (5.9) les termes d’indices pair et impair
respectivement :

Y, = P, + wily,

avec
(N=2)n

(N=2)n

Yo +y2w%\’f +...+yn_2w
y1+ 30 + .. YN

—N—
ST
|
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On remarque qu’on a les relations

Pn+m = Py; Inym = I,

et

n+m __ n
ZUN — _ZUN.

D’ou I'idée d’organiser les calculs de la fagon suivante : pourn = 0,1,...,m — 1,
Phase 1: on calcule P, et wyI,

Phase 2: on forme Y, = P, + w}I,

Phase 3: on en déduit Y, ,, = P, — wi;1,

La phase 1 nécessite 2(m — 1)? + m — 1 multiplications et les phases 2 et 3 ne nécessitent aucune
multiplication. On a donc divisé environ par 2 le nombre de multiplications a effectuer pour obte-
nir le méme résultat.

On peut alors remarquer que P, et I, sont a leur tour deux transformées de Fourier discretes
d’ordre moitié m = N /2, indépendantes 'une de 'autre

(Yo, v2, - Yom—2) — (Po,P1,...,Ppu_1)
(v, y3, - yam—1) — (o, I,..., Ln—1).

On peut alors réitérer la décomposition précédente et diminuer encore le cotit de 'algorithme, a
condition que m soit pair. La bonne situation est celle ott N est une puissance paire de 2, N = 27.
On peut alors poursuivre ces dichotomies jusqu’a obtenir des transformées de Fourier discretes
d’ordre 2. Dans ce cas, le cotit de I'algorithme est évalué a N/2(log, N — 2) + 1 multiplications et
Nlog, N additions (voir [3]).
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Transformées de Fourier usuelles :

Fonction f(¢) Transformée de Fourier F(v)
six € |a,b in((b— _
Xla,b] (t) = { 0 sixé {a b} we i(a+b)mv
Tt TX[ T/2,T/2] sinyT
t—i— 1 si—1<t<0 .
—t-l—l si0<t<1 (5117;17/11/)2
si[t] >1
1
M , a>0 u+22im/
e i
2> a2—|—4712v222
e—atz a> 0 Ee_nuv

Propriétés :

Fonction f(f) | transformée de Fourier F(v)
f(t) ()
f(’t _ tO) e—sz/ tof(l/)
e—21m/0tf(t) f(l/ _ VO)
f(at), a € R* ﬁf(v/a)
f9() (2imv)*f (v)
(=2imt)*f(t) fUw)
f*g /8
f8 f*8

u(t) échelon unité vaut 1 pour t > 0 et 0 pour t < 0.
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Chapitre 6

Transformée de Laplace.

Nous avons vu au chapitre précédent que de beaucoup de signaux peuvent se représenter
grace a la transformée de Fourier comme une combinaison linéaire de sighaux mono-
chromatiques t — ¢'“. Cette représentation est particulierement intéressante car les si-
gnaux monochromatiques sont des fonctions propres des systemes de convolution. Or,
plus généralement, les signaux exponentiels complexes t — ¢*, s € C, sont des fonctions
propres de ces systémes (voir chapitre 1). D’ot1 'idée d’introduire une transformation qui
généralise la transformée de Fourier. C’est la transformée de Laplace. La transformée de
Laplace est tres utilisée dans 1’étude des systémes causaux et sera définie pour des fonc-
tions causales, c’est a dire nulle pour t < 0.

6.1 Transformée de Laplace des fonctions causales

On appelle £ I'ensemble des fonctions f(t) a valeurs réelles ou complexes, nulles pour
t < 0, définies pour presque tout t > 0 et localement intégrables (intégrables sur tout
intervalle fermé et borné de IR). Une fonction f de £ n’est pas nécessairement intégrable,
i.e.dans f € L1(0, ).

Définition 6.1.1 Soit f(t) une fonction de £. La transformée de Laplace de f au point s € C est
définie, lorsque cette intégrale existe, par

F(s) = Lf(s) = /wa(t)e-“ dt.

Proposition 6.1.1 1) Soit s = x + iy, alors Lf(s) existe si et seulement si Lf(x) existe.
2) Si Lf(xg) existe, alors Lf(s) existe pour tout s tel que Re (s) > x.
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O En effet, |f(t)e ! = |f(t)]e ™ ce qui prouve 1). De plus, |f(t)|e™* < |f(t)|e *! etla
proposition 2.4.1 implique 2). O

L'ensemble des s pour lesquels Lf(s) existe est appelé domaine de sommabilité. Il est donc
soit vide, comme par exemple pour la fonction f(t) = e’ X[0,00[(t), soit un demi-plan
complexe. Lorsqu’il n’est pas vide, on appelle abscisse de sommabilité de f le plus petit
nombre réel a tel que Lf(s) existe pour Re s > a et n’existe pas pour Re s < a. Il se peut
que Lf(a) existe mais il est également possible que Lf(a) n’existe pas.

Proposition 6.1.2 Si f € £ est a croissance exponentielle : pour t suffisamment grand (t > T),
f(H] < Me™, M>0,0€eR,

alors 'abscisse de sommabilité de Lf est inférieure ou égale a 0.

O Comme f est a croissance exponentielle :
o0 o0
n/UWfﬂﬂSM/eﬂ*”%
T T

qui converge pour x > ¢. Par ailleurs, fOT |f(t)|dt < copuisque f est localement intégrable
etsi A = sup,c e ", alors

T T
/wﬁwmm<A/|ﬂmm<m
0 0
Donc, Lf(s) existe pour tout s tel que Re (s) > 0. O

En particulier :

- si f est bornée, alors Lf(s) existe pour tout s tel que Re (s) > 0,

- si f est a support compact, f est a croissance exponentielle pour tout o, et Lf(s) existe
pour tout s € C.

Remarque:
1)Si f € LY(0, +0), alors Lf(s) existe pour tout s tel que Re (s) > 0. En particulier, £ f
est définie sur I’axe imaginaire et

Lftiy) = Ff (=),

ou F désigne la transformée de Fourier de f (5.1).

2) Si f n’est pas causale, sa transformée de Laplace est [*._f(t)e™! dt. Le domaine de
sommabilité est soit vide, soit une bande, soit un demi-plan (droit ou gauche) du plan
complexe. Pour un systéme linéaire stationnaire causal, sa réponse impulsionnelle / est
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une fonction causale et le domaine de sommabilité de sa transformée de Laplace est un
demi-plan droit. La réciproque n’est pas vraie, comme le montre 'exemple suivant :

_ o () _ e _
h(t) =e u(t+1) Lh T Res > —1,

ol 1 n'est pas causale, mais le domaine de sommabilité de Lh est un demi-plan droit.
Lorsque Lh est rationnelle, & est causale si et seulement si son domaine de sommabilité
est le demi-plan droit délimité par son pole le plus a droite. R Exemples :

Echelon unité
1
u(t) = X0 Lu(s) = > Re (s) >0
Impulsion unité.

[ L sixe (o] 1—e
”e(t)_{ 0 sixeloe @ L) =

Fonction rampe

Fonctions exponentielles

F(H) = e u(t), a€C, Lf(s)=——, Re(s+a)>0

s+a
Fonctions trigonométriques
f(t) = cos(wt)u(t) {Ef(s) = T R
. , S, >0
LED 2 ot - { o) = T Re®

6.2 Premieéres propriétés

Linéarité : si f et ¢ ont une transformée de Laplace et A et m sont deux nombres com-
plexes, alors A f 4+ mg a aussi une transformée de Laplace

LAf+mg) =ALf+mLg.

Si a est 1’abscisse de sommabilité de Lf et b celle de £g, alors I'abscisse de sommabilité
de L(Af 4+ mg) est inférieure ou égale a sup(a, b).

Soit f € £ dont la transformée de Laplace existe pour Res > a:
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Théoreme du retard : soit ty > 0. La fonction retardée g(t) = f(t — to) a une transformée
de Laplace donnée par

Lg(s) =e0Lf(s), Res>a.
Décalage dans le plan de Laplace : si g(t) = e %0/ f(t), sy € C alors
Lg(s) =Lf(s+sp), Re(s+sg) > a.

Changement d’échelle : si g(t) = f(mt), m > 0alors

Lg(s) = %Ef(s/m), Re (s/m) > a.

6.3 Comportement de Lf

Théoreme 6.3.1 Soit f € £ dont la transformée de Laplace a pour abscisse de sommabilité a.
1. Pour tout entier m, I'abscisse de sommabilité de L(t" f(t)) est a,
2. soit x réel, x > a alors Lf est indéfiniment dérivable au point x, et

[ee]

LA ) = [ e (=) at

0

3. hmx—>oo cf(X) =0

|

1. Soit x > x1 > a, alors
e f(H)| = em I eIt | (1))

Or, il existe T > 0, tel que pour t > T, e—(x=x1)t < 1 et donc

/T°° et £(1)] dt < /T°° e £(1)] dt < oo,

puisque L f a pour abscisse de sommabilité a. Comme f € &, e " f(t) est intégrable
sur [0, T| et L(t"f(t)) existe pour Res > a.
Par contre, si Re s = x < g, alors

00 = /1°° e X F(1)] dt < /1°° e Xt £(1)] dt
et L(t" f(t)) n’existe pas.
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2. Soit x > x1 > a, f(x,t) = e *|f(t)| et g(t) = e ¥!|f(t)]. La fonction x — f(x,t)
est différentiable, sa différentielle est la fonction x — —te ' f(¢). La fonction g(t) est
intégrable, et pour t > 0, |f(x,t)| < g(t). On peut donc appliquer le théoreme de
dérivation sous le signe

L) = [T (=0 f) a

Par récurrence, on obtient le résultat pour m > 1.

3. D’apres le théoreme de convergence dominée, on a

lim [£f(x)| < lim Ooe"‘t|f(t)|dt:/ooxli_r)rc}oe_xt|f(t)|dt=0.

X—00 X—00 0 0

O

Remarque: En fait, £ f est dérivable au sens des fonctions de la variable complexe, dans le
demi-plan Re s > a (Lf est holomorphe [8]). C’est une propriété tres forte. Cela entraine
que si Lf1(x) = Lf>(x) pour tout x dans un intervalle de R alors elles coincident sur tout
le demi-plan.

Théoréme 6.3.2 (de la valeur initiale) Soit f € £ , admettant une transformée de Laplace et
telle que lim;_o+ f(t) = f(0+), alors

lim xLf(x) = f(07).

X—00

Théoréeme 6.3.3 (de la valeur finale) Soit f € & telle que lim; . f(t) =1 < 00, alors Lf(s)
existe pour Res > 0 et
lim xLf(x) =

x—0+

6.4 Transformées de Laplace de primitives et de dérivées

Théoreme 6.4.1 Soit f € £, a 'abscisse de sommabilité de Lf. Alors

(/ f(t dt) ﬁf( ), Res > sup(0,a).

O Soit x = Re s > 0. D’aprés le théoreme de Fubini pour les fonctions positives, on a

/Owe—xu (/0 |f(t)|dt) duz/ooo|f(t)| (/tooe_x”du) dt:/oooe_;t
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Si Rex > a, cette intégrale est finie. On en déduit que la fonction (¢,u) — e *“f(t) est
intégrable sur le domaine considéré et le théoreme de Fubini s’applique :

/0oo e (/O” f(t) dt) du = /Ooof(t) (/too e du) dt = /Ooo e:tf(t) dt — 'CfS(S).

Théoréme 6.4.2 Soit f € C1(0,+00). On suppose que f et f' sont dans & et a croissance expo-
nentielle : il existe Ay, Ay, T et a tels que, pour t > T, |f(t)| < Age™, |f'(t)] < Are™. Alors,
f(t) a une limite finie lorsque t — 0% et

Lf'(s) =sLf(s) = f(0).

0 Comme f est C! sur l'intervalle [e, X], € > 0,

X
) = fe)+ [ 7t at
Comme f' € &, fOXf’(t) dt < oo etdonc f(e) = f(X) — fexf’(t) dt a une limite finie
lorsque e — 0.

Par hypothese, f et f’ ont une transformée de Laplace pour Res > a et en intégrant par
parties

X / —st —st1X X st
| fwetar = ey s [ pwe ar
X
= F(X)e X — F(0F) +5 /0 F(t)e" dt

Pour X > T,ona |f(X)e *X| < Ape™ e X et donc limy . f(X)e X = 0si Res > a, ce
qui donne le résultat. O

On démontre plus généralement : si f € C™(0, +o0) etsi £, f1), ..., f") sont dans € et a
croissance exponentielle : il existe Ay, Ay, ..., A, T eta tels que, pourt > T,

FO)| < Ae™, k=0,1,...,m.
Alors, f(t), f'(t),..., f"=1(t) ont une limite finie lorsque t — 0% et
L(fM)(s) = $"Lf(s) = s"THF(OF) =" 2f(07) = = fU(07).
Ces propriétés permettent de transformer une équation différentielle linéaire en une équation
algébrique.
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6.5 Transformée de Laplace et convolution

Théoreme 6.5.1 Soit f et ¢ deux fonctions de . Alors, f * g existe et appartient a €. Si Lf et
Lg existent pour Res > a, alors L(f * ) existe pour Res > a et

L(fxg)=LfLg

C’est encore une application du théoreme de Fubini.

La transformée de Laplace transforme un produit de convolution en produit et permet
donc d’exprimer un systeme de convolution

y(t) = hsu(t) = /Oooh(t — 1)u(t) dr

en un opérateur de multiplication

Y(s) = /O T y(tet dt, H(s) = /O Th(etdt, U(s) = /O T u(t)e dt,

sont les transformées de Laplace. La fonction H(s) est appelée fonction de transfert du
systeme. La transformée de Laplace s’avére donc un outil efficace pour étudier les systémes
de convolution, en particulier leur stabilité. Un systéme est stable (BIBO cf. section 3.3.1)
si sa réponse impulsionnelle est intégrable et donc, sil’axe imaginaire est contenu dans le
domaine de sommabilité de sa fonction de transfert H = Lh. Lorsque H est rationnelle,
le systéme est stable si et seulement si ses poles sont a partie réelle strictement négative.

6.6 Transformée inverse, recherche des originales

Soit f € & telle que Lf existe pour Re s > a. Soit x > a. La fonction g(t) = f(t)e " est
dans L'(IR) et a une transformée de Fourier

F(g)(v) = /_:o e BVl £ (1) dt = Lf(x + 2imv).

Cette remarque permet de montrer :

Théoreme 6.6.1 Deux fonctions fi et f de € telles que L1 = Lf, sont égales presque partout.
En particulier si f1 et f, sont continues elles sont identique.
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Lorsque Lf = g on dit que f est une originale de g. Si f est unique, on dit que f est
l'originale de g.

Il existe des formules qui permettent de calculer f(t) en fonction de Lf ; celles-ci utilisent
la théorie des fonctions de variables complexes. En pratique, on peut souvent se conten-
ter d’utiliser les tableaux de transformées et les propriétés relatives a la convolution, la
dérivation, le retard, la valeur initiale ...

6.7 Transformations de Laplace et de Fourier.

Lorsqu’une fonction admet une transformée de Fourier, elle admet une transformée de
Laplace et son abscisse de sommabilité est inférieur ou égal a zéro. Dans ce cas, la trans-
formée de Fourier peut étre vue comme la restriction de la transformée de Laplace a I'axe
imaginaire. Rappelons que la transformée de Laplace est une fonction de la variable com-
plexe s. Par contre, certaines fonctions (comme ¢*u(t), a > 0) ont une transformée de
Laplace sans avoir de transformée de Fourier.

Les deux transformations facilitent la résolution des équations différentielles (linéaires
a coefficients constants). En les transformant en équations algébriques, elles permettent
d’en obtenir des solutions particulieres. Il se peut que les deux transformées donnent des
solutions particulieres différentes (associées a des conditions initiales différentes). Rap-
pelons que la solution générale d"une équation différentielle est la somme d’une solution
particuliére et de la solution générale de I'équation sans second membre.

La transformée de Laplace est par ailleurs tres utile pour les études de stabilité des systemes
linéaires invariants.
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Transformées de Laplace usuelles :

fonction transformée | convergence
de Laplace
u(t) 1 Re (5) >0
1 .
_ = 81X € [0,6[ 1—p—S€
me(t) = { 0 six¢|0e s
tu(t) 5 Re (5) >0
e "u(t), aeC Sj%a Re (s+a) >0
cos(wt)u(t) T
sin(wt)u(t) T
Propriétés :
fonction transformée convergence
causale de Laplace
f F Res >a
Af +ug AF 4+ uG
f(t—to), to >0 e ShF(s) Res >a
e ' f(t), so€C F(s + s0) Re (s +59) > a
f(ut), u>0 s/ 1) Re (s/p) > a
fotf(“) du @ Re s > sup(0,4)
f'(t) sF(s) — f(0T) Res >a
f7(t) $ZF(s) —sf(0T) = f/(0T) | Res >a
fxg FG
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