Méthodes mathématiques pour le
Traitement du Signal

5 septembre 2009

M. Bergounioux MASTER



Ce cours est issu d’un enseignement donné depuis 5 ans au sein du MASTER
de Mathématiques d’Orléans et s’adresse a des mathématiciens désireux de connaitre
les techniques de base de traitement du signal. A contrario, il peut aussi intéresser des
spécialistes de traitement du signal qui souhaitent avoir un point de vue mathématique
sur les outils qu’ils utilisent fréquemment. Cet ouvrage se veut donc une introduction
a la discipline plus qu’un ouvrage pointu destiné a des spécialistes du domaine. Pour
le lecteur qui souhaite en savoir davantage nous renvoyons a la bibliographie qui
permet d’approfondir les différents sujets. Nous avons souhaité donné de nombreuses
applications tout au long de I’ouvrage et proposons comme tout livre de « cours » qui
se respecte quelques exercices ou sujets de travaux pratiques. Le signal 1D le plus
accessible par excellence étant le signal sonore nous avons consacré un court chapitre
a ’analyse vocale (ou traitement de la parole), 1a aussi sous forme d’introduction.
Pour le traitemnt du son musical nous renvoyons a 1’ouvrage de P. Guillaume [8] qui
fourmille d’exemples en liaison directe avec la musique.



Chapitre 1

Introduction

Lutilisation de mathématiques de haut niveau en traitement du signal et pour
I’apprentissage est une tendance nouvelle rendue nécessaire par la quantité et la
complexité croissantes d’information aujourd’hui disponible, qui génerent un besoin
d’automatisation des méthodes d’analyse, de traitement de 1’information et de la prise
de décisions.

Les applications les plus classiques concernent I’analyse et la transformation
d’informations sonores et d’images, mais des problémes similaires sont posés par
d’autres signaux tels que des enregistrements de séquences d’ADN, des séries fi-
nancieres ou des données atmosphériques.

L’information ainsi traitée peut ensuite servir a la réalisation d’une tache qu’il
s’agit d’optimiser.

La notion de signal fait intervenir la notion d’observation de phénomene. Elle fait
intervenir des quantités dépendantes du temps, de 1’espace ou de la fréquence. Pour
étudier ces quantités on a une modélisation sous forme de fonction d’une variable.
Les signaux sont des objets qui peuvent étre

— unidimensionnels (1D) : c’est le cas de tous les phénomenes ondulatoires, dont
I’exemple le plus connu est le son. La variable est alors le temps ¢. L’ étude des
signaux 1D fait I’objet du présent cours.

— bidimensionnels (2D) : il s’agit dans ce cas d’images. La variable est une va-
riable d’espace représentant les deux coordonnées (x,%y) d’un point du plan
de I'image. L’étude de ces signaux, plus connue sous le nom de Traitement
d’Image fait I’objet d’un autre volume [2].

— tridimensionnels (3D) : il peut s’agir, soit d’images 3D (dans 1’espace) dont
la reconstruction et la description se font par exemple a partir de projections
stéréographiques ou tomographiques, soit d’une séquence d’images 2D dans
le temps (vidéo). Dans le premier cas, La variable est une variable d’espace
représentant les trois coordonnées d’un point (z, y, 2) de I’'image. Dans le se-
cond cas il s’agit des deux coordonnées (, y) dans le plan et du temps ¢.
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— quadridimensionnels (4D) : c’est le cas, par exemple, d’images 3D (volumes)
évoluant dans le temps.
Dans cet ouvrage nous allons nous concentrer sur 1’études des signaux 1D. Les
méthodes décrites relevent de ce qu’il est communément appelé le « traitement du
signal ». Nous donnons quelques exemples pour commmencer.

1. Le Son est le signal (1D) le plus connu. Les applications du traitement du son

sont nombreuses. On peut citer, par exemple, la syntheése et analyse vocale, la
musique numérique (standard MP3- instruments numériques)
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FIGURE 1.1 — Extrait d’un chant de baleine a bosse
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2. Signaux électriques : ces signaux sont particuliérement intéressants en méde-
cine (électrocardiogramme- électroencéphalogramme).
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FIGURE 1.2 — Electrocardiogramme (ECG) )
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FIGURE 1.3 — Electro-encéphalogramme (EEG)

3. Autres exemples

FIGURE 1.4 — Onde sismique

Applications : Astrophysique - détection (radars- prospection prétrolicre)
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Un signal peut étre modélisé de facon déterministe ou aléatoire. Lorsque la
fonction z(t) est continue le signal est analogique. Si la variable est discrete le signal
est discret. Souvent un signal discret est le résultat de la discrétisation d’un signal
analogique. On parle alors d’échantillonnage.

FIGURE 1.5 — Signal échantillonné

Quand on discrétise un signal en vue d’un traitement numérique, on a fait une

quantification (stockage sur ordinateur). Un signal discret quantifié est un signal
numérique.

Exemples de signaux « théoriques »
— Echelon unité de Heaviside : La fonction est donnée par

1 sit>0,
“(t)_{ 0 sit<0.

Ce signal modélise 1’établissement instantané d’un régime constant.

FIGURE 1.6 — Echelon unité de Heaviside



— Signal rectangle ou créneau centré : La fonction est donnée par

U(t):{ 1 silt|<a,

0 silt|>a.

FIGURE 1.7 — Créneau centré

— Signal sinusoidal ou monochromatique : Le signal est représenté par la fonc-
tion z(t) = a cos(wt + ¢), ot @ € R est I’amplitude du signal , w € R est la

2
pulsation et ¢ € [0,2 7] la phase initiale. On appelle a = T a période et
w

1
A=—= 23 la fréquence.
a T
On peut donc écrire que x(f) = a cos(2m At + ¢). On étudiera en général le

signal z(t) = aexp(2im A\t + ip) = cexp(2im At) ot ¢ = acexp(ip) € C. On
adonc ¢ = Re (2(t)).

Le traitement du signal repose essentiellement sur 1’ utilisation d’opérateurs linéai-
res qui modifient les propriétés d’un signal de facon homogene dans le temps. Les
transformées de Fourier et de Laplace qui diagonalisent des opérateurs sont les prin-
cipaux outils d’analyse mathématique.

On étudie un signal de deux points de vue :

— le point de vue temporel (ou spatial s’il s’agit d’une image) : étude du signal
dans le temps, tel qu’il est enregistré ou dans 1’espace physique (pour une
image par exemple)

— le point de vue fréquentiel : on extrait du signal des informations « cachées »
mais qui sont caractéristiques de chaque signal. Les outils mathématiques sont
essentiellement la transformation de Fourier et la transformation de Laplace (et
leurs analogues « discrets », la transformation de Fourier discrete et la trans-
formation en z).

Le traitement du signal (analogique ou numérique) consiste

— aétudier le signal, I’analyser, en extraire les informations pertinentes.
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— a modifier le signal (pour enlever les parasites d’un son, accentuer les basses
d’un morceau de musique ou éclaircir une image )
— a synthétiser/reproduire des signaux nouveaux (« voix artificielles »)

Sans prétendre a I’exhaustivité, nous allons présenter les principaux d’analyse
et de traitement des signaux, au premier rang desquels les outils d’analyse spectrale
qui font I’objet du chapitre 2. Le chapitre 3 présente des technqiues élémentaires de
traitement des siganux aléatoires. Le chapitre 4 présente des outils de filtrage (ana-
logique et numérique) : le filtrage est une étape fondamentale et incontournable dans
tout traitement de signal. Le chapitre 5 est consacré a I’échantillonnage, a savoir le
passage d’un signal analogique (« continu ») a un signal numérique (discret). Nous
y présentons le célebre théoreme d’échantillonnage de Shannon ainsi que les diffi-
cultés posées par le mauvais choix d’une fréquence d’échantillonnage (aliasing). Le
chapitre 6 est consacré a I’analyse temps-fréquence d’un signal, avec la transforma-
tion de Gabor et la STFT ! qui conduisent & la notion de spectrogramme. Tout natu-
rellement, le chapitre 7 présente une alternative, complémentaire a 1’analyse temps-
fréquence, qui est ’analyse temps-échelle avec I’introduction des ondelettes et de
I’analyse multi-résolution. Nous terminerons pas une application (chapitre 8) a I’ana-
lyse vocale.

1. Short Time Fourier Transform ou Transformée de Fourier a fenétre glissante



Chapitre 2

Analyse spectrale des signaux
unidimensionnels

2.1 Signaux analogiques périodiques

Un signal sinusoidal « pur » ¢ — sin(27At) a une signification « physique » :
cela correspond a une onde qui se propage. On va montrer dans ce qui suit que tout
signal périodique d’énergie finie (ce que nous allons préciser) est la superposition
d’un nombre infini d’ondes.

2.1.1 Les séries de Fourier

On considere dans ce qui suit des signaux périodiques de période a et d’énergie
finie. L’espace de ces signaux est

a
H =L2(0,a) = {f : R — C, f de période a,L F2(t) dt < +o0}
muni du produit scalaire (hermitien)

(f.9) = r f()g(t)dt .

0
L’énergie du signal est tout simplement

E(f) = |13 = f F2(0)dt

Soit 7 I’espace vectoriel engendré par la famille (er)_ y<k<n avec

R —» C
to @2.1.1)
en !

t — exp(2imn-—)
a
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On vérifie facilement que cette famille est orthogonale et vérifie(e, ex) = a. Ty
est I’espace des polyndmes trigonométriques de degré inférieur ou égal a N. C’est
un sous-espace de Lg((), a) de dimension finie (donc fermé). Nous avons un résultat
d’approximation (qui est un cas particulier d’un théoréme de projection sur un convexe
fermé dans un espace de Hilbert) que nous allons démontrer de maniére indépendante.

Théoreme 2.1.1 Soit f € L;(O, a). 1l existe un unique polynome fn € Ty (appelé
polyndome de meilleure approximation de [ dansTy) projection de f sur Ty qui
réalise le minimum de

i — P2 .
in | f — Pl
De plus il s’écrit sous la forme
k=N
= ealfex,
k=—

ol

YN,V € {=N,-- N} cpl(f) = = faf(t) exp(—inké)dt. 2.1.2)
0

Démonstration - Soit f € LIQ,(O, a). Un polyndme trigonométrique peut toujours
k=N

s’écrire sous la forme P = Z xr e, (quitte 2 compléter par des coefficients nuls)
k=—N

ou zj, € C. Calculons donc

If = Pl3 = 1£13 + 1 Pl3 = 2R(f, P) .

Comme la famille (e, ),ez est orthogonale on a

k=N
IPI3=")" lzxl*a.
k=—N
D’autre part
k=N
(f,P)= ) Zu(frer);
=—N

si on pose

Ve (N ) alf) == (B = 2 ra
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il vient .
If=PlE=1fl5+a Y (el —axl —le(HPF) . @13)
k=—N

Il est donc clair que le minimum est atteint lorsque =3 = cx(f) et pour cette valeur
seulement. ]
Les coefficients ¢ (f) sont les coefficients de Fourier de f.

Théoreme 2.1.2 Soit f € L:,Q)(O, a) a valeurs réelles et ci.(f), k € Z ses coefficients
de Fourier.

1. Pour tout k € Z, c_j, = ¢, et donc particulier |c_| = |ck|-
2. Si f est paire, alors pour tout k € Z, ¢y, est réel.

3. Si f est impaire, alors pour tout k € 7, ¢y, est imaginaire pur.

Démonstration - Soitk € Zet f € L%(O, a) a valeurs réelles.

1(° t 1 [ ;
c—k(f) = J f(t) exp(2imk—)dt = J f(t) exp(—2imk—) dt = ¢.
a 0 a a 0 a
Les autres propriétés se démontrent de maniere similaire. 0

Théoreme 2.1.3 (Inégalité de Bessel) Sous les hypotheses et notations précédentes,

ona
N

Y fal < L[ P,
0

k=—N

Démonstration - Lorsque x, = c(f) la relation (2.1.3) s’écrit

k=N
If =PE=1f13-a ) le(HP,
k=—N

c’est a dire
k=N

S lelHP <113,

k=—N
ce qui est la relation annoncée. O
En passant a la limite dans cette inégalité , on obtient

e e} 1 a
Y el < af |£(t)]dt . (2.1.4)
—o0 0

En réalité, on a le résultat précis suivant :
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Théoreme 2.14 Si f € LI%(O, a) et fn est le polynome de meilleure approximation
de f dans Ty ¢’est-a-dire

N
fn="Y cer,
[—

alors
li — fnl? =
i = vl =0,

c’est-a-dire que la suite fx converge vers f dans LZ%(O, a).
Démonstration - Nous avons vu que

N

If — il = f 0Pt S |ck|2=f O Pdt=] fn 2 = 1£12=] ]2
0 k=—N 0
(2.1.5)

On sait que lim | fy|? existe, donc lim ||f — fn|* existe; toutefois il n’est
N — © N —

pas évident que cette limite soit nulle.
Commencons par montrer le résultat pour une fonction C! donc continue : f. Alors
la fonction

a
oa) = | a0 a
0

est périodique de période a et continue sur R (intégrale dépendant d’un parametre).
De plus , les coefficients de Fourier +y,, de ¢ sont donnés par y,, = a|c,,|? . En effet

Yo = 1 Ja(p(x) exp(—Qiﬂ'ﬁx) dr = 1 Ja Jaf(x + ) f(t) exp(—Qiﬂ'ﬁx) dt dx
0 a alo Jo a

- é f J f(@ + ) exp(=2im= (z + 1)) [(t) exp(2im-t)dt du
0 J0
= if: flz+1) exp(—Ziwg(ﬂc +t)) an F(t) exp(2z’7rZ)dt] d(z +1)
= aCpCy = alcp|* .

La série de Fourier de ¢ est donc normalement convergente ( et donc uniformément
convergente) vers une fonction ), périodique et continue sur R car

Y menll = vad |l < ava |enl* < 0.
n n n

On admettra le lemme suivant corollaire du théoréme de Dirichlet, que nous démontre-
rons dans la section suivante :
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Lemme 2.1.1 Soient @ et 1), C', périodiques sur R. Alors

VYneZ en(p) =cn(VV) = p=1.

Ici ¢ a les mémes coefficients de Fourier que ¢ et est continue donc ¢ (z) = p(x)
pour tout x € R. On peut résumer en disant que

400 a
VreR ;O'yn eXp(Qinx) =p(z) = L flx+t)f(t)dt.

Prenons alors z = 0O : on obtient

j‘l ®)|>dt = Z T = a Z len(f

0 n=—oo n=—auoo

Si on reporte cette égalité dans (2.1.5) on obtient alors

Jim L £(0) — (P dt = 0.

Le théoreme est donc démontré pour toute fonction continue. On conclut en utilisant
la densité de 1’ensemble C°(0, a) des fonctions continues & support compact dans

L2(0,a).
Soit f € L2(0,a). Par densité, on peut trouver une suite g € C°(0,a) n L2(0, a).
telle que lim ||f — gx/z2 = 0.
k—+o0
D’autre part, si on note ¢, (f) le coefficient de Fourier numéro n de f ona ¢, (f —
k) = cn(f) — cnl(gr) et d’apres I’inégalité de Bessel

N
a Y lealf =)l < If = gxl7a -

n=—N

On obtient

N N

[f=fnllee < 1 f=gklrz+lae— Y enlgperlz+1 Y. (enlgr)—eal(fDerllre

n=—N n=—N

N

< =grllee + g = Y. enlgp)erliz + 1 = g2 -
n=—N
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grice a la densité.

> ™

Soit e > 0; on peut trouver k, tel que Yk = ko, ||f — gxllr2 <
Pour & fixé (= k,), on peut trouver N (k) tel que

N

lgr — Y enlgn)erllre <
n=—N

N ™

car le théoreéme est vrai pour les fonctions continues. Finalement | f — fn |2 < e.[J

La série Z ckey, converge normalement, donc elle converge presque partout vers

keZ
f. On notera
N

+00
f= Z crer = lim Z CLek ,
s N—+00 N

la convergence étant prise au sens de la norme de Lf,(O, a). La série est la série de
Fourier de f.

Corollaire 2.1.1 ( Egalité de Parseval) Sous les hypothéses précédentes

S laP = 1| Iropa.

= 0

L’énergie d’un signal périodique est la somme des énergies de ses harmoniques.
Remarque 2.1.1 /. [ f—fn| =0 = |fn]| = [lf] car [[fn]=]fI] < [f=fNl.

En revanche, la réciproque est fausse.

Nous avons obtenu une « décomposition » des fonctions de LI%(O, a) en série
trigonométrique : la question se pose de savoir maintenant si cette décomposition est
unique.

Théoreme 2.1.5 (Unicité des coefficients de Fourier)
Soient f et g dans L2(0, a).

f = g presque partout < Yk e Z cr(f) = cr(g).

Démonstration - 1l est clair que si f = g presque partout leurs coefficients de Fourier
sont égaux. Montrons la réciproque : par linéarité, on se ramene a démontrer que :

VkeZ ck(f) =0 = f = 0 presque partout .
D’apres I’égalité de Parseval, nous savons que

a N
2 : 2
f F(BPdt =a Tim 3 e

0 k=—N

a
Donc J |£(t)|?dt = | f|* = 0 ce qui entraine f = 0 presque partout. O
0
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Corollaire 2.1.2 La famille (ex,)n<k<n est une base hilbertienne de L2(0,a).
Remarque 2.1.2 On a choisi [0, a] pour simplifier I’exposé mais tout ce qui précéde
fonctionne de la méme maniére sur un intervalle [T, 7 + a] ou T € R car

T+a

r f(®) exp(—inNé)dt = J

F(t) exp(—2irN Dyt
0 T a

Représentation ponctuelle d’une série de Fourier

Remarquons que les coefficients de Fourier définis ci-dessus pour des fonctions
de Lg(O, a) sont également définis pour des fonctions de L}J(O, a) ol

a
L;(O, a) = {f : R — C périodique de période a vérifiant fo |f(t)|dt < +o0} .

On peut aussi définir une série de Fourier pour f € L;,(O, a) par

+0

st=Y en(f) eXp(Qiﬂ'Né) .
N=—w

Nous avons vu que si f € Lg((), a) sa série de Fourier converge dans L]%(O, a) vers f.
La question se pose de savoir si on peut étendre ce résultat aux fonctions de L})(O, a).
La réponse est (partiellement) donnée par le théoreme suivant.

Théoreme 2.1.6 (Riemann - Lebesgue)
Soit (a, b) un intervalle borné de R et f € L'(a,b). Alors

b
lim f f(x) exp(2imnz) dz = 0.

n—-+oo
a

Démonstration - Supposons tout d’abord que f est C'. On note

b
I, = j f(x) exp(2imnz) dz .

a

En faisant une intégration par parties sur I,,, on trouve :

— 1 . b 1 ’ 1 .
I, = Y- | f(x) exp(2imnx)], — - L f(z) exp(2imnx) dx.
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Donc

hm |I,| <

b
(O] +F @D + 5 | 1@l de =

+oo 2imn

On conclut ensuite par un argument de densité. En effet, on sait que lorsque I est un
intervalle borné I’espace C®°(I) est dense dans L' ().
Par conséquent, si f € L}(a,b)

Ve >0, 3f. € C'(a,b) telle que | f — [ ;1 < g
Ona
b
I, = f (f(z) = fo(x)) exp(2imnz) dx + I, ¢,
ol on a posé
b
Ie = j fe(z) exp(2imnx) dx.

D’apres ce qui précede lim [, . = 0, donc il existe n, > 0 vérifiant
n—>r+00

g
Vn = No |Img|< 5,

finalement Vn. > n,, |I,| < e ce qui permet de conclure. [l
Une conséquence de ce qui précede est le théoreme suivant qui fournit un résultat

de convergence ponctuelle pour les séries de Fourier. Dans ce qui suit on note f(t})

(respectivement f(¢)) , la limite hm f(t) (respectivement }LIE f(t).

t>to t<to

Théoreme 2.1.7 (Dirichlet)
Soit f € L.(0,a) et t, € R el que f(t7) et f(t;) existent et f'(t}) et f'(t;)
existent. Alors

u to, 1
lim Z Ck exp(Ziﬁki) = i(f(t;“) + f(t;).

N e}
ot TN

Démonstration - Posons

N

In(t) Z ckexp(2m’k3 )

k=—N

avec
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On obtient :

N a s
In(to) zé Z <J f(s)exp(—Qiﬂ'ka)ds> exp(2i7rk‘%o)

a N
1 o —
== jg ( Z exp(2i7rkt S)) ds ;
a)_ s\, a

or
N 2N
to—1 to —1 to —1
Z exp(2imk—2—) = exp(—2ir N 2—) Z exp(2imp-—>—)
a
k=—N p=0
en posant p = k£ + N. De plus
2N 2N 14 , to—t
—1 1 —exp(2im(2N +1)=2—=
Eexp 217rp 2 <exp (2im fo )) = xp(2im( ; t) “ )
= = 1 — exp(2imte—")
Donc
N , to—t
to—1 to—t. [ 1 —exp(2iw(2N + 1)2=
S exp(2imk ) = exp(—2inN ) xp(2im(2N + 1) 75)
ot a 1 — exp(2im ")

exp(—2im N e=t) — exp(2im(N + 1)e=t)
exp(imie=t) (exp( mle=t) — exp(irte=t))
_exp(—im(2N + 1)te=t) — exp(im (2N + 1)e=t)

exp(—imte=t) — exp(imte-t)
sin (7(2N + 1)e=t))
B sin(rie=t)
Par conséquent
1 (2 sin((2N + 1)rtet)
t) = - t) dt
In(to) aj_a sin(rfe=t) Uy

1 (2" 2N + 1)m

= j sin(( — )W“)f(a:—i-to)da:.
a) oy, sm(ﬂ'g)
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apres avoir posé r = t — t,. Par périodicité,

1 (% sin((2N + D)72)
+ aj; Sin(ﬂ'%) f(.’E-i-tO) dx
-1 J [f(to +2) + f(to — 2)]Sn () do
0
e sin((2N + 1)7%)
Sn(x) = ¢

sin(m?)
En particulier si f = 1 alors fy = letona

IJQ Sn(z)dr = 1.

aJo
Soit yo = 5(f(t) + f(t7));ona
fN(to) — Yo = iJ: [f(to+x) +f(to_$) _f(t;r) _f(t;)] SN($)d$

fto + ) — f(t5)

X

f(t0+$)—f(t;:_)-i-f(to—l')—f(t;)

sin(7%)

a une limite finie quand x tend vers 0% et la

L application = —

fonction

YT

a une limite finie £ quand = — 0. Il existe donc o > 0 (petit) tel que ¢ est bornée sur
10, |, ¢’est-a-dire

dM > 0 tel que Yz € ]0, o] lo(z)| < M .

D’autre part ¢ est intégrable sur [«, %], car f € L'(0,a), donc

Vo €]0 ¢

5l le@)] < M+ e(@)lxpo,g(@) -

La fonction || est donc majorée par une fonction de L'(0, a) : elle est donc dans

L(0,a). Comme

a

fn(to) —yo == J: o(z) sin ((2N + 1)E) dx
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1 3 .TT
= Lim ( j o) exp (2N + 1)) dx) ,

on peut appliquer le théoréme de Riemann-Lebesgue et conclure. O

Corollaire 2.1.3 Soient f et g, C', périodiques sur R. Alors

VneZ en(f)=culg) = f=g.

Démonstration - On applique le théoréme de Dirichlet a f et g qui sont C! périodiques
donc dans L'(0, a). En tout point ¢ de R on a bien sfr

)+ 1)

fiy = 2

La conclusion est immédiate. O]

2.1.2 Exemples et terminologie
Spectres et fréquences

On suppose que f est un signal périodique de période a, développé en série de

Fourier donc
= t
t) = 2imn— | .
f(t) Z cnexp< zwna>

n=—a

Dans cette section, nous allons donner quelques définitions qui seront utilisées large-
ment par la suite.

1
Définition 2.1.1 (Fréquence, Spectre) Lorsque a est la période de f, A = — est la
a

Jréquence fondamentale du signal f.
Les fréquences multiples de )\, sont appelées les harmoniques du signal.
L’ensemble (n\, c,)nez est le spectre de f.

On peut, pour décrire f, représenter |c,,| en fonction de nA. On obtient un diagramme
en batons appelé spectre d’amplitude. On peut aussi représenter arg(c;,) en fonction
de nA : on obtient un spectre de phase.

Nous allons illustrer ce qui précede sur un exemple : soit la fonction périodique de
période 2a définie par

_ | =1 sur[—a,0]
fx) = { 1 :ur [0,a] ;

c’est un signal en créneau.
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FIGURE 2.1 — Signal en créneau

On peut calculer sa série de Fourier :

I ¢
f(t)exp (—2i7rn2> dt

Cp =

2a |_, a

1 (° t 1 [ t
= — —exp | —2inmt— ) dt + — | exp| —2im— | dt
2a J_, 2a 2a J, 2a

Y

1 ot ot i [ t
= — exp | —itmn— | —exp | inrn— dt = —— | sin{7n— | dt;
2a J, a a a o a

soit apres le changement de variables t = az

1
Cn = —if sin(mnx) dx.
0

On obtient donc
1 — cos(mn)

co =0etc, = —1 ,Vn # 0 ;
™m
remarquons que c_, = —c, de sorte
= ty & t t
flx) = Z Cp €XP (Zﬂ"rl) = Z Cn [exp (m’n) — exp (—iwn)]
n=-—00 a n=1 a a
+o0 ;
= Z 2ic,, sin (7m> .
n=1 a
De pl 0 si t pair et 20 On obtient
e plus ¢, = 0 si n est pair et ¢ = ————— On obtien
p n p 2k+1 2k + D)7
+o0

flx)y=14 Z Msin (7?(2]{: + 1)2) .

k=0
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En particulier sia = 7

[eal Arg (cn)

2/3 m /2

277 . . { {

n(n)

FIGURE 2.2 — Spectre d’amplitude (a gauche) et de phase (a droite)

Les résultats de ce chapitre sont approfondis et détaillés dans [0].

Quelques exemples de fréquences (fondamentales) usuelles

1. Courant électrique domestique : 50 Hz
2. Quartz de montre : 10° Hz
3. Onde radar :10'° Hz
4. Ondes hertziennes :
(a) Tres longues (télégraphe) : 1.5 10 4 6 10* Hz
(b) Radio: 610* 23107 Hz
() TV:3107 23108 Hz
(d) Radar:310% 2 10! Hz
(e) Lumigre visible : 3.7 10** 2 7.5 10** Hz.
On remarque que plus la longueur d’onde est courte plus la fréquence est élevée

5. L’oreille humaine percoit les sons dont les fréquences vont, dans le meilleur
des cas, de 20 a 20 000 Hz.

Un peu de musique
Pour les sons, la représentation temporelle est celle de la propagation d’une onde
sonore, mesurée par les variations périodiques de la pression de I’air dans I’oreille.
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On appelle octave I’intervalle entre deux sons dont I’un est a la fréquence f et
I’autre a la fréquence 2 f. L’ octave est I’intervalle qui sépare la fréquence fondamen-
tale de la premiere harmonique.

Quand on entend un Do, on entend aussi (si I’instrument est complexe ), immédia-
tement derriere la premiere harmonique qui est un Do, une octave au dessus. Une note
de la gamme est donc déterminée modulo la multiplication par une puissance de 2 qui
détermine I’octave ou elle se trouve.

Exemple : le diapason donne le Lag a 440 Hz. L’échelle des La, en Hertz, est
donc la suivante

27,5 55 110 220 440 880
La_1 Lao La1 Lag La3 La4
Lorsqu’on entend un Do de fréquence f, on entend aussi les harmoniques 2 f, 3 f,
etc. :
f 2t 3t 4f S5f 6f
Do Do Sol Do Mi Sol
On trouve ainsi dans le Do, I’accord parfait« Do, Mi, Sol ».
En se ramenant au méme octave on a

f S5f/4f 3f2 2f
Do Mi Sol Do

2.2 La transformation de Fourier discrete (DFT) et la FFT

2.2.1 Calcul des coefficients de Fourier

Soit f une fonction périodique de période a et on connait un nombre fini N de
valeurs de f régulierement espacées sur une période. On dit que f est échantillonnée

. 1. . , a , 1
a des intervalles de temps réguliers. Ceux-ci sont espacés de N (la fréquence est —).
a

FIGURE 2.3 — Signal échantillonné régulierement
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On pose
ka
ty = Netf(tk) =yppourk =0,--- , N —1.

Remarque 2.2.1 Echantillonner un signal & une fréquence F Hertz revient & discréti-
ser sur des intervalles de temps espacés de i Un signal échantillonné a 1000H z

revient a mesurer le signal sur des intervalles de temps de 1073 secondes.

On suppose que la série de Fourier de f : S(f) converge vers f ponctuellement (voir

le théoréeme de Dirichlet 2.1.7. On va calculer N coefficients de Fourier ¢, pour

N N
n= g ,5—1.Onsaitque

“ ¢
Cn = 2 L f(t) exp(—27ﬁ7ma) dt.

Pour estimer numériquement 1’intégrale, nous allons utiliser une méthode de quadra-
ture globale. Pour plus de détails sur les méthodes de quadrature on peut se référer a
[?].

Dans ce qui suite on pose

9
Wy = exp(% ) (racine Nieme de I’unité ).

On cherche un polynéme trigonométrique qui interpole f aux points tz. Il est donc
de la forme

N_q
2
pt) = Y A exp(2imn-),
n=—%
avec
%_1 k % 1
ptr) = > A expinn_z) = > YW = f(tk) = yk
- -

En posantp =n + N,ona

5

1
n=—=3

N-1 " ) N-1
N, nk _ N p—N) _ N pk
Tn WN = Z Tp-NWN = Z Tp—NWN

2
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carwy' " = 1. On pose ensuite

On obtient donc

Yk = Z Yyt pourk =0,--- N — 1.

Cherchons maintenant a exprimer Y}, en fonction des (yy). Soitp € {0, - -+,

on a

N—-1 ~1N-1 N-1 (
nk—k n—p)k
S her? = T T Vuwt - 2, Yl Zw
k=0 k=0 n=0
Or
N-1 .
Z Pk _ N sin=p
N 0 sinon.
k=0
N-1
. . —kp __ ) NET]
Finalement, on obtient Z Ypwy = INY), C’est-a-dire
k=0

N—1
1 kp
Vpe {0,---,N —1} szNkzoykwN .

On peut résumer dans le théoréme suivant :

Théoreme 2.2.1
N—1
Yk = Z Y, ¥ pourk =0,--- N —1.
n=0
1
Y,=— ZykwN pourp=20,--- N —1.
k 0

Les coefficients de Fourier approchés sont

Y, si0<n< — 1,

N
2
<0

Yoin si Y <n

N—1}:

(2.2.6)

(2.2.7)
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Définition 2.2.1 (Transformation de Fourier discrete)

Les formules (2.2.6) et (2.2.7) avec C,, = v définissent une transformation F de
CN dans CN telle que Fn(y) = Y avec y = (yr)o<ken—1 €t Y = (Yp)o<p<n—1
qui s’appelle la transformation de Fourier discréte d’ordre N.

Ces transformations sont linéaires et réciproques 1’une de 1’autre. La matrice Q2 de
I’application Y +— y est

11 1 1
1 wy w]QV

Qn = . . . . (2.2.8)
]_ w%il e e wASVNil)z

1
De plus QX,I = NQ ~. C’est la matrice de I’application Fy .

2.2.2 Propriétés de la transformée de Fourier discrete

. ka . .
Siy € CN est le vecteur y, = f(~-) et on convient que y est une suite () xez

périodique. Toutes les suites considérées sont complexes périodiques de période N.

Définition 2.2.2 (Suite paire, suite impaire)
On dit que (Yn)nez, est paire si y_,, = y, pour tout n. La suite (Y, )nez, est impaire
SEY—n = —Yn

Proposition 2.2.1 Soit Fn la TFD qui a y = (yx)kez associe Y = (Y )nez. Alors :

1. Fn associe (Y_p)nez & (Y_k)kez
2. Fn associe (Y_p)nez @ (Uk)kez

3. Fn associe (Yn)nez @ (Y—k)kez

Démonstration - La suite (yi)kez est N-périodique donc on a y, v = y pour tout
keZ.

1. Soit Y’ = Fn(y') ot y;, = y_i. On a alors :

1 _
Y?i = N y—kwNnk )
k=0
or
1 N-—1
Y, = N ykw%k
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De plus
1 0 1 Nl
! n n,
Y, = N Z Ypwn = N Ypwn = Y_p.
p=—(N—1) p=0
2. SoitY,) = Fn(y); donc
1 N-l P N=L
Y= D vyt = 5 ) et
N k=0 N k=0

car wy = w](,l. OnadoncbienY,) =Y_,.
3. C’est une conséquence directe des deux points précédents.

O

Définition 2.2.3 (Convolution circulaire discrete)
Soit deux suites complexes (xy ) ez et (Yr) ez de période N. On appelle convolution
circulaire discréte [’application définissant z :

N-1
VYkeZ 2L = Z TqYk—q-
q=0
On note z = x * 4.

Théoreme 2.2.2 Soit (xy)rez et (i) kez deux suites complexes de période N. Alors :
1. Fy(xxy) = NFn(x) - Fn(y).
En d’autres termes, si z = x xy et Z = Fn(z), X = Fny(x), Y = Fn(y)
alors Z = N X.Y3.
2. La suite produit (xryk)kez a pour transformée de Fourier discréte la suite
N—1
P, = Z Xy Y,_g Cest-a-dire :
q=0

Fn(z-y) = Fn(x) = Fn(y).
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Démonstration -
1. On peut écrire que
1 N1 N-d
Fn(zxy) = N Z qykq
k=0 ¢=0
| N1 Nl
_ N Z x4 2 qw;[nkJrnq ng
q=0 k=0
1 N (v-a)
= — Zq N q Z Yk— qw_n 1
N =
donc
1
Fn(a+y) = v NX-NY = NX Y = NFy(@) - F(y).
N-1
2. Soit P, = Y X,V gavec X = Fy(x)etY = Fy(y).
q=0
On pose z = Fy'(P). On a alors :
2k = Z nWN
1N 1
_ 2: E: X Y% nk qk+qk
n=0 ¢=0
= ZquN<ZY qwg\? Ok )
N—-1 N—1
Donc 21, = ys Z X,w avec yy, = Z Yn— qqu
q= 0 n=0
Ainsi Fy(x - y) = P = Fy(x) = Fn(y). O

Proposition 2.2.2 Soit (yy)rez une suite N périodique. Si Fn(y) =Y alors

N-—1 N-—1
Yo lul? =N Y Yl
k=0 n=0
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Démonstration - On peut écrire que

N

N-1 -
Yol =Y (k)
k=0

k=0

—_

2.2.3 L’algorithme de FFT
’algorithme de Cooley et Tukey

Cet algorithme célebre a été inventé par Cooley et Tukey, ingénieurs dans le
centre de recherche d’IBM au début des années 1960. Il a eu, du fait de son effi-
cacité, un impact considérable sur le développement des applications en traitement
numérique des signaux. Un calcul de transformée de Fourier discrete est un calcul de
produit d’une matrice par un vecteur. Il nécessite donc N2 multiplications/additions
de nombres complexes. Si on suppose qu’un calculateur effectue 10° opérations par
seconde, un calcul de transformée sur un signal de N = 10? échantillons nécessitera
10~3s. Un calcul sur une image de taille N x N = 105 nécessitera N* soit 10'?
opérations et une quinzaine de minutes de calcul. Si on envisage de traiter des données
dans un domaine a trois dimensions (sur des vecteurs de taille N x N x N) il faudrait
alors effectuer N soit 10'® opérations, ce qui nécessite quelques dizaines d’années.
La transformée de Fourier rapide réduit considérablement le nombre d’opérations a
effectuer : au lieu d’effectuer N2 opérations il suffira d’en faire N logy, V. Dans les
trois exemples précédents on aura a faire 104, 2 x 107 et 3 x 10'° opérations ce qui
nécessitera respectivement 10755, 2 x 10725 et 30s ... Pour expliquer cet algorithme,
nous utiliserons la récursivité en montrant que le calcul d’une transformée de Fourier
de taille N se rameéne au calcul de deux transformées de Fourier de taille N /2 suivi
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de N /2 multiplications. On veut calculer pour k = 0,--- N — 1
N-1 bt
X(k) = x(t) exp(—2im——
()= 3 sl exp(-2im0)

On pose t = 2n sit est pairet t = 2n + 1 si ¢ est impair. X (k) s’écrit alors, en posant
m=N/2

= k.2n
X(k) = > a(2n) exp(—2ir——)
n=0 N
m—1
+ z(2n +1) exp(—2i7rk'(27v—|—1)). (2.2.9)
n=0

Nommons les suites :
t=0,---,2m—1 :xon(t) = 2(t) , Xom(k) = X(k),
n=0,---,m—1:2P(n) =z(2n) etz™P(n) = z(2n + 1) .

Avec ces notations, 1’équation (2.2.9) devient

n=0

m-l k.n
Xom (k) = [ Y b (n) exp(—mm)]
+ exp(—2z‘7r]2%:) [Z:_leigw(n) exp(—ZiW]::Z)] .

Dans la deuxieme sommation du membre de droite de 1’équation précédente, le fac-

k
teur exp(—2i7r2—) ne dépend pas de n. On a donc I’écriture, pour k = 0, --- ,2m—1
m

m-l kn
Xom (k) = [Z xfn(n)exp(—%wm)]

n=0
NS k.
+exp(—2i7r%) LZO xyP(n) exp(—ZiWT:)]

Si 0 < k < m — 1 on reconnait dans les deux expressions entre crochets les trans-
formées de Fourier discrétes des séquences des échantillons de numéro pair 5, (n) et

des échantillons de numéro impair zn (n) que nous nommons X% (k) et X/5"? (k).
Pourk =0,--- ,m—1

KXo (K) = X, (k) + exp(—im ) X577 (k).
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Lorsque m < k < 2m — 1, on peut écrire k = £ + m et remarquer que

exp(—m’a) = —exp(—ma) :
On obtient donc pour £ =0, --- ;m — 1
= » . (L+m).n
Xom(l+m) = nz_o zP (n) eXp(—QWT)
14 (L +m).n

)

+m |
+ exp(—2im - )[nz:;) ;P (n) exp(—2im

et, en remarquant que

(¢ +m).n

ln
—9; = Y
exp(—2im ) = exp(—2im - )

onapour{=0,--- N —1

Ly xime(p)

Xom (0 +m) = XP (0) — exp(—mm

On peut changer le nom de la variable £ en k et regrouper : pour k = 0,--- ,m — 1
Xom(k) = XP (k) + exp(—ma)Xm P(k)
et

By xime (k)

Xom (I +m) = XJ, (k) — exp(—in

Les calculs correspondants sont représentés dans la figure ci-dessous :.
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zan(0) Xan(0)
= TERA0) TTTTXR() —
-~ E —
. ! —
N ' —
O E .
B3N — 1) X3(N — 1) L Dan(N = 1)
3 = ) — [ %)
o : -
- ; .
- ; L,
-~ : |—»
- L BN = 1) X = 1 .
25 (IN = 1) Xow(2N - 1)

FIGURE 2.4 — Enchainement des calculs de la transformée de Fourier rapide (1)

input
data bit— output
vector reversal  Danielson-Lanczos algorithm value
g = U0 e
ag=ug+ Wy oy
u; uy ¥
/ b0= ag+ \an_lal
u, - Uy by
= = a=u+ Wy Hug
e - U,=bg+ Wb
n= b0 n,8Y1
1 1) - ,
U4 1 /33:L11+“/ﬂ‘31".5\
= \-: = by=ay+ W) 423
L'I() L13 Pt _
az=usz+ Wy ouy
uz Lo I

FIGURE 2.5 — Enchainement des calculs de la transformée de Fourier rapide (2)

Cette formulation se traduit directement par une implémentation récursive. Toute-
fois la programmation de la plupart des processeurs est fondée sur une implémentation
différente.
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abcd | bcda | cdba | dcba
0000 | 0000 | 0000 | 0000
0001 | 0010 | 0100 | 1000
0010 | 0100 | 1000 | 0100
0011 | 0110 | 1100 | 1100
0100 | 1000 | 0010 | 0010
0101 | 1010 | 0110 | 1010
0110 | 1100 | 1010 | 0110
0111 | 1110 | 1110 | 1110
1000 | 0001 | 0001 | 0001
1001 | 0011 | 0101 | 1001
1010 | 0101 | 1001 | 0101
1011 | O111 | 1101 | 1101
1100 | 1001 | 0011 | 0011
1101 | 1011 | 0111 | 1011
1110 | 1101 | 1011 | O111
1111 | 1111 | 1111 | 1111

TABLE 2.1 — Réordonnancement des données préalable dans le calcul de la trans-
formée de Fourier rapide abcd

On commence par effectuer toutes les opérations de réarrangement des données :
pour un vecteur de longueur N, construction d’un tableau de données d’adresses
paires et d’un tableau de données d’adresses impairse de longueur N /2, ce rangement
étant reproduit pour les deux moitiés de tableau de taille IV /2, puis les quatre quarts
de tableau de taille IV /4, etc... Ceci revient a ranger la donnée x(t) a I’adresse obtenue
en lisant le code binaire de ¢ en sens inverse comme on peut le voir dans la table 2.1.

On effectue ensuite la méme opération sur chacun des deux tableaux. Ensuite on
effectue séquentiellement les multiplications par les nombres complexes de la forme

exp omi pour calculer les N /2 transformées de Fourier de taille 2, puis les N /4
m

transformées de taille 4, et ainsi de suite jusqu’a obtenir les 2 transformées de Fourier
de taille IV /2 et finalement la transformée de Fourier de taille V.

Applications de la FFT

Le type le plus courant d’enregistrement audio numérique est appelé modulation
par impulsions codées (pulse code modulation, PCM). C’est la technique utilisée par
les disques compacts et la plupart des fichiers WAV. Dans un systeéme d’enregistre-
ment PCM, un microphone convertit les variations de pression de I’air (ondes so-
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nores) en variations de voltage. Ensuite, un convertisseur analogique-numérique me-
sure (échantillonne) le voltage a intervalles de temps réguliers. Par exemple, sur un
disque compact, il y a exactement 44 100 échantillons par seconde. Chaque voltage
est converti en un entier de 16 bits. Un CD contient deux canaux de données : un pour
I’oreille droite et un pour I’oreille gauche, afin de produire 1’effet stéréophonique.
Les deux canaux sont des enregistrements indépendants placés « cote a cote » sur
le disque compact. (En fait, les données des deux canaux alternent... gauche, droite,
gauche, droite, ... comme les pieds pendant la marche.)

L’algorithme FFT convient mieux a I’analyse des enregistrements audio numéri-
ques qu’au filtrage ou a la synthese sonore. Elle permet par exemple d’obtenir I’équi-
valent logiciel d’un analyseur de spectre, que les ingénieurs utilisent pour tracer le
graphe des fréquences contenues dans un signal électrique. La FFT s’utilise aussi
dans des domaines qui n’ont rien a voir avec le son, tels que le traitement d’image
(avec une version bi-dimensionnelle de la FFT). La FFT a aussi des applications
scientifiques ou statistiques, par exemple pour essayer de détecter des fluctuations
périodiques dans les prix du marché, les populations animales, etc. La FFT s’applique
aussi a I’analyse des informations sismographiques, qui permettent de prendre des
« sonagrammes » de l’intérieur de la Terre. Méme 1’analyse des séquences d’ADN
utilise la transformée de Fourier !

2.2.4 Utilisation de la FFT sous SCILAB® ou MATLAB®

On ne peut calculer la FFT que pour une fonction périodique. Si la fonction
considérée ne I’est pas, on la restreint a un intervalle de longueur a (fenétrage) et
on la périodise. La période de la fonction est alors a et sa « fréquence fondamen-
tale » est A = —. Cette période n’est pas une caractéristique du signal. C’est un

a
choix de I'utilisateur : c’est la taille de la fenétre d’étude.

On échantillonne la fonction sur I’intervalle [0, a] (ou [¢,, ¢, + a]) en discrétisant
avec N échantillons.

tp =

a e . , . L. . .
T, = N est le pas de la discrétisation : c’est aussi la période d’échantillonnage.

1 N
el est la fréquence d’échantillonnage. On calcule
e a

N

-1
1 i
Y(p) = Y fRL)e R p=0,- N~ 1,
k=0
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la TFD de f. On sait alors que les coefficients de Fourier approchés sont

N
Y,  si0<n< o> 1,
Cp = 2
n
Y»,H_N 81—5<n<0

En particulier si la fonction f est réelle, ses coefficients de Fourier sont « pairs »
au sens suivant : c_,, = ¢,. Pour construire le spectre énergie-fréquence des couples
(nA, |cy|) il suffit de considérer des indices n > 0.

Pour des fonctions réelles on ne gardera donc que la partie Y(n), 0 < n <

N
5~ 1 qui fournira les fréquences entre O et (5 — 1)\ Lafonction £t de SCILAB®
ou de MATLAB ©calcule

N—1 ik
imkp
Z (ke N [ p=1,---N—-1.
k=0
Il faut donc
1. Remplacer x(k) par f(kT)
2. Normaliser en divisant par [NV
N
3. Ne garder que les Y(n), 0 < n < ol 1 qui représenteront les coefficients
de Fourier (approchés) correspondants aux fréquences nA\.

4. Dessiner le spectre énergie-fréquence , pour des fréquences variant de 0 a

N
(5—1))\.
N
x= lambda * [ O :5—1];
N
y= Y (1 : 5);
plot (x,y)

2.3 La transformation de Fourier

Avec les séries de Fourier, on peut représenter des fonctions périodiques sur R
ou des fonctions définies sur un intervalle borné [a, b] (dans ce cas on les périodise).
Comme on I’a vu avec le théoreme de Dirichlet, on peut envisager des coefficients
de Fourier (et des séries de Fourier) pour des fonctions qui ne sont pas dans L? mais
dans L'. Ce sont les propriétés de convergence de ces séries qui changent mais pas
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leur définition. Dans un premier temps, nous allons donc parler de Transformation de
Fourier dans I’espace L' (RR). On rappelle que

Ll(R)z{f:R—)mj |f()|dt < +o0}.

—0

On peut considérer que la transformation de Fourier est un passage « a la limite »
des coefficients de Fourier lorsque la période 71" de la fonction (ou signal) tend vers
+0o0 (signal apériodique)).

N N
Soit f un signal quelconque et N € N. On le restreint a [_5’ 5] et on le périodise

k
(on le note encore f). Soit k € Z et w := N € R . Le k ieéme coefficient de Fourier

N N
de f (restreint a [—5, 5] et périodisé) vérifie

N/2

N/2 i
Ne¢y, = J f(t)exp(—2imr—t)dt = j f(t) exp(—2imwt) dt .
—N/2 N —N/2

La quantité N ¢y dépend de w via k et IN. Si on passe a la limite formellement lorsque
N tend vers +0o0 on obtient :

+o0
fw)y= lim Neyy = J f(t) exp(—2inwt) dt ,

N—+00 —®

ou encore

1.k
Ckﬁﬁf(ﬁ)-

Définition 2.3.1 (Transformée de Fourier)
Soit f € L'(R). On appelle f la transformée de Fourier de f la fonction définie
par:

flw) = f £(t) exp(—2irwt)dt.

0

oo
La fonction f est définie sur R et |f(w)| < J |f(®)|dt = | f|rr pour tout w € R.

—00



36 CHAPITRE 2. ANALYSE SPECTRALE DES SIGNAUX UNIDIMENSIONNELS

x,(t) signal périodique pair (pour simplifier) f;’: ]</T
X4(1) n
AN S
& A F
x4(t) — fonction non-périodique x(1) T]im (ch): e X(f)
— 4o

Lorsque 7—+0 : ‘ 1,=1/T — df intervalle infinitésimal = et

x(0)== FHx ()}

nf, — f variable réelle continue

#= X(f) = “généralisation” de la série de Fourier aux fonctions non-périodiques
# | X(f)| df = amplitude de la composante sinusoidale de fréquence E€[f,f+df]
# Arg[X(f)] = phase ...

* x(1) et X(f) sont deux descriptions équivalintes du méme signal

l‘:L> Description fi-équentielle méme information

»  Description temporelle

FIGURE 2.6 — Relation coefficients de Fourier -transformation de Fourier

Exemple 2.3.1 On considere la fonction créneau :

b silt| <a

f(t):{O sift| > a

Dans ce cas : u
flw) = J e~ 2t b dt pour w # 0.
—a
Donc
—2imtwt 14
o e b . . b
= b — —2itwa _ 2imwta) _ 7 s ) )
@) [—2iﬂ'w ] . —2inw (c ) = L sin(2nwa)

Pour w = 0, on a f(0) = 2ab. On remarque donc que la transformée de Fourier a un
effet régularisant : on passe d’une fonction discontinue a une fonction continue.
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Définition 2.3.2 (Sinus cardinal) On appelle sinus cardinal la fonction

in(t
, Snlt) Gz
sinc(t) t
1 sit=20

2.3.1 Propriétés de la transformation de Fourier

Proposition 2.3.1 ( Régularisation - Continuité) R R
Si f € LY(R) alors f est continue sur tout intervalle de R et f est bornée ( f €
L*(R)).

Démonstration - Soient w dans un intervalle de R donné.
. 400
flw) = J exp(—2imwt) f(t) dt .
—Q0

C’est une intégrale dépendant d’un parametre. La fonction w — exp(—2imwt) est
continue pour tout ¢ € R. f est donc continue. De plus, pour tout w € R

+00 +oo
@)l =] f exp(=2imut) £(1) d] <f Ol dt =171 -
Done |7l = sup F(w)] < 7l 0

Corollaire 2.3.1 La transformation de Fourier est une application linéaire continue
de L*(R) dans L™ (R).

Démonstration - Tout d’abord, il est clair qu’elle est linéaire :
V(a,0)€C* af + g = af + 5.
Soit f € L'(R) : f € L®(R) et || f]|oo < | f]|1 ; ce qui permet de conclure O

Proposition 2.3.2 (Parité)
Soit f une fonction de R dans R, vérifiant f € L*(R).On a les implications suivantes :

f paire — f réelle

et
f impaire = f imaginaire .
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Démonstration - Montrons que f paire = f réelle.

+00

* 0
f(w) — J‘Jr exp(—2iﬂ'wt)f(t) dt = J f(t)e*Q’iﬂ'wt dt _i_J‘ f(t)€2i7rwt dt

—00 0

— J+w [e—2i7rwtf(t) + eQiﬂwtf(_t)] dt.

0
Comme f est paire, f(t) = f(—t) et

flw) = j [e72mt 4+ 2™t F(t) dt = j 2 cos(2mwt) f(t) dt € R.
0 0
La deuxieme propriété se montre de la méme facon. ]

Proposition 2.3.3 (Décalage en temps (Time shifting))
Soit f € LY(R). On pose g(t) = f(t — ) o 7 > 0.Alors

Yw e R §(w) = exp(—2inwr) f(w).
Démonstration - Comme g(t) = f(t — 7) pour tout ¢,

g(w) = J f(t — 1) exp(—2imwt)dt

—Q0

+0
= J exp(—2imw(t — 7)) f(t — 7) exp(—2imwT) dt
+0

= exp(—2imwT) j f(t —7)exp(—2imw(t — 7))dt .

—0
Par conséquent §(w) = exp(—2imwT) f(w). O
En d’autres termes, un retard de 7 dans le domaine temporel de f correspond a un
décalage de wT de la phase a la fréquence w dans le domaine fréquentiel.

Proposition 2.3.4 (Changement d’échelle (Time scaling))
Soit f € LY(R) et on pose g(t) = f(~t) avec v > 0. Alors
VweR  gw) = —f(2).

=~
=&
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Démonstration - On pose s = ~yt. On obtient

g(w) = f exp(—2imwt) f(~t)dt

10:0 S ds
= j exp(—2imw—)f(s)—
—w v Y

= ijﬂn exp(—QiW%S)f(S) ds = ’1yf(

—00

).

d
¥

Corollaire 2.3.2 Soit g(t) = f(yt — 7) avec f € L'(R) et 7 > 0,7 > 0 . Alors

)f(5).

1
(w) = — exp(—2irw

Najy
=19
=&

Définition 2.3.3 (Convolution)
Soit f1 et fo € L'(R). La convolée de f, par fs notée fi * fo est définie par :

+00

(s fo)(¢) = f il — 8 fals) ds.

—0

Si on prend fy € L°(R) et f1 € LY(R), ona :

+00 0
|<f1*f2><t>|<f |f1<t—s>||f2<s>|ds<|f2|oof F1(t=9)lds = | folol il

—0

Donc dans ce cas f1 = fo est bien définie et appartient a L™ (R).
De méme si f1 et fo € L°R) alors |(f1 = f2)()| < | f2]2]|fi]2. Donc f1 * fo est
bien définie et appartient encore a L™ (R) (grdce a I'inégalité de Holder).

Remarque 2.3.1 Si f; et fo sont dans L'(R) alors f1 * fo € L'(R).

Théoreme 2.3.1 Soit f1, fo € L'(R) x LY(R) telles que g = f1 = fo € L*(R).
Alors g(w) = f1(w) - fa(w) (c’est-a-dire fy = fo = f1 - fo.)
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Démonstration - La transformée de Fourier de g = f1 = fo est

+oo too +a0
g(w) = j e T2 £ fo(t) dt = J g~ 2imwt [j fi(t —s) fg(s)ds] dt.
Posons h(t,s) = e 2™ f(t — 5) fa(s) € L' (R). On a alors :

[ we.otaeas = || 1ne - o)

RxR RxR

=fj<ﬂjmwﬂwﬁmw@-

+00 0
ﬂmmww@=f MMMﬂm=mpf|Mﬂm=Mhmn

Donc

RxR

On peut appliquer le théoreme de Fubini :

g(w) = Jf exp(—2imwt) f1(t — s) fa(s) dsdt

RxR
= Jf exp(—2irw(t — s)) exp(—2inws) f1(t — s) f2(s) ds dt
RxR
40 +
= j <J exp(—2irw(t — s)) f1(t — s) dt> exp(—2inws) fa(s) ds

+oo
= f f1{w) exp(—2inws) fa(s) ds

= fi(w) fo(w).
[l

Théoréme 2.3.2 (Dérivation) L
On suppose que f € L'(R) n C'(R) et que Df = f' ¢ L'(R). Alors Df(w) =
2iTw f(w).

Démonstration - On peut écrire que

0 b
f)?(w):r exp(—2irwt) Df(t)dt = lim jexp(—2i7rwt)Df(t)dt;

—® (a,b)>too f,
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donc, par intégration par parties :

b
E?(w) = [exp(—2imwt) f(t)]° + j 2irw exp(—2imwt) f(t) dt .

O [[exp(~2imwt) f(D12]] < |F(5)|+]F(a)] — 0 quand (a,b) — oo car f € L} (R)

et f/ € L'(R) (voir lemme ci-dessous). Par conséquent

+
ﬂ(w) = 2i7rwf exp(—2irwt) f(t) dt = 2irwf(w).

—0

Lemme 2.3.1 Soit f € LY(R) n C1(R) telle que f' € L*(R). Alors
lim f(zx)=0.

r—+o0

Démonstration - On considere le cas ou x — +00, ’autre se traite de la méme facon.
Montrons d’abord que f(x) admet une limite quand x — +0c. On a

F@) = £(0) +f F(0)dt

puisque f’ est continue.
T

Comme f’ € L'(R), lim | f/(¢)dtexiste etdonc lim f(x)admet une limite ¢
T——+00 T—+00

nécessairement nulle. En effet si £ # 0 (par exemple si £ > 0), on peut trouver A € R
tel que

)

N~

VezA o [f(x)] =

ce qui contredit le fait que f € L*(R). O
Nous pouvons préciser un peu la régularité de la transformée de Fourier d’une fonc-
tion de L'(R) :

Théoreme 2.3.3 1. Si t — t* f(t) € LY(R) pour tout 0 < k < p, alors f est p fois
dérivable et

Vk=1,2,---,p  fOW) = (=2im)* thf ().

2. 8i f € LY(R) ~ CP et si toutes les dérivées f¥) k = 1,--- ,p sont dans L' (R)
alors . A
Vk:1727 y P f(k)(w) :(27‘7Tw)k f(CU)

3.8i f € LY(R) est a support borné alors f € C°(R).
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Démonstration - La fonction h : w — f(t) exp(—2imwt) est indéfiniment dérivable
etona

R (w) = (—2imt)* exp(—2imwt) f(t) .
Donc [hF)(w)| < (2m)*|t* f(t)| avect — ¥ f(t) € L' (R). On peut donc appliquer

le théoreme de dérivation sous I'intégrale pour k = 1,2, --- , p. On obtient
~ +oo -
FE (W) = f (=2imt)* exp(—2imwt) f(t) dt = (—2im)* t* f (w) .
—0

Rappel : Soit V un voisinage de w* dans R tel que

i. w— (w,t) est continuement dérivable sur V pour presque tout t et
o(w,-) € LY(R),Yw e V.

ii. Il existe g € L*(R) telle que pour tout w € V

‘gg(w,t)‘ < g(t) p-p- -

Alors la fonction

+00
I:wHJ o(w, t)dt
—0
. T 0
est dérivable en w* et I'(w*) = J %(w, t) dt.
2. Le résultat s’ obtient par récurrenc():oe en utilisant le théoreme 2.3.2.
3.Si f € L'(R) est a support borné, il est clair que pour tout k¥ € N la fonction

t > t* f(t) est intégrable et donc d’apres (1) f € CP(R). ]

Donnons un exemple montrant que la transformée de Fourier d’une fonction L'
peut-étre « mieux » que continue.

Exemple 2.3.2
0 sit<0
1) = { exp(—t) sit=0

Calculons la transformée de Fourier de f :

+c0

+0
fw) = L exp(—2imwt) exp(—t) dt = L exp(—(2imw + 1)t) dt

1 .
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Finalement f(w) = 15 2im0 De plus
. " 1 1
flwta) = flw)l = ‘1 +2m(w+a) 1+ 2i7rw‘
-2
B ‘ (1 + 2im(w + @))(1 + 2imw) ‘
_ 27|
B V(1 +47202) (1 + 472 (w + a)?

< 27|a.

Donc f est uniformément continue.

Montrons un exemple d’application des théoremes de dérivation pour déterminer la
transformée de Fourier d’une fonction :

Exemple 2.3.3 (Transformée de Fourier de la gaussienne) Nous allons calculer la
transformée de Fourier de v — f(x) = e~ qvec a > 0 sans utiliser une méthode
d’intégration dans le plan complexe.

Remarquons que f'(x) = —2ax f(x). Prenons la transformée de Fourier de chaque
membre de I’égalité :

2irwf(w) = = (2inzf () = —(f)w),

a
s T

d’on

. L , . _m22
Une solution particuliére de cette équation est e a

N 7|—2
En cherchant f(w) sous la forme K (w)e™ "« on trouve K (w) = K = K(0).
o0
Comme K = f(0) = j e %’ dy = \/F on obtient
a

—Q0

On constate que la transformée de Fourier d’une fonction gaussienne d’écart-type

0 = —= est encore une fonction gaussienne d’écart-type —.
o

Ja

Terminons par un résultat sur la transformée de Fourier et I’opérateur de translation
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Théoréme 2.3.4 (Transformée de Fourier et translation) Soit f € L'(R) et 7,
I’opérateur de translation défini par

veeR  Tu(f)(z) = f(z —a);

Alors T,f € LY(R) et :
L Tf () = e 2 f(w)
ii. To f (w) = e2mat f(t)

Démonstration - Montrons le point i.

+c0

Tof(w) = f fl@ — a)e2imdy

—0
. +w .
_ e217rawf f(a: o a)eszﬂ(:pfa)wd(x o a)
—0

_ 672i7rawf(w) )

Le point ii. s’obtient de la méme maniere O]

2.3.2 Théoréme d’inversion de Fourier dans L' (R)

Il est naturel de se demander si la transformation de Fourier dans L' (R) posséde
une réciproque. Bien sfir, ¢’est faux car 1’espace d’arrivée n’est pas L' (IR) mais un
espace plus petit : L™(R). Il faut donc ajouter des hypotheéses sur f. Donnons un
exemple pour illustrer cela :

Exemple 2.3.4 Soit [a,b] un intervalle quelconque de R et f = X[a,b] 5@ fonction
indicatrice. Un calcul immédiat donne

- b—asiw=0
f(w) = { Sin”(b—@)we—iw(aﬁ-b)w

sinon
W

sinm(b — a)w

On voit que f n’est pas dans L' (R) car w n’est pas intégrable.

W

Théoreme 2.3.5 (Théoreme de Riemann-Lebesgue)
Si f € LY(R) alors lim |f(w)|=0.
|w]—>+0o0

Démonstration - Soit |a, b] un intervalle quelconque de R et f = X[a,b] @ fonction
indicatrice.
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. 1 .
L’exemple 2.3.4 montre que |f(w)| < —— siw # 0. Donc  lim |f(w)| = 0.
T|w

] o] —-+o0
Soit maintenant f € L'(R). Les fonctions caractéristiques d’intervalles sont denses
dans L'(R) : il existe une suite g, de telles fonctions telles que | f — g, |1 — 0 quand

n — +owetpourtoutn lim [§,(w)| =0. Soitw e R:
|w]—400

|F@)] < (W) = Gu (@) +132(@)] < 1 = Galloo +190(@)] < [f = gulli + |30 (w)] -

Il s’ensuit que  lim | f(w)| = 0. ]

|w|—+o0

Remarque 2.3.2 Ce lemme est a rapprocher du théoreme de Riemann-Lebesgue
pour les séries :

T
lim J f(t)exp(—=2inrNt)dt =0 ;
|N|—>+400 J_p

T est ici « remplacé » par +0 et N par w.

Proposition 2.3.5 Soient f et g deux fonctions de L*(R). Alors f§ et gf sont dans
LY(R) et

f F03t) dt = f F0)g(t) dt

—0o0 —0

Démonstration - On a vu que § est bornée, donc f§ € L'(R). De la méme facon,
fg € LY(R). D’autre part, il est clair que (¢, s) — f(t)g(s)e 2™ ¢ L'(R?). Donc,
on peut appliquer le théoreme de Fubini et

—0 —o0 J—0Q0

J f)gt)dt = f f(t) [ [ g(s)e2imst ds] di

Nous avons vu que si f € L1(R), f n’est a priori pas un élément de L' (R) : on
ne peut donc envisager une formule d’inversion sans hypotheses supplémentaires. Le
moyen le plus simple est donc de supposer f € L'(R).
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Théoréme 2.3.6 (Théoréme d’inversion de Fourier dans L'(R)) Supposons que f
et f sont dans L*(R). Alors

j f(w) exp(2imwt) dw = f(t),

—00
en tout point t ot f est continue.

. s —2zr £
Démonstration - Soit gy, définie, pour tout n € N par g, (z) = e n 7]+ sa tranformée
1

714 n2w?’ '
proposition 2.3.5 appliquée 4 f € L' (R) et z > 27 g, (1) donne

| ) gule) T o = |

—a0 —ao0

de Fourier est §,(w) = Les fonctions g,, et §, sont dans L!(R). La

+00 +0o0

() g ()5 d = f £ () — 1)

—00

En effet la proposition 2.3.4 montre que

In(w)e? ™ = Ty Gp(w) = Gn(w —1) .
+oo '
Lorsque n — 400 on peut passer a la limite dans J f (W) gn(w)e* ™ dw grice

—0
au théoreme de Lebesgue : en effet

lim gn,(z) = 1 pour tout z et |f(x)gn(2)e®™®| < |f(x)] .

n—-+0o0

On obtient
+00

lim foo F(@)gn(@)e™ ™ dw = j Fw)e? ™™ dw .

n—+0o0
+ —00 —o0

+00

Supposons que f est continue en ¢. Il reste a montrer que J fw)gn(u—t)du
—00
converge vers f(t). Comme g, € L'(R) ona

+0o0 a 1 n
JOO gn(w) dw = (ZETCD ja ;mdw =1.

Donc

f £ ()i — ) du — f(t) j F(@ + Ddula) dr — (1)

—0 —00

_ f [+ 6) — F(1)] () de

—Q0
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Comme f est continue en ¢, pour tout ¢ > 0, il existe n > 0 tel que |y — t| < n
implique | f(y) — f(t)| < . Décomposons

+o0
f [+ ) = (1)) Gu(a) do = f [F(x+ ) — F(t)] du(a) do

-0 |z|<n

n f U SO s

Pour toutn € Non a

j UG Ol o
x|<n

< j' ICEU RV RIS

<n

<ef [ gua)] dz <cc .
|lz|<n

Estimons le deuxiéme terme : J [f(z +1t) — f(t)]gn(z) dz . Tout d’abord

lz|=n

j| Ot i

_ ‘f(t) f ey
x|=n

2

= |f(t)] (1 — Arctan(my)) .
7r

D’autre part, comme §,, est paire et décroissante sur R™

f G CLE BT
r|=n

Les deux majorants convergent vers 0 lorsque n — 400 et donc

n—-+aoo

i, | [0 = F0liGo) e =0,
|lz=n

Si on définit F sur L*(R) par
F(g)(t) = J g(w) exp(2iTwt) dw ,
—©

le théoréme ci-dessus s’écrit F f(¢) = f(t) en tout point ¢ ol f est continue. En fait,
on a un résultat plus fin que nous admettrons :

Théoréme 2.3.7 Si f et f € L (R) alors F f=7 presque partout.
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Enfin, il n’est pas toujours facile de savoir si f est dans L' (IR). Le résultat suivant
nous donne un critére basé uniquement sur la connaissance de f.

Proposition 2.3.6 Si f € C2(R) et si f, f' et f” sont dans L*(R) alors f est
intégrable.

Démonstration - Le résultat de dérivation donne f” (w) = —4n2w?f(w). D’autre

—~

part le lemme de Riemann-Lebesgue 2.3.5 montrer que lirf |7 (w)] = 0.l existe
w—>+00

donc M > 0 tel que pour tout |w| = M on a 472|w?| |f(w)| < 1. Comme | f| est

continue et majorée par —— a 'infini , feL'(R). ]
4dméw

Corollaire 2.3.3 Si f est une fonction continue, intégrable telle que f e LY(R), on
apourtoutx € R :

FoF(f)(x) = f(z) := f(~x),
ou F désigne la transformation de Fourier « directe ».

~

Démonstration - Posons g = f=ona
o) = | fe ™ o= FiG).

Comme f est continue, avec le théoréme d’inversion on obtient §(—x) = f(x) c’est-

a-dire §(z) = f(—z) = f(z). Donc f = J. 0

Nous terminons enfin par un résultat d’unicité qui résulte du théoreme 2.3.7 :

Théoreme 2.3.8 Si f € LY(R) e f(t) = 0 pour tout t € R, alors [ est nulle presque
partout.

2.4 La transformation de Fourier-Plancherel

Nous avons observé dans les sections précédentes qu’on devait restreindre I’es-
pace L!(RR) pour les formules de dérivation par exemple. Nous allons introduire un
sous-espace de L' (R) stable par transformation de Fourier ,par dérivation et par mul-
tiplication par un polynéme.

2.4.1 Les fonctions a décroissance rapide

Définition 2.4.1 Une fonction f : R — C est dite a décroissance rapide si

VpeN lim [|2Pf(z)]=0.
|| —+0c0
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Cette définition signifie que f tend vers 0 a I’infini plus vite que tous les inverses
des polyndmes : c’est le cas par exemple des fonctions a support compact ou de la
fonction z — eI, On notera que malgré le terme « décroissance », la fonction
f n’est pas nécessairement monotone au voisinage de I’infini (exemple : f(z) =
sin ze 17l ).

Donnons une propriété d’intégrabilité de ces fonctions :

Proposition 2.4.1 Si f est une fonction de L}OC(R) a décroissance rapide alors pour
tout p € N la fonction x v+ P f(z) appartient a L*(R).

Démonstration - Soit p € N; f étant a décroissance rapide, il existe M > 0 tel que
pour tout |z| = M ona [2P"2f(x)| < 1. D’ou

| brswar< |

— |z|<M

| et

1
<ij |f(x)|dx+f — dr < +00.
el <M |

a|=M T
(]
On en déduit une propriété remarquable de la transformée de Fourier des fonctions
a décroissance rapide :

Proposition 2.4.2 Soit f est une fonction de L'(R) a décroissance rapide. Alors f
est C*.

Démonstration - On applique le point 1. du théoreme 2.3.3 et la proposition 2.4.1. ]
Nous avons un résultat « symétrique » :

Proposition 2.4.3 Soit f est une fonction de C*(R) a décroissance rapide. Si pour
tout k € N, f¥) est dans L' (R), alors f est a décroissance rapide.

Démonstration - Grice au théoréme 2.3.3 (point 2.), f*)(w) = (2irw)* f(w) pour
tout k € N.

En appliquant le théoréme de Riemann-Lebesgue il vient ‘ ‘lim W fw)|=0. O
w|—+00

En résumé nous venons de voir que

i. plus f décroit rapidement a l'infini, plus f est réguliére

i. plus f estréguliére, plus f décroit rapidement & linfini.

En particulier si f € C®(RR) est & décroissance rapide, il en est de méme pour f.
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2.4.2 L’espace S(R)

Définition 2.4.2 On appelle S(R) (espace de Schwarz) I’espace vectoriel des fonc-
tions de R dans C qui vérifient les deux propriétés suivantes
i. festC®

ii. f et toutes ses dérivées sont a décroissance rapide

On peut donner des propriétés immédiates

Proposition 2.4.4 L’espace S(R) a les propriétés suivantes :
i. S(R) est stable par multiplication par un polynéme

ii. S(R) est stable par dérivation (f € S(R) = f' € S(R) )
iii. S(R) < LY(R).

Remarquons que S(R) contient I’espace D(R) des fonctions C* a support com-
pact. Or nous savons que cet espace est dense dans LP(R) pour p € [1, +oo[. Donc
S(R) est en particulier dense dans L!(R).

Le résultat suivant est le résultat essentiel de cette section :

Théoréeme 2.4.1 S(R) est stable par transformation de Fourier :

feSR) = feSR).

Démonstration - Soit f € S(R) . Comme f € L'(R) et a décroissance rapide,
f € C®(R). D’autre part, comme f(¥) est a décroissance rapide pour tout k € N,
f (k) est intégrable. Donc f est a décroissance rapide. Il reste a examiner les dérivées

N

de f.

W FP (W) = Wk (—2ima)P f(z) = (2;),{]—"([(—2z’m;)pf(x)](k)). (2.4.10)

Comme toutes les dérivées de f sont a décroissance rapide  + [(—2imz)? f(x)]*)

est intégrable. R

Avec le Théoréme de Riemann-Lebesgue il vient ‘ ‘lim WF F®P) (W] = 0. O
w|—+00

Nous aurons besoin d’une notion de convergence séquentielle sur S(R) :

Définition 2.4.3 On dit que la suite (f,)nen d’éléments de S(R) tend vers 0 (quand
n tend vers l’infini) si

VpeN,Vge N lim sup :Upf,S‘I)(w)‘ =0.

n—+o reR
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Cette définition entraine la convergence uniforme de f et de toutes ses dérivées. Le

résultat suivant permet de comparer cette notion de convergence avec la convergence
L.

Proposition 2.4.5 Si la suite ( f;,)nen tend vers 0 dans S(R) alors

i. fI, = 0dans S(R) (continuité de la dérivation)

ii. Pour tout polynéme P, Pf, — 0 dans S(R).

iii. fn, — 0dans L*(R) ( Uinjection de S(R) dans L' (R) est continue)

iv. fn — 0dans S(R) (continuité de la transformée de Fourier sur S(R) )

Démonstration - 1. évident.

ii. Il suffit de faire la démonstration pour P(x) = z* et de prouver que 22 (z* f,, (z))(@
converge uniformément sur R ce qui découle de la formule de Leibniz et de Ila
définition de la convergence dans S(R) .

iii. Comme f,, — 0 dans S(R), pour tout € > 0 on peut trouver N € N tel que

Vn=N,VzeR [(1+2°)fu(z)| <e.

Donc

Donc f, — 0 dans L' (R).

iv. Utilisons I'équation (2.4.10) : |wP £, P ()] = (2m)7?|F (@ f,(2)) P (w)]. Po-
sons g (z) = (x4f,(x))®). On sait que g, € S(R) et avec i). et ii) que g, — 0
dans S(R) . Donc gréce a iii. g, — 0 dans L' (R). Comme |§,(w)| < | gnll1, iv. est
démontré. ]

2.4.3 Transformation de Fourier inverse sur S(R)

Si f est un élément de S(R), f est dans S(R) et donc est intégrable. De plus f
est continue partout : le théoréme d’inversion donne donc

VieR  f(t) = f m f(w) exp(2imwt) dw

—0
ou encore

VfeS(R) f=F(Ff).

De la méme fagon f = F(F f). F est donc une bijection de S(R) sur S(R) et son
inverse est 71 = F. On peut encore affiner ce résultat
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Théoreme 2.4.2 La transformation de Fourier F est une application linéaire bijec-
tive et bicontinue de S(R) sur S(R) . L’application inverse est F c’est-a-dire que

les relations
+00

for = | e

—+c0 R
0 =f Fw)e? ™t du

sont équivalentes pour un élément f de S(R) .

Démonstration - La continuité de F a été montrée dans la sous-section précédente.
Celle de F se montre de la méme maniére. O]

Exemple 2.4.1 Nous avons vu dans I’exemple 2.3.3 que la transformée de Fourier
2 . . .

de g :x — g(x) = e ™ est elle-méme. La fonction gaussienne g est clairement

dans S(R) . Elle est invariante par transformation de Fourier.

2.5 Transformation de Fourier-Plancherel

On souhaite étendre la transformation de Fourier aux fonctions de L?(R) et si
possible obtenir des propriétés liées  la structure hilbertienne de L?(R). On rappelle
que

a0
L2(]R)={f:]R—>(C|J If(®))dt < +o0}.
—Q0
Le produit hermitien de L?(R) est donné par
400
(o= | @
—w

et la norme associée est

+00 1/2
|f|2=<f_ If(t)|2dt> .

Comme L'(R) et L?(R) ne sont pas inclus 1’'un dans I’autre (alors que dans le cas
d’un intervalle borné I, L?(I) < L'(I)) nous ne pouvons pas définir « directement »
la transformée de Fourier d’une fonction de L?(RR). En revanche nous pouvons tout-
a-fait considérer la transformée de Fourier d’une fonction de S(IR) qui est un sous-
espace de L' (R)nL?(R). Nous allons partir de cette observation pour étendre ensuite
la notion de transformée de Fourier a tout ’espace L?(R) par densité. Ce n’est plus
exactement la Transformation de Fourier : elle porte le nom de Transformation de
Fourier- Plancherel.
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Proposition 2.5.1 S(R) est un sous-espace vectoriel dense de L*(R).

Démonstration - Vérifions que S(R) = L2(R). Soit f € S(R) . On peut trouver
A >0 telqueVz € Rona|(1+ 2?)f(z)| < A..Onadonc

+00 ) +00 dr
< A2 — )
j |f(x)|"dzr < A joo (15222 < 4

—Q0

La densité découle de la densité de D(R) dans L?(R). ]
Avant de prolonger F de S(R) a tout I'espace L?(R) donnons 1’équivalent de
I’égalité de Parseval pour des fonctions de S(R) .

Proposition 2.5.2 (Egalité de Plancherel-Parseval) Soient f et g dans S(R). On

a
. (f:g>2 = (£,9),
i | flla = [ fll2-
Démonstration - Posons h(w) = ¢(w). Or
+o +o0 A -
b = | awe T | gt - Flae):
—c0 —a0

donc h = FF(g) = § Appliquons maintenant la proposition 2.3.52 f et h :

| 7 o) do = fw Fh)d,

—0 —00

ce qui est équivalent a

too +00
f F)i(w) dw = f F030) dt

—a0 —00

Le point ii. se montre en appliquant i. avec f = g. O
On peut a présent étendre la transformation F de I’espace S(R) a tout ’espace
L?(R) en utilisant le résultat d’analyse fonctionnelle suivant :

Proposition 2.5.3 Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, F' banach et G un
sous-espace dense de E. Soit A un opérateur linéaire continu de G dans F. Alors il
existe un prolongement unique A de A, linéaire continu de E dans F et la norme de
A est égale a la norme de A.

Comme F est une isométrie sur S(R) muni de la norme de L?(R), on peut appliquer
le résultat précédent avec £ = F' = L?(R) et G = S(R) . On obtient :
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Théoreme 2.5.1 (Transformation de Fourier - Plancherel) La transformation de
Fourier F (respectivement la transformation inverse F) se prolonge en une isométrie
de L*(R) sur L*(R). On note de la méme fagon ce prolongement. On a
i.VfeL*(R), FFf=FFf = fpresque partout.

ii. vfaQELQ(R) (ff7fg)2 = (f7g)2

ii. Vf € L*(R) | Ffl2 =]/l

Démonstration - 11 suffit de passer a la limite dans les égalités similaires obtenues
dans S(R). O
Précisons un peu ce prolongement. Tout d’abord nous avons 1’analogue de la propo-
sition 2.3.5 p.45

Proposition 2.5.4 Soient f et g deux fonctions de L*(R). Alors f - Fg et g- Ff sont
dans L'(R) et on a

400

f Frg(t) dt = f O Folt)dt

—0 —0

Démonstration - On a vu précédemment que Ff € L?(R). Donc g - Ff € LY(R).
Approchons f et g par des suites ( f,)nen et (gn)neny de S(R) . On a

ffnzfnv Fon = gn -
Comme S(R) < L(R) la proposition 2.3.5 donne

+0 +00
| Fnomoa=|  noFnoa
—0 —
le résultat voulu s’obtient par passage a la limite. O

Théoréme 2.5.2 i.) La transformation de Fourier définie sur L*(R) et celle obtenue
par prolongement sur L>(R), coincident sur L'(R) ~ L?(R).
ii.) Si f € L*>(R), Ff est la limite dans L2(R) de la suite g,, définie par

gnlw) = J” f(t)e_%’rt“’ dt .

—n

Démonstration - 1.) Notons (comme d’habitude) f la transformée de Fourier de f
dans L!(R) et Ff celle sur L?(R) obtenue par prolongement.

Soit f € L'(R) n L%(R). En appliquant les propositions 2.3.5 et 2.5.4 on obtient
pour toute fonction ¢ de S(R) :

400 +o0

Fo(t)f(t)dt = J o) Ff(t)dt.

—0

| i = | 7 sy di = |

—a0 —0 —0
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Donc
+o0

Vo e S(R) f o(O(F(t) — FFW) dt =0,

—Q0

Comme f — Ff e L} (R) on en déduit que f=Ff p-p-

loc
ii.) Pososns f, = f - X[—nn]- Avec le théoréme de Lebesgue on a

lim |fn—fla=0.

n—-+aoo
Comme f,, € L*(R) on sait que g, = fon = Ffnet par continuité de F on a
g, ~ Ffl2 =0.

O

Remarque 2.5.1 I. Dans la suite, on notera indifféremment f la transformée de
Fourier et la transformée de Fourier-Plancherel de f. On sait maintenant quel sens
il faut lui donner suivant que f € L'(R) ou f € L*(R).

2. La suite gy, ci-dessus converge aussi presque partout vers f.

3.8i f € L*(R), Ff est la limite dans L?(R) de la suite h,, définie par

hn(w) = J ' f(t)e* ™ dt .

—n

2.5.1 Coefficient de Fourier versus transformation de Fourier

Nous avons vu en introduction (Fig. 2.6 page 36) que la tranformée de Fourier
pouvait étre interprétée comme un « passage a la limite » des coefficients de Fourier.
Nous allons préciser cela de deux fagons.

T T
Soit f € L2(R) et T' > 0. Soit fr la restriction de f a I’intervalle [—5, 5] On note

T T
encore fr le signal obtenu par périodisation. Il est clair que fr € LIQ,(—E, 5) Le
ke coefficient de Fourier de fr est

1 (2 . .
cp = Tf Fr(t)e 2™ Ttdt = f F(t)g(t)e 2T Ttat
R
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et X[q,5) est la fonction indicatrice de [a, b]. Par conséquent
VkeZ g i
Cp = — .
RETINT

On peut pousser un peu plus I’analyse ; nous avons déja vu que g = F(sinc(7T")).
De méme, grice au théoréme d’inversion de Fourier, nous avons f = F(f). On
obtient donc :Vk € Z

o = 7 (Fine(er)AD) (7)

= F(F (sinc(nT-) * f)

= (sinc(nT") * f) <_ >

En résumé, pour tout 7" > 0

k

Vk e Z cx(fr) = (sinc(nT-) = f) <T> ) (2.5.11)

Nous préciserons encore cela dans le chapitre 5 consacré a 1’échantillonnage.

2.5.2 Application : calcul de certaines transformées de Fourier

Nous savons a priori calculer la transformée de Fourier de fonctions de L!(R),
mais que se passe -t’il si f € L?(R) ? On peut calculer F f de maniére « détournée ».

Proposition 2.5.5 i.) Soit f € L*>(R). Ona F o F(f) = f p.p.
ii.) Si f € L'(R) n L2(R) on F(f) = J.

Démonstration - i. Soit f,, une suite de S(IR) qui converge vers f dans L(R). On a
donc

En passant a la limite on obtient le résultat.
i1) est immédiat. O
Soit H est la fonction de Heaviside définie par : H(z) = { (1) :nxon> 0 et xr la

fonction indicatrice de I’intervalle I.
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Fonction f : ¢ — f(z) || Transformée de Fourier f : £ — f(¢)
e " H(x) _
a+ 2im€
—1
e H(—x) e
—a + 2imé
k
A 1
il H -
pe A (a + 2im€)FH1
k
A —1
YT
e H=w) (—a + 2im&)F1
o—alal 28
a? + 4m2¢£2
—dimé
: —alz|
sign (x) e Ry
e ()
a+ 2irx
; efafH(g)
a— 2irx

TABLE2.2-a € CetR(a) >0
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Fonction f : ¢ — f(z) || Transformée de Fourier f : £ — f(¢)

ez’ Ee_ e
a
sin 2am¢
X[—a,a] ('r) €
sin x
. XL 11(6)

TABLE23-a€Reta >0

2.6 La transformation de Laplace

La transformation de Laplace est I’extension de la transformée de Fourier a tout
le plan complexe. Elle est définie formellement par £(f) = f avec

VzeC f(z) = JR ft)e *adt.

L’intégrale de Laplace ne converge que pour certaines valeurs de z € C qui définissent
sarégion de convergence. En effet f(2) n’existe que sit — | f(t) e~*!| est intégrable.

Proposition 2.6.1 La région de convergence de la transformée de Laplace est une
bande verticale du plan complexe. Il existe ay et ay réels (pouvant étre +oo ) tels
que f(z) est toujours convergente pour a1 < R(z) < ag et toujours divergente pour
R(z) > az ou RN(2) < ay.

Démonstration - Soit z = s + iw € C. Comme |f(t) e *| = | f(t) e ™|

()] < I(s) = fR )] dt

la convergence de | f(z)| ne dépend que de s la partie réelle de z. Comme

0 +00
1= 1roletas [ oreta

0
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alors si I(s1) et I(s2) convergent, on vérifie que I(s) converge pour tout s € [s1, s2].
En effet

0 0
f |f@ﬂe“dt<~[ |f(t)] e %2t dt
et - -
+00
[ rwrear

0

On en déduit donc que le domaine de convergence de I(s) est un intervalle de R. []
+o0

Un signal est stable et causal si f(¢) = 0 pourt < 0 etj |f(t)| dt < +o0 . (Nous
O ~
détaillerons dans le chapitre 4) Cela implique donc que f(z) est convergente pour

tout z de partie réelle positive ou nulle.

Exemple 2.6.1 1. Si f(t) = 1[_, () otta >0,

f<z>=J ctrg = T

z

et la région de convergence est tout le planc complexe : R( f ) =C.
2. Si f(t) =e M ona >0,

+00
~ 2
Fo= | ereeta-

— «
aRq%:weC|—a<%() a)}.
3. Si f(t) = e7u(t) ot a > 0, et u est la fonction échelon de Heaviside
- +oo 1
f(z) = J e e dt = ,
0 a+z

et R(f) = {ze C|R(z) > —a}.

L’axe imaginaire iR appartient au domaine de convergence de la tranformation de
Laplace de fsi f € L'(R). Dans ce cas la tranformée de Fourier est la restriction de
faiR: A 3

flw) = fiw) .
Les propriétés de la transformation de Laplace sont analogues a celles de la trans-
formée de Fourier sur sa région de convergence. En particulier

Théoréme 2.6.1 o Si f est C*(R) alors L(f™) : z — 2"L(f) .
® Pour tous f, h telles que le produit de convolution g = hx f existe la transformée de
Laplace est §(z) = f(2)h(z) , et sa région de convergence est R(§) = R(f)nR(h) .



60

CHAPITRE 2. ANALYSE SPECTRALE DES SIGNAUX UNIDIMENSIONNELS




Chapitre 3

Analyse corrélative des signaux

L’analyse corrélative étudie les relations de nature statistique qui existent entre
deux séries de données ou entre deux signaux. Des relations peuvent porter sur des
motifs d’un méme signal. On parle alors d’autocorrélation. C’est le cas des signaux
péridodiques ou la connaissance du signal sur une période permet de connaitre I’en-
semble ou d’un signal parasité par des échos.

L’analyse corrélative a beaucoup d’applications. Parmi les plus courantes : la
détection de signaux noyés dans du bruit, la détection de périodicité cachée, la loca-
lisation de sources vibratoires.

3.1 Relations statistiques entre plusieurs variables

3.1.1 Notation -Abréviations

Les grandeurs scalaires sont représentées par un symbole en caractere standard.
Les grandeurs vectorielles et matricielles sont représentées par un symbole en ca-
racteére gras.

Pour I’étude d’une variable particuliere
Nous considérons M observations d’une variable x qui peuvent étre mises sous la
forme vectorielle :

T
X =
TMm
Nous notons par la suite
M
— la somme des observations : s = Z T;
i=1

61
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) S
— la moyenne des observations : m = Vi
M
— la somme des carrés des observations : ¢ = Z z? = x'x
i=1
la somme des carrés des écarts entre observations et moyenne :

M 82
Sg = Z(xi—m)chM

i=1

c 2

— la variance des observations : v = = A m

S5

Pour I’étude de plusieurs variables
La notation x; ; correspond a la ¢ observation de la j¢ variable.

3.1.2 Matrice des covariances

L’ensemble des M observations de N variables peut étre mis sous la forme d’une
matrice d’observation X de dimension M x N :

[ x11 - TN ]
X = Ti,j
| T Typ,N
La matrice des covariances s’écrit
[ v 0 viN ]
V=XX= Ui
Z?]
| vm1 o UMN

avec
M M
1 S;Sk
Vjk = M [pjkiM ] avec pjx = ;ngl'zk ets; = Z_Z‘iajzj .
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La matrice de corrélation est :

1 - N
Vjk
R = : 1 : avec rj = —— .
’ ’ VjjVkk
A/ Vij
| ry1 o0 1]
Dans le cas particulier de deux variables x etxs, la matrice
S% 51852
ve Ll “TM PP
M 5189 s%
21— —F~— C2—
M M
est symétrique avec
M M M
2 .
¢ = El‘ij ;85 = 2131']' ; P12 = P21 = Zl’ilﬂm, =12,
=1 =1 =1

Analyse en composantes principales

Soient [V variables a moyennes nulles (variables dites centrées) et M observa-
tions de ce N-uplet. Les composantes principales sont les combinaisons linéaires
des variables x3, - - - , x;y dont les variances sont maximales. La k® composante prin-
cipale, également centrée, s’écrit :

gk = Xay

ce qui donne, pour les N observations, le systeme suivant

91,k rrr o TLN ai
9ik = ' L5 ' Qi k 3
gM,k‘ B xM,l x]\/f,N i aM,k?
c’est-a-dire
M

Vk=1,---,N,Vi=1,---,M, gikzz:xijajk.
Jj=1
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La variance de la composante gy est égale A gy ' g = ax ' X' Xay = ax ' Vay .

T

Comme ay ' ay = |ay|?, cette variance peut également s’écrire :

J =a, ' Va, — \i(ay  ax — |ak|?)

ou )y est une constante réelle. Avec la condition de posséder une norme finie que
I’on choisira généralement unitaire, le vecteur optimal ay doit maximiser la forme
quadratique J. On cherche donc le vecteur ay qui annule la dérivée soit

2(V — )\kI)ak =0.

En conclusion, le vecteur ay recherché est le vecteur propre associé a la valeur propre
A de la matrice des covariances V .

3.2 Fonctions de corrélation de signaux

L’analyse de variance classique examine la dépendance pouvant exister entre des
variables sans tenir compte des éventuels retards pouvant exister entre elles. Les fonc-
tions de corrélation comblent cette lacune en introduisant un parametre retard.

3.2.1 Définitions

Les signaux sont considérés ici comme des fonctions : x(t), y(t) représentent des
signaux analogiques et (2)kez, (Yk)kez des signaux numériques.

Un signal z est dit permanent s’ il est borné et de puissance moyenne finie
mais d’énergie infinie. La puissance moyenne d’un signal est donnée par

By = i L [7 popa
m\L) = T—1>I—I&-100T T v '
2
Donc x est un signal permanent si
ze L°R), z ¢ L*(R) et B, (z) < +o0 . (3.2.1)

Dans ce qui tout ce suit nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.2.1 Soit p € L*(R) de puissance moyenne finie. Alors pour tout 7 € R

N

1 1 (247

lim J o(s)ds = lim f o(s)ds .

T+ T T T—+oo T T,
z 2T
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Démonstration - Soit 7 € R. On a

J o(t)dt = J o(t) dt + J o(t) dt + J o(t) dt
T, T, T T
2 2 2 2
D’ou
1 [z+7 1 [z
J @(t)dtzj et)dt +1,
R g
ou
1% FHT
I=— J ©(t) dt —i—J o(t) dt
T —%-&-T %
Comme ¢ est bornée
2|
1< 2.
et
lim I =0,
T—+w0
L

d’ou le résultat.
La fonction d’autocorrélation d’un signal (analogique ou numérique) de puis-

sance moyenne finie (permanent) est définie, suivant le cas, par :
Signaux numériques

Signaux analogiques
M-1
2

T
2 S ) 1 -
a(t)a(t —7)dl | pa(n) = MEH}FOO Vi ) Z]M—l Tk Th—n

- 2

TABLE 3.1 — Fonction d’auto-corrélation d’un signal permanent (anlogique ou
numérique)

Un signal x est dit transitoire s’il est d’énergie finie : € L?(IR). La fonction
d’autocorrélation d’un signal (analogique ou numérique) d’énergie finie est définie,

suivant le cas, par :
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Signaux analogiques

Signaux numériques

w x(t)z(t —7)dt

M-1
2

Z T T—n

_M-1
2

@z(n)
k=

TABLE 3.2 — Fonction d’auto-corrélation d’un signal transitoire (anlogique ou

numérique)

Les fonctions d’intercorrélation de
définies, suivant les cas, par

signaux analogiques et numériques sont

Signaux permanents (¢ L*(R))

Signaux transitoires (¢ L*(R))

T
N O
oar) = Jim 1| eue=rya
2
M-1
. 1 2 _
Py (n) Mlin-ioo M Z Tk Yk—n

—+00 .
a7 = j o(t) y(t = 1) dt
—Q0
M-1
2
@x(n) = Z Tk Yk—n
k=—M=1

TABLE 3.3 — Fonction d’inter-corrélation de deux signaux

On notera de la méme facon les fonctions d’auto et d’inter-corrélation quelque
soit la nature du signal (analogique ou numérique, permanent ou transitoire).

Exemple 3.2.1 [. Une fonction périodique bornée est un signal permanent.

2. Calculons la fonction d’autocorrélation

©a(T)

du signal (permament) t — sin t.
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3.2.2 Quelques propriétés des fonctions de corrélation dans le cas ana-
logique

Commencons par établir une relation entre fonction d’autocorrélation et énergie
(ou puissance moyenen)

Proposition 3.2.1 Soit @, la fonction d’autocorrélation d’un signal x
o Si x est permanent alors

1
= 1‘ —
#e(0) = im 7 j

1l s’agit de la puissance moyenne du signal.
o Si x est un signal transitoire

+00
22(0) =f a(0) P dt

—00
C’est ’énergie (totale) du signal .

Nt

|lz(t)]? dt .

N

Proposition 3.2.2 La fonction d’autocorrélation d’un signal réel p, est paire et
vérifie

vVreR |oz(T)] < 02(0) .
Démonstration - Supposons que x est un signal permanent. La parité se montre

grice au changement de variable ¢t — s := ¢t 4+ 7 dans ’intégrale.
T

N

f o(t) 2t + ) dt = J g;_;x(s — 1) 2(s) ds.

T -2
En utilisant le lemme 3.2.1 et lim T

o1 .1
TliI}rleJTx(t)x(t+T) dt = lim J
2

= 1 on obtient
T—+o

N

IV

T—+4o0

z(t)x(t —7)dt,

[V

ottonaposé T = T — 27 c’est-d-dire ¢, (1) = @ (—7)
Par application de I'inégalité de Cauchy-Schwartz on a
T
2

S 7
U x(t)x(t —7)dt <J 22 (t) dtj 22 (t—71)dt
_T _T _T
2 2 2
3 T
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Avec le lemme 3.2.1 il vient

T

F 2(t) x(t — 7) dt

r
2

1
< lim Tf z2(t)dt ,

T—+ T
2

. 1
lim —
T+ T

!

ce qui donne le résultat.
La démonstration de cette propriété pour un signal transitoire est similaire a celle qui
précede (et plus simple). L]

Si on note Z la fonction ¢ +— xz(—t), on remarque que lorsque = est un signal
(transitoire) d’énergie finie, alors ¢, = x * & (ou * désigne le produit de convolution)

Autocorrélation de signaux périodiques

Par définition, un signal périodique de période T est classé dans les signaux per-
manents. La fonction d’autocorrélation déterminée sur un intervalle infini est iden-
tique a celle déterminée sur une période unique. Soit z(¢) un signal périodique de
période T'. Celui-ci est décomposable en série de Fourier sous la forme :

v

T

.T(t) = Z Ck e?mk/\t avec ¢, = J .CC(t) efZZTr)\ktdt
keZ _

!

1
et \ = T est la fréquence (fondamentale) de x.
Calculons ¢, avec

En particulier

|
[\
S
|
Sl
8
—~
N
8
=
|
B
~—
U
~
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Donc
T
1 (2 -
oz(T) = J x(t)z(t —7)dt .
T) r
2
Pour tout 7 € R
T
2 -
| ez = (o= D)o,
_T P
2

Par I’inégalité de Bessel on peut intervertir série et intégrale : on obtient

T

2 - . A )

f x(t) iL'(t — 7_) dt = Z Z Ckép€217rk>\7' (e—2z7rk/\-’ 6—2z7rp>\-)
_T L5(0,T)
2 k€eZ peZ P
=T Z |Ck|2€2i7rk/\‘r )
keZ

Donc

N

1 - .

j z(t)x(t —7)dt = Z |cp |22 mRAT

T) r
2 keZ

est la puissance moyenne du signal : on obtient

ng(T) _ Z |Ck|262i7rk)\7

keZ
ce qui est équivalent a
400
e(T) = |Co|2 +2 Z |ck|2605(27rk)\7-) ,
k=1

puisque dans le cas d’un signal réel les coefficients de Fourier vérifient |c_| = |c]).

En conclusion, la fonction d’autocorrélation d’un signal périodique est également
une fonction périodique de méme période. A partir de ., il est possible de retrou-
ver I’amplitude de chaque harmonique de x mais toute information concernant leurs
phases respectives est perdue.

3.2.3 Densité spectrale de puissance

Avant de parler du théoreme de Wiener-Khinchine, donnons quelques définitions
qui complétent la description d’un signal. Supposons que = € L?(R) (signal transi-
toire, d’énergie finie). D’apres le théoreme de Fourier-Plancherel, nous savons que
# € L?(R) et que

) do = | ot at = .
R R
ou E est I’énergie totale du signal. On voit donc qu’il y a conservation de I’énergie.
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Définition 3.2.1 (Densité spectrale de puissance)

Soit x tel que 3 existe. La quantité ®, > |&(w)|? s’appelle la densité spectrale de
puissance. Dans le cas d’un signal transitoire on parle aussi de densité spectrale
d’énergie

On peut donner une caractérisation de la densité spectrale puissance avec la fonction
d’autocorrélation :

Théoreme 3.2.1 (Wiener-Khinchine) La transformée de Fourier de la fonction
d’autocorrélation d’un signal d’énergie finie est la densité spectrale d’énergie :

YVweR Pr(w) = Pp(w) .

Démonstration - Grace a la remarque précédente, nous savons que @, = x * &. Donc

Pr=axF=i-7.
Calculons
W) = J F(t) exp(—2imwt) dt = J #(—t) exp(—2imwt) dt
R R
= j x(—t) exp(2imwt) dt = J x(t) exp(—2inwt) dt = &(w) .
R R
Par conséquent o, (w) = #(w)2(w) = |#(w)]?. O

La fonction & décrit la répartition de 1’énergie de x suivant les fréquences, via la
densité spectrale d’énergie. Pour cette raison, on 1’appelle le spectre d’énergie de
x. Comme & est continue, on dit que z a un spectre continu d’énergie, alors qu’un
signal périodique a un spectre de raies qui caractérise la répartition de la puissance.

La puissance moyenne est obtenue par 1’intégration fréquentielle de &, qui s’a-
vere bien étre la distribution spectrale de la puissance du signal. Ce théoreme est a
la base des méthodes dites de corrélogramme pour estimer la densité spectrale d’un
signal.

3.24 Cas d’un signal numérique

La proposition 3.2.2 se transpose immédiatement dans le cas discret. Nous avons
également une version discrete du théoreme de Wiener-Khinchine. Plus précisément,
soit z un signal réel (discret) échantillonné et ¢, sa fonction d’autocorrélation (dis-
crete également).
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Théoreme 3.2.2 La densité spectrale de puissance d’un signal (réel) discret est la
transformée de Fourier (discrete) de sa fonction d’autocorrélation :

+o0 ‘
Yw O, (w) = Z o (k)e 2w

k=—w0

Elle est réelle car la fonction d’autocorrélation est paire.
Elle est périodique (comme TFD d’un signal discret)

3.2.5 Exemples

a) Calcul de la fonction d’autocorrélation du signal sinusoidal

N

2(t) = sin(27\E) et u(7) = % f Sin(2mA) sin(2mA(E — 7)) dt .

!

—-b) — b
En vertu de I’ égalité trigonométrique : sin(a) sin(b) = cos(a = b) — cos(a +b) nous

2
avons :

1 (7 ("
0u(T) = QTL cos(2mw\T)dt — ZTL cos(2m\(2t — 7)) dt,

cos(2mwA\T)

et finalement @, (7) = 5

Pour la version échantillonnée a raison de /N échantillons par période, nous avons

x(k) = sin(k;zﬁﬁ) et pp(n) = %cos(n%r) .

b) Densité spectrale de puissance d’un signal périodique continu

Soit x un signal périodique de période T et A = — sa fréquence fondamentale. En

appliquant le théoreme de Wiener Khinchine nous obtenons
o, =y, .
On a vu précédemment que

SDCL“(T) — Z |Ck|2€—2i7rk>\7' ]
keZ
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En admettant que

exp(2ima-) = 4, ,

on obtient

(I)z = Z |Ck|25—k>\ .
keZ

¢) Autocorrélation du bruit blanc

Par définition, le bruit blanc est un signal idéalisé caractérisé par une densité spectrale
de puissance constante sur une étendue infinie. En exploitant le théoréme de Wiener
Khinchine nous avons

(I)blanc(w) =1— Vplane = 0.

Ce résultat montre que le bruit blanc est un signal aléatoire parfait c’est-a-dire tota-
lement décorrélé

A(D blanc () @ planc (7)
> ! >
0 f 0 T

FIGURE 3.1 — Autocorrélation du bruit blanc

En pratique, en raison des erreurs de discrétisation, un signal sera un bruit blanc si
sa fonction d’autocorrélation présente un « pic » en 0 et est quasiment nulle ailleurs.

¢) Autocorrélation d’un bruit rose

Il s’agit d’une version plus réaliste du bruit (le souffle parasite émis par un am-
plificateur audio par exemple) pour laquelle on consideére une densité spectrale de
puissance constante sur une bande de fréquence limitée a I'intervalle [— B, B]

sin(27 BT)

Yrose(T) = 2Bsinc(2BT) = 2B
2t BT
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A(D rose () ® rose (7)
TF-
Lt g t ——
-8 0o B f -1/28 0 1/2B T

FIGURE 3.2 — Autocorrélation du bruit rose

Plus la nature d’un signal est aléatoire et plus sa fonction d’autocorrélation se
rapproche d’une impulsion a I’origine.

3.3 Détection de signaux périodiques

L’extraction de signaux périodiques noyés dans du bruit ou la recherche de périodi-
cité cachée concernent de nombreuses applications notamment en physique (détection
de phénomenes induits, détection synchrone) ou en astronomie (mesure de la vitesse
de rotation des pulsars).

Définition 3.3.1 (Valeur efficace d’un signal) On appelle valeur efficace, sur une
durée T d’un signal analogique sa moyenne quadratique c’est-a-dire

1 T
vess = TL (ef2(6)

On peut remarquer que la valeur efficace d’un signal sur une durée T’ est la racine
carrée de son énergie moyenne sur [0, 7]

Définition 3.3.2 (Rapport signal sur bruit) On appelle « rapport signal sur bruit »
(Signal to Noise Ratio : SNR), d’un signal donné x entaché d’un bruit b sur un inter-
valle de temps fini I la quantité :

valeur efficace du signal x

Leff
SNR = = .
ey valeur efficace du bruit b

En général le SNR est obtenu (expérimentalement) grace a I’étalonnage des instru-
ments de mesure. Il est infini a la source du signal original (dont le bruit est nul), et
ne peut que décroitre lors de la transmission. Un rapport signal sur bruit est exprimé
en décibels (dB) qui est une échelle logarithmique avec la formule suivante :
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T 2
[Sﬂv&ﬂﬂ]zlo-bgm[<b:j> ].

Un S/N nul traduit le fait que le signal recu ne permet plus de discerner de facon
fiable le signal original du bruit, leur puissances respectives étant égales. Si le rapport
S/N est négatif, on ne percevra que le bruit. La qualité d’un systeéme de transmission
ou de stockage d’information s’apprécie donc avec un S/N positif (ne serait-ce que
faiblement) et le plus grand possible.

3.3.1 Détection par autocorrélation d’un signal périodique noyé dans
du bruit

Soit un signal composite : z(t) = p(t) + b(t) ol p(t) est un signal périodique de
période inconnue et b(¢) du bruit superposé. On supposera ces deux composantes a
moyenne nulle. Déterminons la fonction d’autocorrélation de x(t)

!

o) = i [0+ 00— 1)+ 80— 7]

en développant, nous obtenons

©2(T) = op(T) + Pop(T) + Ppp(T) + u(7) -

— b(t) est indépendant de p(t) ce qui entraine @y, (7) = @pp(7) = 0.

— b(t) étant de nature aléatoire nous avons ¢y (7) & 0 pour 7 suffisamment élevé.
En conclusion pour 7 > 7, nous avons ¢ (7) & ¢p(7).
La fonction d’autocorrélation ¢, prend rapidement I’allure d’une fonction périodique
traduisant la présence de p dont il est possible de déterminer la période et la compo-
sition harmonique.

En pratique la détermination de (,, est réalisée sur une durée 1" bornée ou, pour
la version numérique, sur un nombre M limité d’échantillons. L’estimation de o,
est entdchée d’un bruit résiduel dont le taux dépend de 7" ou de M. Pour la version
numérique, le rapport signal sur bruit apres corrélation est donné par la relation sui-

vante
M
1 7
SNR, T (SNR.)?2

SNR, =

o SNR, et SNR, sont les rapports SNR respectivement de ¢, (7) et x(t). Pour
illustrer cet exemple, considérons le signal suivant

k
=sin | 27— Ab
Tr 51n(7764)+ k s
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ol A est un terme d’amplitude et by, est un bruit uniforme compris entre —1 et 1. Le
rapport signal sur bruit dépend bien siir de I’amplitude A du bruit. La figure suivante
(en haut) montre la fonction d’autocorrélation d’un signal x présentant un rapport
signal sur bruit d’environ 8.5 dB (A4 = 0.5).

La figure du bas montre la fonction d’autocorrélation estimée sur environ 1 000 points
d’un signal zj, présentant un rapport signal sur bruit d’environ 0.5 dB (A = 4).

—
=] S —

W, " A iy
N A Wiy o
Vran A

FIGURE 3.3 — Détection de signaux périodiques

La valeur de la puissance du signal xj, se retrouve en O sur la figure représentant
la fonction d’autocorrélation. La période du signal devient aisément mesurable.

3.3.2 Détection par intercorrélation d’un signal périodique noyé dans
du bruit

Soit 2(t) = p(t) + b(t) ot p(t) est un signal périodique de période connue 7.
Effectuons ’intercorrélation de =(¢) avec un signal de référence r(¢) présentant
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la méme période.

T
par(r) = f [o(t) + b r(t — ) dt

T 0
et
Par(T) = pr (1) + Por (T)

b(t) et r(t) étant indépendants, nous avons : pp,-(7) = 0 pour tout 7, d’olt @, (7) ~
©pr (T) qui est une fonction périodique.
Avec cette méthode, il ne subsiste qu’un terme d’erreur @, (7). Il est possible
d’atteindre . (7) pour des faibles valeurs de 7, ce qui réduit la charge de calcul.
On montre que pour une estimation de ., (7) réalisée sur M échantillons de
x(t), le rapport signal sur bruit de la fonction d’intercorrélation est donné par la
relation suivante :

M

3.4 Autres exemples d’applications

3.4.1 Mesure de retard entre signaux aléatoires par corrélation

Les signaux de nature aléatoire (bruit, vibrations ... ) présentent des fonctions
d’autocorrélation dont I’allure est tres étroite. Cette propriété est mise a profit pour
déterminer le retard entre un bruit et une version retardée de celui-ci. La position du
maximum de leur fonction d’intercorrélation est une treés bonne estimation du retard
entre les deux signaux :

ylt) =t —to)

Inter
corrélateur =

]

s —

FIGURE 3.4 — Mesure du retard par intercorrélation
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Application a la localisation d’une source de vibrations

En milieu industriel, les vibrations peuvent générer des problemes génants (des-
serrage d’écrous, usure prématurée, ambiance bruyante. L’ épicentre d’un séisme peut-
étre localisé (en premicre approximation) de fagon analogue. Le schéma ci-dessous
permet de localiser dans un plan, une source de vibrations (épicentre) par inter-
corrélation des signaux délivrés par trois capteurs (sismographes) judicieusement po-
sitionnés.

FIGURE 3.5 — Détection d’épicentre - localisation des capteurs

FIGURE 3.6 — Localisation d’une source de vibration
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Les trois capteurs (sismographes) A, B et C sont placés sur les sommets d’un
carré d’aréte /. Deux mesures successives suffisent alors pour déterminer les angles
0 et ¢ définissant la position de la source S par rapport aux trois détecteurs. En
supposant que d 4, dp et do sont trés supérieurs a £, on montre que :

: dc—dp  Atpc da—dp  Atap
sin(yp) ~ 7 =v— et cos(f) ~ 7 =v—y

ou v représente la vitesse (supposée connue) de propagation des vibrations dans le
milieu. L’intercorrélation permet d’estimer la différence At = |t 4p —tpc| des temps

de propagation entre la source et les capteurs A et B d’une part, et B et C' d’autre
part.

Localisation de fuites sur une canalisation d’eau souterraine par intercorrélation

Nous considérons une fuite sur une canalisation d’un fluide (eau, gaz ... )

En (1) et (2) sont placés 2 capteurs acoustiques qui délivrent respectivement les
signaux Si(t) et S2(¢). On note :

— b(t) : le bruit acoustique généré par la fuite au point 0 ;
— v : lavitesse du son dans la conduite (propagation couplée fluide-conduite).

e
. @ @
i Captewr ﬁ
i "\\ _:»—.\‘I
T \ Appareil de < I |
Y, corrélation eroisée |
L |
}—l‘ Emetteur de RF ’—L‘ 3
L ——1 i | e—
Fuite
)
S |
3l
i
le Ly L Lz o
- D -

FIGURE 3.7 — Localisation d’une fuite

On néglige les bruits autres que celui engendré par la fuite et 1’on suppose que la
fuite est située quelque part entre les points (1) et (2).
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Avec ces hypotheses, les signaux Si(t) et Sa(t) sont des répliques retardées et
atténuées du signal b(t). Nous pouvons donc écrire :

L L
Si(t) = Ky b(t —t1), Sa(t) = Kab(t —ts) avec t) = —- et ty = —>
v v

ol K et K5 sont les facteurs d’affaiblissement des signaux. Par définition nous avons

N
!

ng(T)Z lim j b(t)b(t—T)dtet(pm(T): lim J S1(t)SQ(t—T)dt.

T—40 | T T—o+w |_T
2 2

En remplagant S;(t) et S2(t) par leurs expressions en fonction de b(t), la fonction
d’intercorrélation prend la forme suivante :

Sl

+
<P12(T)=K1K2T1im J b(t —t1) b(t —ta — 7)dt = K1 Kowy(T — 75)
— 400

~[N

Li—L
To=t —ty = 2

La fonction ;2 d’intercorrélation est représentée ci-dessous : la position de son
maximum permet d’estimer le retard relatif entre les signaux Si(t) et Sa(t).

Avi(n)

FIGURE 3.8 — Fonction d’intercorrélation @12

Si la vitesse v est connue, la localisation de la fuite est possible car L et Lo
peuvent étre déterminés. Nous avons en effet :

Ih1+Li=DetlL;— Ly =v7,,
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ce qui permet la localisation de la fuite :

D + vt D — v,
Lh=———etly=———.

! 2 2 2
Si v n’est pas connue au départ, il faut étalonner 1’axe des abscisses de la fonction.
La procédure consiste a provoquer volontairement un bruit de niveau élevé au point
(2) (percussion sur la conduite par exemple). Dans ce cas, le corrélateur permet de

déterminer la durée —.

v
Cette technique est aussi employée en sismique. Le principe est simple : on pro-

voque de légers éboulements (chute d’un poids, petite explosion...) et on suit les

signaux aisni émis, qui se réfléchissent sur certaines discontinuités géologiques.

Source d’émission des ondes Enregistrement des signaux

FIGURE 3.9 — Principe de la sismique



Chapitre 4

Filtrage

L’étude d’un signal nécessite de supprimer au maximum le bruit parasite di
aux conditions d’acquisition. L’un des buts du filtrage est de « nettoyer » le signal
en éliminant le plus de bruit tout en préservant le plus d’information possible. En
outre, toute I’information contenue dans un signal n’est pas forcément pertinente :
il faut « sélectionner » 1’information utile suivant 1’'usage que 1’on veut en faire.
Par exemple, a I’écoute d’un morceau de musique, on peut vouloir un renforcement
des sons graves. Une autre finalité du filtrage est donc de sélectionner et renforcer
certaines bandes de fréquences porteuses de I’information intéressante. Nous allons
d’abord replacer les filtres dans un cadre (abstrait) plus général : celui des systemes.

4.1 Systémes

On appelle systeme tout appareil ol on peut distinguer des signaux d’entrée et
des signaux de sortie. Schématiquement, un systéme est représenté par

Input ou entrée x Ouput ou sortie y

FIGURE 4.1 — Schéma d’un systéme

81
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On modélise un systeme de la fagon suivante :

1. X unespace d’entrée (ou input) , ) un espace de sortie (ou ouput), qui peuvent
étre des espaces de fonctions (cas « continu ») ou de suites (cas discret).

2. A une application : X — ) qui a x associe y = A(x).

4.1.1 Quelques définitions

— Un systeme continu est un systeme dont les signaux d’entrée et de sortie sont
continus. On les appelle aussi systémes analogiques.

— Un systeme a temps discret est un systeme dont les signaux d’entrée et de
sortie sont discrets.

— Systeme passif et actif : un élément est actif s’il est capable de délivrer une
énergie supérieure a celle qu’il recoit, par exemple un moteur, un transistor.
Dans le cas contraire 1’élément est passif : c’est le cas d’une résistance, d’un
amortissseur. Un systeme est actif s’il comporte au moins un élément actif et
passif si tous ses éléments sont passifs.

— Un systéme est instantané (ou sans mémoire) si sa réponse a un instant donné
ne dépend que de la valeur du signal d’entrée au méme instant. Un circuit
électrique ne comportant que des résistances est un systéme instantané. Un
systéme non instantané est appelé systétme a mémoire ou a temps différé. La
plupart des systemes réels sont des systeémes a mémoire.

Nous allons définir plus particulicrement dans la section suivante les notions d’inva-
riance et de causalité qui nous permettrons d’introduire ensuite la notion de filtre.
Exemples de systemes
— Amplificateur idéal
Un tel systeme est donné par : y(t) = kx(t).
— Ligne a retard
On ala fonction : y(t) = z(t —a) a€R, a>0.
— Dérivateur

dx

Il est donné par la fonction : y(t) = 2/(t) = g

(t).
— Un systéme discret

On capte la sortie Yy, pour lui faire subir un retard d’une unité de temps. On
I’amplifie et on I’ajoute a I’entrée. Un tel systeme est donné par

Yy, =2 +aYe—_1.

Schématiquement, on le représente comme sur la figure 4.2.
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a retard ||

FIGURE 4.2 — Un systeme discret

— Circuit RC : On considere le circuit de la figure 4.3.

R

AW
1 \
()5 @ —c v(t)

/

FIGURE 4.3 — Circuit RC

L’entrée est x(t) et la sortie est v(t). La loi d’Ohm donne Ri(t) +v(t) = z(t).
t

Ori(t) = Q'(t) etv(t) = @

On obtient donc i(t) = v'(t).c, ce qui entraine RCV'(t) + v(t) = z(t). Le

signal de sortie s’obtient donc comme solution d’une équation différentielle

ordinaire.

4.1.2 Propriétés algébriques des systemes

Définition 4.1.1 (Linéarité) On se donne un systéme sous la forme X Y et A : X —
V. Si A est linéaire, le systeme est linéaire. C’est le principe de superposition.

Définition 4.1.2 (Causalité) A est dit réalisable (ou causal) si pour tout t, donné,
on a la propriété suivante :

Vt<t, l’l(t) = LEQ(t) = Vt<t, Al‘l(t) = A:Eg(t). (411)

En d’autres termes la réponse ne peut prendre naissance avant que n’ait été ap-
pliquée I’excitation (entrée ou input).
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Les systemes réels sont causaux : on montrera qu’un systeme théorique n’est synthéti-
sable (ou réalisable) que s’il est causal.

Définition 4.1.3 (Invariance) A est dit invariant ou stationnaire si pour tout a > 0
y(t) = Az(t) a Uinstant t = y(t — a) = Alz(t — a)]. (4.1.2)

En d’autres termes, un systeme est invariant si la réponse a une excitation donnée est
indépendante de la date a laugelle s’effectue I’expérience

Dans ce qui suit on notera 7, : x — x(- — a) I’opérateur de translation. L’invariance
se traduit par 7, A = A7,.

Exemples
Etudions la linéarité, la causalité et I’invariance sur les systemes précédents.
— Amplificateur idéal
Onpose XY =C(R), ¥ =C(R) et A: x — kux. Aest linéaire.
On se donne ¢, et y(t) = Az(t) = ka(t). Comme
z1

Yt < t, (t) = w2(t) = ka1 (t) = kaa(2),

I’amplificateur est causal.
De plus Vt, Va y(t —a) = ka(t — a). Donc, y(- — a) = 7T,y est la sortie
associée a x(- — a) c’est-a-dire 7,x. L’ amplificateur est donc invariant.
— Dérivateur
On pose X = C(R), Y = C°(R) et A : z > 2’. Aest linéaire.
— Ligne a retard
On se donne ¢, et on fixe a > 0. Comme y(t) = x(t — a) on a

vVt <t, z1(t) = xo(t) =t —a < t, x1(t —a) = z2(t — a);

par conséquent y1(t) = y2(t). Le retard est causal et invariant.
— Circuit RC
Onpose X =C(R),Y =C!(R) et A: z — RC2' + z.
Soit alors x1, xo deux entrées et y;, y2 deux sorties. On a donc :

RCy'l +y =x1 et RC’yé + Yo = xo.

Par conséquent RC(A\y] + uyh) + Ay1 + py2 = Azq + paa. Or Ayp + uys est
la sortie associée a Ax1 + uxo ; donc le systeme est linéaire.

Soit 2 une entrée et y une sortie solution de RC'y’ +y = x sur R avec y(t,) =
Yo. Pour tout t €] — 00, ¢,[ supposons que x;(t) —x2(t) = 0. La sortie associée
ax) — xg esty; — yo solution de 1’équation différentielle :

RC(y1 — y2) + (y1 — y2) = 71 — 22 = 0 avec y1(t,) — ya(to) = 0.
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En effet RCy} + y1 = x1 sur | — o0, to| et RCy) + yo2 = x9 sur | — oo, .
Finalement, on a y; = y sur | — o0, t,].
Le systéme est donc causal et invariant.

Définition 4.1.4 (Continuité d’un systeme) Le systeme donné par X, ) et Ade X
dans Y est continu si X et Y sont munis d’une topologie séquentielle (limites de
suites) et si

T, = xdans X — Ax, — Ardans) .

Cas d’un systeme analogique : X’ et ) sont des espaces de fonctions & valeurs réelles
ou complexes, normés par | - || x, | - ||y

Exemple 4.1.1 (Exemples de normes) Soit I un intervalle de R.

1. Si X = L*(I) alors ||x||c = sup |z(t)]
tel

2. Si X = L2(I) alors |z|y = (J | () 2dt) /2.
1

3. Si X = LY(I) alors ||z, = j |z (t)|dt.
I

Cas des signaux discrets : X’ et ) sont des espaces de suites.

Exemple 4.1.2 (Exemples de normes)

1. Si X =1%* = {(xy,) bornée } alors |z|w = sup |z,
nez
2. Si X =1' = {(z) telle que Z |zn| < +oo} alors |z|1 = Z | |-

neZ neZ

neZ neZ

1/2
3. SiX =12 = {(zy) telle que Z |zn|? < 400} alors ||z||s = (Z |:Un|2> .

Exemples

— Un dérivateur n’est pas un systéme continu pour la norme uniforme.

Soit (x,,) € L (R) n C'(R) telle que x,, — x dans L*. On n’a en général pas
1

x!, — 2’ dans L*. En effet, si on prend (par exemple) z,,(t) = — sin(nt)(—
0) on constate que y,(t) = cos(nt) : c’est bien une fonction de L (R) mais
elle ne converge pas uniformément vers 0.

— L’amplificateur est continu pour la norme uniforme.
On a y(x) = kx et on suppose que x,, — x c¢’est-a-dire ||z, — z]o — 0. Il est
alors clair que ||z, — 2o & 0 = |kz,, — kz]o — 0.
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— Un systeme a retard est continu pour la norme uniforme.
On a y(t) = z(t — a) et on suppose que z,, — x dans L*(R).
On pose yn(t) = z,(t — a). On a alors (y, — y)(t) = zp(t — a) — z(t — a),
donc

|9y =Yylleo = sup |zn(t—a)—z(t—a)| = sup [zn(t) —2(t)| = |2n -2 — 0.
teR teR

Donc le systéme est continu pour la norme | - |-
Dans le cas de lanorme || - |1 , on a

+00

90 — vl = jR yn(t) — y(8) dt = f (et — a) — a(t — a)de

—Q0

400
_ f fea(t) — 2(®)ldt = [ — 1.

—0

Le systeme est également continu.

4.2 Filtres linéaires

Un systeme a temps continu comporte donc un opérateur A qui associe a un
signal (analogique) e dit signal d’entrée (input) un signal s appelé signal de sortie
(ouput) :

A:e— s:= Ale).

La valeur de la sortie a I’instant ¢ fixé est égale a la valeur prise par la fonctionnelle

s(t) := Ad[e(0)] ,

De maniere générale, pour un systeme linéaire et continu, nous considérerons une
relation d’entrée-sortie sous la forme

s(t) = rw h(t,0) e(6) b ,

—Q0

ou h(t, ) est un noyau appelé réponse impulsionnelle (RI) du systeme linéaire.
Dans le cas discret on a
Sp = Z hiner -

keZ

La causalité d’un systeme se traduit donc par le fait que la valeur A;[e(0)]
ne dépend des valeurs de e(f) pour § < ¢. Pour un systéme instantané la valeur
Ay[e(0)] ne dépend que de la valeur e(t). Linvariance d’un systéme se traduit par

s(t—71) = Ae(0 —71)], V1, Vt.
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Définition 4.2.1 (Filtre) Un filtre linéaire est un systeme linéaire continu qui vérifie
les deux propriétés suivantes :
1. 1l est invariant dans le temps

2.8i lim eg(t) = e(t)alorsona lim si(t) = s(t). Cette propriété est équivalente
k—+00 k—-+00
a la causalité.

Examinons I’effet d’un filtre linéaire A sur un signal périodique de X' = L]%(O, T) de
fréquence A\ = 1/T . Ce signal peut s’écrire sous la forme

x(t) = Z cn exp(2imnAt) . (4.2.1)
NEZL
On pose
ex:t — exp(2imAt) . (4.2.2)

Le signal ey est un signal monochromatique (une seule fréquence ).
La famille (e;,) )nez forme une base de X.

Formellement '
Ar=A (Z Cn em) = Z cn (Aepn).

neZ neZ

On est donc ramené a examiner I’effet de A sur e, ).

Proposition 4.2.1 Un filtre linéaire associe a tout signal exponentiel d’entrée le
méme signal multiplié par un facteur indépendant du temps, généralement complexe,
appelé fonction de transfert ou gain complexe du filtre.

Démonstration - Cherchons I'image fy de e par le filtre : f) = Ae). On remarque
que e)(t +u) = ex(t)ex(u) donc

VueR fi(t +u) = Alex(t)ex(u)),

et comme t est fixé
It +u) = ex(t)Alex(u)).
Pour © = 0, on obtient

a(t) = ex(t)A(ex(0)) = ex(t) f2(0);

donc Aey = fr(0)ey. Par conséquent, ey, est une fonction propre de A associée a la
valeur propre f(0) qui ne dépend que de \.

1. On peut completement justifier le calcul grace a la continuité de I’opérateur A de X dans X
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La fonction A — H(\) := f,(0) est appelée fonction de transfert du filtre. O
Reprenons le signal périodique = défini par (4.2.1); 1a sortie filtrée par A est donc

y=Ar=A (Z an(n)\)enA> .
neZ

En résumé, chaque coefficient de Fourier ¢,, de x est transformé en ~y,, := H(n\)c,.
Compte tenu des propriétés de la TFD F, si x est un signal numérique échantillonné
avec 2N échantillons, on peut traduire la relation précédente par

Vne{l,---,N}  Y,=Hn\X,,
ouY = F(y) et X = F(x), c’est-a-dire
Fly) = H. x F(z) ,

ou . x désigne le produit composante par composante. Si on pose h = ﬁ}' “1(H),
cela donne : y = h = x (* désigne ici la convolution discrete.) Nous obtenons donc le
résultat suivant (que nous admettrons pour les signaux analogiques) :

Théoreme 4.2.1 Un systeme linéaire continu est un filtre linéaire si et seulement si
la relation entre I'entrée e(t) et la sortie s(t) est une convolution :

+00
s(t) = [h* €] (t) :J h(0) e(t — 6) df ,

—0

ou h(t) est la réponse impulsionnelle du filtre. Pour les filtres a temps discrets on a

Sp = Z hien_p .

keZ

Remarque 4.2.1 On peut vérifier qu’un filtre de convolution est bien invariant. En
effet, soit x un signal d’entrée et y = Ax = h % x la sortie correspondante. Soit
a > 0.

T, Az(t) = y(t —a) = jR h(s)xz(t —a—s)ds.

Soit z = Tyx : 2(t) = z(t — a).
AT,x(t) = Az(t) = JR h(s) z(t — s)ds = JR h(s)x(t —a—s)ds.

On a donc bien T,A = AT,.
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4.2.1 Masse (impulsion) de Dirac

Nous allons maintenant préciser la notion de réponse impulsionnelle. Formelle-
ment, une masse (ou impulsion) de Dirac §y « vaut » +oo en 0 et 0 ailleurs et vérifie

+00
J 0o = 1. Cette définition n’a donc pas grand sens : en effet une fonction nulle
e¢]

presque partout et intégrable a une intégrale nulle. Nous avons donc une contradic-

tion qui s’explique par le fait qu’une masse de Dirac n’est pas une fonction. C’est
une mesure que nous allons définir rigoureusement.

Considérons (par exemple) la suite f, de fonctions définie sur R de la maniere
suivante (voir la figure 4.4). :

n . 1
5 S x| < —
falz) = n 4.2.3)
0 silz|>—.
n
n/2
-1/n 1/n -

FIGURE 4.4 — Fonction f,

+o0
Chagque fonction f,, € L'(R) eton a J |fn(t)] dt = j
o6}

Soit alors ¢ € C(R) :

() = f (1) folt) it = j 1) dt

—0 —
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1
donc {fy, ¢y = p(cp) ol |cy| < — d’apres la formule de 1a moyenne. Par conséquent
n

lim (faopp = lm o(cn) = ¢(0) .

n—+400

On définit ainsi un opérateur qui est la « limite » de la suite f, (considérée comme
une suite de mesures) qui est I’opérateur (ou mesure ) de Dirac :

+00
(300> = () = p(0) = Tim f ot) i

n—>—+0o0
+ —00

ou dpy, = fn(t)dt. On vérifie que J, est une forme linéaire continue sur C.(R) : en
effet

do() = #(0) < [l -

C’est donc bien une mesure (si on admet que le dual de C.(R) est identifiable a
I’ensemble des mesures de Radon sur R.)

Remarque 4.2.2 On peut « approcher » la mesure de Dirac par d’autres suites de
fonctions f,, pourvu que | fp|1 = 1 et fo(x) — 0siz # 0.
Cette approximation par une telle suite f, justifie la « définition > donnée par la
plupart des physiciens.
Convolution entre une fonction et J,

Nous avons déja défini le produit de convolution entre deux fonctions f € L*(R)

+oo
et g € LYR) par (f * g)(t) = j f(s)g(t — s)ds. Comme la convolution est

o6}
I’outil de base en filtrage, nous allons étendre la notion de produit de convolution
au cas « fonction continue * mesure » puisqu’il faudra travailler sur des signaux
échantillonnnés.

Définition 4.2.2 (Convolution avec 6,)
La convolution d’une fonction f € C(R) avec 6, est définie par

(F % 60)(@) = lim ( » f)(x)
ot (fn)nen est la suite définie par (4.2.3).

Remarque 4.2.3 Cette définition ne dépend pas de la suite (fy)nen choisie pour
« approcher » la mesure de Dirac.
Nous avons

Pen@ =] pose-na=3 | fe-na-}
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Comme f est continue, il vient par 1’égalité de la moyenne
1

T+ =
Zj f(s)ds = f(x —¢,) ol |e,| <

r—

S |-

3=

Par conséquent

nl—lg-loof * fn(m) = nl_lg_loof(x - Cn) = f(x) )
car f est continue. Nous obtenons (f = d,)(x) = 0,(f) = f(x).
Un corollaire immédiat est

Corollaire 4.2.1 Pour tout f € C(R), pour tout k € Z,

f(ka) = ka(f) = (f * do)(Ka).

De la méme fagon, on peut démontrer le corollaire suivant

Corollaire 4.2.2 Pour tout f € C(R), pour tout a € R,

(f #0a)(x) = fz —a).

La démonstration est laissée en exercice.
Nous pouvons maintenant donner la définition de la réponse impulsionnelle :

Définition 4.2.3 La réponse impulsionnelle h correspond au signal de sortie lorsque
le signal d’entrée est une mesure de Dirac : h + 6, = h .

En pratique, une impulsion correspond a un évenement bref et intense (choc, poussée
violente etc...)

4.3 Filtrage numérique

Tout comme dans le cas analogique, on peut définir des filtres numériques qui
agissent sur des signaux numériques. Les filtres numériques sont la version discrete
des filtres analogiques et sont représentés par une « boite noire » comme dans la figure
4.1

Nous ne considérons que des filtres linéaires. L’avantage (déja évoqué) est que si
le signal d’entrée peut se séparer en plusieurs composantes, on peut analyser I’action
du filtre sur chaque composante séparément.

Un filtre discret est stable si, lorsqu’on lui présente une entrée finie, il produit
une sortie finie.
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4.3.1 Filtrage numérique linéaire

Définition 4.3.1 On appelle impulsion unité la fonction définie sur R par

1 sit=0,
d(t)_{ 0 sit#0.

L’impulsion unité est une fonction qui va jouer le rdle de I'impulsion de Dirac
dont elle est en quelque sorte une approximation « normalisée ». En effet, nous avons
vu précédemment que pour tout signal analogique f on a (f * d,)(x) = f(x) et on
va voir qu’on a une propriété analogue en discret.

Considérons un signal échantillonné = = (z)kez (périodisé ou non ). Quitte a
normaliser I’intervalle de travail , on peut supposer que le pas d’échantillonnage est
égal a 1 et ce signal peut s’écrire

z(n) = Y a(k)dn—k) = (z*d)(n).

k=—o0

On a donc, comme dans le cas analogique x = x * d.

Définition 4.3.2 Soit S un filtre linéaire. On appelle réponse impulsionnelle (RI)
du filtre la réponse h a I'impulsion unité d : h = S(d).

Remarque 4.3.1 Si h est la réponse impulsionnelle du filtre S, alors h_,, : k —
h(k—n) est la réponse a 'impulsion d_,, puisqu’un filtre est invariant dans le temps.

Soit maintenant .S un filtre linéaire de réponse impulsionnelle £ et z un signal numéri-
que. Alors

S(x)n = 5< Y xkdnk> = > 2,S(dnrp)

k=—o00 k=—o0
+0

S(x)n = Z Thy—p, -
k=—o0

On en déduit donc que

Proposition 4.3.1 Si S est un filtre de RI h, alors c’est un filtre de convolution et
S(z) =z« h.
Nous terminons en donnant un critere de causalité simple pour un filtre linéaire :
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Proposition 4.3.2 Un filtre de RI h est causal si et seulement si hy, = 0 pour tout
k <0.
Démonstration - Rappelons la définition de la causalité pour un filtre discret : le filtre
qui & une entrée x = (2, )nez associe une sortie y = (Y, )nez est causal si pour tout
Ny € 7

Vn < ny Tn=0=1y,=0.

Soit h la réponse impulsionnelle du filtre et supposons que h;, = 0 pour tout k£ < 0.
La sortie y est donnée par y = x = h et on a pour tout n

+00
Yn = Z hkxnfk .
k=1

Montrons que le filtre est causal. Soit n, € Z et supposons que x,, = 0 pour tout
n < n,. Alors Pour tout k£ > 1, alors n — k < n < n, etdonc x,,_; = 0. Finalement
Y, = 0 pour tout n < n,.

Réciproquement : supposons que le filtre soit causal et qu’il existe n, < O tel que
hp, > 0.

Considérons x = d I’impulsion unité en 0. La sortie correspondante est h. Or , dy,, =
0 et hy, > 0. Le filtre ne peut donc pas étre causal. O

Fonction de transfert

On considere désormais un signal numérique périodique de période N et un filtre
S de réponse impulsionnelle h périodique de méme période.

Le signal filtré obtenu en sortie est y = x * h. Appliquons la transformée de
Fourier discrete F au signal de sortie :

Y :=F(y) =F(xxh)=NF(x).» F(h) = X.= H .

La fonction H ou H := NF(h) est appelée fonction de transfert du filtre .
N-1 .
H, = Z hkefQMrkn )
k=0

On constate que ¢’est une approximation (par la formule des rectangles) de la trans-
formée de Fourier h de h. On verra un peu plus loin que cela correspond a une trans-
formation qui généralise la TFD : la transformation en z.

Vérifions que cette définition coincide avec celle qui a été donnée dans le cadre
analogique, en considérant le signal sinusoidal monochromatique de fréquence A, e),
échantillonné avec un pas de 1 : 2, = €™ ¢ pour k € Z.

2. Le signal est échantillonné avec N points sur un intervalle fini puis périodisé.
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La sortie correspondante est i avec, pour toutn € Z :

+0o0 ] +0o0 )
Yn = Z eQzﬂAkhn_k: Z eszA(n—k)hk.
k=—o0 k=—o0
Yp = 6227r/\n Z 672z7r/\k:hk _ an()\)’
k=—o0
ol

+® . ~

GA) = > e ?™h =h()).
k=—o0

Le module |G(\)| est la réponse en amplitude et I’argument de G(\) est la
réponse en phase.

4.3.2 Filtres linéaires discrets et équations aux différences

En pratique il faut qu’un filtre soit réalisable (hy = 0 si k& < 0) et il faut régler le
probléme de la somme infinie impossible a implémenter sur un ordinateur.
On peut soit
— utiliser un filtre a réponse impulsionnelle finie (RIF)
— utiliser des équations aux différences (qui sont I’analogue discret des équations
différentielles ordinaires) qui permettent d’utiliser des filtres a réponse impul-
sionnelle infinie (RII)

Filtre a réponse impulsionnelle finie

Comme son nom I’indique un filtre RIF correspond a un nombre fini de termes
dans I’équation de convolution. Il est toujours stable mais peut nécessiter un grand
nombre de termes pour obtenir I’effet de filtrage souhaité.

Equations aux différences
On va définir un filtre (linéaire) par une équation aux différences de la forme

N

M
Yk + Y Giyk—i = Y bjwk_j, an, b # 0, (4.3.1)
i=1 i=0

ol x = (z;)jez est entrée et y = (yx)rez la sortie .

On peut noter qu’une telle relation peut-€tre interprétée comme la discrétisation
d’une équation différentielle ordinaire linéaire a coefficients constants (en utilisant le
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schéma d’Euler par exemple). Ainsi, les filtres que nous allons étudier sont la forme
« discrete » de filtres continus définis par une équation différentielle ordinaire (que
nous étudierons ultérieurement dans la section 4.4).

Un tel filtre est dit récursif d’ordre N. L’équation de convolution d’un filtre RIF
est un cas particulier de cette équation (a; = 0 pour tout 7) : dans ce cas le filtre n’est
pas récursif et la sortie y ne dépend que de I’entrée et de son passé.

Un filtre a réponse impulsionnelle infinie (RII) demande en général beaucoup
moins de termes pour obtenir I’effet de filtrage souhaité.

Il est possible de visualiser I’équation de récurrence associée a un filtre numérique,
sous la forme d’une structure (ou graphe de fluence) faisant apparaitre les éléments
de base suivants :

— L’additionneur, symbolisé par @ qui additionne les signaux a ses entrées.

— Le multiplieur, symbolisé par é, qui multiplie un signal par un scalaire a

— L’élément « délai », symbolisé par (nous verrons plus tard pourquoi) ,
qui produit une sortie retardée de une valeur par rapport a son entrée.
La structure associée a (4.3.1) est donnée par la figure 4.5

bo

x(n) _y(n)

l >

-ai

|, —

b

FIGURE 4.5 — Structure générique d’un filtre numérique

On constate que le caractere récursif ou non récursif d’un filtre numérique est 1ié
a la présence ou a I’absence de boucles dans sa structure.
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Exemple 4.3.1 Le principe des intéréts composés sur un compte bancaire peut étre
facilement défini par une équation aux différences finies :

p
Yn = Yn—1 + ﬁyn—l + Zn,

o yy, est la somme disponible au temps t = nT'sur le compte, x,, est le dépot
ou le retrait courant et p est le taux d’intérét. La valeur de T dépend de la politique
financiere de I’établissement (actualisation par jour, semaine, mois, année...). Le
systeme sous-jacent est récursif et d’ordre 1. Sa structure est donnée a la figure 4.6

x(n)

y(n)

1+p/100
d

FIGURE 4.6 — Structure des intéréts composés

Exemple 4.3.2 Imaginons que l’on veuille créer un filtre numérique dont chaque
valeur de sortie soit la moyenne locale du signal d’entrée, estimée sur 2L + 1 valeurs
autour de I’échantillon courant :

L

1
Yn = 57 < Z Tp—k -
2L+1k=—L

L’équation précédente définit bien un filtre numérique non récursif, appelé filtre a
moyenne mobile. Notons que ce filtre, tel que défini, est non causal : le calcul de la
valeur courante de sortie courant nécessite de connaitre les L valeurs d’entrée sui-
vantes. L’existence de systemes non causaux n’est pas nécessairement un probleme
dans le domaine du numérique : ces systemes seront en pratique implémentés comme
des systemes causaux a délai, le délai correspondant au nombre de valeurs futures
nécessaires au calcul de la valeur de sortie courante.

4.3.3 Transformation en 2

La transformation en z est une généralisation de la transformation de Fourier pour
les signaux discrets : on remplace ¢*”* par un nombre complexe z quelconque.
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Définition 4.3.3 Soit x = (xy)kez un signal discret (échantillonné avec un pas de
1). La transformée en z de x est définie par

a0
TZ(z) = X avec X(z) = Z zpz

k=—

ol z est une variable complexe, lorsque la série converge.
La transformée en z ne converge pas nécessairement pour toutes les valeurs de
z ¢ il faut étudier les séries

+00 +00
Z xszk et Z a:_kzk .
k=0 k=0

Cela définit en général une couronne de convergence de rayon intérieur r; et de rayon
extérieur ro.

La plupart du temps, les expressions des transformées en z utilisées en traitement
du signal sont des fractions rationnelles de la variable z. Les pdles sont les racines du
dénominateur et les zéros celles du numérateur. Dans de nombreux calculs les poles
sont simples ce qui permet de faire une décomposition en éléments simples et de se
ramener a des transformées plus simples.

Donnons quelques propriétés de la transformation en z. Elle est clairement linéaire .
De plus

Proposition 4.3.3 Si x est causal (nul pour les temps négatifs), le rayon extérieur ro
est infini.
Si x est nul pour les temps positifs ou nul, 11 = 0.

Si x est non nul pour un nombre fini d’échantillons, r1 = 0 et r9 = +00 : TZ(x) est
définie dans tout le plan complexe.

La propriété essentielle est liée au retard .
Proposition 4.3.4 Soit p € Z. Pour tout signal numérique x on a
TZ(x(-—p)) =2z"PTZ(x) .

Démonstration - Soit © = (1) ez un signal discret et X = T'Z(x). Soit p € Z fixé.

TZ(x(-—p))(z) = Z T pr =27 Z xk,pz_(k_p) =z PTZ(x)(2) .
k=—00 k=—o0

O

Enfin, donnons la transformée en z d’un produit de convolution :
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Proposition 4.3.5 Soient x et h deux signaux discrets. Alors
TZ(x+h)=TZ(x) -TZ(h),

o * désigne le produit de convolution discret.
Démonstration - Soient X, et H les tranformées en z de x et h respectivement et y la
convolution discrete de x et h :

+a0 40
Yh= Y Tnhhn =Y Th_phn.

n=—a n=—a

Nous raisonnons formellement en supposant qu’on se trouve dans la couronne de
convergence de Y qui est I’intersection des couronnes de convergence de X et Y. La
transformée en z de y est

Y(z) = Z ypz k= Z ( Z mnhkn> 2k

k=—o0 k=—0o0 \n=—0x0

+o00 +o0
= Z ( Z xnhkn) y(k=n) —n

k=—o0 \n=—w0

On peut intervertir les deux sommes (Théoreme de Fubini discret) et

T +o00 +00
Y()= ), ( Y hin z““”)) T =Y H(2)zar " = H(2)X(2).

n=—00 \k=— n=—ao

O

4.3.4 Fonction de transfert
Soit un filtre récursif donné par A : x = (2;)jez — ¥ = (Yk)rez avec
P q
VkeZ Y = Z a;Yp—; + Z bjl‘k_j, Qp, bq #0.
i=1 j=0
Appliquons la transformée en z a cette équation : on obtient
p . q .
Y(z) = ZaizﬂY(z) + Z bjz 7 X(2),
i=1 j=0

oY =TZ(y)et X = TZ(x), c’est-a-dire

Y(z) (1 — Z aizi> = (Z bjzj) X(z),
i=1 j=0
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Finalement

H(z) = = 4.3.2)

P(z)=1-— Zaizi et Q(z) = Z b2k .

i=1 7=0

Pour avoir la réponse en fréquence du filtre on remplace z par 2¢7w A (ou en normali-
sant par i) :

Hp(\) = H(2im)) . (4.3.3)

L’équation (4.3.2) définit la fonction de transfert en z du filtre.

4.3.5 Exemples de filtres du premier et du deuxiéme ordre

Le filtrage est un traitement qui consiste a extraire une information « utile » d’un
signal composite. Par exemple, sur une chaine stéréophonique, on trouve généra-
lement un amplificateur-égaliseur comportant plusieurs filtres réglables par I’ utilisa-
teur. Ainsi, on peut actionner ces filtres pour supprimer les basses fréquences pour
n’entendre que les violons. L’ atmosphere joue le rdle d’un filtre pour les signaux Infra
Rouge (IR). La fonction de transfert d’un tel filtre dépend des conditions climatiques
et on a affaire a un systeme qui est un filtre sur des durées d’observation limitées.
L’atténuation que ce systeme apporte dépend des longueurs d’onde des signaux qui
traversent I’atmosphere. On peut citer un grand nombre d’autres exemples tels que
les milieux marins, les cables de transmission, etc.

Généralement, on distingue les filtres passe-bas, passe-bande et passe-haut ,
suivant I’action qu’ils ont sur le spectre. L’ énergie du signal est exprimée en décibels.
Sur la figure ci-dessous, A est I’atténuation apportée par le filtre sur une composante
de fréquence f donnée. Le gain du filtre exprimé en décibels est défini par

G(A\) = 20log(|H (iN)] , 4.3.4)

ou H est la fonction de transfert.
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I A (dB) | A (dB) ' A (dB) | A (dB)

Passe-bas Passe-haut Passe-bande  Coupe bande

FIGURE 4.7 — Filtres passe-haut, passe-bas, passe-bande et coupe bande

On introduit alors la largeur de bande d’un filtre qui est la bande fréquentielle
a -3dB, i.e. le support fréquentiel de la réponse défini par :

\)[2
(Atq. |H(iN)? = M .
En effet
2w Hmar (i) _ _
|H(i\)|” > < 2G(N) = 2Gpaz(N)—201log 2 <= G(\) = Gpaz(N)—10log 2,

2
avec 10log 2 ~ 3.46 dB.

H(A)| 4

‘Hlnnzl.‘l _____________

Hmu.l'l

@

A
v

Largeur de bande

FIGURE 4.8 — Gain et largeur de bande
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On introduit aussi le temps de montée d’un filtre. Ce nombre permet de ca-
ractériser I’inertie du filtre, il est relié directement a la réponse impulsionnelle et
il est pratiquement inversement proportionnel a la bande fréquentielle. Dans ce qui
suit on notera t la variable discrete (au lieu de k)

Analyse en fréquence d’un tiltre non récursif du premier ordre

C’est un filtre de la forme
y(t) = x(t) + bx(t — 1),

ou b est un réel. Sa réponse impulsionnelle / est nulle pour tous les échantillons sauf
pourt = O ouelle vaut 1 et ¢ = 1 ou elle vaut b . Sa transformée en z est le polyndme

H(z)zl—i—bz_l:ZT—i_b,

défini dans tout le plan complexe privé de 0. Sa réponse en fréquence est donnée par
b

H(iAN)=1—-i—.
(N =1-i5

Analyse en fréquence d’un filtre récursif du premier ordre

C’est un filtre de la forme

y(t) = a(t) =by(t = 1),

ou b est un réel non nul. Avec les notations précédentes : P(z) = 1 +bzetQ(z) = 1.

Donc
1 z

T 14bz L Z4b

La réponse en fréquence est

i\
H¢(\) =
1N =35
H n’a pas de pole (réel) car b est réel. De plus

A
Vb2 + N2

C’est un filtre passe-haut car |H ()| ~ X lorsque A est petit et )\lim |Hp(\)] = 1.
—+00

[Hy (M| =
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Quelques filtres élémentaires du 1¢*et 2¢ordre

Type Fonction de transfert Module et Phase Graphique du gain
|H (i)
H(z) p(iw)
IHIdB
Passe- 1 1 - 72 gg e = & dB/octave
bas 1 \V 1+ w
z
1ordre - arctg (iw)
1 Fllog)
w \f—;‘d:; 6 dB) ocl'fave .
EaSie— H(:) 2 \/ﬁ -3dB[ <
au =
1erordre z+1 g— arctg (w) ‘
1‘ Fllog)
IHIdB
12 dBfoctave
1 0dB _
Easse- 1 (1 —w)? + 46202 i iy el
?s 22426241 2w
2¢ordre —arctg
1—w?
'; Fllog)
IHIdB
w?
Elelie- = VI = w)? + 46202
2 22 +2z2+1 28w
ordre T—arctg
1—w?
; Fllog)
A
YT
Ao : fréquence centrale
Passe-
2
bande | 0 -
2¢ordre 14+ 4%2(“, — 1y
28w
i—arctg T—o? Filog)
w = )\A IHIdB, |
Aot fréo uence centrale :
Coupe- 2
banc{)e Zz-il-;ﬁ ;
2¢ordre 1+ 4£2. s

arct 28w
aretg { 7
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Nous donnons dans le tableau ci-dessus quelques exemples de filtres avec leurs
fonctions de transfert. Dans ce qui suit H désigne la fonction de transfert qui est
complexe, ¢ est la phase c’est-a-dire I’argument de H.

Le gain G a été défini précédemment : G(\) = 20log |H(i\)| et \. désigne la
A

fréquence de coupure. On a normalisé la fréquence : w = x = 0.

C
Le parametre & est le facteur d’amortissement : il doit étre positif.
Pour les filtres passe-bande, 2£ représente la bande passante relative a -3 dB
Pour les filtres coupe-bande, 2 représente la bande rejetée relative a -3 dB

Le parametre () := 2—§ est appelé facteur de qualité pour les filtres passe-bande et

coupe-bande.

Le filtre propre : élimination d’un bruit blanc

Nous allons montrer comment les vecteurs propres de la matrice d’autocorrélation
d’un signal permettent dans certains cas de filtrer celui-ci. C’est le filtre propre (« ei-
gen filter »).

Supposons que le signal soit de la forme : x = s+b ou s est le signal d’intérét et b
un bruit blanc (donc non corrélé avec x) d’écart type o. On suppose que ce signal est
échantillonné avec N échantillons. Appliquons un filtre de réponse impulsionnelle
finie de taille M, h a ce signal . Le signal filtré devient

M
VneZ  yn)= ) h(k)x(n—k).
k=1

On définit la matrice R, de la maniere suivante :

N
Ry = [rkpli<pk,<M avec 1y p = Z x(n —k)x(n —p) .
n=1
oo , . E(s)
R, est symétrique. Calculons le rapport signal sur bruit m
N N M M
lyl> = wn =3 2 > hk)a(n—k)hp)z(n —p)
n=1 n=1k=1p=1

M=

M N M M
Y h(k)h(p) Y z(n—kax(n—p) = > > hk)h(p)rry = h'Ryh .
p=1 p=1

k=1 k=1p=1

I est clair que R, = R + R, puisque s et b ne sont pas corrélés. De plus R, = o21.
Donc
ly|? = h'Rsh + h'Ryh = h'Roh + o®h'h.
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t
S

2pt
o?hth
qu’il est maximisé pour h = wuj ou u; est un vecteur propre associé a la plus grande
valeur propre de R;. Or R; = R, — o?I.

On choisit donc un vecteur propre v associé a la plus grande valeur propre « de

R, , car seul le signal x est accessible et on choisit h = v. Le SNR maximum est
2
o

Le rapport signal sur bruit est donc : . C’est un quotient de Rayleigh et on sait

alors
2
o
En pratique on estime h avec la décomposition en valeurs singulieres (SVD) de
la matrice
(M) - (1)
X = : :

2(N) - (N = M +1)

On prend comme estimée de h la premiere colonne v de la matrice de passage V.

4.4 Filtrage analogique

Dans cette section, on va plus particulierement étudier les filtres dynamiques,
c’est-a-dire gouvernés par une Equation Différentielle Ordinaire linéaire a coeffi-
cients constants qui sont I’analogue continu des filtres gouvernés par des équations
aux différences.

q P
Y bps® =" ael?, apby # 0, (4.4.1)
k=0 j=0

ou e est I’entrée et s = A(e) la sortie, ¢ = 0, p > 0..

Cas ou I’entrée et la sortie sont dans S(R)

On rappelle que S(R) est 1’espace vectoriel des fonctions de R dans C qui
vérifient les deux propriétés suivantes
i. festC®
ii. f et toutes ses dérivées sont a décroissance rapide c’est-a-dire

Vn,peN lim |2Pf™M(z)] = 0.

|z| >+

L’espace S(R) est stable par multiplication par un polynéme, par dérivation (f €
S(R) = f'e€ S(R))et S(R) = L}(R).

S(R) contient I’espace D(R) des fonctions C* a support compact . Donc S(R) est
dense dans L!(R). Enfin S(R) est stable par transformation de Fourier. Pour plus de
détails on peut se référer au chapitre 2.



4.4. FILTRAGE ANALOGIQUE 105

C’est un cas tres particulier mais qui est utile pour expliquer ce qu’est un filtre.
On peut ensuite généraliser si nécessaire grice a la théorie des distributions [6].

On suppose donc que e € S(R) et on cherche s € S(R) . Si une telle fonction
existe on a par transformation de Fourier de (4.4.1)

i (2imw)Fs(w) = Z (2imw) é(w) . (4.4.2)
k=0 =0

On considere les deux polynomes
Z a;r! et Q(z Z bra®

: : P « . .
et on suppose que la fraction rationnelle @ n’a pas de poles sur I’axe imaginaire. Par

. PQ2inw) Al . o \
conséquent ————= n’a pas de pdles puisque w est réel et (4.4.2) est équivalente a
Q(2imw)
. P(2itw) ;

Cette égalité détermine completement g € S(IR) si elle existe, et donc démontre 1"uni-
cité d’une telle fonction. L’existence en découle également car la fraction

P(2itw)
o] W)
Q(2imw)

est dans S(R) comme .1 suffit alors de prendre la transformée de Fourier inverse
(qui est encore dans S(IR) . On obtient :

Gw) =

P
Proposition 4.4.1 Si la fraction rationnelle 0 n’a pas de poles sur I’axe imaginaire

et sie € S(R), alors (4.4.1) admet une solution unique s € S(R) . Le systeme A :
S(R) — S(R) qui a e associe s est un filtre.

Supposons que L n’a pas de pdles sur I’axe imaginaire et que d"P < d’Q.

Dans ce cas la fonction de transfert

P(2itw)

Q(2imw)

est dans L?(R) n L®(R). Par décomposition en éléments simples, elle admet une

transformée de Fourier inverse h = F ' H, bornée et 4 décroissance rapide, continue
(sauf peut-étre a I’origine) et la relation

s = hé

H(w) =
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entraine
s=h=xe.

La réponse a I’entrée f est donc bien un produit de convolution de I’entrée avec une
fonction fixe h qui est la réponse impulsionnelle.

La fonction de transfert H est donc la transformée de Fourier de la réponse
impulsionnelle /.

Remarque 4.4.1 Cette définition est équivalente a celle que nous avons vue dans la
proposition 4.2.1. En effet, avec les notations de cette proposition, nous avions

sa(t) = HO\) ex(t) , (4.4.3)

avec ey (t) = exp(2im A\t) . La nouvelle définition nous donne sy(t) = (h x ey)(t).
Nous allons vérifier que (4.4.3) est satisfaite. Posons o(\,t) = H(\) ex(t) et mon-
trons que o(\,-) = sx. Fixons \ : en appliquant la transformation de Fourier par
rapport a t, on obtient (en supposant que h a les bonnes propriétés de régularité) :

Nous avons vu que la transformée de Fourier (généralisée) de e; est €y = 0y . On a
donc

G\, ) = H(\)Sy .

En appliquant la transformé(; de Fourier inverse par rapport a Nilvient & = hxe_\ ,
c’est-a-dire o(—\,t) = (€72 x h)(t) = s_x\(t). D oit le résultat.

Sid°P = d’@ les calculs précédents n’ont plus de sens.

Définition 4.4.1 On appelle réponse indicielle d’un filtre sa réponse a 1’échelon
unité (fonction de Heaviside) :

t
hi(t) = f h(s)ds .

Remarque 4.4.2 La détermination de la fonction de transfert et de la réponse im-
pulsionnelle d’un filtre analogique se fait donc via la la transformation de Fourier
appliquée a l’équation différentielle. Apres discrétisation, une EDO se transforme en
une équation aux différences et la détermination de la fonction de transfert du filtre
numérique se fait alors grdce a la tranformation en z qui est exactement [’analogue
numérique, dans ce cas, de la transformation de Fourier.
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4.4.1 Exemples
Le filtre passe-bas idéal

Nous avons vu qu’il est courant de définir un filtre par la facon dont il modifie les
fréquences du signal d’entrée, c’est-a-dire par sa fonction de transfert H (\) puisque
les fréquences de ’entrée f et de la sortie g sont liées par

g = HMNA) .
Le passe-bas idéal est le filtre qui ne modifie par les fréquences A telles que A < A,
(fréquence de coupure) et supprime les autres. D’ou

1 st < X
H(A) = { 0 sinon

On reconnait h € L2(R) telle que h = H. C’est
h(t) = Sin 27 At '

Si on se limite & des signaux d’entrée d’énergie finie, f, h et H sont dans L?(R) et
g = h = f. On sait que g est continue, bornée et nulle a I'infini. h * f est dans L?(R)
comme f .

Toutefois un tel filtre n’est pas causal (ou réalisable). En effet, nous avons le résultat
suivant :

Tt

Proposition 4.4.2 Un filtre de convolution a réponse impulsionnelle h continue est
réalisable si et seulement si le support de h est inclus dans [0, +0].

Démonstration - Supposons que supp (h) < [0, +o0[. La sortie

+00

o= | w5
0

est nulle pour ¢ < ¢, lorsque f I’est.

Inversement supposons qu’il existe ¢; < 0 tel que h(t1) > 0. Comme h est continue

en ¢y, il existe un intervalle [a, b] tel que

a<b<OetVte|a,b] h(t)>0.
t
Soit le signal d’entrée f = X[o—q](t). On a une sortie g(t) = J h(s)ds qui
t—b+a
vérifie g(b) > 0. Le systeme n’est donc pas réalisable.

U
Il est clair que le support de h dans le cas du filtre passe-bas idéal n’est pas dans
[0, +o0[. C’est pour cela qu’il est « idéal ». On se contente de filtres passe-bas ap-
prochés qui atténuent les hautes fréquences (comme le filtre RC) au lieu de les sup-
primer...
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Un filtre réel : le filtre LRC

Donnons maintenant un exemple de filtre réel dynamique gouverné par une équa-
tion différentielle. On considere le schéma physique ci-dessous

—— W .

R

10— D c— v(t)

FIGURE 4.9 — le filtre LRC

Si v est la tension aux bornes de la capacité C' et f la tension appliquée, la loi d’Ohm
donne
LCv" + RCV +v=f

ce qui définit un filtre du second ordre.

On obtient
P(x) 1
Q(z) LCz2+ RCx+1°
Posons I
A=C*R*-42).
(R - 47)

1. On suppose que A < 0. On pose

[ L R w
= —_ 2 = =
w 40 R« 2L’6 5T -

La fonction de transfert H a deux pdles complexes conjugués a partie réelle
néagtive :
z=—a+ifet z=—a—1if3,

et on a la décomposition

1 1 1
H(\) = — .
) iwC [2i7r)\ -z 2imA\— 2]
On obtient par transformée de Fourier inverse

ht) = F(H) = %e*%tsm (220) -ult)
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ou u désigne 1’échelon unité de Heaviside. La réponse a I’entrée f est

v(t) 2 J e ) sin B(t — z) f(2) da

“oc)
la réponse indicielle est
hi(t) = 2 1te*‘” sin fBrdr | u(t) = |1 — e *(cos 5t + % gin Bt) | u(t)
e 0 B B '

i
]
|
|
\
i
I
|
1
|
i I L L L 1
il 2 3n L
B B B

FIGURE 4.10 — Réponse indicielle dans le cas A < 0

Calculons enfin le module

23 1
HNI =26 (2im\ — 2)(2imA — 2)
1 1

CL\(@mh =B + a?) (@A + B +a2)

On constate que H(0) = 1 et /\lim |H ()| = 0. Ce filtre est un filtre passe-
——+00

bas :

L=10 R=2 C=2

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

FIGURE 4.11 — fonction de transfert dans le cas A < 0
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R
2. On suppose que A = 0. Il y a un pole double réel négatif : z = 57 Dans ce

cas

h(t) = %te*%fu(t) .

La réponse a ’entrée f est

la réponse indicielle est
R
hi(t) = [1 - (1 + 2Lt) eﬁt] u(t) .

hy(t)

80 %

|

FIGURE 4.12 — Réponse indicielle dans le cas A = 0

Nous tragons ci-dessous le module de H

L=t R=2 C=1

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

FIGURE 4.13 — Fonction de transfert dans le cas A = 0
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3. On suppose que A > 0. La fonction de transfert est de la forme

1 1 1
HO\) = —— -
) wC [Qiﬂ/\—zl 21'77)\—22] ’

ou

L R+w R—-w

— 2 -l - _ - _
w R 40 .21 5T et z9 5T
et 1
h(t) = e [ezlt - eth] u(t)

La réponse indicielle est

2L 2L

ht) =14+ 55— — —————e"| u(t).
1®) [ +Cw(R+w)e Cw(R—w)e u(t)

hy(1)

FIGURE 4.14 — Réponse indicielle dans le cas A > 0

Nous tragons ci-dessous le module de H

L=t R=d C=1

T\
S g

o i NS

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

FIGURE 4.15 — Fonction de transfert dans le cas A > 0
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Un filtre « adapté »

Considérons un filtre dont la fonction de transfert est H(w). Les sorties y,(t) et
yn(t) associées respectivement aux entrées s(t) et n(t) sont données par transforma-
tion de Fourier inverse :

+a0 ' +a0 '
ys(t) = J H(W)Sw)e?™ dw et yu(t) = f H(w)N(w)e*™ duw;
—0 —o0
ol S(w) := §(w) et N(w) := nfw).
Supposons que s(t) et n(t) désignent respectivement un signal utile et un bruit

nuisible. Un filtre adapté au couple [s(t), n(t)] est un filtre qui maximise le rapport
appelé rapport signal sur bruit (SNR) défini dans ce cas par :

P
1%

a(t)

On obtient en utilisant les expressions dans le domaine fréquentiel

2
lys(1)]* =

)

+oo
J H(w)S(w)e* ™ duw

—0

et grace a 1’égalité de Parseval

+00
lynlZ> = 14nlZ> = IHNIZ =j | H (w)*IN (@)* dow .

—0

Finalement, I’expression de peut se mettre sous la forme d’un rapport de deux pro-
duits scalaires :

|(Aa Bt)L2 |2
alt) = — 11—
O =",

ou I’on a posé :

S .

A(w) :== Hw)N (@) = fn(w) , B) := (W) zimat

N(w)

On a donc d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
A|2, || B
P LA

1Al
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Comme | B[7, est indépendant du filtre cherché, I'inégalité de Cauchy-Schwarz
montre que, pour ¢ fixé, le maximum du rapport a(t) est atteint pour le filtre H
tel que A et B; soient proportionnels. D’ou :

Dans le cas particulier important oit N (w) = €*?(“), on obtient

H(w) = /@S’(w)e_%mjt, h(0) = ks(t —0), y(0) = ke s(t —6).

Dans ce cas particulier, le filtre adapté au signal s(t) a donc pour réponse impulsion-
nelle le signal s(t) retourné et décalé de t. Ce décalage signifie qu’il faut attendre
pendant une durée ¢ apres 1’apparition du signal pour le détecter.

4.4.2 Filtrage et corrélation

Théoreme 4.4.1 Soient x1 et xo deux signaux a temps continu et y1, yo les sorties
associées des filtres de réponse impulsionnelle hy et ha. Alors les fonctions d’inter-
corrélation Qg 5, et ©y, 4, sont reliées par la formule suivante dite formule des
interférences :

Oyr e = I x ha* Qg 4,

oit ho(x) = hy(—z) .

Démonstration - Nous faisons un calcul formel dans le cas ou les deux signaux sont
permanents. Le cas de signaux transitoires se montre de la méme fagon. On suppose
que les fonctions ont les bonnes propriétés (d’intégrabilité) qui permettent d’utiliser
la convolution et le théoreme de Fubini.

N

. 1 _
() = i | (O - ) ar

N

y1(t) = (hy *x1)(t) = fR hi(s) z1(t — s)ds

Yot —7) = Jha(u):m(t —7—u)du.

hi(s) ho(u) z1(t — s)T2(t — 7 —u) dudsdt .

S
S
5
S
?I—‘
=
8
N~
\ :
vl
—
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En intervertissant la limite et les intégrales on obtient

_ 1 (%
Py (T) = || ha(s) ha(u) ( lim — z1(t —s) Ta(t — 7 — u) dt) dudsdt .
j J

Le changement de variables 0 = ¢ — s et le lemme 3.2.1 donnent

On obtient

() = f () g (1) Py (5 —  — 7) ds du

- [ meo( jR () aa(s = u = 7) du ) ds

[

»

= | ha(s)(ha * @uyn) (T — 5) ds
JR

=y % (B2 # Py ) (7) -

St

(_u)‘/):m,:rg (U + s — 7') dU> ds

O

Corollaire 4.4.1 La densité interspectrale de de puissance des signaux vy, o vérifie

Ly e (w) := Py1,y2 (w) = HI(W)HQ(W)le,a:Q (w),

ou Hy et Hy sont les fonctions de transfert des filtres.
Démonstration - 11 suffit d’appliquer la transformée de Fourier a ce qui précéde. []



Chapitre 5

Echantillonnage

Dans ce chapitre nous allons faire le lien entre I’échantillonnage d’un signal (en
particulier la fréquence d’échantillonnage ) et la reconstruction du signal par la FFT
(par exemple). Nous verrons que les deux fréquences (échantillonnage et FFT) ne
sont pas indépendantes I’une de I’autre si on veut un résultat optimal.

Le probleme pratique est de transformer un signal analogique continu en un signal
discret échantillonné pour un traitement numérique. Pour ce faire, un échantillonneur
enregistre le signal toutes les a secondes et il le transforme en impulsions. Un conver-
tisseur analogique/numérique (C.A.N) code les impulsions en données numériques
pour le traitement en machine.

x = f(na) <
f)——— —> | hie T

FIGURE 5.1 — Schéma du traitement d’un signal analogique

5.1 Peigne et mesure de Dirac

Remarquons tout d’abord que toute fonction f de L'(R) peut s’identifier & une
forme linéaire continue sur 1’espace L™(RR) des fonctions bornées sur R de la fagon

115
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suivante :

+o0

[ =TsavecTi(p) = J f(t) ¢(t) dt pour tout p € L°(R) .

—Q0

Il est facile de voir que I’opérateur T’ est lin€aire continu car

T (P)le < £l lele

et a valeurs dans C. On peut donc « plonger » L'(R) dans le dual de L*(RR) lui méme
inclus dans I’espace M des mesures. On notera (-, ) le crochet de dualité entre L' (R)
et L*(R) défini par

+o0

Vo e L*(R) <f,so>=Tf<so>=f 70 o(t)dt

—0

5.1.1 Peigne de Dirac

Pour tout ¢ € R on note §, la mesure de Dirac en a c’est-a-dire 1’application de
C(R) dans R : ¢ — @(a).

Définition 5.1.1 (Peigne de Dirac)
Soit f € C(R) de support inclus dans [-N, N| ou N € N.

On note
N N
Au(f) =) 6kalf) = > flka).
—N k=—N
+0
A, = Z Ora est une mesure définie sur les fonctions continues a support com-

—o0
pact, ¢’est-a-dire une application linéaire, continue de C.(R) dans R. On I’appelle le
Peigne de Dirac.

Définition 5.1.2 (Mesure produit)
Soit f € C(R). On définit la mesure produit f A, sur C.(R) par :

Vo e CC(R) (an)(SO) = Aa(f 90)'

En d’autres termes, pour toute fonction ¢ continue a support compact dans R, on a :

+o0 +o0
(fA)(p) = > flka)p(ka) = Y f(ka)dra(e).

k=—00 k=—0o0
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+00
On peut donc définir la mesure produit fA, par Z f(ka)ogq-
k=—w0

Dans le chapitre 2 (Transformation de Fourier discrete), le signal considéré était
périodique de période 1" et nous avons défini I’échantillonnage de f comme étant la
discrétisation y = (f(tk-))og']gg]\f_l de f.aux points ¢, = % = ka en posant a = %
Nous pouvons étendre la notion d’échantillonnage a un signal non périodique (sur R)
de maniere analogue en posant ¢, = ka (on peut justifier cela en disant que 1" et NV
sont infinis ). Nous obtenons ainsi une suite (non périodique) y = (yn)nez définie

par :

yn:f(na)’nez'

FIGURE 5.2 — Une infinité de signaux analogiques peuvent coincider sur les mémes
échantillons

Comme nous avons plongé L!(R) dans 1’espace des mesures grice a I’opérateur
T (début de la section 5.1) nous pouvons, de la méme fagon, identifier la suite y a
une mesure discrete grace a I’opérateur :

7&: fﬂ@) - M
Yy = (yn)nEZ =y

ou 1, est une mesure discrete définie par

VoeCe®)  uy,) = Y. urp(ka).

k=—o0
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L’ opérateur 7 est une injection linéaire et continue de /1 (C) dans M. On peut donc
plonger ¢;(C) dans M et considérer la suite discréte comme une mesure :

VoeC®)  ypy= Y wrplka) = Y yrdra(e) .
k=—o0 k=—o0

Mathématiquement, I’échantillonnage d’un signal f, défini a priori par la donnée
d’une suite y = (yx)kez avec yi = f(ka), est donc la mesure

+0
afA, =a Z f(ka)(skm

k=—o0

1
ol a est la période d’échantillonnage (et — := F est donc la fréquence d’échantillonnage)
a

de sorte que

+00
YoeC(R)  (afla)p)=a ) f(ka)o(ka).

k=—o0

La multiplication par a correspond a une sorte de « normalisation » (on approche la
fonction f en norme L' donc par une somme de rectangles de largeur a et de longueur

f(ka)).

tk:k;a

FIGURE 5.3 — Peigne de Dirac
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5.1.2 Convolution entre une fonction et A,
Nous avons déja défini le produit de convolution entre deux fonctions f € L*(R)
+00
et g € LY(R) par (f = g)(t) = J f(s)g(t — s)ds. Comme la convolution est

e @]
I’outil de base en filtrage, nous allons étendre la notion de produit de convolution
au cas « fonction continue * mesure » puisqu’il faudra travailler sur des signaux
échantillonnnés.

Définition 5.1.3 (Convolution avec d,)
La convolution d’une fonction f € C(R) avec 0, est définie par

(F % 80)(@) = lim (F + (@)
ot (fn)nen est la suite définie (par exemple) par (4.2.3).

Nous avons

Feh@ =] hose-na-3 " se-na-

Comme f est continue, il vient par 1’égalité de la moyenne
1

ZJH F(s)ds = f(z — cp) ol |en] <

S |-

3=

Par conséquent

im fx fp(z) = lm f(z—cy) = f(z),

n—+00 n—+00
car f est continue. Nous obtenons

Théoréme 5.1.1 Pour tout f € C(R)
(f # 0o)(x) = 02(f) = f(2).

Ce résultat est indépendant de la suite obtenue pour « approcher » d,. Un corollaire
immédiat est

Corollaire 5.1.1 Pour tous f e C(R), ae R, ke Z
= f(ka) = 6ka(f) = (f * 6o)(ka).
= (f#da)(z) = f(z —a).

La démonstration est laissée en exercice.
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5.1.3 Transformée de Fourier de ¢,
On sait définir la transformée de Fourier d’une fonction f de L'(R) par
A +w
flw) = J f(t) exp(—2imwt) dt.
—0
D’autre part on a montré (proposition 2.3.5 p. 45 ) que si f, g € L*(R) alors
+00 +oo
| rwawa=| " fosoa.
—00 —0

En particulier comme g € L*(R), ceci est équivalent a
(f.9)=<1.9)

ot {-, -y désigne le crochet de dualité L' — L®.
Pour tout a € R, on peut étendre la transformation de de Fourier a la mesure J, de la
fagon suivante :

Voe L'R)  dule) ‘Y 6u(9) = ¢l(a) ;

nous avons remarqué que si ¢ € L*(R) alors ¢ est continue sur R, donc J, est bien
définie. D’autre part

Voe L'(R)  1da(@)l = 19(a)] < ¢l < lpllra ;

5, est donc une forme linéaire continue sur L'(R). Le dual de L'(R) étant L*(R),
J, est donc identifiable a une fonction de L (R). De plus

=R +o0

5.(6) = 6,(2) = 3(0) = f expl(—2ir - 0)p(1) dt = f o(t) dt = (1,0).

—o0 —0o0

On peut donc identifier (SAO a la fonction 1. De méme, exp(2ima-) = §, et 0, =
exp(—2ima -). En effet, pour tout ¢ € C(R)

<5a, g0> = 0a(p) = P(a) = f o(t) exp(—2imat) dt = {exp(—2ima-), ).

—0
De plus, grace au théoreme d’inversion de Fourier et a la continuité de ¢

o(t) = j H(w) exp(irwt) dw = f P(—w) exp(—2irwt) dw

—00 —00
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(Bar ) = < > (b (=) ) = <exp ~2imat), (=) )

= J P(—t) exp(—2imat) d J t) exp(2imat) dt
—a0

= {exp(2ima-), p) = <exp 2ima-), >
Nous pouvons résumer cela dans le théoréme suivant :

Théoreme §.1.2 (Transformée de Fourier de la mesure de Dirac) La transformée
de Fourier 0, de la mesure de Dirac d, définie par :

Voe L'(R)  da(p) = da() = &(a)
est une fonction de L* (R) . Plus précisément,

VweR  d4(w) = exp(—2iraw).

Corollaire 5.1.2 On peut définir par extension la transformée de Fourier de la fonc-

tiont — exp(2imat) (€ L®). C’est une mesure : exp(2imwa-) = 0, ’est-a-dire
a0

Vp € C(R) f exp(2iTaw)p(w) dw = p(a) .

—0

5.1.4 Développement en série de Fourier du peigne de Dirac

Considérons la fonction f définie par
f(w) == sur[0,a],
a

et périodique de période a.

f(z)

/

FIGURE 5.4 — Fonction f
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On rappelle que D(R) est I’ensemble des fonctions C* a support compact dans R.

Lemme 5.1.1 Pour toute fonction p € D(R),

+00 400 1 40 400 1
j f@)e@)de = Y so(na)—af 50($)d:v=< > 5m—a,¢>.

—o0 n=—oo —C0 n=—oo

Démonstration - Soit une fonction ¢ dans D(R) . Supposons que le support de ¢ soit
inclus dans un intervalle [-Na,+Na| ou N € N. Alors

+00 N—-1 p(n+l)a
f 7 (@) ple)dr = Zj F(@)ple)dz

—00 n=—N vna

La fonction f” est constante égale & 1 (donc continue) sur |na, (n + 1)a et

flna)* = iy, (@) =0, f((n+ Da) = Jim f() =1,
rz=na z<(n+1)a

On peut donc faire une intégration par parties :

(n+1)a "(n+1)a
f [ (@)p(@)de = - F ()¢ (@)da
£ F(n + 1)a) p((n + 1)a) — f(na) *p(na)
r(n+1)a
__ F(@)¢ (@) + o((n + 1)a).

JNa

(n+1)a 1 (n+1)a
f F@)p(e)de = 1 f o)

na

Comme

on obtient par sommation

1 N-1 (n+1)a N—-1 (n+1)a
! f o(x)de = f F(@)p(x)de
an:—N na n=—N vna
N-1 N=1 p(ntla
=Y (it Da) - f F(2)o (@) dar
n=—N n=—N vna

c’est-a-dire par passage a la limite sur N

+00 T
ARG W R R EE T
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c’est-a-dire

fw )@= S p(na) - 1fw ol do

—0 n=—a —o

U
Considérons maintenant f comme une fonction de Lz((), a) : elle peut donc s’écrire
comme la somme de sa série de Fourier et un calcul facile donne
1 T

7 1
- 4 § - Qi
f(x) 5 + o nionexp( m’na) )

la convergence de la série étant assurée dans Lf,(O, a) et donc presque partout. Soit
v € D(R):

f“oo f(x)¢ (x) do = 1J+OO ¢ (z) dx + K2 Z 1 FOO exp(2i7m§)go’(:c) du

—0 -0 n+0 nJ_wo a

puisque ¢ est a support compact. De mé€me, une intégration par parties (et ¢ a support
compact) donne

o x n. [T% x
J exp(2imn=)¢ (z) dr = —(2in—) j exp(2imn—)p(z) dx.
o a a’ ) o a

Donc

jﬂo f(@)¢' (x) do = 1 D jﬂo eXp(Zz‘yrn%p(x) .

—00 n#£0 Y —0©

Cette relation couplée avec le lemme 5.1.1 donne finalement
+00 1 +00 1 +00 T
Z e(na) — J p(z)dr = — Z J exp(2imn—)p(x)de.  (5.1.1)
n=—aw @)oo n#0Q v —® a
On peut donc énoncer le résultat suivant :

Théoreme 5.1.3 Le peigne de Dirac admet un « développement » en série de Fou-
rier:
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Démonstration - Pour toute fonction ¢ € D(R) la relation (5.1.1 ) donne :

+0 1 40 +00 r
Z o(na) = af [ Z exp(2i7ma)] o(z) dx.

n=—a —®0 n=—o

On reconnait le peigne de Dirac dans I’expression de gauche :

1 = T
(D, ) = — < Y exp(%ma)wp>,

n=—0u
ce qui s’écrit en résumé :

+o0

1 z
A==Y 2irnl) .
a= exp( zwna)

n=—a

5.1.5 Transformée de Fourier du peigne de Dirac

Grace a ce qui précede on peut alors calculer la transformée de Fourier du peigne de
Dirac :
Théoreme 5.1.4 (Transformée de Fourier du peigne de Dirac)
Soit a € R. On peut calculer la transformée de Fourier du peigne de Dirac par
—~ 1

Ay = —-A1.
a a

Démonstration - On a vu que la transformée de Fourier de ¢, est
0q(w) = exp(—2iraw) .

Donc
+00 +00

Ag(w) = Z exp(—2itnaw) = Z exp(2itnaw) .

n=—aoo n=—au

Le théoreme (5.1.3) indique (avec % au lieu de a) que

+a0 1
Z exp(2iranx) = —A1 .
n=—0o0 a o«
Donc 1
A(;L = *Al
a a

]
Ce résultat montre que (sauf si a = 1) le spectre du signal échantillonné n’est pas
I’échantillonnage du spectre de départ.
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5.1.6 Transformée de Fourier d’un signal périodique

Un signal périodique non nul n’est ni dans L!(R) ni dans L?(R) et on ne peut
donc pas calculer sa transformée de Fourier-Plnacherel. Toutefois grace au Peigne de
Dirac on peut généraliser la transformée de Fourier a de tels signaux.

Plus précisément soit x € LIQ)(O, T') un signal de période T'. On peut donc écrire
son développement en série de Fourier

+o0 '
x(t) = Z cnemp(QiTrnT) p-p- .

n=—ao

Appliquons (au moins formellement) la transformation de Fourier : on obtient

+00 —_— +00
T = 2 cnexp(Qiﬂnf) = Z cn6%.
n=—o0 n=—oo
Par conséquent
VkeZ &( k)
(=) =ck .
T k

5.2 Formule de Poisson dans L'(R)

Le lemme suivant montre comment construire un signal périodique a partir d’un
échantillonnage de f.

+oo
Lemme 5.2.1 Soita > 0 et f € LY(R). On pose F(t) = Z f(t —na). Alors

n=—aoo

1. la série converge dans L'(0,a) et F € L,(0,a)

1,k
2. les coefficients de Fourier de F sont cp(F) = — f(—).
a’a
+N
Démonstration - Soit Fiy(t) = Z f(t —na). Cest une fonction de L'(0, a). Tl
n=—N

vient
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a —(N+1) N+p
|Fvep — Fnllisom = f S ft-na)t S f(t—na) || dt
0 n=—(N-+p) n=N+1

/N

(NZH) Oa|f(t—na)|dt> + Nip (fa|f(t—na)|dt>

n=—(N+p) 0 n=N+1 ‘W0

—(N+1) —(n—1)a N+p —(n—1)a
> (f If(t)ldt>+ > (f If(t)ldt>
n=—(N-+p) \v—na n=N+1 \Y—na

—Na (N+p)a

_ ( f If(t)ldt) ; ( f If(t)|dt>
—(N+p)a Na

< f L ot

Comme f € L'(R), NliIErlCDﬁ | |f(t)|dt = 0.La suite Fiy est de Cauchy dans
- z|=Na

I’espace de Banach L'(0,a) : elle converge donc vers une fonction F' € L'(0, a)
dans L'(0, a). On peut montrer de la méme fagon que la suite converge vers F dans
LY(ka, (k + 1)a) pour tout k € Z. Donc F est définie presque partout sur R. Elle
est clairement périodique de période a. C’est donc un élément de L;(O, a). De plus
ck(F) = Nl—i>r-r|-loo ¢k (Fy). On obtient donc

cr(Fy) = 1J Fi(t) exp(—2int ") dt
a 0 a
1 & (e k
= nZNL f(t —na) exp(—2z7rtgs) ds

1 (N+1)a k
= j f(s)exp(—2im—s)ds
a

@ J_Na
I 1,k
— J f(s)exp(—2imr—s)ds = — f(—).
n— 4o 4w a’‘a

Nous pouvons maintenant établir la formule de Poisson qui traduit simplement le fait
que F est égale a sa série de Fourier.
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Théoreme 5.2.1 (Formule de Poisson)
Soit f € L'(R) dérivable par morceaux telle que f' € L'(R). Alors

t
vVte R (t— (2i
€ Z flt —na) Z f ) exp(2imn— . ).

n=—a n——oo

Démonstration - Le premier membre de I’égalité converge normalement dans R vers
une fonction F' périodique et continue sur R. Le second membre est une série de
Fourier qui converge uniformément.

La fonction F' définie par le lemme 5.2.1 vérifie les conditions d’application du
théoréeme de Dirichlet 2.1.7 pour les fonction L' périodiques ( chapitre 2, p. 16).

En effet ' appartient a L}J(O, a) et est continue. F' est dérivable par morceaux car f
N
I’est. Soit ¢ un point ol f est dérivable : on a F'}(t) Z f'(t — na) . Comme
n=—N
f"€ L'(R) le lemme 5.2.1 indique que la série F}, converge dans L}(0,a) vers une
fonction G de L})(O, a) dont les coefficients de Fourier sont :

(@) = (%) = 2o (%) < gin () = )

L unicité des coefficients de Fourier permet de conclure que G = F’. On obtient
donc

+o0
vieR Y ek(F) exp(2i7rk:2) _ %(F(t*) L F(E) = F().

n=—auo

Toujours en utilisant le lemme 5.2.1 il vient

+00 1 ¥ r
VieR Y f(t =na) = = Y F() exp(2imk )
n=-—ao k=—w

5.2.1 Application a I’étude d’un signal échantillonné

Soit f un signal de L*(R). On échantillonne ce signal toutes les a secondes et on
rappelle que

+o0
afd, = a Z f(na)dng -

n=—aw
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En utilisant la convolution on observe que

PP a1
o Ba=F N (frd) = F N (f e M)
a
A f1) jfm) 4
0 7 -2 e m'
PPy
A A, as 1/2A. R afA,
y=afi
e
da 2a -a 0 a  2a 3a ! la A 0 A i "
a= I/Z)LU
N
afA,
A ‘{fALI e 4
.}*uﬁ’f}
Sa -2a -a 0| a  2a 3a ¢ -la -4, 0 A la w

FIGURE 5.5 — L’échantillonnage périodise le spectre
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1.
Donc f- A, = = f * A1, c’est-a-dire pour tout w € R
a a
+o0 n
af Do)=Y flw=>).
n=—au0 a

s 1
La formule de Poisson appliquée avec f et — au lieu de f et a donne
a

+00 +00 . +0
Z flw— Z) =a 2 f(na)e¥™m — g Z f(na)e 2w (522)

n=—0u n=—w n=—aw
Finalement, pour tout w € R

+00

af - Alw) =a Z f(na) exp(—2imnaw). (5.2.3)

n=—aw

Comme af - A, est le signal échantillonné, on vient de montrer que le spectre du
signal échantillonné (avec une période de a secondes) est périodique de période la
fréquence d’échantillonnage F, = —.

a
En conclusion, si on échantillonne un signal on périodise son spectre.

5.3 Théoreme d’échantillonnage de Shannon

Définition 5.3.1 (Signal a bande limitée)

Un signal f de L'(R) continu par morceaux dont le spectre ne comporte pas de
fréquences supérieures a A. ( c’est-a-dire tel que le support de f est borné inclus
dans [—Ac, \¢]) est dit a bande limitée.

Remarque 5.3.1 Le principe d’incertitude que nous verrons plus tard indique qu’une
fonction et sa transformée de Fourier ne peuvent pas étre toutes les deux a support
compact. Donc si un signal est a bande limitée, il est nécessairement a support non
borné et C*

Définition 5.3.2 ( Fréquence de Nyquist)
La fréquence de bande limitée \. est appelée fréquence de Nyquist.

On note s, la fonction sinc (7¢) (o sinc est la fonction sinus cardinal)

sin(2t) L0
si
Sa(t) = ot
1 sit=0
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s1t # na
On note 545, (t) = s4(t —na) = 2(t — na)
1 sit =na
On définit la fonction « créneau » K, par
1l < 1
pa(w) = { @ SIS 5, (5.3.4)
0 sinon.

Remarque 5.3.2 1. sy,(ka) = 0 pour tout k # n

2. San = F (ke exp(—2imna-)) donc 55,(w) = kq(w) exp(—2iTnaw)) ;

r sin 2w A\
24| SN =3

7 1 1 1 N
\/* O *\/4 ’

FIGURE 5.6 — La fonction Sinus cardinal

On se donne un signal a bande limitée de fréquence de Nyquist \. et on suppose
de plus que f € L?(R) et que la cadence d’échantillonnage est assez rapide. Autre-

.La

ment dit, la période d’échantilonnage est assez petite, tres précisément : a < o)
C

valeur est la cadence de Nyquist.

1
2Xc
Théoreme 5.3.1 (Théoreme de Shannon)

Soit f un signal a bande limitée et d’énergie finie :

support(f) C [=Ae, M| e f € L*(R).

Alors
—+co

Vo Y |f(na)f <+,

n=—a
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et
1 = sin Z(t — na) =
Va < N f(t) = Z f(na)w = Z f(na) spa(t) .
n=—o a n=—au

L’égalité ci-dessus a lieu au sens de la norme L?(R). Si de plus
+00
Y. |f(na)| < +oo,

n=-—au

la série converge uniformément vers f .

Démonstration - La démonstration de ce théoreme est difficile dans le cas général :
elle fait I’objet de la section suivante. Nous allons le démontrer dans le cas ou f est
une fonction continue, intégrable sur R telle que sa transformée de Fourier est nulle
en dehors de I'intervalle [—A¢, Ac].

Soit a un réel vérifiant 0 < g <

1
. On appelle g la fonction de période — qui
a

2\
2 1
coincide avec f sur | — 20’ %[ Les coefficients de Fourier de g vérifient
cn(g) = af(—na) .
En effet
2a X % . ) +oo A
Cn(g) = af g(t)e—QMrnat dt aj f(t)e—anat dt = af f(t)e—Qurnat dt
1 1 e
2a 2a

car f estnulle en dehors de | — 2 2—[ (puisque 0 < a < ). D’autre part, comme
a’ 2a

f est continue, la transformée de Fourier inverse donne

2

—+c0 R )
/(@) =j F(te?m at

et donc o
enlg) = a f Ft)e 2™ gt = af(~na)

—0

1
Soit ¢ un réel fixé et h; une fonction de période — telle que
a

1 1

VQ:E]—%,%

[7 h(:c) — eQiﬂ'tx )
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Un calcul classique donne :
cn(ht) = sq(t — na)
Nous aurons ensuite besoin du lemme suivant :

Lemme 5.3.1 Si f et g sont deux fonctions périodiques de carré intégrable sur une
période, alors, le produit fg est périodique,intégrable sur une période, et ses coeffi-
cients de Fourier sont donnés par

+00

Cn(fg) = z cnfk’(f)ck(g) :

k=—00

On peut alors en déduire la formule de Shannon :

VieR, (1) Z f/ms'mE

En effet, appliquons le lemme aux fonctions g et h; avecn = 0 :

+00

colgh) = Y e rlg)en(he).

k=—00

Nous avons vu que
c—k(9) = af(ka) et cg(ht) = sq(t — ka) .
D’autre part
Cn(ght) =aq g(x)eQiﬂtxe—%wnax dt

2a ~

—q f(x)eQiﬂ’(tfna)x dt

=a f(x)e%w(t—na)x dr .

J—00

Grace a la transformation de Fourier inverse on obtient

cn(ght) = af(t — na).
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En particulier pour n = 0
colght) = af(t) .

Finalement
+00

af(t)= > af(ka)se(t— ka),

k=—o0
c’est-a-dire
400
f&)y =3 flka)sy(t—ka) .
k=—o0

[l
Démonstration du Lemme 5.3.1. Soit f € L%(O, a) une fonction de période a. On peut
donc I’écrire comme sa série de Fourier :

400

f@) = Y e(femer.

k=—o0

Soit g € LZ(O, a) . La fonction fg est donc intégrable et

enl(fg) = - j F(0)a(ty e dr

a Jo

Remplagons f par sa série de Fourier On peut intervertir I’intégrale et la série (la
série est normalement convergente), ce qui donne

“+o0 a
alf) =1 T aln) | mtym e i

k=—o0 0

S a2 el

k=—o0 - 0 ~ _
Cnfk(g)
On obtient
+0o0
anlf9) = Y alfenilo)
k=—o0

On reconnait 1a un résultat classique pour la transformée de Fourier : le coefficient
de Fourier du produit de deux fonctions est le produit de convolution (discret) des
coefficients de chaque fonction. ]
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A fl1) f(A(:)) A

AR

0

A

afl,
’ a> 12,

y=afw

a 2a 3a t

|
-l/a - A, 0

FIGURE 5.7 — Echantillonnage a une fréquence inférieure a la fréquence de Nyquist :

F, <2\,

A1) flw) &
0 7 - A A w
N
afA, N afA,
as 124,
y=aftv
/ [———
NARAVAIRVARRY
-3a -2a -a 0| a 2a 3a ¢ R
-la - A 0 Ae l/a w

FIGURE 5.8 — Echantillonnage a une fréquence supérieure a la fréquence de Ny-

quist :F, = 2,
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Théoreme 5.3.2 La famille (Sqy,)nez, forme une base hilbertienne de I’espace

1 1]}

Va={ve IX®) | supp (0) < [~ 5.

Démonstration - On rappelle (voir chapitre 2, Transformation de Fourier-Plancherel)
que si f et g sont dans L?(R), alors

f £ dt = f FVa)dA
R R

1l est clair que V, est un sous-espace fermé de L*(R).
e Montrons que la famille (sS4, )nez est orthogonale : on a vu que

San(w) = kq(w) exp(—2iTnaw)) ,

ou « est la fonction créneau définie par (5.3.4). Par conséquent s, € V, et grace a la
transformation de Fourier-Plancherel

j SanSap = J SanSap -
R R

1

2a .
f SanSap = QQJ elewA(nfp)ad)\.
R

Donc

1
2a

La famille (s,;,) est donc orthogonale et pour tout n € Z, ||Sqnlz2 = 1/a.
e Montrons que la famille (s, )nez engendre un sous-espace dense de V,, : soit g € V,
et e > 0. Grice a la formule de Shannon nous savons que

N

lg— 3 9ma)sal3 =1 ) g(na)saulz=a ) lg(na)l?.

n=—N [n|>N |n|>N

On peut donc trouver N, € N tel que

No
lg — Z g(na)sanf2 < .
n=—N,
Ceci termine la preuve. O]
1
Corollaire 5.3.1 Sous les hypotheses du théoreme de Shannon, avec a < BN ona
C

+00
IfI5=a Y |f(na)].

n=—0o0



136 CHAPITRE 5. ECHANTILLONNAGE

5.3.1 Démonstration dans le cas général

Le terme de gauche de la formule de Poisson ( 5.2.2) (dans I’espace des fréquences)
+00

est F(w) = Z flw— %) C’ est la reproduction périodique du spectre de f en
n=—oo

1 1 1
lobes séparés de —. De plus F' ( périodique de période —) appartient a LZQ,(O, —). Par
a a

a
conséquent F' a un développement en série de Fourier :

+a0
F(w) = Z cn exp(2iTwna) .

n=—aw

La suite (¢, )nez est dans 2. Par la formule de Poisson et grice a I'unicité de la série
40

de Fourier, ona c_,, = af(na) pour tout n € Z. Par conséquent Z | (na)|? < oo.
n=—au0

. 1
Considérons a présent, x4 le créneau centré de longueur — :
a

1
Ke(w) = 1si w| < 5’ 0 sinon.

On obtient avec ( 5.2.2)

F(w)ke(w) = a Z f(na)kq(w) exp(—2irnaw).

n=—00
. . 1 1
Soitw € R : si jw| > % alors F'(w)kq{(w)=0. De plus comme o > A, nous avons
a a
lw] = Acet f(w) =0.
1
Supposons maintenant que |w| < % Pour tout 7 non nul, |w — 2| est toujours en
a

1 1 A
dehors de | — —, 2—[ et donc a fortiori de [—A., Ac]. Comme f est & support dans
a’ 2a

[— ¢, Ac], cela implique :
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Finalement F' - k, = f, c’est-a-dire

+0
Vwe R flw) =a Z f(na)kq(w) exp(—2iTnaw).

n=—a

Comme F et sa réciproque sont continues sur L?(RR) nous avons

f=FYH)=a Z f(na)F (kg - exp(—2imna-)).

n=—0o0
Comme

F (0 - exp(~2imna)) (1) = F~\(ma) (¢ — na) = el = 2%

m(t —na) ’
on obtient finalement :
+0 T
sin X (t — na)
t) = a
[0 = 3 Jma)=g—=
n=—w
a0
La convergence de la série a lieu dans L?(R). Si de plus Z |f(na)| < +c0 la
n=—oo

série converge uniformément vers une fonction g continue sur R. Comme la série
converge aussi dans L?(I) ou I est un intervalle quelconque borné de R, on en déduit
que g = f presque partout. Comme f est continue cela entraine f = g.

5.3.2 Echantillonnage et calcul numérique du spectre - Aliasing
Lien coefficient de fourier et transformée de Fourier

Le théoreme d’échantillonnage de Shannon permet de faire (une fois de plus) le
lien entre série de Fourier (et coefficients de Fourier) et transformation de Fourier.

On considere un signal f dont la transformée de Fourier f est suffisamment
réguliere et a support compact inclus dans [—A., Ac]. On choisit 7 > 2\, , on pose
a= % et on périodise f . On peut donc écrire qu f est égale a sa série de Fourier :

Vw € [—A¢, Ac] flw) = Z en(f) exp 2imnaw dw

neZ

en(f) = af f(w) exp(—2imnaw) dw

_>\(:
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Recouvrement du spectre - aliasing

On considere un signal f dont on veut trouver son spectre. On posséde un échantil-
lonnage de f. Pour appliquer le théoréme de Shannon on doit trouver A a partir de
laquelle toutes les fréquences supérieures sont du bruit. Il y a donc une nécessaire
étape de filtrage.

Par exemple, pour un signal sonore : la fréquence maximum « perceptible » par
I’ oreille humaine est de 16000 Hz. On va donc supposer que tous les sons de fréquence
supérieure a 20000 Hz (pour avoir de la marge) sont inaudibles : on pose donc
Ae = 20000H z = 40000 impulsions par seconde qui est utilis€ approximativement,
pour les enregistrements numériques sur disques compacts.

11 faut toutefois garder a 1’esprit qu’ on ne peut sans contradiction supposer que
le signal et son spectre sont tous deux a support borné, étant donné qu’une fonction
analytique nulle sur un intervalle de R est partout nulle. Supposer que le signal f est
a bande limitée entraine que f est une fonction de support R. (En particulier, f ne
peut pas &tre causal). Inversement, supposer que f est a support borné entraine que
son spectre ne peut étre a support borné.

x(t) x(nT)
10 | 10
06 06 |
A
02 02t
)
N ’ ) t -10
0 100 200 300 0 100 200 300 n1
z(t) z(nT)
10| 10 f
06 0.6 [
0271 02|
02} 02
06 | 06T
-0 f ) H ) ) 10 | ‘
200 600 1000 t 200 600 1000 nT

FIGURE 5.9 — Recouvrement du spectre
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1071 10 10t
5 5 st
0 0 0
6 8 0 8 16 16 8 0 g8 16 16 8 0 8 16
Sig. A t. cont. z(t) Sig. ¢ch. oy (t) Sig. reconstruit z»(t)
11
0.5 05|
o8 |
03 03 |
os |
o2} 0.1 o1}
01
512 256 0 256 S512-512 256 0 256 512 -512 256 O 256  S12
T.F. de x(t) T.F. de x(t) T.F. de ra(t)
15
13 13 [
10
T 7 4
5
1] 17
0
6 8 0 8 16 16 8 0 g8 16 -6 $ 0 8 16
- Sig. A t. cont. y(t) Sig. éch. y,(t) Sig. reconstruit y»(?)
049 05
08 |
03
os t 041
02 033 o1t
0.1
512 2% 0 25 512-512 256 0 256 512 512 256 O 256 512

T.F. de x(t)

T.F. de x,(8)

T.E. de rs(t)

FIGURE 5.10 — Reconstruction d’un signal x échantillonné correctement et y sous-

échantillonné
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Si on ne prend pas de précautions, le calcul analytique sur les échantillons direc-
tement prélevés du signal peut réserver des surprises. Le signal physique enregistré
sera toujours entaché d’un bruit, c’est-a-dire de petites fluctuations correspondant a
des hautes fréquences. Ceci fait que la fréquence d’échantillonnage choisie a toutes
les chances d’étre trop petite. On se trouvera alors dans la situation de la figure 5.7 et
le spectre calculé n’aura aucun rapport avec le spectre cherché : ¢’est le phénomene
de recouvrement du spectre. Pour éviter ce phénomene il est indispensable de filtrer
préalablement le signal analogique, ¢’est-a-dire de le faire passer dans un filtre passe-
bas, de facon a éliminer réellement, avant échantillonnage, les hautes fréquences por-
teuses de bruit.

Dans un calcul de spectre il est indispensable de filtrer le signal avant échantillonnage.
Ceci afin d’éviter le phénomene de recouvrement du spectre.

Remplissage par des zéros (« Zero-padding »)

La technique de « Zero-padding » consiste a ajouter aux N points du signal une
suite de M valeurs nulles de facon a augmenter artificiellement le pas d’échantillonnage
fréquentiel (qui passe de fe/N a fe/(N + M) et donc I’information fréquentielle.

0.1 [0

" i
2000 4000 £000 8000 10000 12000 1000 2000 3000 4000 5000 5000

o _ i
7000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 15000 3000 ETTT) o v =) o)

Signal (temporel) Spectre (fréquentiel)

FIGURE 5.11 — Effet du « Zero-padding » : a gauche, analyse spectrale sur N =
12000 points, a droite sur N + M = 18000 points
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Calcul a I’aide de l1a TFD

Supposons que f est le signal (filtré) et que que le support de f ) est inclus dans
[—A¢, Ac]. Donc

+a0
Yw € [=A¢, Ac] flw)=a z f(na) exp(—2imnaw). (5.3.5)

n=—ao

Supposons que le signal est observé sur un intervalle de temps [—Na, Na]. Le signal
échantillonné est donné par z,, = f(na) et le spectre (approché) est donc

N
on(w) =a Z f(ka) exp(—2irwka) .
k=—N

On obtient

N

p —pk

Vpe{-N,- N} onl(gy) =a Y fka)wilt. (5.3.6)
k=—N

On retrouve I’expression de la Transformée de Fourier Discrete. On calcule le spectre

approché a I’aide de la FFT.

Utilisation de la FFT sous SCILAB

On ne peut calculer la FFT que pour une fonction périodique. Si la fonction considé-
rée ne 1’est pas, on la restreint a un intervalle de longueur 7' (fenétrage) et on la
périodise. La « période » de la fonction est alors T et sa fréquence fondamentale
est \ = 1/T. En réalité cette fréquence « fondamentale » est théorique puisqu’elle
dépend de la longueur de I’intervalle d’étude choisi. Elle n’est donc pas intrinseque
au signal. Si par exemple on étudie un signal monochromatique de fréquence \,), sur
un intervalle de longueur 7' = 2/, la fréquence « fondamentale » sera A = 1/T =
2.
En pratique, si on connait la période du signal on choisit 7" égal a cette période.
La plupart du temps, on ne connait pas la période (si le signal est périodique). La
fréquence fondamentale d’un tel signal (qui est donc indépendante de I’intervalle
de temps choisi) est déterminée soit par différence entre deux raies consécutives du
spectre énergie-fréquence, soit par analyse corrélative (voir le chapitre 3).

On échantillonne la fonction sur I'intervalle [0, T'] (ou [¢,, t, +71']) en discrétisant

avec N échantillons.

kT
th= 5 k=0 N1
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T, = — est le pas de la discrétisation : c’est aussi la période d’échantillonnage.

1 N
e =T. =T est la fréquence d’échantillonnage. On calcule
e
1 N1 _ 2imkp
Y(p)zizf(kTE)e N 7p:07"'N_17
N k=0

la TFD de f. On sait alors que les coefficients de Fourier approchés sont

N
Y. si0s<n< ——1,
Cn = 2
mn
Yn_;,_N Sl—généo

En particulier si la fonction f est réelle, ses coefficients de Fourier sont « pairs »
au sens suivant : c_,, = ¢,. Pour construire le spectre fréquence- énergie des couples

n . C a2 .
(=, |en)) il suffit de considérer des indices n > 0.
a

Pour des fonctions réelles on ne gardera donc que la partie Y(n), 0 < n <

N N
5 = 1 qui fournira les fréquences entre O et (5 — 1)\ La fonction fft de SCILAB

calcule
N—1

Z x(k)e_m;kp, p=1,---N—-1.
k=0

11 faut donc
1. Remplacer x(k) par f(kT)

2. Normaliser en divisant par N

N
3. Ne garder que les Y(n), 0 < n < 5 1 qui représenteront les coefficients
de Fourier (approchés) correspondants aux fréquences nA.

4. Dessiner le spectre énergie-fréquence , pour des fréquences variant de 0 a
N
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Comment concilier I’échantillonnage avec la FFT ?

Soit y un signal échantillonné a la fréquence F'e et comportant [NV échantillons (/V est
la taille de y).
N
La durée totale du signal est T' = e puisque F'e est le nombre d’échantillons
e

par seconde.
Prenons maintenant 2P valeurs (échantillons) de y pour faire une FFT :

Y = fft(y(1:2P),—-1)/(2P) .
La durée du signal correspondant a 2P échantillons est

T 2p
a = — x 2P = —(secondes) .
N Fe ( )
Par conséquent a est la valeur de la « période » (quand on prend un signal sur un inter-
valle de longueur a finie on le périodise ) de sorte que la fréquence « fondamentale »du
signal est

F
A=2
op
En résumé, on trace un spectre énergie-fréquence pour des fréquences variant de 0 a
2P F
(5 —DA= 276 5 (2771 — 1) avec
F
x= o x[0: 2070 —1];

plot (%, z)
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Chapitre 6

Analyse temps-fréquence

6.1 Introduction

On a fait précédemment la distinction entre signal transitoire et signal station-
naire. Un signal stationnaire est un signal qui s’établit au bout d’un certain temps
(équilibre) et qui donc ne dépend pas du temps. L’analyse spectrale peut donc se faire
sur n’importe quel intervalle de temps. Un signal non stationnaire (transitoire, dyna-
mique) est au contraire un signal dont les fréquences varient (rapidement ) au cours
du temps.

Nous avons vu que I’analyse d’un signal peut se faire par des méthodes fondées
soit sur la représentation temporelle, f, soit sur la représentation spectrale f , qui est
la transformée de Fourier (T.F) de f. Le signal temporel donne une information sur
la présence d’un signal, son énergie et son évolution temporelle. La T.F nous ren-
seigne sur les fréquences présentes dans le signal et sur la répartition de I’énergie
selon les fréquences. Pour les signaux déterministes. les représentations couramment
utilisées pour I’analyse des signaux sont 1’énergie instantanée |f(t)|? et I’énergie
spectrale f (w)|?. Pour les signaux aléatoires, nous avons vu que les outils d’analyse
sont fondés sur 1’autocorrélation dans le domaine temporel et sur la densité spectrale
(T.F de I’autocorrélation) dans le domaine fréquentiel. Ces outils d’analyse sont va-
lables dans le cas des signaux stationnaires, aussi bien déterministes qu’aléatoires.
Cependant, leurs limitations sont immédiates quand on les applique aux signaux non
stationnaires. En particulier, ils ne donnent pas d’information sur la maniére dont la
fréquence varie avec le temps. L’analyse spectrale classique, fondée sur la T.F, im-
plique implicitement que les propriétés spectrales du signal sont stationnaires. En
effet, le module de la T.F d’un signal fournit seulement une moyenne temporelle du
contenu spectral du signal sans donner de précision sur d’éventuelles changements

Dans les applications, il s’agit d’extraire d’un signal toutes les informations per-
tinentes, sous forme de valeurs numériques caractéristiques et pas trop nombreuses.

145
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L’analyse de Fourier présente des inconvénients majeurs qui ne permettent pas
une analyse satisfaisante de toutes les sortes de signaux. Ainsi, dans le spectre A\ —
f (M) tous les aspects temporels du signal disparaissent, par exemple le début ou la
fin du signal, ou I’instant d’apparition d’une singularité.

Prenons par exemple I’air de « Au clair de la lune » :

}a::,
v
™
M
™
T
™
™
Tm
Tm

FIGURE 6.1 — « Au clair de la lune »

Faisons une transformée de Fourier de ce signal musical : on voit apparaitre les
trois fréquences correspondant aux notes do, ré, mi. Jouons maintenant

TR

T
T
T
T

I v ] | |
. I T

0
e
T | T

FIGURE 6.2 — Mémes notes dans un autre ordre

Si on fait une transformée de Fourier , on obtient la méme chose que pour « Au
clair de la lune ». La transformée de Fourier est capable de donner les fréquences
présentes dans un signal mais pas leur instant d’apparition.

On souhaiterait donc faire une analyse a la fois en temps et en fréquence. C’est
I’analyse temps-fréquence qui permet d’obtenir cette information.

De la méme fagon, pour calculer le spectre d’un signal f()) il faut connaitre f(¢)
pour toutes les valeurs réelles de t. C’est impossible en temps réel car le signal est
traité au fur et 2 mesure de ’arrivée des données numériques. On ne peut donc pas
connaitre le spectre (méme approché) d’un signal dont on ne sait rien sur le futur
puisque des fréquences de toutes valeurs peuvent apparaitre.

Basiquement, I’idée est de multiplier le signal par une fenétre « glissante » et de
faire la transformée de Fourier du signal tronqué. On obtient une fonction du temps
et de la fréquence. Plus la taille de la fenétre temporelle est petite, meilleure est la
précision sur les instants. Mais si la taille de la fenétre devient trop petit, il n’y a
plus de résolution en fréquences a cause du principe d’incertitude : on peut plus par
exemple séparer les fréquences des différentes notes (voir section suivante).
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FIGURE 6.3 — Spectres de « Do-Mi-Sol » (a gauche) et de I’accord « Do-Mi-Sol » (2
droite) sur un piano

6.2 Principe d’incertitude
On rappelle que w — | f(w)

|f(w)l?
théoreme 3.2.1, $(w) = |f(w)|?, olt ¢ est la fonction d’autocorrélation de f.

est la densité spectrale d’énergie et que d’apres le

6.2.1 Comportements temporel et spectral d’un signal

Nous allons examiner la relation entre la localisation d’une fonction (signal) et
celle de son spectre ( transformée de Fourier ). Commengons par un exemple : soit f
une fonction de R dans C telle que f, =+ xf(z) et w > wf(w) soient dans L?(R)
et fi la fonction définie par fi(z) = f(kx). Un calcul simple (avec changement de

variables) montre que
~ 1 ~/w
fu) = (%)

Donc si on étale les valeurs de f (en multipliant par k), le spectre de f se concentre
(on divise par k) et réciproquement, si on concentre les valeurs de f, on étale le
spectre.

Si on reproduit un message a une vitesse inférieure a celle de son enregistrement,
on étale le temps ; alors le spectre se concentre et les hautes fréquences sont affai-
blies : le signal parait plus grave. Si au contraire, on reproduit le signal plus vite
qu’on ne I’a enregistré, les hautes fréquences sont renforcées et le signal parait plus
aigu.

On notera que dans ce type de changement les rapports entre les harmoniques sont
conservés, ce qui explique que le message reste compréhensible alors que dans une
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translation de spectre ces rapports sont modifiés et le message devient incompréhensi-
ble. On peut définir 1’étalement de f ou dispersion de I’énergie de f en temps :

Définition 6.2.1 (Etalement temporel)
Soit f € L*(R) telle que t> f € L*(R). On appelle étalement temporel de f et on note
< T > la quantité définie par

. L2 2l

<= TR opa

La norme L? de f est aussi son énergie.

Théoreme 6.2.1 3

1. Soit f définie par f(t) = Af(t) avec X # 0. Alors < Ty >=<Ty >.

2. Soit fy, définie par fi,(t) = f(kt), avec k # 0, alors < Ty, >=k < T§ >.
Démonstration - La démonstration est immédiate par changement de variable dans
les intégrales. O]
On peut de la méme fagon définir I’étalement spectral de f :

Définition 6.2.2 Soir f € L*(R) telle que t — t2f(t) et w — f(w) € L%(R). La
quantité < Fy >=< Tf > est I’étalement spectral de f.

Le principe d’incertitude est une relation entre < 1" > et < F' > qui indique
que I’on ne peut pas localiser finement et le signal et sa fréquence. Cette relation est

1
<T¢>-<Fr>>—.
f f e

C’est une conséquence du résultat suivant :

Proposition 6.2.1 Soit f : R — C une fonction de C'(R) telle que f, f' et x >
zf(z) € L*(R). Alors
E

UT'UFZE

ou on a posé
+00 +00 . +00
or = j 21FOP dt, op = f @) dw, E = f )2t
—c0 —0 —a0

Nous admettrons ce résultat qui nécessite des outils plus fins que ceux utilisés jusqu’a
présent (distributions).

Exemple 6.2.1 Soit f(t) = kexp(—at?) un signal gaussien. On vérifie que

1
<T¢>-< Fr>=—.
! f .
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6.2.2 Signaux a durée finie ou a spectre borné

Supposons que le signal f soit trés régulier( par exemple C? tel que toutes les
dérivées f(*) (1 < k < p) soient dans L' (R)). Grace a la formule de dérivation de la
transformée de Fourier on a :

W) = Qimop f(w)
Or |f/(17)(w)| < fP)| 1 = A, < +oo. Par conséquent
Ap
(2rw)P

(@)l <

La transformée de Fourier de f décroit vers 0 au moins aussi vite que w™? lorsque
w tend vers +oo. En d’autres termes, si un signal est tres régulier, son spectre est
trés petit dans les fréquences élevées. En remplagant F par son inverse, on voit de
méme que si le spectre est trés régulier alors f(t) est trés petit pour |¢| grand.

Nous allons préciser ce qui se passe dans la situation extréme ou, soit f, soit f
sont nulles en dehors d’un segment (support compact). Rappelons tout d’abord que :

Définition 6.2.3 Un signal est de durée finie s’il est a support compact (c’est-a-dire
s’il existe T > 0 tel que Vt tel que [t| = T ona f(t) = 0.).
Un signal f est a spectre borné (ou a bande limitée) si f est a support compact.

Le théoréme suivant montre que mis a part le signal indentiquement nul il n’existe
pas de signal de durée finie et de spectre borné.

Théoréme 6.2.2 Soit f € L'(R) a support compact inclus dans [T, T). Alors
1. f est C*® et vérifie

@) < @nTY"| f |1 pour tout m > 0.

2. Si f est nulle sur un intervalle non réduit a un point, alors f est identiquement
nulle et f ’est aussi.

Démonstration - Comme f est 4 support compact, nous avons [tF f(t)| < T*|f(t)|
pour tout ¢ et donc les fonctions ¢ — t* f(¢) sont dans L!(IR) pour tout k. On a sait
que cela entraine que la transformée de Fourier de f est C* pour tout k, donc C®. De
plus

1F® )] = |(=2im)* F f(w) | < @OF[EF oo < )5 ¢ Flp < T ] g -

2. Soit I un intervalle ouvert sur lequel f est nulle. Soit w, € I : on applique la
formule de Taylor a I’ordre n entre w (quelconque) et w, : Comme toutes les dérivées
de f en w, on obtient donc

. F(n) ()
flw) = f n(! 1)

(w—w,)™ ol w; est entre w et w, .
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D’apres ce qui précede, on obtient

|f(w)] < (27TT):l|f|Ll

(w—wo)";
on fait tendre ensuite n vers +00 ce qui prouve le résultat. ]
On a un théoreme analogue en échangeant les roles de ¢ et w.

6.2.3 Troncature du signal en temps ou en fréquence

En pratique, on ne peut pas considérer des signaux de durée infinie ou de spectre
non borné. On est donc conduit a tronquer certains signaux et tous les appareils ont
une bande passante limitée : ils ne gardent qu’un intervalle borné de fréquences.

Notons k7 la fonction « créneau » égale a 1 si |t| < T' et O ailleurs. Le signal
tronqué a I'intervalle [—7',T'] est g = ki - f. Calculons le spectre du signal tronqué
(c’est-a-dire la transformée de Fourier de g) : § = f * k. Nous obtenons classique-

ment .
() = flw) » L)

On vérifie que cela a pour effet d’élargir le spectre et ceci d’autant plus que 7" est
petit.

sin(mnt)

De fagon analogue, considérons f,,(t) = f(t) = . Alors f, = f - Ko

Le signal f;, est le signal dont le spectre est celui de f tronqué a

n
w| < 5 Lorsque
n tend vers +oo le spectre de f,, a pour limite celui de f et on peut démontrer que
frn converge uniformément vers f sur tout segment ou f est continue. En revanche,
au voisinage des discontinuités de f on observe des oscillations de f,, qui ne s’amor-
tissent pas lorsque n — +0 : c’est le phénomene de Gibbs.

6.3 Transformée de Fourier a fenétre glissante (STFT)

6.3.1 Fenétrage

L’idée la plus naturelle consiste a tronquer le signal f en le restreignant a un
intervalle de temps [—A, A]. Cela revient a multiplier le signal par le créenau r4 =
X[—A,A]- On transforme donc le spectre en

— (S'Hl(f;j\A)\))*f(/\):(SA*f)()‘)'

La troncature du signal se traduit donc sur le spectre par une convolution avec la
fonction sinus cardinal.
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FIGURE 6.4 — Fonction sinus cardinal
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L’ approximation de f par g est d’autant meilleure que A est grand, c’est-a-dire
que s4 s’approche de la masse de Dirac. Mais les calculs deviennent vite ingérables et
le sinus cardinal s’amortit trés lentement présentant des lobes importants au voisinage
de I’origine. Pour améliorer cette situation on utilise des fonctions plus « régulieres »,
appelées fenétres , concentrées autour de I’origine. Nous présentons ci dessous quel-
ques exemples :

1. Fenétre triangulaire

wl(t) o :A<%>2

>|=
|-
>

FIGURE 6.5 — Fenétre triangulaire en temps et en fréquence

2. Fenétres de Hamming et de Hanning. Elles sont de la forme

w(t) = [+ (1 —a) COS(QW%)] ralt).

Pour @ = 0.54 on obtient la fenétre de Hamming et pour o« = 0.5 celle de
Hanning. Ces coefficients ont été calculés pour minimiser certains criteres.
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+ w(t)

>
t
FIGURE 6.6 — Fenétres de Hamming et de Hanning
3. Fenétres de Gauss
w(t) = A exp(—at?) , (o, A > 0) .
A wlt) =4 " zi‘()\):Age’%*z
A A?
0 T 0 g

FIGURE 6.7 — Fenétre de Gauss en temps et en fréquence

On est amené a faire « glisser » cette fenétre devant le graphe du signal de facon a
prendre en compte toutes ses valeurs. On obtient alors une famille de coefficients a
deux parametres réels A et b :

Gy(\D) = f - F()w(t — b) exp(—2im\t) dt (6.3.1)

—Q0
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qui remplace les valeurs f (M\). L’application
f = Gr(\ D)

s’appelle la transformée de Fourier 2 fenétre glissante ou STFT .

Le parametre A joue le role d’une fréquence, localisée autour de 1’abscisse n du
signal temporel. G s(\,b) donne ainsi une indication sur ce qui se passe autour de
I’abscisse ¢ = b pour la fréquence \. Enfin, on reconnait dans la formule (6.3.1) un
produit scalaire dans L? :

Gr(AD) = (f,wap) 2, avec wyy = w(t — b) exp(2imAt) .

6.3.2 Les formules de Gabor

II est intuitif de prévoir que, réciproquement, la connaissance des G ¢(\, b) pour
toutes les valeurs réelles de A et b détermine completement le signal. On a le résultat
suivant dii a Gabor :

Théoréme 6.3.1 Soit w € L'(R) n L%(R) une fenétre telle que || soit une fonction
paire et |w||z = 1. On pose

wyp = w(t —b) exp(2imAt) , (A, b) e R x R.

Pour tout signal f € L*(R) on considére les coefficients

+co

Gron = | ot ar

—0
Alorsona :
1. Conservation de l’énergie :

”|Gf(A,b)|2dAdb= FOO |f ()% dt .

—0
R2

2. La formule de reconstruction
f(t) = ” G (A, b)wy p(t)dN db .

]RQ

au sens suivant : Si
gA(t) = J J Gf()\, b)w)\7b(t)d)\ db N
beR J|A|<A

alors g4 — f dans L*(R) quand A — +co.

1. Short-Time Fourier Transform
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Démonstration - On va d’abord donner une autre expression de G'¢(\, b). Comme
la transformation de Fourier (Plancherel) préserve le produit scalaire de L?(IR) nous
avons

a0 +a0
Gfu,b):f F()Dro(t) dt = f FE)Bas(e) de
comme
ap(€) = exp(~2im(€ — N ) (€ — ),
il vient
+a0
Gy01) = exp(-2im) | (€06~ X) expl2ined) de
d’ou

G (A, b) = exp(=2imAb) Fe[f(€)d (€ — N](b) -

La fonction de ¢ entre crochets est dans L' (R) comme produit de fonctions de L?(R).
Elle est aussi dans L?(R) puisque 0 est bornée (w € L'(R)). On a donc

—00 —0Q0

(160 mPana - | (f |f§[f<§>w<g—x>]<b>|2db> I\
RQ

+o0 [ ptoo
= J (j |F(©)w(E = N)? d§> d\ ( d’apres la relation de Parseval)

—a0 —0o0

—o0 —0

a0 +ao
=f |f<5>|2(f |w<§—x)|2dx) dé = | 112 Jwl2 = 1713

On a donc prouvé le premier point du théoreéme.
Montrons maintenant le deuxiéme point : vérifions d’abord que g 4 est bien définie
pour tout A > 0, en montrant que la fonction

(A, 0) = Gp(X, b)wap(t)
est intégrable sur la bande [—A, A] x R. Soit donc
A +oo _
Ja(t) = f (J FelF(€)ie ~ MO)| (e~ b) db) dA.
—A —0

Par I’inégalité de Schwarz et la relation de Parseval on a

A B A B
140 < [ @i~ M@ folaad = | 1@t~ My,
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La fonction
def

h(A) = F(©i( = N2
vérifie

) = | IF Pl - NP = (177 1)

—0
Par convolution dans L' on en déduit que h? € L*(R et donc h € L?(R). Finalement

A
VteR, VA >0, Jut) < j h(\) d\ < V2A|h|s < +o0..
—A

L’intégrabilité permet donc d’utiliser le théoreme de Fubini et de choisir I’ordre
d’intégration dans la définition de g4. On obtient

A
gall) = f g\ dA |

avec

c’est-a-dire

400
o = | FEbE - NFut — b) expl2im IO s
On peut calculer facilement Fp[w(t — b) exp(2imA(t — b)) ](€) et on obtient
+00
o = | F(€rie - Ayl — V) expizinte) s
Finalement
A +o
ga(t) = JA (f FOl(E — N)? exp(2imtt) di) dA.

Vérifions que la fonction sous le signe somme est intégrable (pour appliquer le théo-
réme de Fubini). Comme [w]? est paire on a :

A +oo ) , ) ) y
J_A <Lo 1) o€ — )] d&) d\ = L; (11 [0*) () dx .
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Ona |f| € L2(R) et |&|? € LY(R), d’on par convolution |f] = |&]? € L2(R) et
I’intégrale est finie. En appliquant le théoreme de Fubini on obtient

—0 —A

+o A
ga(t) =J f(§) exp(2imt) U Iw(é—A)IQdk> dg.

A

Soit p4 (&) = j [w(€ = N)[?d\.0na0 < @a(€) < 1car |y = 1. Comme @4
A

est bornée, fo € L2(R), de méme que g4 = F(fpa).
Il reste & montrer que g4 tend vers f dans L?(R) quand A — +o0.

I = F(fe) 3 = [FL(1 - ea) 112 = (1 — ) fI3 Z e(4).

Donc
+00 . +oo )
- f (1= pa)f1() de = f =A@ 7P () de
= |, e F@ s | - e
* Si |f|<§ona

E—A +o0
1= oale) = j (e — N)[2d) = j o) dy +f o(y) 2 dy; d'o
A=A — E+A

+0

)P dy + j ()P dy = =1(A)

0<1—<PA(§)<J

—Q0

qui tend vers 0 quand A — +oc0. On obtient donc

NS

j 11— al2(&) 1F12() de < 1(A)FIE.

A
2

¢ D’autre part

J, imear@iroas | iir©a

&> 4

tend aussi vers 0 quand A — +c0. ]
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Définition 6.3.1 (Atome temps-fréquence) Etant donnée une fenétre w, on appelle
atome temps-fréquence, la fonction w) y, c’est-a-dire plus généralement

Orw  t = w(t — 7)exp(iwt).

Dans les cas pratiques on prendra une fonction w localisée autour de ¢ = 0, par
exemple une gaussienne. La fonction w) - est alors localisée autout de ¢ = 7, tandis
que w) ; est localisée autour du point £ = A. Ceci fait que

GrAT) = (Frwns) = (£ )

contient une information a la fois en temps et en fréquence autour du point (7).

Dans la mise en ceuvre numérique on calculera les coefficients G ¢(\, b) sur une
grille (MAo, N70) (m,nez) €t Ao, To réels positifs.
On obtient ainsi une suite double G, ,(f) = G(mA,, n7,) discrétisée de la fonc-
tion des deux variables réelles.

6.3.3 Comparaison des méthodes de Fourier et Gabor

Ces deux transformées, qu’on peut écrire formellement

f(t) = f f(€) exp(2imte)de

—Q0

ft) = H G (A, b).wyp(t)dA db

RQ

peuvent s’interpréter comme la décomposition du signal f sur une famille de fonc-
tions jouant un rdle analogue a celui d’une base (les sommes étant remplacées par
des intégrales).

Pour Fourier ce sont les fonctions sinusoidales, et pour Gabor ce sont des fonc-
tions sinusoidales fortement amorties, autrement dit des gaussiennes modulées en
temps :
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} Re(e?™®) Re(wyy(x)) e
+1
VALVARR

-1

’ N y=w(x -1

Fourier Gabor

FIGURE 6.8 — Fonctions de base dans les décompositions de Fourier et de Gabor dans
I’espace temporel

Dans I’espace des fréquences on obtient :

A
dx
I 0,00}
0| A 4
Fourier | i L N 1 | I s
A &
Gabor

FIGURE 6.9 — Fonctions de base dans les décompositions de Fourier et de Gabor dans
I’espace des fréquences

Dans la méthode de Fourier, les « fonctions de base » sont totalement concentrées
en fréquence (masse de Dirac) et totalement réparties dans le temps ( sinusoides non
amorties de —o0 a +00). C’est une autre facon d’expliquer que le passage dans I’es-
pace de Fourier donne le maximum d’informations sur la répartition des fréquences
mais perd totalement celles relatives au temps.

Dans la méthode de Gabor, on voit sur les figures que les informations temps-
fréquence restent couplées par un compromis (limitées toutefois par le principe d’in-
certitude) sur la localisation a la fois en temps et en fréquence.
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Si f est nulle sur une plage [7, — «, 7, + «] assez longue et que 1’on suppose w
négligeable pour |t| > 1, les coefficients G ¢(\, 7) seront négligeables pour 7 voisin
de 7, car

T+1

Gy(\T) :J ft)wy-(t)dt =0.
T—1

Par contre, si f présente de fortes perturbations en t = 7,, les G ¢(\, 7) seront grands

pour 7 voisin de 7, et pour des valeurs de A donnant une idée de la « fréquence

locale » de f.

Définition 6.3.2 L’application (\,7) — |G ¢(\, )| définit le spectrogramme ou so-
nagramme de f. Elle fournit une information sur la quantité d’énergie présente dans
le signal au voisinage de la fréquence ) et a 'instant T.

6.3.4 Meéthodes d’analyse

La qualité d’une analyse spectrale réalisée numériquement est principalement liée a
— la fréquence d’échantillonnage choisie
— au nombre de points temporels fixés par la troncture du signal
— ala forme de la fenétre temporelle

Choix de la fenétre

Nous avons vu précédemment que la signal est multiplié par une fenétre tem-
porelle (ce qui corrrespond & une convolution en fréquence). Nous avons vu que
plusieurs fenétres sont utilisées. La plus employée est la fenétre de Gauss mais ce
choix n’est pas systématique et dépend des caractéristiques principales de la fenétre
par rapport a ce qu’on veut étudier, a savoir

— larésolution fréquentielle. Elle est définie comme la possibilité de séparer deux

fréquences proches I’une de I’ autre.

— la dynamique imposée par 1’amplitude des lobes secondaires définit la dyna-

mique de la fenétre

6.3.5 Estimation de la densité spectrale de puissance d’un signal numé-
rique

Deux méthodes sont couramment utilisées pour estimer cette densité.

Périodogramme moyenné

On se donne un signal numérique = = () kez-
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— Le signal est découpé en segments de N échantillons. Cela revient a appli-
quer une fenétre temporelle de taille N échantillons. Ces fenétres peuvent se
chevaucher.

— Les valeurs de chaque segment sont pondérées par la fenétre choisie.

— On calcule le module au carré de la transformée de Fourier (donnée par FFT)
de chaque segment (énergie spectrale)

— La densité spectrale de puissance est alors donnée par la moyenne de 1’énergie
spectrale sur L segments consécutifs.

I I I I !
2000 4000 gann aon0 10000 12000

Signal

" L A ) =y , .
1000 2000 3000 4000 5000 6000 1000 2000 3000 4000 5000 000

Spectre Densité spectrale de puissance

FIGURE 6.10 — Densité spectrale de puissance par périodogramme



6.4. DISTRIBUTION DE WIGNER-VILLE 161

Corrélogramme

AL 1

Fonction d’autocorrélation Densité spectrale de puissance

FIGURE 6.11 — Densité spectrale de puissance par corrélogramme

C’est une application directe du théoréeme de Wiener-Khinchine (théoréme 3.2.1).

6.4 Distribution de Wigner-Ville

Une autre méthode d’analyse temps-fréquence d’un signal a été proposée par
Ville et Wigner. La distribution de Wigner-Ville est définie pour un signal 2 € L?(R)
par :

Ty = T\ —2irTw
Wet,w)=| z(t+ )zt — Z)e dr . (6.4.2)
R 2 2

On remarque que W, est la transformée de Fourier de la fonction

T T

YT a(t+ )Tt —5),

2 2
qui vérifie en particulier 1;(—7) = 1;(7) . Sa transformée de Fourier est donc tou-
jours réelle.

Le temps et la fréquence jouent des roles symétriques car le fait que la trans-
formée de Fourier soit une isométrie permet d’écrire de maniere équivalente

N o § = € 2imté
We(t,w) = | #(w+ 2)z(w — 2)e“™dE . (6.4.3)
R 2 2

La transformation de Wigner-Ville permet de localiser les structures temps-fréquence
de x. Si I’énergie de x est bien concentrée dans le temps au voisinage de ¢, et en
fréquence autour de w,, alors WV, a une énergie concentrée autour de (t,,w,) avec
un étalement en temps et en fréquence égal a celui de z. Cette propriété s’ exprime en
termes de supports :
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Théoreme 6.4.1 Si le support de x est inclus dans un intervalle [t, — %, to + %]
alors pour tout w le support en t de Wy, est inclus dans cet intervalle.

De méme si le support de T est inclus dans un intervalle [w, — %, wo + %] alors pour
tout t le support en w de W, est inclus dans cet intervalle.

Démonstration - Voir [12] p 106. [l
Exemples

1. Cas d’un signal impulsionnel ou sinusoidal
Siz = 6, alors Wy = 6y,
Si x(t) = €2l alors W, = §,,.
La distribution de Wigner-Ville n’étale aucun des supports de ces signaux.

2. La transformée de Wigner-Ville d’une gaussienne est une gaussienne bidimen-
sionnelle

Donnons quelques propriétés élémentaires :

Proposition 6.4.1 Soit g € L*(R) et f définie par
1. f(t) = e¥™g(t). Alors Wy(t,w) = Wy(t,w)
2. f(t) = g(t —to). Alors, W (t,w) = Wy(t — to,w)
3. f(t) = eXmotg(t). Alors, Wy (t,w) = Wy(t,w — w,)
Enfinsi g € L2(R) et s > 0 alors

1 ¢t t
t) = —g(-) = W,(t,w) = Wy(—, sw) .
£l = 20() = Wr(t:0) = Wy )

La distribution de Wigner-Ville d’un signal est quadratique et on peut I’associer
a un noyau sesquilinéaire. Plus précisément soit

T

Koyt (t,7) > ot + =) Gt — -

2 )

On peut alors généraliser la dsitribution de Wigner-Ville aux cas de deux signaux x
et y en posant

Wiy & (t,w) — J ICIy(t,T)efmm‘”'dT )
R

Cette distribution a aussi une expression en fréquence :

Way (1) = | Kaglo ) 2.
R
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Définition 6.4.1 (Fonction d’ambiguité) On appelle fonction d’ambiguité la fonc-
tion définie par
Agy (W, T) = f Kay(t,T) eXimtw g
R

On vérifie alors que W, est la transformée de Fourier bidimensionnelle de A,.
Notons F; la transformation de Fourier par rapport a la ieme variable : on obtient

Agy(t,w) = J J Agy(s,€)e 2T ds de = Fy (FrA)(t,w) .
Comme Ay (w,7) = F; 1 (Kyy)(w, 7) il vient
Kay = F1Azy -
De plus Wy = F2Kyy, d’olt le résultat.

La représentation de |V, (¢, w)| est une surface qui donne des informations sur la
répartition de 1’énergie du signal dans le plan temps -fréquence.En général les coupes
de cette surface par des plans ¢ = ¢, ou w = w, donnent une bonne approximation
de cette répartition d’énergie.

6.5 La classe de Cohen

Malgré ses bonnes propriétés, la transformation de Wigner-Ville n’est pas adaptée
a I’analyse de la struture de signaux complexes. En effet cette transformée est qua-
dratique et les termes « croisés » induisent des interférences. Soit x = x1 + z9 un
signal. Calculons sa transformée de Wigner-Ville :

W, = W:pl) + Wey + W[xl,xg] + W[xz,xl](

T
t— —

5 )e_ide .

Wikt = |1t + D)l

Le terme d’interférence
Ity 20) = Wiz ao] + Wizs o]

est une fonction réelle qui prend des valeurs non nulles dans des régions inattendues
du plan temps-fréquence (voir exercice 5 page 244).
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6.5.1 Positivité

Une premiere fagon de supprimer les interférences est de lisser 1y avec un noyau
qui sera choisi de telle sorte que le résultat soit positif : en effet les interférences
oscillent du positif au négatif. Soit donc € un noyau et

Pof(t0) = [[ W5t 000070, €) .
R2
On impose alors Py f(t,w) = 0 (et donc € doit vérifier certaines hypotheses). Toute-
fois un théoreme dii 2 Wigner prouve que si les ditributions temps-fréquence sup-
priment completement les interférences, elles provoquent une perte de résolution
(voir [12] pp. 113). 1l faut donc envisager d’autres stratégies.

6.5.2 La classe de Cohen

On souhaite atténuer les interférences tout en préservant certaines propriétés de la
transformée de Wigner-Ville. Pour avoir une invariance par translation on va imposer
que le lissage soit une convolution. Le noyau 6 est donc de la forme :

0t T,w, &) =0t —T,w—¢).
On obtient
Pyf(t,w) =Wy 0(t,w) = fj We(r,£)0(t — T,w — &) drd€ .

R2
Le spectrogramme est un exemple de distribution de la classe de Cohen avec

1 1 T
O(t,w) = —W,(t,w) = — t+ =gt —
(1) = g Wo(to) = 5 | e+ Do
Le résultat suivant donne des conditions nécessaires et suffisantes de conservation de
I’énergie :
Théoreme 6.5.1 Pour toute fonction f € L?(R)

f Pof(t,w) dw = 2] f(1) 2. f Pof(tw) dt = 21 f(w)2,
R R

T

5 e e dE

si et seulement si

Y(r, &) e R?, O(r,0) = 0(0,) = 1.

Démonstration - Voir [12] p 115. |
La distribution de Choi-Williams de noyau 6(r,&) = e 7 7€ est trés souvent
utilisée. (Voir exercice 6 page 245).

Pour plus de détails sur I’analyse temps-fréquence on peut se référer a [12] cha-
pitre 4..



6.6. EXEMPLES : CHIRPS 165

6.6 Exemples : chirps

Définition 6.6.1 Un chirp est un signal défini par z(t) = k() cos ()\Ot + a%) ,

ol k la fonction créneau de support [—5, 5] Ao est une fréquence centrale et o une
constante réelle.

1l
|

[
|
A\

i

@(t) = cos(2mt + 500¢%)

-

e e e S

Spectre

FIGURE 6.12 — Signal et spectre

m

TTRRERRAN W lnl._ln

Représentation 3D Spectrogramme

FIGURE 6.13 — Spectre temps-fréquence
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“\h|
B||\
'Uil

i

I
I

- i L R
[} [F] 04 (1] 1] 1 12 14 16 1. 2

FFT sur 64 points FFT sur 128 points

FIGURE 6.14 — Influence du nombre de points de la FFT

Toutefois la méthode de Gabor présente I’'inconvénient majeur d’avoir une fenétre
de longueur fixe, handicap lorsqu’on veut traiter des signaux dont les variations
peuvent avoir des ordre de grandeur trés variables.

Une méthode nouvelle a été proposée en 1983 basée sur des fenétres variant par
translation et par dilatation-contraction : ¢’est la méthode des ondelettes.

6.7 Code SCILAB «sommaire > pour le spectrogramme

function [t,F,S]= spectrolite(x, fe,p,n)

// Entrées

// x est le signal a analyser

// fe est la fréquence d’échantillonnage

// p : demie-largeur (en échantillons) de la fenétre
// p est une puissance de 2

// n : largeur de la bande de recouvrement
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// de deux fenétres consécutives : n = p/2” (s)

// Sorties

// t =(ti) : vecteur de temps (centres des fenétres)
// F =(Fk) : vecteur de fréquence

// S : matrice des |c(ti,Fk)| du spectrogramme

N = length (x);
// Ttotal = N/fe ;// durée totale du signal
//T : largeur en secondes de la fenétre temporelle
T= 2+p/fe;
F=[1:p]/T;
t=[1; s= [1 ;
// Choix de la fenétre
w= window ("hn’, 2xp);
//
for k=p+l:p+tn:N-p-1
t= [t k/fe]l;
xw=x (k-p:k+p-1);
xw=w.xxw; // signal multiplié par la fenétre
yw= fft (xw);
S=[S; abs(yw(l:p))];
end
//Affichage du spectrogramme
//
grayplot (t,F,S)
endfunction
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Chapitre 7

Analyse temps-échelle - Ondelettes

Toutes les figures de ce chapitre ont été effectuées avec le logiciel MATLAB® et
sa boite a outils signal, ainsi qu’avec la boite a outils gratuite WAVELAB :
http://www-stat.stanford.edu/~wavelab/.

7.1 Transformée en ondelettes

En dessous d’une échelle d’étude ¢, correspondant a la taille de la fenétre w,

la transformée de Fourier a fenétre glissante présente les mémes limitations que la
transformée de Fourier.
Considérons par exemple le signal fo = fi; + &1 + 2 (ou f; est la succession de
deux notes par exemple) : il est impossible de trouver en pratique une valeur de £
qui permette une visualisation simultanée des deux phénomenes : cela impliquerait
que la fenétre w soit bien localisée a la fois en temps et en fréquence, ce qui est
impossible d’apres le principe d’incertitude de Heisenberg (le meilleur compromis
restant la gaussienne).

Dans I’exemple ci-dessous, la transformation de Gabor ' est effectuée avec une
fenétre gaussienne de taille ¢ que nous faisons varier. Le signal a analyser est fo =
fi+d1+ 5200

fl (1') = sin(407rx) * 1[070.5] + Sin(2007rx) * 1[0'571] ,(51 = (50.2, (52 = 50‘3 .

et 1[,,4] désigne la fonction indicatrice de [a, b], discrétisé sur 211 = 2048 points.

1. Fonction WindowFT de WAVELAB

169
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\\H
|

1}

000

FIGURE 7.2 — Signal f, et sa transformée de Gabor avec une fenétre de taille £ = 2* = 16
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L’analyse en ondelettes a pour objectif de rendre compte de ces deux phénomenes
simultanément, en introduisant une fenétre dont la taille varie avec la fréquence.
Dans la transforméee de Fourier a fenétre glissante :

+00
G0 b) = j F(E(t — b) exp(—2imM) dt = (f, ) 2

—00
les fonctions analysantes sont :
Py a(x) = w(r — b) exp(2iTAx) .
Dans la tranformée de Gabor, la fenétre w est une gaussienne d’échelle o :

w(z) = l8_”(5)2.

Les fonctions de Gabor sont alors (avec o = 1) :

wb,)\(-x) _ e—rr(x—b)2€2i7r)\a: )

FIGURE 7.3 — Fonctions de Gabor pour b = 0 et A = 2, 10 (partie réelle)

Dans la transformée en ondelettes les fonctions analysantes sont de la forme

1 x—0b
Zu

Yo p(x) = ),a>0, beR

ce qui donne

Wf(a,b) = J f(@) e p(x) do .
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~ ).

Ty T2 T

FIGURE 7.4 — Détection de singularités : la taille ¢; de la fenétre dépend de la
fréquence

Signal a analyser - longueur 2048
T T T T T T T

05 06 0.7 08 09 1

Coefficients d'ondelettes

log2(s)

FIGURE 7.5 — Signal f5 et sa transformée en ondelettes avec une ondelette “‘chapeau
mexicain” (voir plus loin)
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La figure ci-dessus est obtenue avec les fonctions CWT _Wavelab et ImageCWT
de WAVELABpour un signal de longueur une puissance de 2 (ici 2'!). L’échelle a est
une puissance de 2 : a = 2". En ordonnée se trouve 1’exposant n (décroissant).

7.1.1 Définition des ondelettes

Définition 7.1.1 Une fonction 1) € L' (R) n L?(R) est une ondelette si elle vérifie la
condition d’admissibilité :

C’¢:=f de<+oo.
R |l

Ceci implique que j Y(x)dx = 0 (c’est équivalent si x1) est intégrable).
R
(W)l

R |w]
intégrable.
Les caractéristiques de 1 sont nettement différentes de celle d’une fenétre. Celle-ci
avait plus ou moins 1’allure d’un créneau, v au contraire sera d’intégrale nulle et os-
cillante. On s’efforce d’imposer a ¥ et a @Z; une bonne localisation, donc a I’infini une
convergence assez rapide vers 0. La fonction obtenue oscille et s’amortit rapidement :
elle ressemble a une vague d’ot son nom.

En effet f ¢(x) dz = ¥(0) ne peut pas étre non nul sinon ne serait pas

f@‘i’(ﬂﬂ

M\ ANY-N .

FIGURE 7.6 — Exemple d’ondelette

Exemples :
e [’ondelette de Haar :
1 si O<z<i
P(x) =< —1 si t<z<l1
0 sinon
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- . —mwl—cosTw
Dans ce cas (w) = ie” ™ ——— .

¢ [’ondelette de Morlet (complexe) :
w(x) — e*ﬂxQeloim: )

On a 12)((.0) = ¢~™(@=5" _En effet on rappelle que la transformée de Fourier de la

ar2

Gaussienne G : x — e~ %" est

11 est alors facile de voir que ¢(w) = G(w — 5).
e [ es dérivées de la Gaussienne :

dn
Un(z) = %efﬂﬁ, n=2.

n,—Tmw

Pour n =2, I'ondelette est appelée « chapeau mexicain ». On a ¢, (w) = (2irw)"e™ ™" .

/-

-6 a . -2 o ) //, El 6
A o /-
\ 2 /

‘W
‘_/J 0:8 \“\,//f

FIGURE 7.7 — Chapeau mexicain

Nous pouvons donc résumer la différence essentielle entre les fonctions de base
de la tranformation de Gabor et les ondelettes dans les deux figures suivantes :
Dans les fonctions de base de Gabor : I’enveloppe est rigide et le nombre des oscilla-
tions augmente avec les hautes fréquences
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Re(vo (1))

~y

, . t 0
Basse fréquence ()\ petlt) Haute fréquence ()\ grand)

FIGURE 7.8 — Fonctions de base de Gabor

Les ondelettes gardent la méme forme et le méme nombre d’oscillations ; elles
s’étirent (a grand) ou se contractent (a petit)

“'4/)3_0(:11) N V1 o(@)

a=3
082261 0,8227
057261 0,5727
> 032261 03227
g 007261 00727

<_0,17739 -0,1773

-042739 -04273
-0,67739 L TSP, S W - 6773 [ N AVEE A S R N SR
-50-40-30-20 <10 00 10 20 30 40 50 -50-4,0-30-20 -0 00 10 20 30 40 50

Axe des X Axe des X

FIGURE 7.9 — Ondelettes basse et haute fréquence

7.1.2 Ondelettes dans I’espace physique

R

Vap(x) = \/&1/1( )

L’échelle a donne la taille du support (inverse d’une fréquence), b donne la position .
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FIGURE 7.10 — Partie réelle de I’ondelette de Morlet, b = 0, a = 0.5,1, 2, 10

7.1.3 Transformée de Fourier des ondelettes

Un calcul simple montre que
ap(w) = Va(aw)e ™

w
Les ondelettes sont des filtres passe-bande autour de la fréquence —. Pour 1I’onde-
a

lette de Morlet w, = 5 (maximum de 1[1)

Proposition 7.1.1 Soit f € L?*(R). On a de facon équivalente, pour tous a > 0, et
beR,
Wi = o | S i
a,b) = — x )
Va g

a



7.2. TRANSFORMEE EN ONDELETTES CONTINUE : INVERSION 177

Wﬂmm=V@Lﬂm¢wW8mMm7

11 suffit pour voir cela d’appliquer la formule de Parseval. Vu du c6té temporel (ou
spatial) z, W f(a, b) renseigne sur le signal f autour du point b dans un voisinage de
taille ~ a. Vu du co6té fréquentiel w, W f(a,b) renseigne sur le signal f autour de
la fréquence ~ % L’analyse en ondelettes est une analyse temps-échelle : b est le
temps, a est I’échelle, qui joue le rdle de I'inverse d’une fréquence.

0.06 -

0.05+~

0.04 -

0.03~

0.0z |1

0.01 -

FIGURE 7.11 — Module de la Transformée de Fourier des ondelettes de Morlet
d’échelle a = 0.5,1, 2, 10,b = 0,

7.2 Transformée en ondelettes continue : Inversion

Soit f une fonction réelle. La transformée en ondelettes continue (TOC) :

ren WLQRdgc —  LAR* x Rdadb)
U Wab

est une isométrie. On a donc conservation de I’énergie :

00 ptoo
| r@pas =2 [ | wrenpt.

0 —00
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et une formule d’inversion (ou synthese)

2 (T®[F® da db
CwJ;) JOO Wf(%b)wa,b(x) a2

flz) =R

On peut aussi reconstruire un signal (en faire la synthése) avec une ondelette
différente de celle qui a permis de faire I’analyse : soient g et i deux fonctions de
L?(R) vérifiant la condition d’admissibilité :

[ k)
Cgh = J‘R |S| ds < +00.

C’est le cas si I’'une ou I’autre des fonctions g ou h est une ondelette (i.e. de moyenne
nulle). Alors pour touta > Oetb € R si
1 xz-0b

Wfla.t) = | f@) o) do.

on peut reconstruire
2 [T®[t® 1 . z—b.dadb
= — b 7}1/ .
f(‘/lj) Cgh j() joo ng(av )\/a ( a ) CL2

Pour implémenter la Transformée en Ondelettes Continue on peut la voir comme
un produit de convolution pour a fixé :

Wf(a’ b) = (f * Jja)(b)

ou on a noté

7.2.1 Exemples

Pour la mise en ceuvre numérique, on restreint les parametres a et b a un sous-
ensemble discret (et méme fini) de R. Par exemple

am =2 "etb, =n2"" (n,m)eZ x7,
d’ou -
wam,bn (‘/I;) = 27¢(2m - n)?

ou, plus généralement, avec a > let 3> 0:

(2™ —nf).

m
2

wa'mvbn (:L') =
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Plus « est proche de 1 et 3 proche de 0, plus I'information est redondante, nécessitant
d’ailleurs de gros calculs. Le choix de o = 2 correspond aux différents octaves en
musique.

e Cas ou f est monochromatique : f(x) = cos(2wkz).

T
0s
Bl
os|
A 1

o o1 0.

Signal - longueur 2048
\/ T T T T T

1 | 1 | 1 1 L |

2 0

3 04 05 0.6 07 08 08 1

Orielette de Morlet

1000

Chapeau mexicain

Gaussienne

FIGURE 7.12 — Transformée en ondelettes continue de f de fréquence k = 10, avec

I’ondelette de Morlet (2eme ligne), le chapeau mexicain (3eme ligne) et la gaussienne
en bas

Un calcul simple montre que
W f(a,b) = */75 | (ak)e? ™ + (—ak)e 27|

Si I’ondelette est complexe analytique (par exemple I’ondelette de Morlet )

Wf(a,b) = %az[;(ak)em’fb.
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Si I’ondelette est réelle
W f(a,b) = v/aR (z&(ak)e*%’fb) .

e Cas ou f est une impulsion de Dirac : f = J,, (mesure ponctuelle en z,).

Wf(a7 b) = %,b(%) =

A chaque échelle a : b — W F(a,b) est I’ondelette d’échelle a centrée en z, (a une
symétrie plus conjugaison pres)

Sigral - longueur 2048

0 01 0.2 0.3 04 0s 08 0.7 0.8 0.9

Ondelette de Morlst

1000

Chapeaumexicain

1000

Gaussienne

FIGURE 7.13 — Transformée en ondelettes continue de 0, pour z, = 0.5, avec ’on-
delette de Morlet (2eéme ligne), le chapeau mexicain (3¢me ligne) et la gaussienne en
bas
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o Créneau périodique

Signal - longueur 2048

081

06 |-

04t

02}

=)

01 02 03 04 0s 06 07 08 09

Ondelette dle Morlet

1000

Chapeau mexicain

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Gaussienne
T T T T T T T T T T

FIGURE 7.14 — Transformée en ondelettes continue de J,, pour x, = 0.5, avec 1’on-

delette de Morlet (2¢me ligne), le chapeau mexicain (3¢me ligne) et la gaussienne en
bas
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e Chirp : f(t) = cos(At + a%). Exemple avec A = 7 et a = 500.

Signal - longueur 204

RNVAY AU

0 01

Ondelette de Morlet

1000

Chapeau mexicain

1000

Gaussienne

FIGURE 7.15 — Transformée en ondelettes continue de 0, pour z, = 0.5, avec ’on-
delette de Morlet (2¢me ligne), le chapeau mexicain (3¢me ligne) et la gaussienne en
bas
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e Sinusoides bruitées : f(t) = cos(10mt) + 3 cos(207t) + b(t).

Signal - longusur 2048

1 01 02 03 04 05 06 01 08 08 1

Ornclelette de Morlst

1000

Chapsaumesicain

1000

Gaussienne

[ T I I T T T T I

FIGURE 7.16 — Transformée en ondelettes continue de d,, pour x, = 0.5, avec 1’on-

delette de Morlet (2eme ligne), le chapeau mexicain (3¢me ligne) et la gaussienne en
bas

7.3 Les ondelettes orthogonales

Soit ¢/ une ondelette. Les coefficients d’ondelettes W¢(a, b) sont trés nombreux
(indexés par R x R) et on sent qu’il y a redondance de I’information. On va donc
essayer de trouver une famille notée v; ;, ou j, k € Z d’ondelettes (orthogonales) sur
lesquelles on pourrait décomposer tout signal f € L?(R) en série (double)

F=Y (f o)tk

7,kE€Z

En d’autres termes, on cherche une base hilbertienne, orthogonale de L?(R) : les co-
efficients w; ;, := W(j, k) sont alors indépendants les uns des autres. Commengons
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par donner une exemple simple d’une telle famille.

Les fonctions de Haar

Soit ¢ = 1 sur [0, 1] et

Pour j > 0et0 < k < 2/ — 1 on pose ¢ 1 (x) = 254)(2x — k) c’est-a-dire

N

, _ 2%_ size k279, (k+ 3)277[
o) { —22 size[(k+3)277, (k+1)277]

ik
Pt
0
27k 279(k +1)
DSt 2

FIGURE 7.17 — Une fonction de Haar

Théoreme 7.3.1 La famille (¢, ) est une base hilbertienne de L*(0, 1) appelée
base de Haar.

Démonstration - On vérifie facilement que

1 1
J Yik(t)dt =0 et J k()P dt = 1.
0 0



7.3. LES ONDELETTES ORTHOGONALES 185

Notons que le support de ¢ i, est I, := [k277, (k + 1)277] et qu’elle est constante
sur chaque moitié€ du support. Si les supports de ;. et 1,/ ;s sont disjoints 1’ortho-
gonalité est évidente. Sinon, les supports n’étant pas disjoints, soit ils sont égaux (cas
J = j') soit (par exemple pour j > j') le support de 1} j, est inclus dans une des 2
moiti€s du supports de v ;s car

[2k/279" =1 (2K’ 4 1)277'1] sik <2077 (2K + 1)

9—J 1)2— 7 -, .,
k27, (k) ]C{ [(2k + 1)277 71, (2K +2)277 7] sinon

Donc
1 1
(i g, Vjr g ) = J Vi k() o (t) dt = 2jl/2f Yik(t)dt =0.
0 0

La famille est donc orthonormée. Montrons maintenant qu’elle est totale.
Soit donc f € L%(0,1) telle que

1
Vi,j € Z, J F(@) b p(z)de = 0. (7.3.1)
0
1
Comme J f(x) ¥ 0(z) dz = 0 pour tout j on voit que
0
1 | 2 ‘
j Fa) de| =279 f fw) da| <279 15
0 0
En faisant tendre j vers +o0 on obtient
1
j f(x) de=0.
0

y
On pose F(y) = j f(z) dx. Cette fonction est continue et F'(0) = F(1) = 0. La

0
relation (7.3.1) devient

2k 2k +1 2k +2
qui, avec F'(0) = F'(1) = 0 implique (par récurrence) que
2k 2k +1 2k +2
Fam) -r (5 ) -# (5 -0
Par densité des points 50T dans |0, 1] et continuité de F', on déduit que F' = 0 et

par dérivation f = 0 sur [0, 1]. (]
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Remarque 7.3.1 On peut définir de la méme fagon la base de Haar dans L?*(R)
avec (j, k) € Z. La démonstration précédente s’applique. Une fois qu’on a montré
que f = 0 sur [0, 1] on conclut par translation que f = 0 sur R.

On peut remarquer que la base de Haar a des meilleures propriétés que celles des
séries de Fourier. On a par exemple :

Théoreme 7.3.2 Si f est une fonction continue a support compact, alors

Z < [0k > Vjk

7 1:[kI<N
converge uniformément vers f quand N — +.

La décomposition d’une fonction f € L2(0, 1) s’écrit

40029 —1
f=cot Y Y digtik,
=0 k=0
avec
1 1
Co=< f,6 > L FOdt et dy =< fubs = L FE05(0) dt

On peut alors caractériser la régularité locale de f :

Proposition 7.3.1 (i) Si f € C'(I;) alors |d; | < C27%/2 .
(ii) Si f € C*(x,), Le. |f(x) — f(wo)| < Blx — x| avec 0 < a < 1 alors |dj | <
Co—i(at1)/2

Démonstration - On démontre le point (i). Soient j > O etk € {0, -- -, 27 — 1} fixés.
L = [k277,k + 1)277] est le support de 9); ;.. Le coefficient d’ondelette sur 1); j,
d’une fonction f est donné par

djk = L (@) () dr .

Sife Cl(]o‘j,k) alors pour tout = € Ijk ona

£ = F(+ )27 + (= (O + )2 )1 (6)

avec 0, € I . Donc

B [ o (G4 P o,
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car J%’k =0,et

4 . 1 .
dial <suplf| | 1202 < sup 2 9.
Tk Lk 2 Tk

]
C’est une propriété utile pour la compression comme nous le verrons dans la section
suivante.

7.3.1 Probléme des moments de I’ondelette

Posons pour simplifier n = 27 et étudions la convergence vers 0 de
- 1
= d = — . .
Up, fR f(@)(nx) dx \/ﬁw]p

La formule de Taylor avec reste intégral appliquée a f en x = 0 donne a I’ordre ¢ :

q 0

%=ZﬂWijwmm+Lmemmm
=0 :

avec

R(z) = L (””;f)q FatD ) at .

En notant M, les moments de la fonction v, ¢’est-a-dire :
M, = J ip(z)dx (e N,
R

et r,, le reste on obtient

4q 4
F)(0) - M,
tn = ; AR n -
=0

C

In calcul simple montre que |r,,| < ou C est une constante. On obtient donc le

développement limité de u,, :

Up =

L0 M (1
= Ol nt+l + nd+2 :

La vitesse de convergence de w,, vers 0 est donc réglée par le premier moment non
nul de ).

Pour I’ondelette de Haar, on a tout de suite M; # 0, d’ou des difficultés numériques
liées au manque de concentration des coefficients. On est ainsi amené a la définition
d’ondelettes ayant un certain ordre de régularité.
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Définition 7.3.1 Soit r € N. On appelle ondelette d’ordre r toute fonction i : R —
R telle que ") soit continue par morceaux, x — x%)(x) soit dans L'(R) pour
q=0,1,--- 7 etvérifiant :

(a)Vm:0,1’27...7a |,¢(m)($)| < C'ste

1+ [afrtmt

(b)Vq=0,1,2,---71 jajqw(x)dxz().
R

Définition 7.3.2 On appelle base orthonormée d’ondelettes de L?(R) toute base or-
thonormée (V; 1) j kez, avec

Wip() = 25 (Ve — k),

oi i € L2(R) est telle que |||z = 1 et vérifie la définition 7.3.1.

7.4 Analyse multi-résolution dans L?(RR)

La question qui se pose a présent naturellement est celle de la construction d’une
base othonormée d’ondelettes. La réponse est donée par I’analyse multi-résolution
(AMR).

L analyse multi-résolution de L?(R) est la donnée d’une suite de sous-espaces
fermés de L*(R) (V) jez vérifiant :

1.VjeZ, Vjc Vi c L2(R).

2. (Vi ={0}et| JV; = LX(R).
JEZ JEZ

3.z f(x)eVj = x> f(22) € Vjiq

4. x— f(x)eV, <= VneZ rz f(r—n)el,

5. 1l existe une fonction ¢ € V, telle que la famille dénombrable (¢, : = +—
©(x — n))nez est une base orthonormée de V.

La fonction ¢ est appelée fonction d’échelle de I’AMR.

Interprétation V; est une « grille de lecture » du signal de taille 2J. Cela revient 2
dire que la projection Py, f d’un signal f € L?(RR) est une approximation du signal 2
la résolution 27.
— La propriété (1) signifie qu’une approximation a la taille a la résolution 27+!
contient toute I’information nécessaire pour calculer I’ approximation plus gros-
siere 2 la résolution 27 .
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— Si on dilate une fonction par 2, les détails sont deux fois plus gros. La condition
(3) indique que la mé€me chose est vraie pour les approximations.

— La propriété (2) signifie que si on fait tendre la résolution vers +0o0 on retrouve
tous les détails de f.

— La propriété (4) impose que V,, (et donc tous les V) est stable par composition
avec I’opérateur de translation.

Exemples. Les espaces V; se déduisent par dilatation de I’espace V, :

Vj = Vec{pjp x> 2502z — k)| keZ,}. (74.2)

Haar :
V, = { Fonctions constantes sur [k, k + 1[, Yk e Z ,} .

Splines de degré 1 :

V, = { Fonctions continues sur R, affines sur [k, k + 1[, VK€ Z ,} .
Splines de degré n :
V,, = { Fonctions C" ! sur R, polynomiales de degré n sur [k, k + 1[, Vk € Z,} .

Shannon A
V, ={ fe L*R), festasupportdans[1,2]}.

Construction du filtre miroir. On a V; < V4. On introduit alors W; le complé-
mentaire orthogonal de V; dans V11 :

Viln=V,;oW;.
On pourra donc écrire que
PVj-Hf = vaf + PWJf ’

ou Py, f, Py, , [ sont respectivement les approximations (projections sur V) a
Iordre j et j + 1 et Pyy,,, f sont les détails qui apparaissent a I’ordre j.

Le but est maintenant de construire une base orthonormée de chaque W, ou les W;
sont deux a deux orthogonaux. Ainsi la réunion des bases de IV, sera une famille
othonormée de L?(R). C’est méme une base car

+00 +00

L’R)=V,@W; = @ W,
7=0 Jj=—00
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La construction commence par la constatation que la fonction d’échelle p € V,, = V)
vérifie
p(x) = V2 hnp(2z —n). (7.4.3)

neZ

ou les coefficients h,, sont donnés par
ho = (s 10) 12 = ﬁf o(z)p(2z —n) dz . (7.4.4)
R

On reconnait une convolution discréte correspondant a
p(2) = V2(h = ¢)(22) ,

c’est-a-dire aussi

(hxp)(x) = —=9(3)-

La suite h = (hy,)nez se comporte donc comme un filtre : on 1’appelle filtre miroir.
En appliquant la transformation de Fourier on a

1

P(2w) = —=h(w)p(w) , (7.4.5)

=

2

avec

h efimu
n .

h(w)

3
m
N

En particulier 2(0) = /2 .

Exemples
— Pour ’AMR de Shannon, ¢ = 1[_ ;1. Donc, avec (7.4.5), pour tout w €

[, 7], E(w) = \/51[7 Il
— Pour ’AMR de Haar, » = 1} ;] etona

(VB

hnzﬁf so(w)w(%—n)dl‘:{ 86 anooh

R sinon
donc h(w) = v/2(1 + e ™).

Construction des ondelettes On cherche une fonction v telle que (¢, : = —
Y(x — n))nez soit une base de WW,. Sous les hypotheses de I’AMR, une solution
possible est donnée par le théoreme suivant :
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Théoreme 7.4.1 Soit ¢ une fonction d’échelle et h le filtre miroir correspondant.
Soit g le filtre conjugué défini par g, = (—1)'~"hy_,,. Soit 1) donnée par

Y(@) = V2 ) gp(2e —n).

nez

Soit 1 T > Q%w(ij — k), alors
1. pour j fixé, (\; ;) kez est une base orthonormée de W;.

2. (Y k)k jez est une base orthonormée de L*(R).

Une telle fonction v est appelée ondelette de I’AMR.

Proposition 7.4.1 Soient j,k, n € Z et (p;1);jkez la famille définie par (7.4.2).
Alors
(s Pj-1k) = hn2k -

Démonstration - On a (@ n, Pj—1k) = 239’7 j 02z —n)p(2 e —k)dx .
. R ,
Le changement de variables yy = 2~z — k donne z = 2! 77 (y + k) et

(Pjm> Pj—1,k) = 2772217 J ©(2y —n +2k)p(y) dy
R

- JR oUIV2R(2y — (1~ 20)) dy = (9 P1m2i) = hna.
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Nous obtenons donc

+00 +00
L’R)=V,@W; = @ W,
Jj=0 Jj=—00

avec ; _
Wj = Vec{wj’k e 2§¢(2jx — k)| keZ ,} .

Soit f € L?(R). Sa décomposition en ondelettes s’écrit :
a0 oo
F@) =Y eplx—k)+ Y Y digthjul@) = > Y diphiu(a),
keZ 7=0keZ Jj=—0 kEZ
—_—

Vo
avec

ck = f f(@)pr —k)dretd;y = f f(@)Y;p(x) dx .
R R

En pratique on cherche a avoir /N moments nuls.

7.4.1 Exemples de fonctions d’échelle et d’ondelettes

FIGURE 7.18 — Fonctions d’échelle (a gauche) et ondelettes (a droite) - Premiere
ligne : Fonctions de Meyer (de classe C* - nombre infini de moments nuls) -
Deuxieme ligne : Splines affines (2 moments nuls)
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7.5 Algorithme rapide de décomposition en ondelettes

La transformée en ondelette rapide (ou FWT : Fast Wavelet Transform) décompose
successivement Py, en une approximation plus grossiere Py;_, et en coefficients
d’ondelettes correspondant a Py, ,. Soit s un signal discret de longueur 2V points.
Ce signal peut correspondre a I’échantillonage d’un signal f défini sur un intervalle
[a, b]. Si on pose

k
ak=a+2—N(b—a),O<k<2N—1,
ona s(k) = f(ay) par exemple. Le prolongement le plus simple est le prolongement
périodique.
Etape 0 : on introduit les coefficients Cy = (cn i)

CN,kZZ_%s(k) k=0,---,2Y -1,

correspondant au niveau maximal de détails (et donc a la plus grande échelle). On
utilise donc toute 1’information disponible.
On considere alors la fonction sy € Vi :

2N 1
SN = CN,kPNk -
k=0

Décomposition : Viy = V,@W,®--- W _;. On va décomposer le signal en partant
de I’échelle N pour aller jusqu’a I’échelle 1.
Pour j = N,--- ,lonutilise: V; = V;_1 @ W,_1.
La fonction ‘
27 -1

Sj = Z CjkPik
k=0
de Vj s’écrit aussi par décomposition

2711 2711
s = 2 Cj-1kPj—1k + z dj_1kVjk -
k=0 k=0

Grace a I’orthogonalité, on obtient

271 271
otk = (F10518) = | Y Cin@im @itk | = . Cim (Pims Lj—1k) -

n=0 n=0
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Avec la proposition (7.4.1) on conclut que Yk = 0, -+ , 2771 —1:

29—1
Gk = Y Cinhn_ok .

n=0

De méme
271
dj 1= Z djnn—2k

n=0

avec g, = (1)1 "hi_y,.

En termes de convolution circulaire de période 27 ces égalités se réécrivent (avec
j—1

Cj_lZ(Cj,17k,k:O7"',2‘7 _17)

Convolution - décimation
cj1[k] = (Cj = h)[2k], Vk=0,--- 271 -1

dj [k = (D; = g)[2K], V=0, 27— 1

avec h[n] = h[—n] et g[n] = g[-n].
Recomposition : a partir des coefficients d’ondelettes et de la valeur moyenne de la
fonction : [co0, {djx},7 = 0,---,N — 1,k = 0,---;27"1] on veut retrouver les
coefficients C'y. On utilise dans ce sens V; 1 @W; 1 = V; pourj = 0,--- ,N —1:
2i-11 2i-11
Cjk = Z cj—1,nhi—on + Z dj—1n9k—2n

n=0 n=0

c’est-a-dire en notant Z,, = x, sin = 2pet T, =0sin =2p+1:

Cjlk] = (Cj—1 = h)[k] + (Dj_1 = g)[K] .

Exemple : f(z) = /abs(cos(27x))
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Signal

Coefficients

FIGURE 7.19 — Carte des coefficients sur la base de Haar : abscisse : k277 € [0, 1],

ordonnée : —j,7 = 1,...11).

Compression a 83%,119 coefficients > 0.05

oot 4
nst 4

07f 4

0s | 4
04t 4
03t 4
02 -

01t -

Compression a 84%, 349 coefficients > 0.01

N

04 06 08 1

FIGURE 7.20 — Fonction recomposée a partir des 119 plus grands coefficients (>
0.05) a gauche , taux de compression 83% et 349 plus grands coefficients (> 0.01) a

droite, taux de compression 94%
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Coefficients

0.6 0.8 & o 0.2 0.4 0.6 08 1

FIGURE 7.21 — Carte des goefﬁcients sur la base de Daubechies 8 (annulation de 4
moments) : abscisse : k277 € [0, 1], ordonnée : —j,j = 1,...11).

Compression a 88%,33 coefficients > 0.05 Compression a 9756, 53 coeflicients > 0.01

FIGURE 7.22 — Fonction recomposée a partir des 33 plus grands coefficients (> 0.05)
a gauche , taux de compression 98% et 53 plus grands coefficients (> 0.01) a droite,
taux de compression 97%

Les figures ci-dessus ont été obtenues en utilisant les fonctions MakeONFilter,



7.5. ALGORITHME RAPIDE DE DECOMPOSITION EN ONDELETTES 197

FWT_PO et PlotWaveCoeff de WAVELAB. La reconstruction se fait avec la fonc-
tion IWT_PO.

Application a la base de Haar.
Nous explicitons I’algorithme précédent quand on prend une base de Haar comme
base d’ondelettes. Dans ce cas ¢ est la fonction indicatrice de [0, 1] et

j [/@ k+1[
2 osur | —,——
277 9J

2
wjk(T) =
0 ailleurs.

Un calcul direct de (1, ¢;1,5) montre que

2_% sin =2k
(Pjms Pj—1k) =4 273 sin=2k+1
0 sinon

On obtient donc (avec les notations précédentes)

Cj2k + Cj2k+1
Cj_1fp =~ .
22

Un calcul analogue (avec I’expression analytique de la fonction de Haar 1); ;. donne

d. _ Cj2k — Cj2k+1
]717k - J :
22

On passe donc d’un échantillon de taille 2/ 2 un échantillon de taille 2/~!. La recons-
truction se fait de maniere évidente :

I_q i1
Ciok = (Cj—1k + dj—15)22 " etcjopr = (¢jo1k — dj1x)22 .

Une stratégie de compression est pare exemple la suivante : soit un signal de la
forme

20 -1
fi= Z CikPik = fj1+dj1.

k=0

Soit alors
2711
dj_1 = Z di—1k%j—1k
k=0

avec Jj—l,k = dj_1 si|dj—1x| = € (ot € > 0 est donné) et O sinon. Puis on

recommence jusqu’a j = 0.
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7.6 Filtrage par ondelettes

Reprenons I’exemple de la somme de deux sinusoides bruitée de la page 183 :
f(t) = cos(10mt) + 3 cos(207t) + b(t). Le bruit additif rajoute au signal de base
de trés nombreux détails qui vont se traduire dans 1’analyse multirésolution par des
coefficients d’ondelettes a de petites échelles. Pour débruiter, il suffit donc de seuiller
mes coefficients d’ondelettes en ne gardant que ceux qui correspondent a des échelles
importantes et de reconstruire le signal a partir des coefficients ainsi gardés. Les
figures ci-dessous ont été obtenues avec la fonction ThreshWave de WAVELAB. .

signal original

\W W\NW\/V

swgnalbrulte

signal debruite, H, Daubechies-8

.nmow.n

FIGURE 7.23 — Signal débruité avec seuillage « dur » et ondelettes de Daubechies -8
(troisieme ligne), avec seuillage « dur » et ondelettes de Daubechies -8 (quatriéme
ligne), seuillage « fort » et Symlet -4 (cinquieme ligne),

Pour plus de détails nous renvoyons a Mallat [12].



Chapitre 8

Introduction a I’analyse vocale

Pour ce chapitre nous renvoyons a [9] pour un approfondissemnt en phonétique et a
[5] pour un apercu plus global des questions de « parole ». Pour le traitemnt du son
musical nous renvoyons a I’ouvrage de P. Guillaume [8] qui fourmille d’exemples en
liaison directe avec la musique.

Les différents analyses et spectrogrammes de ce chapitre ont été réalisés avec
PRAAT : http://www.fon.hum.uva.nl/praat/.

8.1 Caractéristiques physiques et perceptives des sons

Une source sonore crée, dans 1’espace, des zones de surpression et de dépression
(pression sonore) qui varient dans le temps a la méme fréquence et avec la méme
forme que cette source. Cette modification de pression se déplace a la vitesse de 340
m/s dans I’air.

L oreille est sensible a la pression sonore, et les caractéristiques perceptives de
hauteur, intensité, timbre et durée sont étroitement liées aux paramétres physiques
qui définissent la source sonore, c¢’est-a-dire respectivement la fréquence, I’ampli-
tude, la forme ct le temps de la vibration.

8.1.1 Sons périodiques simples : hauteur, intensité
Hauteur

La hauteur des sons dépend de leur fréquence. Plus la fréquence est élevée, plus
le son parait aigu ; plus elle est basse, plus le son parait grave.
La gamme des fréquences audibles se situe entre 16 et 16.000 Hz ; elle est divisée en
10 octaves.

199
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Intensité

haute
basse

| 16Hz 160 0 OHz

'INFRA-SONS SONS ! ULTRA-SONS

aigu . ; :
9" — Fréquence des vibrations

Hauteur et

graves aigus

FIGURE 8.1 — Hauteur

L’intensité (ou force) des sons dépend de leur puissance sonore (celle-ci étant

proportionnelle au carré de la pression sonore, elle-méme proportionnelle a I’ampli-
tude. Le son est fort ou faible suivant que la puissance sonore est élevée ou non.
L’intensité d’un son s’exprime en dB (décibel), unité logarithmique de rapport.

La gamme des intensités sonores s’étend, en dB absolus, de 0 (seuil d’audibilité) a
140 (seuil de douleur). On peut aussi parler d’intensité sonore relative entre deux sons
(tel son est 10 fois plus intense que tel autre). En ce cas, le dB n’est pas une unité
fixe, mais relative (dB relatif) : il indique un rapport (ex. un son 100 fois plus intense
qu’un autre est 20 dB plus intense).

., | forte grande
Intensité <— Amplitude vibratoire )
faible pefite

N NAVATATATA v

Son faible

Son fort

FIGURE 8.2 — Intensité
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8.1.2 Sons périodiques complexes : hauteur, intensité, timbre

Les sons complexes périodiques proviennent de mouvements vibratoires :
oo . . ..
1. périodiques : c’est-a-dire possédant une période 7" et une fréquence f = T bien
définies ;
2. complexes : ¢’est-a-dire présentant une composition spectrale plus ou moins riche.

Hauteur

La hauteur est déterminée par la fréquence fondamentale de vibration. La fréquence
des harmoniques est un multiple entier de la fréquence fondamentale.
Intensité

L’intensité est déterminée en premiere approximation par I’intensité de I’harmo-
nique la plus intense.
Timbre

Le timbre est déterminé par la densité relative des harmoniques. Il est qualifié
de clair si cette répartition est essentiellement située dans les hautes fréquences et de
sombre si elle I’est dans les basses fréquences.

A A
dB dB
250 » 800 e 250 3000 ¢
Timbre sombre Timbre clair
clair fa\forable aux
fréquences hautes
TIMBRE <«— COMPOSITION SPECTRALE
sombre fa\fomble aux
fréquences basses

FIGURE 8.3 — Timbre
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8.1.3 Sons apériodiques

On distingue deux types de sons apériodiques qui sont définis par leur timbre,
leur intensité et leur durée :

1. les bruits impulsionnels, phénomenes vibratoires apériodiques trés brefs : leur
timbre dépend de la forme et de la durée de I'impulsion, tandis que leur intensité
dépend de I’amplitude et de la durée ;

2. les bruits continus, phénomenes vibratoires apériodiques de longue durée ; ils
sont définis par leur timbre (répartition spectrale) et leur intensité (amplitude des
vibrations). Relativement, le timbre des bruits impulsionnels est plus sombre que
celui des bruits continus.

Résonance acoustique, résonateurs et filtres

Toute cavité est un résonateur dont la fréquence propre, naturelle dépend de sa
forme et de son volume. Un résonateur est dit sélectif s’il entre en vibration avec
une grande amplitude uniquement pour une bande étroite de fréquences autour de sa
fréquence naturelle. I1 est dit amorti s’il entre en résonance avec une faible amplitude
pour une bande large de fréquences autour de sa fréquence naturelle ; sélectivité et
amortissement sont donc contradictoires.

Les filtres sont des appareillages qui permettent d’isoler des bandes de fréquences.
Ils sont principalement définis par :

1. leur fréquence de coupure f., c’est-a-dire la limite de fréquence a partir de
laquelle ils agissent.

2. leur pente, c’est-a-dire la rapidité avec laquelle ils éliminent les fréquences a partir
de f..
On rappelle qu’on distingue quatre types de filtres :

passe-bas, qui laissent passer toutes les fréquences inférieures a f, ;
passe-haut, qui laissent passer toutes les fréquences supérieures a f, ;
passe-bande, qui laissent passer toutes les fréquences comprises entre f., et
f c1 s

de réjection, qui laissent passer toutes les fréquences, sauf celles comprises
entre f., et fe,.

Tout son complexe traversant une cavité voit son spectre se modifier et mettre en
évidence la ou les fréquences de résonance de cette cavité. Elles dépendent unique-
ment de la forme ou du volume de la cavité. Toute cavité agit donc en quelque sorte
comme une combinaison de filtres qui favorisent certaines bandes fréquentielles au
détriment d’autres.
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Source Cavités _[0_’ Son résultant
sonore

Spectre de source | Résonance ‘ Spectre final

FIGURE 8.4 — Principe du résonateur

8.1.4 Résumé des qualités d’un son

Intensité (faible ou fort)

dB
175 || Fusée spatiale
140 || Avion a réaction au décollage ; seuil de la douleur
130 || Mitrailleuse
120 || Marteau pneumatique ; avion a hélice au décollage ; tonnerre ;
voix dite de grand opéra (a 1m)
110 || Atelier de chaudronnerie ; scie mécanique
100 || Camion; train ; métro ; intérieur de voiture bruyante ; moto sans silencieux ;
voix dite d’opéra comique
90 || Intérieur de métro, d’autobus
80 || Rugissement du lion a quelques metres ; intérieur d’auto ; gare animée
70 || Rue tres animée ; circulation intense
60 || Conversation normale ; magasin
50 || Bureau tranquille ; aspirateur
40 || Rue calme ; quartier résidentiel la nuit ; voix chuchotée
30 || Habitation calme ; jardin ; salle vide de cinéma
20 || Bruissement léger
10 || Respiration normale ; silence total ; désert
0 || Seuil d’audition

TABLE 8.1 — Echelle d’intensité (décibels)

Elle dépend de I’amplitude des vibrations (concerne donc des sons périodiques
et apériodiques) .
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— Son faible : petite amplitude
— Son fort : grande amplitude

— Perception : de 0 a 140 dB absolus (le dB étant une unite logarithmique
de rapport)

Hauteur (grave ou aigu)

Elle dépend de la fréquence fondamentale, c’est-a-dire du nombre de vi-
brations par seconde (ne concerne donc que des sons périodiques).

— Son grave :fréquence fondamentale basse

— Son aigu : fréquence fondamentale élevée

— Perception : de 16Hz a 16.000 Hz

| 100 450 ‘ Voix parlée
Homme
200 - 300 Femme
300 450 Enfant
l 65 1304 Voix chantée
65 326 Basse (utl - mi3)
‘ 108 425 | Baryton (lal — sol3)
[ 122 522 | Ténor (u2 - utd)
| 165 870 ‘ Contralto (sol2 —sol4)
‘ 217 987 | Mezzo (la2 - lad)
| 261 1304 | Soprano (ut3 — ut5)
| 190 Trompette 990 |
‘ 200 Violon 2650
|75 Clarinette 1800 |
| 27 Piano 4150
: 16 Orgue 16000 !

FIGURE 8.5 — Echelle de hauteur (Hertz)

Timbre (sombre ou clair)

Il dépend du nombre et de I’intensité relative des composantes spectrales.
Celles-ci sont discretes (raies) pour des sons périodiques et continues (enve-
loppe) pour des sons apériodiques.

— Son sombre : répartition spectrale dans les graves

— Son clair : répartition spectrale dans les aigus

— Perception : globale
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Durée (bref ou long)
Elle dépend du temps écoulé.

8.2 Reconnaissance des sons voisés

8.2.1 Sons voisés, non voisés, pitch

db fermant du "a"
4]
Résonateurs W
-70
0 5000Hz
Filtre
Larynx —
cardes vacales
amplitude

AN

temps

Source

|

—
W

)

574

Poumons

Diaphragme.

=~/

FIGURE 8.6 — Appareil phonatoire

Le mécanisme de la phonation des étres humains fait intervenir trois types
d’organes
— I’appareil respiratoire qui envoie plus ou moins d’air sous pression dans
la trachée artere ;
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— le larynx, composé notamment des cordes vocales qui modulent la pres-
sion et déterminent la hauteur (pitch) de la fréquence fondamentale des
sons voisés émis. (De 80 a 200 Hz pour une voix masculine, de 150 a
500 Hz pour une voix féminine). Pendant la respiration, pour la produc-
tion de voix chuchotée et pendant la phonation des sons non voisés, 1’ air
passe librement par le larynx et les cordes vocales ne vibrent pas ;

— les différentes cavités acoustiques (pharyngienne, buccale et nasale) qui
jouent le role de résonateurs.

8.2.2 Spectrogramme de parole

Nous avons déja mentionné le role de filtre des résonateurs de 1’appareil
vocal. De ce fait, un modele simple de la production de la parole en terme de
signal est de la forme s = e = h ol e est une source périodique ou bruitée et
h le filtre de I’appareil vocal. Le spectre utile s’étend de 0 a 8kHz dans le cas
de la parole (plus s’il s’agit de voix chantée). Les caractéristiques de la source
sont :

— bruit pour les fricatives et les bruits d’explosion

— vibration des cordes vocales pour les sons vocaliques (voyelles en par-

ticulier).

— fréquence fondamentale d’environ 150Hz pour un locuteur, 200Hz pour

une locutrice
Le calcul du spectrogramme (aussi appelé sonagramme dans ce contexte) se
fait par Transformée de Fourier Discrete avec fenétre glissante d’une taille
de 4 a 32 ms qui se déplace de la moitié de sa durée. Avec une fréquence
d’échantillonnage de 16kHz, cette fenétre a donc entre 64 et 512 points. Pour
lisser le spectre on utilise en fait une technique de « zero padding » (voir
chapitre 5). Le signal de départ est complété par des z€ros : si on utilise une
TFD de 512 points et que la fenétre a 64 points on complete par (512 - 64)
z€ros. Si on choisit une fenétre
- plus courte que la période fondamentale (spectre a large bande) il y a un fort
lissage fréquentiel et peu ou pas d’harmoniques
- plus longue (spectre a bande étroite) il y a un faible lissage fréquentiel et
visualisation des harmoniques

Pour renforcer la contribution des hautes fréquences on préaccentue le
signal avec un filtre simple :

u[n] = s[n] — s[n —1] .

En passant a a transformée en 2 on calcule la fonction de transfert qui est 1 —
z~1: I’effet est donc un renforcement de la contribution des hautes fréquences.
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FIGURE 8.7 — Effet de la préaccentuation (dB entre 0 et 7)

|
J

-%- — = —  —— — —
— S — — = =
—— — — —
——— = 3- — ==
e —— e ——— =
—_— — =
e | — e —
— | —— e E— —
E =

FIGURE 8.9 — Sonagramme a bande étroite - taille de la fenétre : 0.5s
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Caractérisation spectrographique des sons de la parole Le timbre des voyelles
dépend du nombre, de la forme et du volume des résonateurs traversés par 1’ air
expiré ;

1. Forme du résonateur

— lorsque une partie de I’air passe par les fosses nasales, les voyelles
sont dites nasales
francais : an, un, hein, on
portugais : graphemes a , 0

— lorsque les levres sont projetées vers I’avant, il se crée un espace
entre celles-ci et les dents ; cette cavité labiale constitue un troisieme
résonateur qui modifie le son ; les voyelles produites ainsi sont dites
arrondies
francgais : ou, heu, oh, hue
allemand : graphémes 0, ii

a alala

Orales Nasales Non arrondies Arrondies
FIGURE 8.10 — Voyelles et résonateur

2. Profondeur du point d’articulation :

— lorsque la partie avant de la langue se rapproche de I’avant du palais,
les voyelles sont dites antérieures
francais : hé , haie, hue !, ah

— lorsque I’arriere de la langue se rapproche de I’arriere du palais, les
voyelles sont dites postérieures
francgais : oh , hou

— lorsque la partie centrale de la langue se rapproche du palais, les
voyelles sont dites centrales
allemand : e atone, par exemple dans Diirre
portugais : i atone, par exemple dans noite
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3. volume du résonateur buccal qui dépend essentiellement du degré d’ou-
verture de la bouche ; on distingue généralement 4 degrés d’aperture,
bien qu’un continu entre I’aperture maximale et I’aperture minimale soit
attesté :

— degré 1 : voyelles d’aperture minimale ou fermées (exemple : 1)
— degré 2 : voyelles mi-fermées (exemple : €) ;

— degré 3 : voyelles mi-ouvertes (exemple : ¢) ;

— degré 4 : voyelles d’aperture maximale ou ouvertes (exemple : a).

Voyelles
Antérieures Centrales Postérieures
Fermées 1 y te m*u
Pré-fermées I*Y *eu
Mi-fermees c*ro —————G e Y — O
\
Moyennes 2
\
Mi-ouvertes EeR ——geg A D
Pré-ouvertes x \ ")
Ouvertes a*cE \ Cl*D

Lorsque deux symboles apparaissent par paire, celui de gauche représente
une voyelle non arrondie, celui de droite une voyelle arrondie.
Pour ceux situés au centre, la résonance labiale n'est pas spécifée.

FIGURE 8.11 — Systéme de transcription des voyelles

Les consonnes et les voyelles ont une signature qu’on retrouve sur les
spectrogrammes. Les voyelles sont les plus visibles car possédant des for-
mants c’est-a-dire des zones d’énergie localement maximale qui les ca-
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ractérisent. Les consonnes apparaissent au début de chaque voyelle soit comme
une explosion (énergie répartie uniformément sur toutes les fréquences en un
temps tres court ) (/p/ ou /k/) , soit un bruit chargeant une large plage de
fréquences (/s/,/z/).

FIGURE 8.12 — Spectrogramme de quelques voyelles : «ae é &1iu o ou », /ageciyou/

Les sons représentés dans la figure ci-dessus durent environ 0.1 s chacun.

FIGURE 8.13 — Spectrogramme de consonnes :« potokosso », /potokoso/
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FIGURE 8.15 — Spectrogramme de consonnes :« romolozo », /romolozo/

Les spectrogrammes qui précedent ont été obtenus avec le logiciel PRAAT,
une transformée de Fourier a fenétre glissante, avec une fenétre gaussienne de
taille 0.05 s.
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1. VOYELLES 2. CONSONNES
i pire [pis] p peau [po]
y pur [pyE] b beau [bo]
u  pour [pus] t  tu [ty]
e pré [pue] d du [dy]
€ pere [peE] k car [kap]
¢ peu  [pg] g gare [gax]
o« peur [pes] f feu [fa]
o peau [po] v veuf [voef]
2 port [pox] S  su [sy]
a patte [pat] Z  zZut [zyt]
a pdte  [pat] [ vache [va[]
o petite [potit] 3 sage [sa3]
m mais [me]
n nu [ny]
N vigne [vip]
£ brin [bBE] 1 Iu [ly]
& brun [bs&] B rue [BY]
5 bon [b3] ] bien [bj€]
d banc [bd] q  lui [lyi ]
W oul [wi]
y parking [paskiy]

TABLE 8.2 — Liste des symboles phonétiques du frangais

8.2.3 Analyse LPC - Prédiction linéaire

Les fonctions de corrélation sont beaucoup utilisées dans I’analyse du si-
gnal de parole et notamment dans certaines techniques de compression du son
pour la téléphonie

— LPC (Linear prédictive coding)

— MCELP (Modified Code Excited Linear Prédiction)

— GSM (Global System Mobile)

Nous présentons seulement I’analyse LPC (basée sur une régression linéaire).

Comme le signal de parole n’est pas completement aléatoire, les échantil-
lons successifs sont corrélés. On va utiliser cette corrélation pour pour réduire
la quantité¢ de données. L’échantillon s,, du signal s va €tre représenté par
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la somme d’une combinaison linéaire des échantillons précédents et d’une
erreur et les coefficients de la combinaison linéaire vont étre calculés de facon
a minimiser ’erreur. Soient S(z), H(z) et U(z) les transformées en z du
signal, du filtre du conduit vocal et de I’excitation. Un modele pour la fonction
de transfert H est

= p
1-— Z akz’k
k=1

Calculons les coefficients a;. La prédiction de s,, est

p
Sp : 2 QrSn—k
k=1

et I’erreur est donc
p
€n =8, — Sp = Sp — Zaksn_k.
k=1

La fonctionnelle d’énergie associée (minimisation de 1’erreur au sens des
moindres carrés) est

N N
E = Zeiz Z(sn—§n)2,
n=1 n=1

ou N est le nombre total d’échantillons. En minimisant par rapport aux a; on

obtient
oF

Vi=1,---,p 5_:
a;

0,

c’est-a-dire

N N p
Vi = L---p 2 Sp—iSn = Z Z Ak Sn—iSn—k ,
n=1 k=1

n=1

Oou encore
N

p
Y 2 ag Sn—iSn—k = 0 )
k=0 n=1

Vi

I
—
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en posant a, = —1. On rappelle que la fonction d’autocorrélation du signal s
est

N
(ps(z):ZSnflsn’ ?::17...727-
n=1
On note

N
O(i, k) = Z Sp—iSn—k = @s(i — k) ,
n=1

(par prolongement périodique du signal échantillonné) et on obtient

p
Vi=1,--.p ) aps(i—k) = @.(i).
k=1

finalement
905(0) 903(_1) e 803(1 - p) ay 905(1)
903(1) 903(0) T 905(2 - p) Q2 _ 905(2)
oap—1) ulp—2) - ) % 24(p)

"

\

IS
On obtient donc les coefficients a; par résolution du systeme linéaire ci-
dessus. Dans le cas de la prédiction linéaire on utilise la structure Toeplitz

de la matrice de covariance ® de fagon 2 résoudre ce systtme en O(p?)
opérations.

8.3 Exemple

8.3.1 Reconnaissance automatique d’un son voisé par corrélation a court
terme et calcul de la fréquence fondamentale

En général, un signal vocal présente des caractéristiques statistiques qui
sont stationnaires uniquement sur de courtes durées (20 a 30 ms). Ceci ex-
plique que les corrélations établies sur ce type de signal sont réalisées a court
terme (sur un morceau comportant de 160 a 240 échantillons pour un signal
échantillonné a 8 kHz).

La fréquence fondamentale (ou pitch ) est la fréquence de vibration des
cordes vocales. Sa détermination est essentielle pour le codage, la synthese
acoustique de la parole et I’étude de la prosodie. On peut utiliser des méthodes
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opérant dans le domaine temporel (autocorrélation, résidu LPC) ou spec-
tral. Nous ne présentons que 1’exemple de I’utilisation de la fonction d’au-
tocorrélation.

Pour éviter les formants on filtre d’abord le signal par un passe-bas qui per-
met de ne conserver que les fréquences inférieures a 1000Hz (par exemple).
On effectue le calcul de la fonction d’autocorrélation ¢(n) sur un fragment
d’une partie voisée et non voisée du message précédent. Les fonctions d’au-

tocorrélation normalisées QOEZ)) des deux parties sont données ci-dessous
2
p(n)
1 ¢(0)
0 n
Partie voisée Partie non voisée

FIGURE 8.16 — Détection d’un son voisé

Le son est considéré comme voisé si le second pic de la fonction d’au-
tocorrélation atteint au moins 40% de la valeur a I’origine. Pour la partie
voisée de la figure ci-dessus on releve un second pic a la position n = 61.
La fréquence fondamentale du morceau sonore analysé correspond ainsi a :

£ = 1 8000
> 61T, 61
Pour un son voisé, si on souhaite étre plus précis on sait que le signal est
localement périodique et donc sa fonction d’autocorrélation aussi. Il est en

général plus facile de « lire » la période (ou la pseudo période) sur la fonction
d’autocorrélation. (Voir I’exercice 1 page 251).

8.3.2 Les formants

Rappelons que les formants sont des zones d’énergie locale maximale.
On les visualise tres bien sur un spectrogramme : ils signent les différentes
voyelles, mais aussi le timbre (en particulier dans la voix chantée).
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FIGURE 8.18 — Voyelles «<ae éiou» et leurs formants- Echelle de 0 a 10 khz
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Premier formant des voyelles principales

a ffffffffffffffffffffffff 750 Hz
Ouvert
8 (ﬁ D— ---------------- 500 Hz
e ¢ 9 -------- 350 Hz
Fermé
. --- 250 Hz
1 Yy u

FIGURE 8.19 — Premier formant des voyelles principales du francais

Leur détermination peut se faire par calcul des maxima locaux de 1’énergie
(temporelle ou fréquentielle) en utilisant par exemple 1’analyse LPC.
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Chapitre 9

Exercices et travaux pratiques

9.1 Chapitre 2 : analyse spectrale

9.1.1 Exercices

1. Soit f une fonction périodique de période a échantillonnée sur [0, a] par
N échantillons, de sorte que la période d’échantillonnage est 7., = +..
On pose

ka
Yo = f (ﬁ)
On appelle (Y} )o<k<n—1 la TED de la fonction f échantillonnée :

= F(KT). 0<h<N-1.

Y exp( QiWWp)

Zl
I MH OMZ

kp
) exp( QWW) pourp=0,--- N —1.

= |

Les coefficients de Fourier approchés sont

N
Y, si0<n< ——1,
Yoin si—§<n<0

Montrer que

Com L R exp2in
n — N = N eXp 20 )

219
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et que cela correspond a une intégration approchée du coefficient de
Fourier exact ¢,, par une méthode des rectangles a gauche.

2. (a) Calculer la transformée de Fourier discrete de ce signal

x(nTe)
SR

-Te Te

Calculer et tracer le module et la phase du spectre de x(nT,).

(b) Calculer la transformée de Fourier discréte du signal y(nT,).

y(nTe)
REEEE

Te | Te 2Te

(c) Sachant qu’un signal retardé temporellement d’un temps ¢, se tra-
duit sur le spectre Y'(f) par un ajout de phase ®, = —27.f.t,,
comparer alors Y (f) et X(f).

3. Calculer les coefficients de la série de Fourier et ceux de la TFD pour
de la fonctions
u(r) =1 — |z| sur[—1, 1], puis périodisée.
Représenter sur un méme graphique la somme partielle de Fourier et la
TDEFE. Que remarquez- vous ?

4. Soit f un signal défini sur R dont la transformée de Fourier est f définie
par

ooy )1 osifw <1,
f(w)—{ 0 silw|>1
Que peut-on dire de f ?
(a) Calculer f et donner une allure de son graphe.

(b) Calculer I’énergie totale de f.
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(c) On suppose que f est échantillonnée aux instants na (n € Z) et on
appelle g le signal échantillonné. Donner la valeur de g en fonction

de f. Donner une allure du graphe de g quand a = 1.

5. Transformation de Laplace .- Dans tout ce qui suit la transformée de
Fourier d’une fonction v est définie par

F)(w) =0(w) = JRU(S)G_QiWWSdS

et on désigne par

E={f:1]0,+00[— C,C’ par morceaux et :
K e RT, JaeR|f(t)| < Ke™,0<t < 40 }.

On convient de prolonger toutes les fonctions de £ par 0 sur | — o0, 0].
On définit la Transformée de Laplace d’une fonction f de & par :

+c0

€ J(0) =f F(t)e <t

0

(a) Sur quel sous-ensemble de C, la transformée de Laplace de f est-
elle définie ?

(b) Pour chacune des fonctions suivantes f, calculer sa transformée de
Laplace et son ensemble de définition :

i. f(t)=¢% avecBeC

1 sit>0
1

ii. f(t) = 5 sit=0
0 sit<O

iii. f,(t) = t™ avec n € N. On commencera par montrer que pour
tout s tel que Re(s) > 0, on a

~ n

fa(s) = gfnfl(s) )

et on concluera par récurrence.

iv. f(t) = cos(wt) avecw € R.
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(c) Lien avec la transformée de Fourier .- Montrer que si on pose
gs,(t) = f(t)e " sit >0, et 0 sinon,

ou s, > 0 est un parametre réel on a

f(s0 +iw) = F(gs,)(w) - (9.1.1)
(d) Grace (9.1.1), montrer que si f a un retard de 7 : g(t) = f(t — 7),

alors B
(&) = e f(8) -

9.1.2 Travaux pratiques

1. Pour chacun des signaux (périodiques) suivants, faire un programme qui
calcule sa série de Fourier tronquée a 1’ordre n.
Dessiner sur une méme figure le signal f et la série. On testera plusieurs
valeurs de n :

T 4 S cos((2n + 1) z)
1 0 oA Gsin(2n 41
(b) flz) = { 1 :3;%_777:7[0[ Lasérie est:— T;)Sln(g:Jr : )2)

2. Dessiner un signal triangulaire. Faire un programme calculant la série
de Fourier.

3. Dessiner le signal de votre choix (comme somme de sinusoides par
exemple ) et le bruiter avec la fonction randn de MATLAB® ou rand
de SCILAB® .

4. Faire un programme coeffcos (F, a,T, n) calculantle coeffi-
cient de fourier

2 a+T ¢
ansz f(t)cos(anT)dt,

a

par une formule de quadrature composée de type trapezes de la forme

! s (2mm = yeos (20n %) 425 7 cos (2n
% f(a)cos(ﬂ'nf)—kf(a—i- ) cos | 27n, T + ; j cos | 2mnom

J
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T
ou F' désigne le vecteur (f(t;);=1x ett; = a+ IZ et k le nombre de

sous-intervalles de [a, a + T']. Faire de méme pour le coefficient

a+T . ¢
bnz—f f(t)sm(27rnf)dt.

a

5. Avec les programmes précédents écrire la série de Fourier a I’ordre n de
la fonction périodique de votre choix sous forme réelle (avec a,, et b,, )
puis sous forme exponentielle avec ¢, = a,, +ib, etc_, = a, — i b,.
Dessiner le spectre d’amplitude et le spectre de phase.

6. Pour des signaux de votre choix (Somme de sinusoides, créneau, etc.)
dessiner le spectre du signal (diagramme d’amplitude).
Comparer le signal temporel (original) et le signal fréquentiel (TFD)

7. Construire le signal
frx— f(x) =30sin(2rAt + 0.37) ,

ou A est une fréquence choisie (par exemple 9 Hz), avec un nombre
d’échantillons N = 200 sur un intervalle de temps a = 2s ( la fréquence
d’échantillonnage est donc F, = (N/a) = 100 H z.

Tracer f et calculer sa TFD avec la commande FFT de SCILAB® . (Ne
pas oublier de normaliser la TFD en divisant par N pour corriger 1’am-
plitude).

Tracer le module de la fonction obtenue ? Que remarque t’on ? Com-
ment expliquer et corriger ce phénomene ?

8. Efficacité dela FFT.- On rappelle que la TFD d’un signal f échantillon-
né a une période 7, (pas de discrétisation) est

N-—1
ok
Vk=1,--- N  S(k) = nzo f(nTe) exp(—2min—) .

On note N le nombre d’échantillons, 7}, la période d’échantillonnage et
F, la fréquence d’échantillonnage.

Faire un programme calculant directement (S(k))o<k<n—1-

Calculer ensuite la TFD par la commande FFT de SCILAB® .
Comparer les temps de calcul (fonction timer()).

Valider sur le signal suivant : f : ¢t — f(t) = Aexp(—2miAt). On peut
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10.

11.

12.

montrer que la TFD de f est de la forme

S(k) = ASZH(E?(;%FE))Q exp (m(N _ ) (ﬁ - i)) |

Prendre ensuite les signaux de votre choix.

Pour des signaux de votre choix (somme de sinusoides, créneau, etc - - - )
dessiner le spectre du signal (diagramme d’amplitude).
Comparer le signal temporel (original) et le signal fréquentiel (TFD)

Phénomene de Gibbs.- Construire un signal représentant la fonction de
Heaviside échantillonnée a un pas 7" sur un intervalle [—a, a]. Prendre sa
FFT et ne conserver que les coefficients de Fourier dont la fréquence est
entre —\, et \, avec 0 < A\, < 7/T. Par exemple on pourra choisir une
fréquence d’échantillonnage (1/T) autour de 14000 Hz et une fréquence
de coupure )\, autour de 650 Hz. Reconstruire la fonction de Heaviside
en appliquant la FFT inverse au signal tronqué : on doit observer des
oscillations de Gibbs. Faire varier la fréquence de coupure A, et com-
menter son influence sur I’amplitude et la fréquence des oscillations.

Effet du fenétrage.- Le fait d’observer un signal pendant un temps fini
et de n’acquérir qu’un nombre fini d’échantillons introduit une erreur.
On considere le signal monochromatique :

f it f(t) = Aexp(—2miAt).

Calculer la TFD de f avec un échantillonnage :N = 2P, 5 < p < 8et
comparer les résultats obtenus avec la transformée de Fourier « exacte »
(une seule fréquence : \).

On considere le signal
frxe f(x) = e cos(mr)

dont la transformée de Fourier est

fism f(s) 1 + :
LS = S) = .
Ar?2 (2 —s)+m2+1 4An?(s2+s)+ 72 +1

Tracer les fonctions f et f . On considere le signal f sur I’intervalle
[—6, +6]. Calculer sa FFT et comparer avec ce qui précede.
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13. Analyse d’un signal audio
Charger le vecteur représentant le son d’un instrument échantilllonné a
8000 Hz avec la commande SCILAB® : loadwave

(a) Quelle est la durée de ce signal ? On la note T'

(b) Représenter sur la méme fenétre graphique le signal sur 1 s, 0.5 s,
0.1 set0.05s.
Est-ce un signal périodique simple ? complexe ? Est-ce un signal
apériodique.

(c) Faire la FFT du signal sur 0.1 s sur 256, 512 et 1024 points succes-
sivement.

(d) Quelle est la fréquence fondamentale du signal ? On pourra se con-
tenter d’afficher la tranche de fréquences [50, 1000].

14. Tester la commande analpf de SCILAB®

9.2 Chapitre 3 : corrélation des signaux

9.2.1 Exercices

1. Calculer la fonction d’intercorrélation ¢y , des deux fonctions exponen-
tielles f et g avec f(t) = Y(t)e et g(t) = Y(t)e ¥, a et b réels
positifs ot Y est la fonction de Heaviside définie par Y'(¢) = 1o 4 oo[(t).

(a) Comparer @y, et @, ¢
(b) En déduire la fonction d’autocorrélation de f et I’énergie de f.
2. Soit la fonction g définie par :
—1si0<z<1

glz) =+ 1lsil<z <2
(0 sinon

(a) Tracer le graphe de g et exprimer g au moyen des fonctions g; et
go définies par

a(t) = P, (t - %) et gs(t) = P <t - g) |
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(b) Exprimer la fonction d’autocorrélation g4, _,, de g» — g1 au moyen
des fonctions d’autocorrélation ¢ , et ¢4, de g; et go et des fonc-
tions d’intercorrélation ¢y, g, €t ©g, 4,

(c) Comparer @y, 4, €t g, 4,

(d) Soit f une fonction 2 valeurs réelles dans L*(R) n L?(R). Compa-
rer la fonction d’autocorrélation de la fonction t — f(t—a) (a € R
donné) a celle de f.

(e) En admettant que la fonction d’autocorrélation de la fonction P;
est la fonction A, définie par A;(t) = (1 — |¢]|)1[_111(t), calculer
la fonction d’autocorrélation ¢,,.

(f) En admettant que P, = P, = A; ou A est la fonction définie par :
Ay (t) = (1 = [t[)L[=1,11(t), calculer la fonction d’autocorrélation
Pg-
3. Soit la fonction g définie par :

x| sifx] <1
g(z) = { 0 sinon

(a) Tracer le graphe de g. Calculer la fonction d’autocorrélation ¢,. En
déduire le produit de convolution g * g.

(b) Calculer la transformée de Fourier de g apres avoir écrit g a I’aide
d’une fonction porte et d’une fonction triangle :

9(t) = 11 (t) — (1= [¢]) =147 ()

4. Intercorrélation et énergie.- On considere un signal x de transformée
de Fourier X définie par

X(w) =A1_pp(w)

ou A et B sont des constantes positives.
(a) Déterminer le signal z.

(b) Déterminer A pour que 1’énergie du signal = soit égale a 1. On
prendra cette valeur dans la suite.

(¢) On pose y = 2’. Calculer la transformée de Fourier du signal y.
(d) Calculer I’énergie de y

(e) Calculer la transformée de Fourier de la fonction d’intercorrélation
©yz(7) de z et y. En déduire ¢, (0).
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5. Mesure du retard par ’intercorrélation.- On considére les signaux a
temps continu définis par :

T:.t— I(t) = AlsinC[Bl(t—tl)], Y t— y(t) = AQSiIlC[BQ(t—tQ)]

ou sinc est la fonction sinus-cardinal.
(a) Calculer les transformées de Fourier Z et i des signaux x et y.
(b) Calculer les densités spectrales de puissance ¢, et Q.
(c) Calculer la fonction d’intercorrélation .

(d) Déterminer I’abscisse du maximum de ¢, et en déduire une méthode
pour mesurer le retard ¢; — ¢, entre les signaux x et y.

2
e

1
6. On considere le signal gaussien f : ¢ — f(t) =
gnal g f f(#) Wor
(a) Sachant que J e du = /7, calculer I’énergie de ce signal.
R
(b) Calculer la transformée de Fourier de f. En déduire le spectre

d’amplitude, le spectre de phase et la densité spectrale d’énergie
du signal f.

(c) Montrer que, pour un signal g réel et pair, la fonction d’autocorréla-
tion ¢, est le produit de convolution g * g.

(d) Déduire de ce qui précede la fonction d’autocorrélation ¢ du si-
gnal gaussien, puis retrouver le résultat de la question 1).

7. Détection d’un numéro de téléphone.
Chaque touche d’un téléphone A produit un signal échantillonné de
forme carrée et de fréquence propre f;, ou ¢ est le numéro de la touche
pressée. La figure ci-dessous illustre un exemple de signal produit :

Aya(nTe)

1

6

FIGURE 9.1 — Touche ¢
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A T’arrivée, un serveur récupere ce signal et doit I’aiguiller vers le poste
de téléphone appelé. Pour cela, le serveur dispose des signaux corres-
pondant a chaque type de touche (ys(n7.)). L’objectif est de détecter le
numéro composé par le téléphone A.

(a) Que vaut la période d’échantillonnage 7 ?

(b) Calculer la fonction d’intercorrélation échantillonnée C.,(p) entre
les signaux y4(nT.) et ys(nT.), donné ci-dessous.
On prendra N=6et 0 < p < 5.

FIGURE 9.2 — Touche j

On rappelle que la fonction d’inter-corrélation de signaux discrets

est:
N-1

Coy(p) = > a(kT)y((k —p)T.) .
k=0
(c) Quelle est la valeur du maximum de C,,,(p) ?

(d) Calculer C,,(p) dans le cas ou le serveur compare les signaux
d’une méme touche.

(e) Concluez sur le role ici du calcul de I’intercorrélation.

9.2.2 Travaux pratiques

1. Tester le fonction corr de SCILAB® sur des signaux de votre choix.

2. Programmer un bruit blanc et vérifier que le signal étant corrélé avec lui-
méme, il y a donc toujours une impulsion en 0 mais
uniquement en 0.

3. Bruiter un signal sinusoidal par un bruit blanc gaussien de plus en plus
fort. Comparer les fonctions d’autocorrélation obtenues.

4. Détection d’un signal prédiodique dans du bruit
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— générer numériquement le signal sinusoidal et ajouter une compo-
sante aléatoire

. k )
x) = sin <27Ta) + Aaléa(k) ,

— Aestun terme d’amplitude

— le signal sinus comporte 64 points par période et sa valeur efficace
vaut 1/4/2

— la fonction aléa(k) génere pour chaque indice £ et avec une proba-
bilité équivalente une valeur aléatoire réelle comprise entre -1 et 1.
La valeur efficace de cette fonction vaut 1/4/3

— la puissance du signal z; vaut (1/2) + (A?%/3)

— calculer puis visualiser la fonction d’autocorrélation du signal com-

posite.

Tester avec des signaux présentant différents rapport signal sur bruit.

Le rapport signal sur bruit est défini par (z.s¢/besr) OU Tepr €t besy

sont les valeurs efficaces du signal = et du bruit b respectivement.

5. Etude de deux signaux « réels ». - Charger deux signaux réels corres-
pondants a un enregistrement d’ECG (électrocardiogramme) et un enre-
gistrement d’onde sismique.

Autocorrélation

(a) Quelle est la périodicité principale du signal «ecg » ?
(b) Méme question pour le signal «sig2 ».

(c) Isolerles 1000 derniers points du signal sismique « sig2 ». Ils consti-
tuent le bruit de fond également appelé bruit blanc. Que donne la
fonction d’autocorrélation sur cette partie du signal ?

Spectre de puissance d’un signal

(a) Construire un axe des temps pour le signal «ecg ». Tracer le gra-
phique de « ecg »en fonction du temps.

(b) Calculer le spectre de puissance de « ecg ». Quelle(s) périodicité(s)
détectez-vous ?

(c) Le résultat correspond-il a ce que vous a donné la fonction d’auto-
corrélation ?

(d) Calculer le spectre de puissance du signal sismique « sig2 ». Quelle
périodicité principale détecte-t-on ?

(e) Comparer ce résultat avec celui obtenu par la fonction d’auto-corrélation.
(f) Que penser du spectre de puissance a partir de S0Hz et plus ?
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9.3 Chapitre 4 : filtrage

9.3.1 Exercices

1. Pour les exemples de I’amplificateur, de la ligne a retard et du dérivateur
p.84. Préciser a chaque fois la fonction de transfert du filtre.

2. La cellule RC - Réponse d’un systeme linéaire invariant a un signal
périodique.
Considérons le circuit RC (de la figure 4.3 p.83) suivant : s(t) et e(t)
sont liés par 1I’équation différentielle

(a) On effectue le changement de variable : s(t) = w(t)e” &c.

(b)

i.

il.

1il.

1v.

Vi.

RC §'(t) + s(t) = e(t) ; (9.3.2)

t

Quelle est I’équation vérifiée par w ?

On suppose que les signaux d’entrée e sont tels que le se-
cond membre est intégrable sur | — oo, t]. Résoudre 1’équation
différentielle. On suppose que la réponse (sortie ) s a une entrée
nulle est nulle.

Montrer que la réponse du systeme a I’entrée e est de la forme
s(t) = Ae(t). Déterminer .4 et montrer qu’il est linéaire, cau-
sal et invariant.

Montrer que A est continu pour la norme de la convergence
uniforme.

La cellule RC est-elle un filtre ?
Soit

1 _
h(t) = Vloh rCu(t)

ou u est la fonction de Heaviside. Montrer que Ae = h = e, ou
* désigne la convolution.

Apres une période transitoire, d’un temps relativement court, la
cellule RC entre en régime permanent et se comporte alors comme
un systéme linéaire invariant. Soit e(¢) un signal monochromatique
et d’apres I’exercice précédent, on sait que s(t) = H(\) e(t).

1.

En reportant cette équation dans 1’équation (9.3.2), déterminer
la fonction de transfert H(\).
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ii. Calculer le module de H(\) et la limite du module quand A
tend vers +00

3. Filtre discret du premier ordre.- On considere le filtre donné par

Vk e Z Y = QYp—1 + Tk (a #* O) . (9.3.3)

(a) En effectuant le changement de variable v, = a~*v;,, montrer que
I’équation (9.3.3) se transforme en

VkeZ  wvp—vp_1 =a Fxy. (9.3.4)
En déduire
k
Vp e N* Vg — V—p = 2 alay. (9.3.5)
l=k—p+1

(b) On pose

0
X ={(xp)r € Z | lasérie Z a "z, est absolument convergente}.

n=-—00

Montrer que la suite (vy)x<o est de Cauchy.
On note b sa limite lorsque k& — —oo. En déduire (avec (9.3.5) )

que
k

VkeZ v, =b+ Za‘zxg,et

f=—00

k
VkeZ  yp=ba"+ Y d"z,. (9.3.6)

n=—o

(c) Réciproquement : montrer que toute solution de la forme (9.3.6)
est solution de (9.3.3) ;

(d) On suppose que la réponse a I’entrée nulle est nulle. Combien vaut
b?

) 0 sin<O .
Montrer que si on pose h,, = { A sin>0 ° la sortie (yx) se

met sous la forme
400
Y = Z hk—nxna

n=—aw
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ce qu'on donne y = h x x, appelée convolution discréte des si-
gnaux.

Montrer que le systeme est linéaire, invariant et réalisable.
Montrer que si |a| < 1, le systéme est continu pour la norme uni-
forme et

[9leo < A0y oo -
(e) On choisit une entrée exponentielle : = (2*) ol z est un nombre
complexe fixé vérifiant |z| > |a] .
Montrer que

k
i Z\" z
Y = a E -] = T .
a zZ—aQ
n=-—o

Que vaut la fonction de transfert du filtre considéré ?

4. On considere le filtre du second ordre dont la fonction de transfert est

donnée par :

w2

H(w) = H,(iw) et H,(z) = Am )
Q o

ou A est un réel positif, w, > 0 est la fréquence caractéristique et () > 0
est appelé le coefficient de surtension.

(a) Calculer le module de H(w) (w € R).
On pose dans la suite A = i, Fo(\) = |H(w)| et on se restreint
Wo
aleR*.
Quel est I’effet de ce filtre ?

(b) Donner I’expression de Fy, et faire I’étude de £y sur R* en discu-
tant suivant les valeurs de (). Montrer que cette fonction présente

un maximum si () > 7 Calculer Fy(1) (qui correspond a w =
Wo)-
(c) Calculer la valeur F e = Fo(Ames) de la valeur maximale

1
lorsque () > 75 Montrer F jmar =~ QA, lorsque () est tres grand.

C’est la raison pour laquelle () est appelé coefficient de surtension.
(d) Donner I’allure de la courbe de I, sur R*, dans les cas

1 1 1
Q2>j;§,CQ<ZIZ§etQ==-;§.
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On tracera les trois courbes sur une méme figure. On notera le gain

G(\) = 20log(Fo())) .

1
(e) Quand () = —, le filtre est un filtre de Butterworth. Quelle est la

\/2

diminution du gain correspondant a la fréquence caractéristique ?
(W = w,).
1
(f) Lorsque @ > \/—5, le filtre est un filtre de Tchebytchev.

Pour quelle valeur de () la différence entre la valeur maximale du
gain G () et la valeur G(0) est-elle d’environ 0.5 dB ? Pour
quelle valeur de A\; a t’on de nouveau G(\;) = G(0). Calculer la
fréquence correspondante w; en fonction de w,.

5. Un systeme linéaire du premier ordre est caractérisé par une équation
différentielle du premier ordre liant les signaux d’entrée e et de
sortie s :

(E) vt €]0, +oo[, as'(t) + bs(t) = e(t), oua,beR.

(a) Expliciter le signal de sortie s correspondant a un état initial «,
s(0") = a. Montrer que, pour o = 0, c’est le produit de convolu-
tion de I’entrée e par une fonction h a déterminer.

(b) On suppose maintenant que le signal d’entrée est la fonction échelon
Y. Calculer la sortie correspondante s sachant que s(0%) = 0. La
fonction s est - elle dérivable sur R, sur R* ?

6. On considere le filtre du second ordre défini par 1’équation :

1
59 tg=f

ou f est I’entrée et g la sortie.
(a) Donner I’expression de la fonction de transfert /.
(b) Calculer la réponse impulsionnelle A.

(c) Donner les expressions de la sortie g associée a I’entrée f et de la
réponse indicielle h;.
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7. Filtrage d’un bruit blanc .- Soit ¢, un signal réel dont la fonction d’au-
tocorrélation vérifie ¢.(7) = 025(7) ol §(7) désigne la distribution de
Dirac. On considere le filtre a temps continu défini par :

s(t) = J_T e(t — 0)do

(a) Ecrire s(t) sous forme d’une convolution en faisant intervenir une
fonction porte et en déduire la réponse impulsionnelle i du filtre
ainsi défini.

(b) On désigne par H la transformée de Fourier de h. Calculer la den-
sité spectrale du signal s.

(c) Calculer I’énergie du signal s.

(d) On fait passer le signal s dans un filtre linéaire de réponse en
fréquences H (w) = iB et on désigne par x la sortie de ce filtre. On

échantillonne x a une fréquence f.. Donner une borne inférieure de
fe qui permet la reconstruction de s sans erreur.

8. Transmission d’une impulsion rectangulaire
On considere un canal de transmission équivalent a un filtre passe bas
1déal avec une fréquence de coupure B. On transmet une impulsion x =
Li-rp2,7/2)-
(a) Calculer la densité spectrale d’énergie de x.
(b) Donner I’expression du signal de sortie s (sous forme d’intégrale).

(c) On veut transmettre 2 impulsions successives. Quelle condition
doit - on vérifier pour éviter les recouvrements (importants) en sor-
tie du canal ?

9. Modulation d’un signal

(a) On considere le signal a temps continu, périodique de période 7§,
défini par p(t) = p(t + To) et p(t) = 1{_1/2,1/2 avec T' < T;. Cal-
culer la transformée de Fourier P de p(t) et déterminer le spectre
de puissance de p. (Attention, ce n’est pas une fonction!)

(b) On considere un second signal m a temps continu, d’énergie finie,
et a bande limitée [— B, B]. Calculer la transformée de Fourier X
du signal modulé z = m p.
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(c) Quelle condition doit vérifier B pour que le spectre de x soit consti-
tué d’une succession de motifs élémentaires a supports fréquentiels
limités et disjoints ? On supposera cette condition vérifiée dans la
suite.

(d) Montrer que le passage de x dans un filtre passe-bas idéal permet
de retrouver m en sortie (démodulation).
Ce méme principe de démodulation peut-il étre appliqué au signal
modulé y = m cos(2nt/Tp) ?

10. Filtrage adapté.- Soit un signal déterministe s de durée 7" mélangé a
un bruit b aléatoire stationnaire au sens large dont la fonction d’auto-
corrélation vérifie ¢, = 024,. On rappelle (voir p. 2?) qu’un filtre adapté
au couple [s, b] est un filtre qui rend maximal a I’instant 7" le rapport si-
gnal sur bruit (SNR) défini par :

C m@E @)
D)= F@F ~ o)

ys=h=s(t)ety, =h=b
sont les sorties associées a s et b respectivement.
On considere le signal :
Vit 2(t) = u(t) +b(t), u(t) = Ae*mh!

ol A est une variable aléatoire uniformément répartie sur [—1, 1[ et b un
bruit blanc réel, centré, indépendant de A et d’écart-type o.

(a) Calculer la densité spectrale de puissance de z.

(b) On considere le filtre de réponse impulsionnelle

h(t) — 62i7ruot1[_%7%]'
Calculer le module de la réponse en fréquence (fonction de trans-
fert) H de ce filtre.
(c) Calculer la sortie ¥, associée a u.

(d) Calculer la puissance, ¢,, (0), de la sortie ¢;, associée a b.

(e) Calculer le rapport :
|y (D]

p(t) = :
©y, (0)
et déterminer la relation entre v, et fj lorsque ce rapport est maxi-
mum.
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(f) On sait que fo < fa:. Comment peut - on estimer f, a partir de
plusieurs filtres adaptés ?

9.3.2 Travaux pratiques

1. Utilisation de la convolution
On prend I’exemple suivant :

et sit=0
fl(t):{o sit <0
sift] <a

1 <
f2(t):{0 sift|>a @ @70

(a) Discrétiser les deux signaux sur un intervalle [-N, N] ou N > a
avecunpasde h = 2= N/p.

(b) La convolée des deux signaux est approchée par

() = | A= 90 s> ke Y A= 1))

j=1

ou les (t;) représentent les points de discrétisation. La fonction
convol de SCILAB® donne la convolution discréte des deux si-
gnaux

(te — ;) fa(t)) -

u M"@

Un examen attentif de cette somme montrer que le résultat est un
vecteur de longueur 2p calculé sur le méme intervalle (avec un pas
divisé par 2 donc). En d’autres termes le signal cherché se calcule

par :
z=h*convol(f1,f2) ;
xx=[-N :h/2 :N];
plot(xx,z)

(c) Tracer les trois signaux sur le méme graphe.

2. Programme le filtre L RC' - Dessiner la fonction de transfert et/ou le gain
pour différentes valeurs de L, Ret C.
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3. Programmer les filtres passe-bas, passe-haut, passe-bande et coupe bande
du deuxieme ordre suivant de la page 102. Les parametres seront \.
fréquence de coupure ou fréquence centrale et ¢ le facteur d’amortisse-

1
ment qui doit étre positif. Le parametre () = 2 est appelé facteur de
qualité pour les filtres passe-bande et coupe-bande.

4. Charger un fichier son de votre choix (instruction loadwave). Filtrer
avec les différents filtres précédents. Ecouter ! ! !
Comparer visuellement le signal original et le signal filtré.

9.4 Chapitre 5 : échantillonnage

94.1 Exercices

1. Montrer que I’opérateur 7, défini p. 117 est une injection linéaire conti-
nue de ¢, (C) dans M.

2. Montrer que si f est continue a support compact alors f — fouf:t—

f(=1).

( On passera par la transformée de Fourier de la mesure de Dirac).

3. On génere un son comportant deux composantes audibles : 2 fréquences
pures a 1000 Hz et 3000 Hz, ainsi qu'une composante inaudible a
43500 H z. (L oreille humaine n’entend pas les sons au-dela d’une fré-
quence de 20000 H z environ.) On échantillonne a 44100 H z (soit a une
qualité CD).

(a) Le théoreme d’échantillonnage est-il respecté ?
(b) Représenter le spectre apres échantillonnage du signal.

(c) Dans I'intervalle [0, fe/2] conservé, quelles sont les fréquences au-
dibles ?

(d) Vérifier les résultats avec SCILAB® .

4. Soit f le signal défini par f(t) = eIl pour t € R . On suppose que le
temps est mesuré en secondes.

(a) Calculer f ; en déduire que f n’est pas a bande limitée.

(b) Montrer que 1’énergie de ce signal (i.e. | f||3) est égale a 1.
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(c)

(d)

(e

®

On se propose de déterminer la bande de fréquence de fréquence
maximale \. pour que I’énergie de la transformée de Fourier de f
sur I'intervalle [—\., A.] soit égale a 99% de 1’énergie initiale :

A
J |f(w)]? dw = 0.99 .

—A
Montrer que la valeur désirée est d’environ 0.53671 Hz.
Quel est la valeur de la fréquence de Nyquist ?
Soit E(a) «1’énergie d’échantillonnage » de f définie par

E@=a Y |f(na)f.

n=—a

Montrer que
1

2\,
C’est I’énergie du signal reconstruit apres la limitation du spectre .

E(

) = 1.274.

Si on choisit 10 échantillons (c’est-a-dire A\, = 5 Hz), combien
valent

A
I 1,
f_/\c|f(w)| dw et E(Q)\C).
On se place a nouveau dans le cas (c) : on tronque le signal en
fréquence. On veut aussi le tronquer en temps. Quelle doit-étre la
durée du signal 7. dans le domaine temporel pour que 1’énergie
du signal «tronqué » soit égale a 99% de 1’énergie du signal de
départ ?

Te/2
f (e7'2dt = 0.99.
~T./2

Combien faut-il d’échantillons (sachant que \. a été calculée dans

(c)?

5. Considérons le signal sinusoidal

x:t— x(t) = sin(2Af)

de fréquence A\ inconnue. Supposons que x est échantillonné une fois
avec une fréquence d’échantillonage f; = 10 Hz et une fois avec
fo = 12 Hz et que dans les deux cas le méme signal a temps discret

T(n)=0,YneZ
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est obtenu.
(a) Quelles sont les valeurs possibles de la fréquence A ? Expliquez.

(b) Si x avait été échantillonné seulement une fois, quelle fréquence
d’échantillonage aurait donné la méme ambiguité sur la mesure de
A?
6. Soit un signal = a temps continu donné par z(t) = sin(1207t).

(a) Quelles sont les valeurs de la fréquence d’échantillonnage qui per-
mettent la reconstruction du signal ?

(b) Peut-on utiliser une fréquence d’échantillonnage de 120 Hz ? Quel
serait le signal a temps-discret Z dans ce cas ?

7. Lesignal X : n — X(n) = cos(mn/4) a été obtenu par échantillonnage
du signal a temps continu z : t — z(t) = cos(2 ft) avec une fréquence
d’échantillonnage de 1000 H z.

(a) Trouver deux valeurs fp possibles de la fréquence f qui auraient
pu donner le signal discret X.

(b) Quel est le signal y qu’on reconstruirait, si on utilisait un interpo-
lateur idéal sur le signal sicret X ? (Un interpolateur idéal est un
systeme qui donne, parmi toutes les fréquences possibles fp, celle
qui en valeur absolue est inférieure a fe/2.)

8. Formule d’échantillonnage.- Soit s un signal dont la transformée de
Fourier est S définie par S : w — S(w) = 1[_p 451 (w) et

Sp(t) :=s(t —t,),ne€Z, so(t):=s(t), pourtoutt .

(a) Déterminer le signal s et calculer I’énergie £ de ce signal.

(b) Déterminer toutes les valeurs ¢,, de ¢ pour lesquelles les signaux s,
sont orthogonaux a s.

(c) Montrer que les s,, sont alors orthogonaux deux a deux.

(d) Déterminer la projection orthogonale x* d’un signal x sur I’espace
vectoriel Ex engendré par (s,,) n<n<iN-

(e) On suppose que x est a bande limitée [—B, B]. Expliciter * en
fonction des valeurs échantillonnées de x.

(f) On prend N = +oo. Comparer les transformées de Fourier de z*
et x toujours dans le cas ou x est a bande limitée [—B, + B]. Don-

ner la formule qui permet d’exprimer un signal = a bande limitée
[ B, B] en fonction des échantillons z(n/2B), n € Z.
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(g) On fait passer le signal = dans un filtre linéaire de réponse impul-
sionnelle h. Montrer que la sortie y de ce filtre est aussi a bande
limitée [—B, B].

(h) Montrer que le signal échantillonné y,, := y(n/2B) se déduit du
signal x,, := x(n/2B) par un filtrage linéaire a temps discret dont
on calculera la réponse impulsionnelle g, a I’aide de h. Donner la
fonction g telle que gx, := g(k/2B).

(1) Que devient la fonction ¢g dans le cas particulier ou A est aussi a
bande limitée [— B, B] ?

(j) On suppose que le filtre h est un dérivateur, c’est-a- dire que sa
sortie y est la dérivée par rapport au temps de x. Calculer dans ce
cas la fonction g.

(k) En déduire I’expression de la dérivée d’un signal x a bande limitée
[— B, B] en fonction des échantillons .

9.4.2 Travaux pratiques

1. On se donne un signal sur un intervalle de temps [—1, 1] échantillonné
a F Hz (autrement dit, le pas de discrétisation est h = 1/F).
Choisir un signal de la forme

x:t— x(t) = sin(2407t) — 2sin(4007t) + sin(8007t) .

Tracer le signal (échantillonné) et appliquer la FFT pour calculer la
transformée de Fourier discrete de x.

Dessiner le spectre énergie - fréquence. Tester plusieurs fréquences
d’échantillonnage (F= 1000, 800, 600 Hz) et observer le comportement
du spectre du signal. Comment expliquer vous ce qui se passe ?

2. Pour le signal précédent et différentes fréquences d’échantillonnage,
calculer la FFT du signal, puis la FFT inverse. On doit en principe re-
trouver le signal de départ .... Que constatez-vous ?

3. Théoréme de Shannon
On se donne un signal de départ (discrétisé sur 1024 points )

S(j) = asin(]l)+bsin(]2—g—i—ﬁ)—l—csin(‘;—g—l—v) ,0<7<T =1024.

Choisir a, b, ¢ de maniere aléatoire dans |0, 1] et 3, ¥ de maniere aléatoire
dans [0, 27].
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On va tester plusieurs intervalles (et fréquences d’échantillonnage ) par
exemple

1 1 I 1

[ =556 8 R

c’est-a-dire que la taille de I’intervalle d’échantillonnage esta = 1/2f.

En posant
N=T/a, S(j)=0sij<0etj>T,

on obtient

ou S, désigne le signal échantillonné. Soit e..;, 1’erreur d’interpola-
tion :
eech(j) = S(]) - SECh(.j)7 ] = 07 17 U 7T .

Pour mesurer la précision de I’interpolation on calcule la déviation :

T
Z |€ech (j) |2
5=0

> ISG)

devn :=

\

(a) Pour chaque jeu de parametres a, b, ¢, 3,7y, générer le signal cor-
respondant pour 0 < j < T et le dessiner.

(b) Pour chacune des 7 valeurs de f suggérées, échantillonner le si-
gnal aux points correspondants et le générer avec la formule de
Shannon-Nyquist.

(c) Calculer a chaque fois la déviation devn. Tracer la courbe de la
déviation en fonction de logy (256 = f).

(d) Comment la déviation s’améliore-t’elle en fonction de f.
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(a) Définir les signaux suivants
i. d =[1 zeros(1, N — 1)] : impulsion unité discrete (avec N =
50 par exemple)
ii. dd I’'impulsion unité centrée. (N = 50).
iii. Sur I'intervalle [—500, 500] (avec un pas de 1) définir

(n) (n + 500)2 (n — 500) (z — 480)* (n + 120)°

rn) = .
1000

Définir la partie paire de x : xp et sa partie impaire 7.

Les dessiner pour vérification. On suppose le signal x échantil-
lonné a 100 hz.

iv. 3 : plusieurs périodes de sinus (4 périodes ) dans N
échantillons.

v. Une sinusoide avec un nombre non entier de périodes (4.2) :
x4

(b) Pour chaque signal calculer sa FFT sur 512 points et afficher le
module et la phase en fonction de la fréquence, la partie réelle et la
partie imaginaire.

(c) Commentez la différence entre d et dd

(d) Comparer xp et w7 avec les résultats théoriques de la FFT des fonc-
tions paires et impaires. Expliquez les différences s’il yen a .

(e) Interpréter les résultats de x3 et 4. Expliquez surtout le résultat
x4 de la FFT d’un nombre non entier de périodes de sinus (pensez
au rapport entre la fréquence d’échantillonnage et la fréquence de
la sinusoide).

5. On considere le signal = : ¢ — x(t) = sin (107t).

(a) Quelle est la fréquence maximale du signal analogique ?
(b) Quelle est ici la fréquence d’échantillonnage minimale ?

(c) Quelle est I’allure du spectre du signal échantillonné ? Calculer et
afficher le spectre d’amplitude de ce signal avec SCILAB® |

(d) Le théoreme d’échantillonnage est-il respecté ? Quelle conclusion
en tirez-vous quant a I’échantillonnage du signal z(t) ?

(e) Augmenter la fréquence du signal analogique : 10 Hz, 15 Hz,
20 Hz, 30 Hz, --- et visualiser son spectre. Que constatez-vous ?
Continuer a I’augmenter progressivement jusqu’a 70 Hz, 80 Hz et
au dela. Que se passe-t-il ? Commenter et expliquer.
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(f) Générer et analyser d’autres signaux, comme la somme de deux
sinus par exemple. Mettez en évidence les mémes effets.

6. Le but de cet exercice est de comprendre, de maniere chiffrée, com-

ment se réalise le repliement d’un spectre lorsqu’on 1’analyse avec une
fréquence d’échantillonnage F's trop faible.
La fonction « alias » étudie une sinusoide pure de fréquence 2000 Hz.
Cette fréquence, pour étre correctement détectée doit Etre échantillonnée
avec une fréquence au moins double, ¢’est-a- dire au moins 4000 Hz. La
fonction alias prend comme argument la fréquence Fs a laquelle vous
souhaitez échantillonner la sinusoide.

(a) Le signal a 2000 Hz est-il détecté correctement si Fs vaut 4500,
8000, 10000 Hz ?

(b) Echantillonnez a moins de 4000 Hz pour provoquer du repliement
(aliasing), par exemple a 3800 Hz, 3500 Hz et 3000 Hz. Quelles
fréquences détectez-vous a chaque fois ?

(c) Trouver quelle relation lie, dans ce probleme, la fréquence Fs et la
fréquence détectée du signal ?

9.5 Chapitre 6 : analyse temps-fréquence

9.5.1 Exercices

1. Signaux concentrés en temps et en fréquence. Déterminer les signaux
de 32 échantillons qui ont I’énergie maximale dans la bande de fréquence

(@) |A| <0.05
(b) 0.35 < [A| < 0.5

Tracer les deux signaux sur la méme figure, a la fois dans les domaines
temporel et fréquentiel (on peut par exemple utiliser MATLAB®©).
Déterminer le pourcentage de 1’énergie qui se retrouve dans la bande de
fréquence spécifiée.

2. Déterminer la distribution de Wigner-Ville de la fonction

x(t) = At + Aye™?t .
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3. Soit f un signal régulier et symétrique. Montrer que sa distribution de

Wigner-Villeest concentrée au voisinage de t = 0,w = 0.
Montrer que la transformée de Wigner-Villede la gaussienne

12

f() = (o°m) Viean

est

et que

Wi(t.w) = [FOFIF @)

. Soit w une fenétre temporelle et f I’atome temps-fréquence suivant :

F(t) = “etw(L=Tyeny

Vo o

Montrer que sa transformée de Wigner-Villeest

Wt w) = |a’W, (t% o(w — )\)) .

En déduire que son énergie est concentrée au voisinade de (7, \) dans
une ellipse dont on calculera les axes.

. Interférences. On se donne une fenétre temporelle g centrée en ¢ = 0.

Soient f; et f5 les atomes temps-fréquence correspondants :

fi(t) = arerg(t —m)e™t et fot) = aye'®g(t — 1p)e2t .
Calculer Wy, et W;,. Montrer que le terme d’interférence vaut
Itp 11t w) = 2a1a Wy (t—t,, w—w,) cos((t—to) Aw—(w—w,) At+A¢)

avec

_t1+t2 w _u}1+u)2
o2 T2

A¢:¢1—¢2+tko.

Tracer la représentation temps-fréquence de f.

to ,Atztl—tg, szwl—wg,
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6. Pour réduire les termes croisés on peut définir un noyau (v, 7) pour
obtenir une distribution appartenant a la classe de Cohen. Un noyau
habituel est le noyau de Choi-Williams :

22,2

o(v,T) =€ 7

Déterminer analytiquement la distribution temps-fréquence de Choi-
Williams time-frequency pour le signal

x(t) = At + Aye™?t

9.5.2 Travaux pratiques

1. On considere la fenétre de Kaiser

2
t .
w(t) = I, | a 1—(?) si|t] <T

sinon.

ou /, est la fonction de Bessel de premiere espece et d’ordre O (les fonc-
tions de Bessel sont implémentées dans MATLAB®.)

Déterminer numériquement la constante o pour que la plus grande par-
tie de I’énergie d’un signal soit concentrée dans une bande de fréquence
|A| < 0.05.

Tracer les signaux a la fois dans les domaines temporel et fréquentiel.

2. Utiliser MATLAB® pour générer et tracer les distributions de Wigner-
Ville et de Choi-Williams des exercices ci-dessus en les échantillonnant
en temps et en fréquence. Pour la distribution de Choi-Williams, on
choisit o de sorte que les termes croisés soient petits.

3. Construire un signal z(t) et déterminer le spectrogramme et ses dis-
tributions de Wigner-Ville et de Choi-Williams. Comme le noyau de
Choi-Williams est a support non borné en temps et en fréquence il faut
fenétrer ce noyau.

4. Construire un signal somme de deux chirps linéaires de 512 échantillons.
La premiere composante est un chirp glissant de 0 2 0.3 Hz et le deuxieme
de f,a f,+0.3Hz:

$[k’] _ e21‘7rk152 + 62i7r(kt+fo)t
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On peut utiliser la commande chirp pour générer ce signal.

Tester avec f, = 0.1 et f, = 0.05 et commenter le comportement des
trois méthodes (Spectrogramme, Wigner-Ville et Choi-Williams).

Pour quelle valeur minimale de f, peut-on encore distinguer les deux
chirps dans la représentation temps-fréquence ?

9.6 Chapitre 7 : analyse temps-échelle

9.6.1 Exercices

1. Base de Haar
On considere la famille de fonctions (1} 1)(jxenxn définies sur [0, 1]
par Yoo = let,pourne Netl <k <27,

V2 si z€e](2k —2)27" L (2k — 1) 277
Honip1(x) =< —4/27 i xe|(2k —1)27" 1 2k - 27
0 sinon.

(a) Dessiner H,, H; et Hy. Montrer que
Hon i (x) = Hy(2"z — k +1).2"%

(b) Démontrer que (H,),y est un systeme orthonormé de L([0, 1]).
q p/p y
On montrera successivement que

i. Montrer que pour tout n les fonctions Hon .1 sont orthogo-
nales entre elles pour 1 < k& < 2™,

ii. Soit m > n. Montrer qu’il n’existe pas d’entier ¢ tel que
(2k —2)27 ™t <27t < 2 27t

en déduire que pour tout entier £ tel que 1 < ¢ < 2", la fonction
Hyn g est constante sur I’intervalle

J(2k —2)2 1 27t <2k 27

iii. Conclure.
1
(c) Soit f € L?(]0, 1]) telle que pour tout p € N, f f(z) Hy(z)dx = 0.

0
Y

On pose F'(y) = J f(z)dux.
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i. Démontrer que pour tout n € /N et pour tout entier k tel que
1<k<2,

2k — 2 2k —1 2k
_F< on+1 )+2F( on+1 >_F(2n+1> =0.

ii. En déduire que F' = 0. (Remarquer que F’ est continue). On

. k
pourra montrer par récurrence que F' <2—n) = 0 pour tout en-

tier impair k.

iti. En déduire que f = 0 puis que (H,)yen est une base hilber-
tienne de L*([0, 1]).

2. Soit ) € L? et pour b € R, a > 0, s0it 1, = \/Law (=h).

(a) Calculer @ en fonction de ’(Z
Rappelons que la transformée en ondelette de f avec fenétre ) est
définie par

Wﬂmw=;%Lf@w(§#)m

(b) En utilisant Parseval, montrer que

vw&m:%{f@&@ﬁwﬁ

R

qui est donc la transformée de Fourier inverse de \/Ef(f )1; (a&).

On en déduit donc une méthode de calcul rapide de la transformée
en ondelette a I’aide de la FFT.

9.6.2 Travaux pratiques

1. Utiliser la procédure MakeSignal de WAVELAB. Celle-ci permet de
créer un certain nombre de signaux tests.
Elle s’utilise de la fagon suivante : sig=MakeSignal(’nom’,longueur) ;

ou longueur est la longueur du signal (prendre 1024)
et nom est
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’HeaviSine’, ’Bumps’, Blocks’, "Doppler’, ’Ramp’, *Cusp’, ’Sing’,
"HiSine’, "LoSine’, ’LinChirp’, *TwoChirp’, ’QuadChirp’,
’MishMash’, "WernerSorrows’, *Piece-Regular’, ’Riemann’,
"HypChirps’, "LinChirps’, *Chirps’, ’sineoneoverx’, ’Cusp2’ ou
"Piece-Polynomial’
2. Décomposition dans la base de Haar

— Créer un vecteur e de longueur moitié contenant les moyennes de
deux valeurs consécutives de sig, la premiere des deux valeurs uti-
lisées ayant toujours un indice impair :

e[k] = (sig[2k — 1] + sig[2k])/2

et le tracer.

— Créer un vecteur w de longueur moitié contenant les demi variations
de deux valeurs consécutives de sig, soit w[k| = (sig[2k]| — sig[2k —
1])/2 et le tracer.

Remarquer que e differe peu du signal d’origine, surtout dans ses parties
lisses. Par contre, w n’est important qu’au voisinage des sauts. C’est
normal, puisqu’on le calcule par différences finies.

3. L’objectif de cet exercice est de mettre en évidence certains des in-
convénients de la transformée de Fourier et de motiver 1’utilisation des
ondelettes

(a) Construire les signaux suivants :
1. une masse de Dirac,
ii. les créneaux x(—1,1}, X[-2.2]> X[-1,0]> X[0,1]»

iii. une combinaison linéaire de créneaux cx(—1,1] + BX[—2,2] avec
par exemple o« = 0.9 et 8 = 0.1.

iv. les créneaux x[_1,1] €t X[—1/8,1/8]
v. une différence de créneaux x[_i 0] — XJo,1]-

vi. une somme de sinusoides, par exemple

y = sin(274t) + 0.2 sin(279¢),

vii. une succession (temporelle) des deux sinusoides suivantes :
sin(278¢) et sin(2718t),

viii. une succession des deux sinusoides additionnée d’un multiple
de la masse de Dirac construite en a),
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1X. un bruit blanc.

(b) Pour chacun de ces signaux, tracer la représentation temporelle,
calculer la transformée de Fourier et tracer la représentation fréquen-
tielle.

(c) Transformée en ondelette continue.- Utiliser le programme CWT
du package WAVELAB et calculer la transformée en ondelettes
des différents signaux construits précédemment pour les diverses
fenétres :

1. Gaussienne

~

D) = (1) = e, e = e

ii. Dérivée de la gaussienne
d _ ~ e
W(t) = = (1) = 2”2 () = ige™ .

iii. Chapeau mexicain
2

d v~ ]
V(t) = ——57(0) = 2te=12, (€)= 21,

iv. Ondelette de Morlet
W(t) = 2iy(t) sinwpt = e~V 2giwot _ o=t?/2—iwot

(&) = e~ Erw0)’/2 _ o=(E=w0)?/2

9.7 Chapitre 8 : introduction a I’analyse vocale

9.7.1 Exercices

1. Voici différentes représentations d’un signal vocal (sonagramme, spectre
etc....) Répondre aux questions posées ci-dessous. On justifiera soigneu-
sement les réponses.

(a) Quelle est la durée du signal ?

(b) Quelle est la fréquence fondamentale de la voix de la personne qui
parle ? On précisera I’unité. Est-ce un enfant, un homme adulte,
une femme adulte ?
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(¢) La voix est-elle claire ou sombre ?

(d) La personne parle t’elle ou chante t’elle ?

(e) Noter sur le signal I’endroit ou la personne parle (ou chante) le plus

il

fort (++), le moins fort (—). On précisera I’unité.

-

V\ 20.9 dB

0.000000 Window 0.832799 seconds 0.83279

i 'um"n

|

FIGURE 9.3 — Signal et intensité (Le trait plein représente I’intensité)

sq.a)?ﬁ-‘ AT

FIGURE 9.4 — Représentation spectrale



9.7. CHAPITRE ?? : INTRODUCTION A L’ANALYSE VOCALE 251

iy

|

i ;1'-%;' 31'

U.BbUdEL

0, 1458

S00Hz

8.1 281.93Hz

UHz UHz

0,650982 | 0181817
0,000000 Window 0832799 sec0nds 0832754

FIGURE 9.5 — Signal et sonagramme (le trait plein représente la fréquence fondamen-
tale.)

9.7.2 Travaux pratiques

1. Détection de Pitch

En premiere approximation on peut considérer que les segments de pa-
roles voisées (c’est-a-dire qui impliquent une vibration des cordes vo-
cales), sont des signaux périodiques. La fréquence fondamentale ou
pitch de ces signaux correspond a la fréquence de vibration des cordes
vocales. Elle s’étend approximativement de 70 a 400 Hz.

La méthode de I’auto-corrélation peut €tre utilisée pour déterminer la
fréquence fondamentale du signal. Pour cette manipulation, nous utilise-
rons 1’auto-corrélation pour faire un suivi de pitch sur un signal chanté.
Il est alors possible de déterminer la note chantée.
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Analyse d’un extrait audio

[Y fs Nbits]=wavread(’signal.wav’);
Y=Y/max (abs (Y) ) ;

taille_ fenetre=fsx20e-3;
temps_total=length(Y)/fs
Nbre_fenetre=floor (2+xtemps_total/20e-3)
Z(1)=0; pitch(1)=0;

for i=1:Nbre_fenetre-1
debut=(i-1)*taille_fenetre/2+1;
fin=debut+taille_fenetre;

fenetre=Y (debut:£fin);

if (max (fenetre)>0.3)

Z=autocovar (fenetre, £s/100) ;
max_f=find (Z==max (Z (floor (fs/250) :end)) ) ;
pitch(i)=fs/max_f£f;

else pitch(i)=0;

end

end

plot (pitch)

Pour connaitre la fréquence fondamentale du signal de la fenétre, il faut
se rappeler que le maximum de la fonction d’autocorrélation est obtenu
pour un décalage égal a la période du signal. On détermine la fréquence
en divisant la fréquence d’échantillonnage par le décalage F' = fs/k.
En observant le pitch on observe tres bien la suite de notes chantées dans
I’extrait audio.

Détection des différentes notes chantées

note (1)=0; m=0;

z=abs (diff (pitch));

ind_trans=find(z>10);

ind_trans=[1 ind_trans length(z)];

for i=l:length(ind_trans)-1;

if((ind_trans (i+1l)-ind _trans(i))>10)

m=m+1;

note (m)= mean (pitch(ind_trans (i) +1:
ind_trans (i+1)-1));

end

end

plot (note,’0’)
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9.8

La fonction dif f permet de calculer une approximation de la dérivée
en soustrayant chaque élément par son précédent.

On récupere ensuite les indices de z qui correspondent a une variation
brusque du pitch c’est-a-dire les transitions brusques de fréquences dans
I’extrait audio. On espere ainsi isoler chaque note. On calcule ensuite
la moyenne de fréquence sur chaque intervalle. Le résultat nous donne
précisément la partition chantée.

Travaux pratiques de synthese

. Charger un vecteur y représentant le son (mono) d’un instrument échan-

tilllonné a f. Hz ( y=wavread ('’ son.wav’)).
(a) Quelle est la durée de ce signal ? On la note T’

(b) Représenter (par plot ) sur la méme fenétre graphique (cf com-
mande dans I’exercice 1) le signal sur 1 s, 0.5, 0.1 set 0.05 s.
Est-ce un signal périodique simple ? complexe ? Est-ce un signal
apériodique.

(c) Faire la FFT du signal sur 0.1 s sur 256, 512 et 1024 points succes-
sivement.

(d) Quelle est la fréquence fondamentale du signal ? On pourra se con-
tenter d’afficher la tranche de fréquences [50, 1000].
De quel instrument pourrait-il s’agir ?

. Niveau de bruit dans un signal

Le rapport signal a bruit (RSB) est une quantité mesurée en dB qui
donne un indice de la puissance du signal par rapport a celle du bruit. Il
est mesuré par la formule :
Energie,
RSB =10 = logy, (M)
Energlebruit

Ici I’énergie est mesurée sous SCILAB® par le carré de la fonction
stdev. L’énergie est aussi la variance pour les signaux aléatoires, tels
que le bruit. Dans le cas du bruit blanc gaussien (centré) (fonction randn),
son énergie est a peu pres égale au carré de son amplitude A.

Un RS B positif signifie que le signal est plus énergétique que le bruit.
Pour un RSB = 0, il y a autant de bruit que de signal et pour les valeurs
négatives du RSB, on dit que le signal est dégradé.
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(a) Construire un sinus de fréquence 100Hz, d’amplitude 1, échantillon-
né a F, = bkHz, de longueur N = 512 points.

(b) Observez son allure temporelle. Quelle est la durée du signal ?

(c) Quelle est I’énergie du sinus, quelle amplitude de bruit faut-il ajou-
ter pour avoir un RSB = 0dB ? Dessiner le signal bruité dans ce
cas la.

(d) Augmentez I’amplitude du bruit jusqu’a ne plus distinguer le signal
sinusoidal et notez la valeur du RS B correspondant.

3. Visualisation de spectres

On prendra soin de tracer les spectres en dB et de graduer les abscisses
en fonction de la fréquence d’échantillonnage. La conversion en dB d’un
spectre se fait par

20. log,o(|F' F'T (signal)|)

Reprenez les exemples précédents et observez les spectres des différents
signaux que vous avez générés :

Lorsque le RS B est suffisamment faible pour que 1’on ne distingue plus
I’allure temporelle du signal, observe-t-on toujours un pic correspondant
a la fréquence du signal dans le domaine fréquentiel ?

4. Filtrage d’harmoniques

La distortion harmonique est une forme de distortion courante en mu-
sique. Elle consiste a ajouter des harmoniques - des fréquences multiples
de la fréquence fondamentale - au signal de départ.

(a) Ajoutez a un signal sinusoidal pur ses 5 premieres harmoniques
impaires, de méme amplitude. F, étant fixé a 8k H z, choisissez une
valeur de f,, adéquate que I’on précisera. Visualiser la forme d’onde
et le spectre du signal.

(b) Réalisez les filtres adéquats pour extraire les composantes corres-
pondant a :
— La fréquence fondamentale (harmonique 1),
— L’harmonique 5,
— L’harmonique 11.
Ces filtres seront réalisés a I’aide des filres passe-bas, passe-bande
et passe-haut déja programmés.

(c) Visualisez les signaux filtrés et leur spectre.
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(d) Notez les amplitudes des signaux filtrés, et interprétez leurs va-
leurs.

5. Analyse spectrale par TFD
On désire voir ici différents effets de la TFD en terme de précision
d’analyse et de résolution fréquentielle. On prendra donc soin de tra-
vailler sur des signaux dont la longueur est une puissance de 2.

Il est possible d’appliquer la TFD sur la globalité ou sur une partie d’un
signal de longueur N. La partie analysée est appelée fenétre d’observa-
tion. Pour un méme signal sinusoidal échantillonné a 1kHz de fréquence
100 Hz et de longueur 512 points, on va observer le module de la FFT
sur des fenétres dont la longueur varie.

(a) Pour des tailles de fenétres de 2P avec p variant de 4 a 8, tracer le
module des différentes TFD sur la méme figure et donnez a chaque
fois la largeur du lobe principal.

(b) Vérifiez que le produit de la largeur du lobe principal par la durée
d’observation est constant. Comment varie la précision fréquen-
tielle en fonction de la taille la fenétre.

6. Résolution Fréquentielle de la TFD
La résolution fréquentielle de la TFD d’un signal est définie par le
nombre de points d’analyse N et la fréquence d’échantillonnage du si-

gnal F,, par la formule : Résolution Fréquentielle = —=

On veut voir ici les limites de I’analyse au niveau de la détection de
sinusoides proches. Cette notion est importante lors de 1’analyse de vi-
brations de systemes mécaniques ayant des modes proches.

(a) Générez un signal échantillonné a 1kHz de 1024 points, constitué
de 2 sinusoides d’amplitudes égales et de fréquences respectives
100 Hz et 105 Hz.

(b) Déterminez expérimentalement la durée d’observation en dessous
de laquelle on ne peut plus séparer les lobes principaux des deux
composantes.

(¢c) Que vaut la longueur théorique N,,;, qui ne permet pas de séparer
ces 2 raies ?

(d) Obtient-on un meilleur résultat en doublant simultanément la fré-
quence d’échantillonnage et la taille de la TFD ?
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