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Chapter 1

Filtre et convolution

1.1 H Fonction d’Heaviside (1850-1925)

On notera H une application définie sur R et vérifiant
0 sit<O
H(t) = { 1 sit>0

1.2 Exemple filtre RC

On note e la tension du signal électrique d’entrée, en fonction du temps t,
appliquée aux bornes du circuit "RC” (R: résistance pure, C: capacité du
condensateur) et s la tension de sortie mesurée aux bornes du condensateur.
On considere e continue sur R et nulle pour les valeurs ¢t < 0.

Pour tout ¢ € R, e est donc intégrable sur | — oo, t[, ce qui sera noté

e € L] —oo,t],R) = LY(] - o0,1])
s est solution de I'équation différentielle
e =RCs +s

et doit étre nulle pour t < 0.

Par intégration, on obtient



En posant

h est intégrable sur R et on écrira plus simplement
s=hxe

définissant ainsi s sous forme d’un ”produit de convolution”.

1.2.1 Exercice

Traiter le cas "RLC”.

1.3 LYR,C)

Dans la suite, sauf mention explicite, les application seront considérées définies
sur R a valeurs dans C

1.3.1 Remarques et rappels sur l’intégration

L’intégration élémentaire peut se prolonger de plusieurs manieres.
Dans ce cours, nous utiliserons I'intégrale de Lebesgue sans la définir completement.

1.3.2 Intégration de fonction continue et primitive

1.3.3 Fonctions C" par morceaux

Soit [a,b] un segment de R (a,b € R). On dit qu’une application f définie
sur [a, b], a valeurs dans R, est continue par morceauz sur [a,b] et on note

f € C([a,b],R)
s'il existe une subdivision finie (a;);cjo,n de [a,b] de la forme

a=ayg<...<a;<@s1...<a,=>=



telle que f | |a;, a;41][, restriction de f a 'intervalle ouvert |a;, a; 1], soit pro-
longeable en une application continue sur [a;, a;+1] pour tout i € [0,n — 1].

On peut aussi dire que f est continue sur [a, b] sauf en un nombre fini de
points de discontinuité ou f admet une
limite finie a droite et une limite finie & gauche (ou seulement & droite pour
a et a gauche pour b).

Une application f définie sur un intervalle I de R est dite continue
par morceaux sur [ si f l'est sur tout segment inclus dans I et on note

fecCi(I,R).

Exemple H est continue par morceaux sur R

1.3.4 Intégrale d’une application continue par morceaux
sur segment et a valeurs dans R

Soit f € C? ([a,b],R). Si (a;)iep,, est une subdivision de [a,b] de la forme
a=ap<...<a;<qi1...<a,=2>0

et si f; est le prolongement continu a [a;, a;41] de f | Jai, aip1] , on appelle
intégrale de f sur [a,b] la valeur

[r-5 0
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qui ne dépend pas de la subdivision choisie comme ci-dessus.

1.3.5 Intégrale d’une application continue sur segment
et a valeurs dans R, U {co}

1. Soit f € C°(Jc,b], R, ) une application telle que
lim f = o0
(&
Si, pour une suite (¢,) tendant vers ¢, la limite

lim f

n—oo [Cn,b]



existe, elle ne dépend pas de la suite (¢,). On pose alors
f = lim f
Je,b] 7700 Jen b

et, si f]c . f est fini, f est dite intégrable sur |c, b] et on note

f € L£Yc,b),R)

Si on considere que f est a valeurs dans Ry U {oo}, f est alors définie
et continue sur [c, b] avec

fle) = o0

En posant
Oxoc0=0

on a

f=1F)(c—e)=0

[e,e]

et fcb f désigne alors

o= o[ s=] 1
[e,b] [e,q] le,b] Je,b]

1
1
—dr =2z [}=2
/0 Vi °

. On définit de méme par limite a gauche de ¢

Par exemple

f

[a,e]

pour une application a valeurs dans R, U {oc} et définie et continue
sur [a, ¢



1.3.6 Cpn

L’intégrale de Lebesgue s’étend a une grande classe d’applications
discontinues, définies sur un intervalle quelconque I de R et a valeurs dans
R formant 'ensemble £(I,R).

Nous nous intéresserons essentiellement a des applications f définies sur R
(ou sur un intervalle quelconque I de R), & valeurs dans R et n’ayant, au
plus, dans tout segment, qu'un nombre fini de discontinuités

(i.e. a droite ou a gauche d'un point a de discontinuité, f a une limite finie
ou infinie ou bien n’a pas de limite).

Nous noterons Cpm(f) (ou Cpm sans précision s’il n'y a pas d’ambiguité
sur [) ensemble (I'addition dans Cpm(/) n'est pas nécessairement définie)
de ces applications et pour f € C,, on dira, en un sens restreint dans
ce cours, que f est presque continue par morceaux sur [/

Dans la suite de ce cours, sauf mention expresse du contraire,
toutes les applications seront supposées appartenir a C,,

Avec I'intégrale de Lebesgue et pour de telles applications dans C,,,, nous
utiliserons les définitions et résultats suivants en notant I et J des intervalles
de R

1. Si, sur I,
f=fo—f, avec fo >0, f >0

[leﬁ—[ﬂ

et on dit que f est intégrable sur I (noté f € L1(I)) si (et seulement
si) fi et f_ le sont.

on pose

Par exemple si

—T

In(xz) sixz>0

1 0 q 1
/ f :/ dx + In xdx
-1 -1V 0

f(x):{ \/L siz <0

alors




S |

V-

1
/ Inzdr = (vIn(z) — z) |§j= —1
0

dr = -2z " ;=2

. f>0sur I implique fIfZ()
. L’intégration est linéaire et donc croissante.

AP

. Si, sur I, f € Cp,, est dominée par une application intégrable g € C,,,
sur [ :

| f1<l g
i.e. si, en tout point x € I ou f et g sont continues, on a
| f(@) 1<] g() |
alors f est aussi intégrable sur [

Exemple.
Pour tout t € R
x> exp(—a?) cos(2tx)

est intégrable sur R

. Si f est intégrable sur I, elle 'est sur tout intervalle J C I

. Si
INJ=10

Ju =00

feLil) < fleLiI)

alors



1.3.7 LYI,C)
Si f est une application définie sur I et a valeurs dans C

f=Re(f) +1Zm(f)
on dit qu’elle est intégrable si Re(f) et Zm(f) le sont et on pose

[ 1= [Retny+i [2mn)

L’ensemble des applications intégrables sur R et a valeurs dans C sera
noté

LY(R,C) = £L1(R)

Les résultats précédents, sauf la croissance, s’étendent aux applications a
valeurs dans C et, en pratique dans la plupart des cas, nous n’aurons pas
besoin de considérer des applications a valeurs dans

R +iR

1.3.8 Principaux théoremes dans C,,

1. Convergence dominée de Lebesgue

Soit I un intervalle de R et soit (f,,), une suite de C,,(I) convergeant
simplement vers f sur [.

Si chaque f,, est dominée sur I par une application ¢ intégrable sur I,
alors f est intégrable sur [ et

lim [ f,= / f
(a) Corollaire:

Si f est une application (Lebesgue-)intégrable sur 'intervalle (a, b)
(—o0 <a<b< o), alors

;gl?=l%

Prendre garde au fait que, si f est non positive, lim,_.;, ff f peut
exister et étre finie, méme si f est non (Lebesgue-)intégrable sur
I'intervalle (a,b).

10



(b) Exemple:
Soit ¢ une application définie et bornée sur R, continue en 0 et
soit
fo =n’te™H
La suite (f,), converge simplement vers 0 sur R mais non uni-
formément car f,, atteint son maximum en % qui est

n
[ falloor = —
€

Avec le changement de variable
U = nt

on voit que f,.¢ est intégrable sur R et on obtient

lim [ f,.0 = ¢(0)

n—o Jr

2. Intégration par partie dans le cas C!
Soit I = (a,b) un intervalle quelconque de R (—o00 < a < b < o0).
Soient deux applications f et g dans C*(I,R) telles que f.Dg et Df.g
soient intégrables sur I et telles que les
limites lim,(fg) et lim,(fg) existent (dans R), alors on a

[ 109 =tim(fg) ~ tin(f9) - [ Dig
I @ I
(sous réserve de forme indéterminée dans la différence des limites).
e Exemple:
Soit f € C*(]0, +o0|), ayant une limite finie & droite f(0+) en 0
et telle que f et Df sont intégrables sur |0, +o00].

Si ¢ € C'(]0, +0o0[) est nulle en dehors d'un segment (& support
borné”), alors on a

—/RH.f.D¢:f(o+)¢>(0)+/RH-Df-¢

11



3. Fubini
Soient I et J deux intervalles de R et une application

f:IxJ—R

AR

est fini (ou symétriquement pour I et J) alors f est intégrable sur I x J
et on a

/mf - /I(/J fl@y)dy)de = /](/If(fvay)dx)dy

e Exemple d’application:
Pour calculer

on peut poser

et on obtient

4. Continuité d’intégrale a parametre
Soient I et J deux intervalles de R, zy € J, K un intervalle ouvert
contenant xq et inclus dans J

et soit une application
f:IxJ—=R

Si, pour tout ¢t € I, f(t,.) est continue en xg
et 8'il existe une application intégrable sur I qui domine f(.,z) pour
tout # € K, alors [, f(t,.)dt est continue en x

5. Dérivation d’intégrale a parametre
Soient I et J deux intervalles de R, zy € J, K un intervalle ouvert
contenant xq et inclus dans J

et soit une application
f:IxJ—=R

12



Si, pour tout t € I, f(t,.) € CYK) et il existe une application
intégrable sur I qui domine D5 f(., z) pour tout x € K, alors

D([ Fit.Jat)an) = [ Daft o)t
Exemple:

f(z) :/Rexp(—tQ)cos(th)H(t)dt

est dérivable et on a

Df(x) = =2z f(x)
= \/—%efxz
2

d’ou on en déduit

()

1.4 LYR,C)

1.4.1 L1

Dans la suite, on ne distinguera pas f € £'(R, R, ) de Papplication nulle si

e

=g [11-gl=0

est une relation d’équivalence.
Si f € LY(R) possede une propriété vérifiée par toute application dans sa
classe d’équivalence cl(f), on écrira

La relation

feLi(R)

en identifiant f a sa classe.
Pour f et g dans £!(R), si 'ensemble

{z eR| f(z) # g(2)}

est dénombrable, f et g sont dans la méme classe.

13



Remarque:
LY(R,C) est en fait mathématiquement I'ensemble des classes d’équivalence;
c’est un espace vectoriel sur R (ou sur C):

c(f +g) = cl(f) +clg)
cl(Af) = Acl(f))

et L! est ainsi muni d’une norme

Imh—Alﬂ

1.5 Convolution et filtre

1.5.1 Convolution dans L'(R)
Si f € LY(R) et g € L}(R), on définit le produit de convolution

frg= [ 1t~ wglu)du

R

[ *g € LY(R) et le produit de convolution donne une application
L'(R) x LY(R) — L'(R)

symétrique, bilinéaire, vérifiant

1 glle < Lf 1k Mgl

(ce qui exprime une continuité du produit de convolution)

1.5.2 RC et filtre

RC est un filtre particulier

défini par 'application
1 ¢
h = EB_WH

Plus généralement, si h € L'(R), Papplication ®; : L'(R) — L'(R)
fro@n(f)=hxf

a les propriétes suivantes

14



(P1) @4 est linéaire

(P2) &4, est invariante par translation.
Si, pour a € R on note 7, 'opérateur retard

f=7a(f)

défini par
Ta(f):tHf(t_a>
on a la relation générale entre * et 7,
fx7a(g9) = 1al(fx9) = 7a(f) x g
Alors, dans notre cas, la commutation
Ta © (I)h = (I)h O Tq

exprime l'invariance par translation de ¢y,

1.5.3 Filtre général

Un opérateur ® vérifiant les propriétés (P1) et (P2) s’appelle un filtre sil est
continu en un sens a définir.
Par exemple, pour le filtre RC, si I’application e est causale, on a

[hox eflor < [leflcor

D’apres ce qui précede (cf. 1.5.1), &}, est toujours continu pour la norme || ||;

1.6 Autres opérateurs. Notations

1.6.1 D

D sera l'opérateur de dérivation.
1.6.2 o opérateur de symétrie

fr=a(f)

défini par
o(f):t— f(=t)

15



1.6.3 A, opérateur d’homothétie

Pour r € R,
f=h(f)
défini par
he(f) = 0= f(rt)
1.6.4 [.] opérateur de mutiplication

Pour une application g définie sur R, 'opérateur [g] est défini par
felgl(f) =9.f

i.e. par

[9](f) =t — g(t) f(2)

1.6.5 Exercice

1.
hoo = h_, =0oh,
2.
(ha)? = ha
3. Sia#0
(ha) ™" = ha-s

16



Chapter 2

Transformation de Fourier

2.1 Rappel: approximation par séries de Fourier

2.2 Transformation de Fourier

On rappelle que, dans ce cours et en particulier dans ce chapitre, les appli-
cations sont a priori dans Cpm, et, pour f € Cpm €t g € Cpm,

f=y
signifie
flx) = g(x)

en tout point x ou f et g sont continues.

2.2.1

Soit €2 un réel.
Pour f € L'(R,C), on pose

Falf) = [ Fe
R
i.e.
Fa ) = [ Fie)e
R
Dans la suite, €2 prendra les valeurs

Q= +1,+27

17



En particulier, si
la notation traditionnelle est
1.e

et F_or est en général noté F

2.2.2

Fq est une application linéaire injective sur L!'(R, C).

Fa(f) est une application définie et continue dans R, qui tend vers 0 a
I'infini et, en particulier, Fo(f) est bornée sur R. Mais Fqo(f) n'est pas
nécessairement intégrable

FQ<L1(R> C)) ¢ Ll(Rv C)

2.3 Application au filtre RC
Si on applique Fourier a
e=RCs +s

on obtient
Fa(e) = (RCiQv + 1) Fq(s)

D’ou la valeur de s définie formellement, a ce niveau du cours, comme
antécédent

Fg(e)

o —1
s=%0 (Reiw 11

)

2.4 Convolution et Fourier

Pour f,g € L', une propriété fondamentale de la transformée de Fourier est

Falf *g) = Falf).Falg)

(égalité d’applications définies sur tout R)

18



et si, de plus, Fo(f) € L' et Fq(g) € L' alors fg € L' et on a

1]

2

Falfg) = Fa(f) * Falg)

(égalité encore vraie sur tout R)

2.5 Transmittance d’un filtre

Dans le cas d’un filtre sous la forme
s=h=x*e

on obtient

Fa(h) est appelée la fonction de transfert ou transmittance.

Dans le cas "RC”, d’apres ce qui précede, on obtient la formule

1 1
Falga® ™M = Raiar 1
On remarquera
1 1
RCiQv +1 # L (R,C)

2.6 Formulaire

2.6.1
Pourae R, veR, teR, reR"

CTO}—QZf,Q:./TQOU
Foo e = 1,0 Fq

FQ oT, = [e—iQua] ° FQ — (e—iﬂua.fﬂ)

19



1

fQOhr = —h; O]:Q
rl

Do Fo = Fq o [—iQt]

Et, si on se restreint a des applications f € C''(R) avec f et D f intégrables
sur R,

Fao D = [iQQ] o Fo = (iQu.Fq)
2.6.2

2
fﬂzhiofgﬂ-:(é>_f‘2ﬂoh2§

2.6.3

Sur I'ensemble des applications f € L'(R) continues sur R et telles que
Fal(f) € L*(R) on a les formules

1.

2. En particulier, si

Q=427
On a alors

JT_l_f—Qﬂ'
et

FoF=o0

20



3. Si

O =41
on a alors .
(F) ' = %}——1
et
fl o ./Tl =270
2.6.4

Pour k£ € N et a € C avec Re(a) > 0, la formule obtenue dans le cas "RC”

se généralise facilement
¢k 1
Folme ™ "H) = ——=—0
ale M) = Gy

De cette formule et de ce qui précede, on déduit

Falberary = Do 1
TR (@ — i)k (iQu — a)k
2a
—alt
ol = e
—21Q
—althy — ="
fg(sgn(t)e ) 0212 + 2
4y T al
Follp 1 2) = [
1 7T
) = Z a9
Q(t2 + a2) a‘
Et pour £ > 0
1 or (—1)kvF
FolGarra) ") ¢ o)
1 o2 vk
Fol g gt

21



2.6.5

Pour a € R,

Fale™™) = \/ze S
a

En particulier, pour 2 = 2a = 27

]—'(e*m@) — 6771'1/

2.6.6

Avec le sinus cardinal sin,. défini par

sin(t)

sin.(t) = ;

et x, la fonction caractéristique de U'intervalle [—a, a], on a

Fa(xa) = 2asin.(afdv)

[y

En particulier, pour a = 5

2 .
Falxy) = q Sine
et, pour ) = 2w, a = %
1.
7:(X2A) = —sin,
g T

2.7 Fourier en dimension n

2.7.1 Définitions
Pour f € L'(R", ('), on pose
Jfﬂ(f) — f.e_iQ<V’t>dt
Rn

(< v,t > : produit scalaire euclidien canonique).

22



2.7.2 Exercice

La transformée de Fourier en dimension n garde des propriétés analogues.
Etendre les précédentes formules a la dimension n.

23



Chapter 3

Transformation de Laplace

3.1 Causalité

Une application intégrable sur tout segment est dite localement intégrable
sur R. C’est le cas, par exemple, d'une application continue sur R.

On note L{ (R, C) I'espace des applications localement intégrables.

Ona L'(R,C) C L. (R,C).

loc
Dans L},.(R, C) une application f est dite causale si f(t) = 0 pour ¢ < 0

On notera Ag I'espace de ces applications localement intégrables et causales
et, dans ce chapitre, toutes les applications sont supposées ap-
partenir a A,.

3.2 Laplace
Si f € Ay, on définit 'intervalle de R
If={CeR|efe'(R,C)}

Si Iy n’est pas vide, alors on définit la transformée de Laplace L(f)
de Papplication f en posant

2=+

et
L(f)(z) = File " f)(v)

24



i.e.
£ = [ e s
R
En particulier, si f € L', la restriction de £(f) & I'axe imaginaire pur redonne
la transformation de Fourier.
L est linéaire et injective.
Considérée comme fonction de la variable complexe z, L£(f) est dérivable

dans l'intérieur de la bande /5 x R
En écrivant cet intérieur sous la forme

{z € C/Re(z) > (o}
Co(f) = (o s’appelle I’abscisse d’intégrabilité de L(f).
Les formules qui suivent, sans précision, doivent s’entendre comme valable
sur une bande ad hoc.
S’il existe tg, K > 0, et a € R tels que pour t > ¢y
| f(t) |< Ke
alors I n’est pas vide, et I’application f possede une transformée de Laplace

L(f).

Traditionnellement, ’application

f= L(f)

se note
f o L(f)

L’abscisse d’intégrabilité s’appelle aussi de ”convergence absolue” ou en-
core de "sommabilité”.
Dans la pratique, la dérivation de Laplace restreinte a la variable réelle peut
souvent suffire.

3.3 Laplace et dérivation

3.3.1 LoD
Si f est C* dans R, et telle que f(0) existe on a, pour Re(z) > 0)
L(Df) = zL(f) = f(07)

25



3.3.2 DolL

Pour n €N, on a

D"o L = (—1)"L o [t"]

3.4 Composition

3.4.1

Pour c € C
Lole]=T1.0L

(sur le domaine Re(z) > (p + Re(c))

3.4.2

Pour a € R
LoT,=[e¥|oL(=e*.L)

3.4.3

Pour a € R,
1
Loh,=-hi1oLl
a a

3.5 Convolution

L(fxg)=L(f)L(g)

3.6 L(t"H)

Pour n € N |
L) = o

(Re(z) > 0)
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3.7 L(He™)

ceC

L(He™) =

z—c
(Re(z) > Re(c))
On en déduit

3.7.1

weR
L(Hsinwt) =

(Re(z) > 0)

3.7.2

welR
L(H coswt) =

Z2+u)2

(Re(z) > 0)

3.7.3

ceC .

L(H sinh ct) =

22 2

(Re(z) > [Re(c)])

3.7.4

ceC .

L(H coshet) =

22 — 2

(Re(z) > [Re(c)])
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Chapter 4

Distribution, dérivation et
convolution

4.1 Impulsion unité et Dirac

Dans I'exemple d’un filtre de convolution tel que "RC”
s=hxe

on peut vouloir chercher s’il existe un élément neutre pour la convolution,
noté d, qui en entrée du filtre donnerait en sortie

s=hxd=h

appelée "réponse impulsionnelle”.

Un tel élément devrait modéliser une impulsion unité concentrée a l’origine
des temps i.e. devrait étre la ”limite” de suites d’applications définies sur R
telles que, par exemple, la suite (f,,), de mesure constante fR fn =1, définie
par

0 sit<—g
falt) =< n si—%<t<ﬁ
0 Sit>%

La suite (f,) converge simplement vers 0, sauf en 0 ou elle converge vers oo,
et on a

lim [ f,=1%# [ (lim f,)=0
R

n—oo R n—oo

Ainsi, § ne peut pas étre considérée comme une application, limite de la suite
(fn)n, sous peine d’avoir une mesure nulle.
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4.2 Distribution
42.1 D,L! (R C)

Le développement en série de Fourier nous a montré que certaines applica-
tions de période T' étaient définies par leurs valeurs

Nous allons donc identifier f € L1 R, C) a une forme linéaire d(f)

¢+—>/f¢

a condition d’avoir assez d’applications "test” ¢ telles que f.¢ soit intégrable
sur R.

On prend pour ensemble test ’espace vectoriel D formé des applications, a
valeurs complexes,

qui sont nulles en dehors d'un segment -pour avoir beaucoup de formes
linéaires de type d(f)-

et qui sont C'° sur R -pour avoir de bonnes propriétés de dérivation par
"dualité”.

loc

L’application linéaire définie sur L}(R, C)

[ d(f)
est injective et permet d’identifier f et d(f).

De par le choix de la définition de D, on peut définir d(f) pour f dans
I'espace vectoriel L}, (R, C) formé des applications définies sur R et intégrables
sur tout segment ( ce qui, par exemple, donne du sens a d(H)).

d(f) est dite distribution réguli¢re associée a f € L] (R, C) et sera aussi

notée
Ty

4.2.2 Exercice

Exemple de fonction test

_1
p=e =2 X111
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4.2.3 D

T est continue au sens suivant:

Pour tout segment S, et toute suite (¢, ),, d’applications dans D, nulles en
dehors de S et qui convergent uniformément vers 0,

| Jo [-¢n | doit tendre aussi vers 0 car

[ 2ot [ 16116012 Woulls [ 111

Plus généralement, une distribution sera une forme linéaire qui vérifie la pro-
priété précédente en supposant de plus que toute les suites dérivées (D*(¢,,))n
convergent aussi uniformément vers 0.

L’espace vectoriel des distributions sera noté D’

Dans la pratique, la plupart des distributions seront dérivées de d ou seront
associées a des applications.

On écrira dans la suite

d(f)(¢) =< d(f),¢ >

pour utiliser commodément 1’application bilinéaire

(f,6) /R 1o

et, plus généralement pour une distribution 7" on écrira

T(¢) =<T,¢>

4.3 Dirac et Distribution
On définit la distribution § par la forme linéaire sur D

516 6(0)

qui est bien continue car on a

| 6(0) 1< [|¢nlloo,s

pour suite (¢, ),, d’applications dans D, nulles en dehors de S et qui conver-
gent, uniformément vers 0.
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On peut considérer que § est limite dans D’ de la suite (f,) de mesure
constante définie précédemment en vérifiant que, pour tout ¢ € D,

lim < f,, ¢ >=<0,¢ >

J est aussi limite dans D’ de la suite (g,)
gn = nte”"H

étudiée dans le premier chapitre.

4.4 Extension de la convolution

Si f et g sont des éléments de L' et ¢ un élément de D, on a

<f*%¢>=A&éﬂx—mﬁﬂﬂM@M

ou encore, par changement de variable,

<f*m¢>j/f@m&W@+d@m
RQ
1.e.

<frg, ¢>=<fy),<gz),éy+z)>>

Plus généralement pour deux distributions 7" et U, quand cela a du sens, on
pose
<TxU,¢>=<T,,<U,éy+z) >>

pour ¢ € D
On a
T«xU=UxT

et ¢ est bien élément neutre de la convolution
Txd=T

Il y a trois cas importants ou le produit de convolution est bien défini
1.

DxD c C*®
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gl*D/CD/

Une distribution T est dite a support borné s’il existe K > 0 tel que

<T,¢>=0

si ¢ € D est nulle dans [—K, +K].

On note alors £’ le sous-espace de ces distributions a support borné.
Par exemple, § € £ et son support est supp(d) = {0}

Le produit de convolution est associatif
(S*«T)xU =5 (Tx*U)

si au moins deux des distributions sont a support borné.

D\ «D, C D,

Une distribution 7" est dite a support limité a gauche, s’il existe K € R
tel que

<T,¢p>=0
si ¢ € D est nulle dans [K, 0o].
On se restreint souvent a K =0

On note alors D', le sous-espace de ces distributions a support limité a
gauche.

Le produit de convolution dans D’ est encore associatif.
Avec I'addition et la convolution D', est une algebre sur C, commutative
et sans diviseur de zéro.
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4.5 Dérivation et convolution
4.5.1 Définition

Si f € C!, par intégration par parties, on a pour ¢ € D

< D(f). 6 >= —/Rf-D(cb) — < /D(®)>

Par définition, si T" est une distribution, elle sera donc dérivable et sa dérivée
DT sera définie par

< D(T)7¢>: - <T7D(¢> >
La dérivation est évidemment linéaire et on a, pour deux distributions

D(T«U)=T+DU = DT +U

4.5.2 DH

DH =9

4.5.3 ' et dérivation

Si T est une distribution on a donc

DT =T %'

4.5.4 Application a RC
La recherche de s solution de I'équation différentielle
e =RCs +s

peut se remplacer par celle d'une inversion pour la convolution.
En effet, I’équation dans D’ s’écrit

e=Axs
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avec A € £ définie par
A =0+RCY

et s € D!, si on cherche une solution nulle pour ¢ < 0.

Si A a un inverse pour la convolution noté A*~! on pourra écrire
s=A"1xe

et dans les cas ou on saura prolonger la transformé de Fourier on pourra
calculer s par I'intermédiaire

4.5.5 D(H.f)

Soit f € C'(]0, +o0[), ayant une limite finie & droite f(0+) en 0 et telle que
f et Df soient intégrables sur |0, +o00].

Si ¢ est continue et bornée sur R, alors la formule vue précédemment (cf
1.3.8.-2)

- / H.F.Dé — F(04)6(0) + / H.Df.o
R R
se traduit dans D’ par
D(Ty.p) = f(0+)0 + Ty.py

ou Df est la dérivée usuelle de I'application f, non définie en 0.
Symétriquement, en posant

o(H) ="H,
on obtiendrait a gauche dans D’

D(H,.f) =—f(0=)d + H,.Df

en identifiant applications et distributions associées.
Plus généralement dans D', pour un saut de f en 0, en écrivant

Ty = H.f +Ho.f

D(Ty) = (f(0+) = f(0-))d + Df

et, par translation pour un saut en a

D(Ty) = (f(a+) = fla=))d + Df
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4.5.6 RC et conditions initiales

Sans la condition e nulle pour ¢ < 0, la recherche d’une s solution de
I’équation différentielle vérifiant seulement pour t > 0

e(t) = RCs'(t) + s(t)
peut se faire en définissant les distributions
T ="H.s

et
U=H.e

qui vérifient
U=RCH.Ds+T
ie
U=RC(DT — (s(0+)0 +T

Comme dans une remarque précédente, on pourrait résoudre avec la trans-
formée de Fourier, a condition de I’étendre a ce type de cas dans les distri-
butions.

4.5.7 D(f.T)

Si f est C° sur R, et T" une distribution, pour généraliser le produit de deux
applications, f71' est la distribution définie par

< fT,¢ >=<T, f.¢ >
et dans D', on peut écrire
D(fT)=Df.T+ f.DT
Par exemple

D(fH)=DfH+ f.6 = DfH+ f(0)8

4.6 9,

L’impulsion de Dirac en a € R, notée J,, est définie comme distribution
vérifiant pour ¢ € D
< g, ¢ >= ¢(a)
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4.7 1,(T)

SiacR, feL etpcD,ona

loc

< 1a(f) 6 >= / £t — a)p(t)dt

<7lf) 6 >= /R F () + a)du

i.e.
< To(f), ¢ >=< f,7_a(0) >

Plus généralement, pour T' € D' et a € R, on pose
<To(T), 0 >=<T,7_4(¢) >

On a donc en particulier
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Chapter 5

Extension de Fourier

5.1 Fourier et distribution

Pour f € L}, (R,C), et ¢ € D on a

< Falf)rd(v) >= /R ( /R F(t).-e= O dt) g (w)dv

< Fa(f)y, o(v) >= /R ( /R P(v).e i dy) f(t)dt

ou encore

< Falf)v, o(v) >=< [(1), Fa(o)(t) >

Pour T € D', on pose quand cela a du sens

< Fo(T), ¢ >=<T,Fa(¢) >
5.1.1  Fq(d)

< f9(6)7¢ >=< 57 FQ(gb) >= f9(¢>(0)

<]—"Q(5),gz5>:/gb:< 1,0 >
R

Ainsi
Fad) =1
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5.1.2  Fo(d)

On a aussi
Fo(d") = iQw

puisque

< Fa(d)u, (v) >=< ', Fa(o)(t) >

:—<aawawp:—<aa/@@m“Mw>
R

=< (5,/iQV¢(V)e_iQ”tdu >:/iQV¢(V)dy
R R

=<iQu, p(v) >
5.1.3 FqolD
Avec I'égalité
DT =§xT
On obtient la formule
.FQ oD = [ZQV]

5.2 Application a RC

5.2.1 RC

On a vu que la solution s de I'équation différentielle
e=RCs +s
peut se remplacer, dans D’ , par I’équation
e=Axs
avec A € &' définie par
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A=§+RCY
En appliquant Fourier, on obtient
Fale) = (1 4+ RCiQw).Fals)
On retrouve ainsi le transfert Fq(h)
Fa(s) = Fale).Fa(h)

avec
B 1
- 14+ RCiQw

et h par unicité dans L' ol Fq est injective.

Fa(h)

5.2.2 RC et conditions initiales

Sans la condition e nulle pour ¢ < 0, on a vu que la recherche d’une s solution
de I’équation différentielle vérifiant seulement pour t > 0

e(t) = RCs'(t) + s(t)
peut se faire en définissant les distributions
T ="H.s

et
U=H.e

qui vérifient
U=RC(DT —s(0+)0) +T

En appliquant la transformée de Fourier, on obtient
Fao(U) = RC(iQu.Fo(T) — s(0+4)) + Fa(T)

doit
Fo(U) + RCs(0+)

T p—
Fa(T) 1+ RCiQv
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5.3 Extension a L*(R,C)

5.3.1 Intérét de L2

On a vu que la transmittance du filtre RC n’était dans pas dans £! mais son
carré est intégrable sur R

Physiquement le calcul de puissance se fait par intégration d’un carré. On
consideére donc I'ensemble £2 formé des applications de carré intégrable.

5.3.2 Structure de L?
La relation

f=ae [ 1f=gP=0

est une relation d’équivalence dans £? et on note L? I'espace des classes
d’équivalence.
L? est un espace normé avec la norme

T / )

5.3.3 Prolongement de F

Si fel?
/ fe—iQut c L2

et on définit Fo(f) comme la limite suivante dans L?

Folf) = lim [ fe '

Faq devient une isométrie de L? qui prolonge la transformée de Fourier
sur L' N L?
Dans L? on peut donc écrire

1 27
]:Q(z'Qt + a> B @

e o(H)

39



1 27

iQt—a> - _@6 n

Fal

On peut retrouver la réponse impulsionnelle

1

h= ) e 1)

(19 1
- (%) Folgaan 1)
5.4 Extension de Fourier a &’

5.4.1 Fo(H)

H ¢ L' U L* mais en considérant H € L;,. on peut écrire formellement pour
6eD

< Fa(H)v, (v) >=<Hy, Falo): >

le.
<Fao(H), ¢ >= / dt(/ o(v)e M dv) < oo
0 R

et Fo(H) est donc bien définie dans D’

On remarquera que Fubini n’est pas applicable ici et donc I'écriture
o0 .
Fao(H) = / e~ Wty
0
n’a de sens que dans D’

5.4.2 &'

On a déja vu que la transformée de Fourier d'une application caractéristique
d’un segment ne peut étre nulle en dehors d'un segment.

Pour donner du sens a beaucoup d’autres transformées de Fourier de dis-
tributions, par exemple a la transformée de Fourier d'un polynéme P, on
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augmente l'espace des applications tests a un espace S stable par Fq de telle

sorte que , pour ¥ € S,
/ P(/ Y(v)e iy dt
R R

soit fini.
S est un sous-espace vectoriel de C L' N L? qui contient les applications
typiques
2 1
e, —
cosh
et la transformée de Fourier est alors un automorphisme de S.

(En fait, S est formé des applications C*°(R) dont toutes les dérivées sont
négligeables a 'infini devant toute fraction rationnelle).

On obtient ainsi ’espace dual des distributions tempérées
S crD
pour lesquelles, pour ¢ € S,

< T,/we_m”tdu) >
R

a du sens et la transformée de Fourier devient alors un automorphisme de &’
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Chapter 6

Extension de Laplace

6.1 Laplace et distribution

Pour T' € D'(R) et z = (+iv € C, on définit formellement la transformation
de Laplace comme dans le cas fonctionnel en posant

L(T)(2) = Fi(e™'T)(v)

< L(T)(2),v(v) >=< Ty, / e *p(v)dy >

R

et on définit U'intervalle It de R tel que £(7T') soit définie dans l'intérieur de
la bande I+ x R pour tout un espace ad hoc d’applications test ¢ (i.e. pour
P €S et e T € S tempérée).

L(T) est la transformée de Laplace de T et c¢’est une fonction holomorphe
dans l'intérieur de la bande I x R.

SiT € D (R), et silp #0, ona
Ip = (<07+OO[

(o € R ou () = —o0 est I’abscisse de convergence (ou d’existence) de
L(T) et cas symétrique pour D’ (R).

SiTe& (R), Ir=R
Si T € S (R), Iy contient R, .
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6.2 Autre définition

Si T =Ty avec f € Ay on obtient alors

< LT () 0w) >=< [ e 0t () >

R

On trouve ainsi évidemment la méme formule pour L£(f) et L£(Ty)

LT = [ 0t =< fit).e >

R

Plus généralement, pour une distribution 7" on posera plus simplement
L(T)(z) =<Ty,e ™ >

ce qui revient & identifier dans la premiere définition e™* et sa distribution
associée

To-zt: - /e_zt¢(y)du
R

6.3 L(6,)

Poura € R

en particulier

6.4 Laplace et dérivation

Pour f € Ay, C' dans R et telle que f(0T) existe on a déja obtenu
L(Df) = =zL(f) = f(07)
Avec la distribution associée T la formule devient donc plus simple:
L(DTy) = 2L(f)

puisque

L(DTy) = L(Df + f(07)d) = L(Df) + £(07)

Plus généralement, avec des distributions non régulieres, on a
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6.4.1

Pour n e N
L(D"),) = z"e =

en particulier

L(D"§) = 2"
6.4.2
Pour n €N, on a dans D'(R)
D"o L = (-1)"Lo]t"]

LoD"=[z"]oL

6.5 Convolution
1.SiSeD(R)et T €& ona
Is C Igur
et, sur la bande Re(z) > abscisse(T),
L(S*T)=L(S)L(T)
2. Pour S et T dans D/, (R) , on a
IsN Iy C Ig.r
et, sur la bande
Re(z) > max(abscisse(S), abscisse(T'))

L(S*T) = L(S)L(T)
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