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Chapter 1

Introduction

1.1 Notations

On note R™ un espace vectoriel de dimension n.

La base canonique de R™ est (eq,...,e,). Un vecteur z € R™, de composantes 1, ..., Ty, est noté
x = (z;).

Une matrice A € est notée A = (a;j).

Le j“™¢ vecteur colonne de A est a; = Ae;.

Un systeme de n vecteurs uq, ..., u, € R™ est noté sous forme matricielle U = (uj ... u,) € R™*"
avec u; le 79" vecteur colonne de U.

On note Im(U) ou Vect(U) le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs colonnes de U.

RmX’n

Il est possible de définir plusieurs normes dans ’espace vectoriel R™. La norme vectorielle
euclidienne est définie par
2y 1
lzll2 = (3 )2
i

La norme vectorielle infinie est définie par

Jlloo = masx .

1.2 Objectif du cours

L’objectif de ce cours est la résolution de systemes linéaires avec soit autant de données que
d’inconnues, soit plus de données que d’inconnues (systéme sur-déterminé), soit plus d’inconnues
que de données (systéme sous-déterminé). Un systéme linéaire est un ensemble de m équations
linéaires a n inconnues. Il s’écrit sous forme matricielle

Trouver x € R", tel que Az = b,

ol A € R™™ et b € R™ sont donnés. Selon les cas, un tel systéme peut ne pas avoir de solution,
avoir une solution unique, avoir une infinité de solutions. Pour étudier le cas général et pour définir
des algorithmes de résolution, on reformule le systeme sous la forme d’un probléeme aux moindres
carrés :

Trouver = € R", tel que ||Az — b||2 soit minimum.
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Ces problemes aux moindres carrés interviennent dans beaucoup de domaines tels que le traite-
ment du signal, le traitement d’images, ’analyse statistique, etc.

Les derniers chapitres sont consacrés & une notion qui généralise celle de valeur propre. Cela
permet de résoudre non seulement les problemes aux moindres carrés, mais aussi beaucoup d’autres
problemes linéaires. Cette propriété, appelée la Décomposition en Valeurs Singuliéres, s’applique
dans des domaines variés comme les télécommunications, la réalité virtuelle, les moteurs de recherche,
etc.

Les modeles mathématiques sont définis dans I’ensemble R des nombres réels. Mais les calculs
se font sur ordinateur, qui ne disposent que d’une mémoire finie et ne peuvent donc pas stocker
I'infinité des nombres réels. Ce cours introduit les notions de calcul flottant et d’erreurs de calcul.

1.3 Application au calibrage d’un modele

Une des premieres applications a 1’origine des probléemes aux moindres carrés est le calibrage d’un
modele mathématique. Ce modele est une représentation d’un phénomene que 'on étudie. Sup-
posons qu’il soit défini par une fonction f(¢), ou la fonction f est caractérisée par un ensemble de
n parametres x € R™ que 'on ne connait pas. On dispose d’un ensemble de m observations ou
mesures b; aux “temps” t;, ¢ = 1,...,m. La calibration du modele consiste a trouver x tel que b;
soit proche de y; = f(t;). Une solution consiste & rendre minimum la somme des carrés des erreurs.
Mathématiquement, cela s’écrit :

m
Trouver z € R", tel que Z:(bZ — y;)? soit minimum.
i=1

Si la fonction f est une fonction linéaire par rapport a z, elle s’écrit
n
F#) =" x;9(1),
j=1
et y; = Z?Zl xjP;(t;). Sous forme matricielle, on a y = Az et le probleme devient
Trouver x € R", tel que ||b — Ax||2 soit minimum.

1.3.1 Exemple : interpolation et approximation polynomiale

Dans l'interpolation ou 'approximation polynomiales, on cherche f sous la forme d’un polynéme
de degré n — 1, défini par

n
ft) =21 +aot+ ... +ant" = zit L
J
j=1

La matrice A = (aj;) est définie par a;; = tf-;l.
Si m = n, on parle d’interpolation polynomiale, on obtient ainsi un systéme linéaire

Ax =b

de n équations a n inconnues. Voir le chapitre et la section sur les systemes linéaires.



Sinon, on cherche une approximation polynomiale au sens des moindres carrés et on
résout le probleme linéaire aux moindres carrés

min || Az — bl|2.
x

Voir les chapitres sur les problemes aux moindres carrés.

1.4 Application a un moteur de recherche

On dispose de m termes et de n documents, avec des poids a;; du terme i dans le document j. On
construit la matrice A = (a;j) qui est la base de recherche. La j*"¢ colonne d; est I'ensemble de
poids attribués au document j.

Une requéte est un ensemble de valeurs ¢ = (g;) attribuées aux termes i.

L’objectif est de mesurer 'angle entre la requéte et chaque document j, autrement dit les
quantités
d]Tq

cos(f;) = —2—
©5) = 1@l

ou dqu est le produit scalaire des deux vecteurs.

Si I'angle 6; est petit, autrement dit si cos(f;) est proche de 1, alors la probabilité que le
document j contienne des termes de la requéte g est élevée.

Il faut obtenir une réponse rapide, méme sur des bases gigantesques avec des milliers ou des
millions de documents et de termes. Pour cela, on utilise une approximation de la base A par une
base beaucoup plus petite Ay, et on calcule une approximation des coeflicients cos(f;) avec la base
Ay.. Voir le chapitre sur la décomposition en valeurs singulieres et la section sur I'approximation
de rang k.
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Chapter 2

Bases de ’algebre linéaire

Ce chapitre introduit les opérations de base sur I’algebre des matrices. Dans le cas des matrices
carrées, il définit les notions de matrice inversible et de matrice singuliere. Les notions de complexité
et de performances sont introduites. Le chapitre termine par la description des bibliotheques BLAS
et LAPACK.

2.1 Matrices et vecteurs

2.1.1 Matrices particulieres

Une matrice A € R™*" est carrée d’ordre n si n = m.

La matrice identité d’ordre k, dans € R*¥** vaut I}, = (e1...ep).

Une matrice carrée D est diagonale si les seuls éléments non nuls sont sur la diagonale ; elle est
notée D = diag(d;).

Une matrice carrée L triangulaire inférieure si les seuls éléments non nuls sont dans le triangle
inférieur ; on définit de méme une matrice carrée U triangulaire supérieure.

Une matrice tridiagonale a trois diagonales non nulles, une matrice bidiagonale a deux diagonales
non nulles.

2.1.2 Opérations sur les matrices

L’ensemble des matrices R™*™ est un espace vectoriel de dimension mn.

Soit A € R™*™ et B € R"*P ; le produit C' = AB € R"™*P est défini par ¢;j = > ;_; airb;-

L’ensemble des matrices carrées R™*™ est un anneau. Attention, cet anneau n’est pas commu-
tatif (il existe A et B tels que AB # BA). Attention, 'anneau n’est pas integre, car il existe des
diviseurs de zéro.

Le produit de deux matrices diagonales est une matrice diagonale.

Le produit de deux matrices triangulaires est une matrice triangulaire.

2.1.3 Matrices carrées symétriques

La transposée AT € R™™ d’une matrice A € R™*" est la matrice obtenue en interchangeant les
lignes et les colonnes.
Une matrice carrée A est symétrique si A = AT

11



Les matrices AT A et AAT sont symétriques.
On a (AT)T = A et (AB)T = BT AT.

2.1.4 Partitions par blocs

Une matrice par blocs est définie par une partition ou les éléments scalaires sont regroupés dans
des sous-matrices ; on note A = A;;.

On définit les mémes regles d’opérations, en respectant les dimensions dans les produits. At-
tention a l'ordre des blocs dans les produits.

2.2 Normes matricielles

La norme matricielle euclidienne est associée a la norme vectorielle euclidienne et est définie par

A
|All2 = max Azl _ o | Az 2.
220 |lzll2 fall=1

La norme matricielle infinie est associée a la norme vectorielle infinie et est définie par

4 ”‘L[HOO 4 .
x#o €T T mz il
H H ” HOO H ”00 1 H xH 1ses .7—1| l]’

La norme matricielle de Frobenius est la norme prise au sens de 1’espace vectoriel de dimension

1
1Allr = (Y a3))2.
i

mn et est définie par

Remarque 2.2.1 La norme matricielle euclidienne n’est pas simple a calculer, contrairement a la
norme infinie et la norme de Frobenius. Voir le chapitre sur la SVD.

Proposition 2.2.1
lzTy| < [lzll2]lyll2
|ABll2 < [|All2]|B]|2
lejll2 =1
1]z =1
| Dl2 = maz;|d;|

2.3 Orthogonalité dans R"

Définition 2.3.1 z Ly < 2Ty =0

xTy
llzll2llyll2

Définition 2.3.2 cos(angle(z,y)) =

Proposition 2.3.1 Théoreme de Pythagore :
Sia Ly, alors ||z +yl3 = ||=[3 + lyl3.

Définition 2.3.3 U = (u;---ug) € R™* k < n est un systéme orthonormé ssi ul u; = &;; ssi
UTU = 1.
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Remarque 2.3.1 Attention, si k <n, on a UUT # I,,. Voir preuve plus loin.
Proposition 2.3.2 Un systéme orthonormé forme un systéme libre.
Remarque 2.3.2 (ey,...,¢e,) est une base orthonormée de R™.
Définition 2.3.4 Soit S un sous-espace vectoriel de R™. L’orthogonal de S est défini par
St ={y/yTz=0, VzeS}.
Proposition 2.3.3 S+ est un sous-espace vectoriel et les sous-espaces S et ST sont supplémentaires.

Proposition 2.3.4 Théoréme de la base incomplete. Soit U un systéme orthonormé de taille k.
On peut compléter U par Uy de taille n — k, pour former une base orthonormée de R™. Le systéme
U, est une base orthonormée de UL. Alors UlTUl =1, et UTU, = 0. Tout vecteur x s’écrit

r=UUTz+ U U] z.

Définition 2.3.5 Q € R™ " est orthogonale ssi QTQ = I,,. Alors QQT = I,,. Les colonnes de Q
forment une base orthonormée de R™,

Proposition 2.3.5 U € R"™*" n < m systéme orthonormé, alors
Ve e R, Uzllz = |z
A e R™" U € RP*™ gystéme orthonormé, alors
U A2 = [|A]2.
Q € R™"™ matrice orthogonale, alors
1AQ]l2 = [|A]]2.
Preuve. ||Uz|3 = (Uz)T(Ux) =2T(UTU)z = 272 = ||z|3
U A2 = max)g,—1 [|[UAz|ls = max;),—1 [|[Az]]2 = [|A]]2.
|AQzx]||2 = Max||z|,=1 |AQzx||2 = max|y|,—1 lAyll2 = ||Al|2 car @ est inversible (Yy, 3z, Qz = y)

et [| Q| = || ©

Remarque 2.3.3 Attention, si U € R™*P orthonormé, on peut avoir ||AU |2 # || Al|2.

2.4 Image, noyau, rang d’une matrice
A e R™x™,

Définition 2.4.1 Im(A) = {y € R™/y = Az} = Vect(ay,ag, - ,ay)
ker(A) = {z € R"/Az = 0}

Proposition 2.4.1 Im(A) est un sev de R™ et ker(A) est un sev de R™.
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Définition 2.4.2 rang(A) = dim(Im(A))

Proposition 2.4.2 Im(A)t = ker(AT) et Im(AT) = ker(A)*.
Preuve. yc Im(A)* Ve, (Az)Ty=0sVe, 27(ATy) =0 ATy =04y c ker(AT). o

Proposition 2.4.3 rang(A) = rang(AT)
dim(ker(A)) + rang(A)) =n
dim(ker(AT)) + rang(AT)) =m

rang(A) < min(m,n).

Preuve. Soit r = rang(AT), on va montrer que rang(A) > r. Par transposition, on en déduira
que 7 = rang(A).
Soit X = {1,...,2,} une base de Im(AT) et Y = AX. Par construction, ¥ € Im(A). On va
montrer que Y est un systéme libre, ce qui implique que r < rang(A). Pour cela, on va montrer
que Yv=0=v=0.
Yv=0= AXv=0= Xv € ker(A). Or ker(A) = Im(AT)* donc Xv € Im(AT)*. Mais X
est une base de Im(A”) donc Xv € Im(A”T). Donc Xv = 0 et puisque X est une base, v = 0.
D’aprés la proposition précédente, on a dim(ker(A)) + rang(AT) = n, on en déduit 1’égalité
avec rang(A). o

Proposition 2.4.4 rang(A) = n équivaut a ker(A) = {0}.
Preuve. évident. ©
Proposition 2.4.5 rang(AB) < rang(A), rang(AB) < rang(B)

Preuve. ker(B) C ker(AB) donc rang(AB) < rang(B).
rang((AB)T) = rang(BT AT) = rang(AB) < rang(AT) = rang(A). o

Proposition 2.4.6 Soit U = (uy...ug) et V = (vi...v) deux systémes libres de R™ et de R"
respectivement, alors UVT € R™ ™ et

ker(UVT) = v, Im(UVT) = Im(U), rang(UVT) = k.

Réciproquement, si A est une matrice de rang k, il existe U = (uy ...ug) base de Im(A) et V =
(v1...vx) base de ker(A)* tels que A =UVT.

Preuve. Soit A = UV?T, alors x € ker(A) & UViz =0 < VIiz =0 & 2 € V* donc
ker(A) = V4. On en déduit que rang(A) = k car dim(V+) = n—k. D’autre part, Im(A) C Im(U)
d’ou, par égalité des dimensions, Im(A) = Im(U).

Réciproquement, soit V' € R™* une base orthonormée de ker(A)J-, complétée par Vi dans
ker(A). Alors Vo, 2 = VVTx + ViVilz et Ax = AVV Tz, Soit U = AV, alors Az = UVTz donc
A =UVT. De plus, U est un systeme libre car Uy = 0 < AVy = 0 < Vy € ker(A) Nker(A)* <
y =0, donc U est une base de Im(A). o

T

Remarque 2.4.1 En particulier, les matrices de rang 1 sont de la forme uv*, ot u et v sont deux

vecteurs non nuls.

Définition 2.4.3 Soit A € R™*"™ une matrice rectangulaire avec m > n ; A est dite de rang plein
si rang(A) = n.
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2.5 Valeurs propres et vecteurs propres

Nous considérons ici des matrices carrées d’ordre n. Avant de définir la notion de valeur propre,
nous devons définir le déterminant d’une matrice carrée. Nous choisissons une définition récursive.

Définition 2.5.1 Soit A € R™"™ une matrice carrée. Le déterminant de A est défini par

n

det(A) = Z(—l)j+1a1jd€t(A1j),
j=1

ot Aij est la matrice carrée d’ordre n — 1 obtenue en supprimant la ligne i et la colonne j dans la
matrice A. D’autre part, det(a) = a pour une matrice a d’ordre 1.

Proposition 2.5.1 det(AB) = det(BA)
det(AT) = det(A)

det(aA) = a™A

det(I) =1

det(A) # 0 < rang(A) =n.

Proposition 2.5.2 La fonction de la variable complexe A définie par det(A — \I) est un polynéome
de degré n. On appelle le polynéme caractéristique de A.

Définition 2.5.2 Le nombre complexe A est valeur propre de la matrice carrée A s’il existe un
vecteur x non nul tel que Ax = Ax.

Proposition 2.5.3 Les valeurs propres de A sont les racines du polynéme caractéristique. 1l y a
donc n valeurs propres, distinctes ou non. Les valeurs propres de A et de AT sont les mémes.

Preuve. Az = Az équivaut a (A — A\ )z = 0 équivaut a x € ker(A — AI). Donc x non nul existe
si et seulement si rang(A — M) < n si et seulement si det(A — A\I) = 0.
Tout polynoéme de degré n dans ’ensemble des nombres complexes a n racines complexes,

comptées avec leur multiplicité.
On a det(A — A1) = det(AT — \I). o

Définition 2.5.3 Le spectre de A est I’ensemble des n valeurs propres de A. Le rayon spectral de
A est le plus grand module dans le spectre. La trace de A est la somme des éléments diagonauz;
c’est aussi la somme des valeurs propres.

2.6 Notions de complexité et de performances

Les algorithmes de calcul sont caractérisés par leur complexité arithmétique, mesurée par le nombre
d’opérations (additions, multiplications, etc) sur des réels, ainsi que par leur colt de stockage,
mesuré par le nombre de variables réelles. Le stockage des entiers et les calculs entiers sont d’un
cout marginal, qui est ignoré. En pratique, les opérations arithmétiques et le stockage se font sur
des nombres flottants (voir chapitre sur arithmétique flottante).

Les performances d’un algorithme se mesurent par sa vitesse de calcul. Celle-ci dépend de la
complexité mais aussi de ’exploitation de I'architecture de ’ordinateur, notamment du parallélisme
interne et de la hiérarchie des mémoires.
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Pour la complexité, on donnera souvent le terme prédominant, du plus grand ordre, sous la
forme O(cn®). Cela signifie que le nombre d’opérations divisé par en” tend vers 0 quand n tend
vers l'infini. Par exemple, pour une complexité polynomiale en n, le terme prépondérant est celui
du plus grand degré dans le polynome.

2.7 Bibliotheques BLAS et LAPACK

Les opérations de base d’algebre linéaire sont regroupées dans une bibliotheque numérique appelée
BLAS : Basic Linear Algebra Subroutines. Cette bibliotheque est souvent fournie par le construc-
teur et optimisée pour une architecture donnée. Les opérations sont divisées en trois niveaux,
appelés BLAS1, BLAS2, BLAS3. L’optimisation concerne 'ordre des opérations et l'acces a la
mémoire, pour exploiter au mieux la hiérarchie (mémoire principale, mémoire cache, etc). Les
performances (vitesse de calcul) sont d’autant meilleures que le niveau est élevé.

Les opérations plus complexes sont regroupées dans la bibliothéque numérique appelée LA-
PACK : Linear Algebra Package. Les opérations de LAPACK utilisent au maximum les opérations
BLAS, surtout BLAS3, qui est le plus performant en temps de calcul.

2.7.1 Opérations BLAS1

Ce niveau concerne les opérations entre vecteurs. Quelques exemples :
e combinaison linéaire de vecteurs z = a*xx + bx*y,
e produit scalaire de vecteurs a = z7y.

Toutes les opérations BLAS1 ont une complexité en O(n) opérations arithmétiques (sur les
nombres réels) et un acces mémoire en O(n) mots (réels).
Il n’y a qu’un niveau de boucle.

2.7.2 Opérations BLAS2

Ce niveau concerne les opérations entre matrices et vecteurs. Quelques exemples :
e produit matrice-vecteur y = a x y + b * Ax,
e produit extérieur de vecteurs A = zy’.

Toutes les opérations BLAS2 ont une complexité en O(n?) et un acceés mémoire en O(n?).

Il y a deux niveaux de boucle imbriqués, ce qui permet de construire deux variantes suivant
l'ordre des boucles. On peut ainsi choisir un calcul par lignes ou par colonnes. On peut aussi définir
une partition de la matrice et effectuer les opérations par blocs, pour optimiser ’acces hiérarchique
a la mémoire.

2.7.3 Opérations BLAS3

Ce niveau concerne les opérations entre matrices. Quelques exemples :

e produit de matrices C = ax C + b* AB,
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e produit C = AAT,

La complexité est ici en O(n?), avec un acces mémoire en O(n?).

Les trois niveaux de boucle imbriqués permettent de définir six variantes suivant l’ordre des
boucles. On peut choisir de parcourir chacune des matrices par lignes ou par colonnes. Comme
dans le niveau BLLAS2, on optimise I'acceés a la mémoire en définissant une partition par blocs. De
plus, comme l'algorithme fait plus d’opérations arithmétiques que d’acces aux données, on peut
ré-utiliser des valeurs qui sont dans la mémoire cache. C’est pour cette raison que le niveau 3 est
le plus performant et permet pratiquement d’atteindre la performance maximale d’une machine.

2.7.4 Dbibliotheque LAPACK

La bibliotheqe LAPACK regroupe la plupart des algorithmes d’algebre linéaire. LAPACK utilise
une partition par blocs des matrices, de facon a exploiter les performances des opérations BLAS3.

Les algorithmes de résolution des systemes linéaires et des probléemes aux moindres carrés sont
codés dans LAPACK.
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Chapter 3

Arithmétique flottante

3.1 Erreurs de calcul

3.1.1 Sources d’erreur

Résoudre un probleme signifie trouver une solution x qui dépend de données a et de formules. Ces
formules sont issues en général d’une modélisation d’un probléme scientifique (en physique, chimie,
biologie, économie, etc). Nous ne discutons pas ici de 'erreur de modélisation qui est 1’écart entre
le phénomene réel et le phénomene simulé. Dans la suite, les variables x et a appartiennent a des
espaces vectoriels normés et il existe une fonction F' telle que le probleme s’écrive

F(xz,a) =0.

En général, il n’est possible de résoudre qu’un probléme approché. Ce probléme discret, formulé
en dimension finie, doit étre résolu par un algorithme, qui peut étre direct ou itératif. Enfin,
Palgorithme est exécuté sur un ordinateur avec une précision finie. Dans le résultat d’un calcul
scientifique, il apparait ainsi plusieurs sources d’erreur :

e lerreur due a 'approximation des données,

e lerreur d’approximation ou de discrétisation,
e l'erreur due a l'algorithme s’il est itératif,

e l'erreur d’arrondi due a la précision finie.

Les différentes sources d’erreur interferent avec les erreurs d’arrondi lors d’un calcul. Par exem-
ple, la résolution d’un probleme tres sensible aux variations sur les données donne lieu a des calculs
avec de grandes erreurs d’arrondi.

3.1.2 Mesures de ’erreur

Les exemples précédents montrent qu’il ne faut pas avoir une confiance aveugle dans les résultats
d’un calcul. Tout calcul devrait s’accompagner d’une estimation des erreurs d’approximation com-
mises. Pour mesurer celles-ci, nous définissons les erreurs absolues et relatives, ainsi que la notion
de chiffres significatifs.
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Définition 3.1.1 Soit z € R et & € R une approximation de x. L’erreur absolue sur & est |x — Z|.
Six # 0, Uerreur relative est |x — Z|/|x|.

Définition 3.1.2 Le nombre de chiffres significatifs de x est le nombre de chiffres a partir du
premier chiffre non nul.

Par exemple, le nombre de chiffres significatifs de x = 0.0034560 est 5. L’erreur relative sur
# = 0.00346 vaut environ 1.16 1073 et le nombre de chiffres significatifs exacts est ici 2.

Dans le cas de vecteurs, on définit les erreurs sur les normes ou les erreurs composante par
composante.

Définition 3.1.3 Soit x € R", & € R" une approzimation de x et ||.|| une norme définie sur R™.
L’erreur absolue sur la norme est ||x — Z||.

Six # 0, Uerreur relative sur la norme est ||x — Z||/||x||.

Sixy #0, i=1,...,n, Uerreur relative composante par composante est maxi<i<n |x; — T;|/|zil.

3.2 Arithmétique flottante

Avant d’analyser I'impact des erreurs d’arrondi et des différentes sources d’erreur sur des calculs,
nous allons détailler les caractéristiques arithmétiques d’un ordinateur. L’arithmétique flottante
est définie en détails dans plusieurs ouvrages, citons par exemple [1, 4, 5, 6, 8, 9].

Un logiciel de calcul scientifique utilise plusieurs types de variables, qui correspondent a un
codage spécifique. Les types arithmétiques les plus usuels sont le type entier, le type réel et le type
complexe. Un complexe est formé de deux réels, la partie réelle et la partie imaginaire. Un réel est
codé par un nombre flottant.

3.2.1 Format flottant

Définition 3.2.1 Un systéme flottant est défini par une base b, un exposant minimal €, un
exposant maxrimal €mqz, un nombre de chiffres p. L’ensemble des nombres flottants normalisés est
noté F. Un nombre flottant non nul normalisé est

x = (—1)*mb®

ot s € {0,1} est le bit de signe, l'exposant e est un entier tel que emin < € < €maz, la mantisse m
vérifie 1 <m < b et s’écrit

m:ag+a1*b_1+a2*b_2+...+ap*b_p
avec 0<a; <b—1i=0,..p et ag#0

Par convention, le nombre 0 a un exposant et une mantisse nuls.

Proposition 3.2.1 L’ensemble F est symétrique par rapport a 0.
Le plus grand nombre de F vaut

Tz = b (b — bP)
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et le plus petit nombre strictement positif vaut
u = bemin

de sorte que
F C Ry = [~Zmaz, —u| U{0} U [u, Tmaz].

L’ensemble des nombres entiers de l'intervalle [—Zmaz, Tmaz| €st inclus dans F.

Remarque 3.2.1 Nous ne définissons pas ici les nombres dénormalisés qui sont des nombres flot-
tants dans lintervalle | — u, u|.

L’écart minimal entre deux mantisses consécutives est b—P. Ce nombre caractérise la précision
du systeme flottant.

Définition 3.2.2 Le nombre ¢ = b™P est appelé la précision du systéeme flottant.

La proposition suivante détermine les deux nombres flottants qui encadrent un nombre réel.

Proposition 3.2.2 Tout réel de Rx est encadré par deux flottants consécutifs. Soit
r” =max{y € F, y <z} etzT =min{y € F, y > z}.
Il n’existe pas de flottant entre x~ et x7 et 0 < at — a2~ < |ze.

Preuve. Sizc F,2~ =zt =ux.

Soit # € Rp, x € F, x > u, soit z~ =b*malorsm > 1, 2~ <z et zT =b(m+e)=x" + b.
Donc 0 < T — 27 = b% < b®me < ze.

Le cas © < u se traite de la méme facon. o

On peut remarquer que le nombre flottant qui précede lentier 1 vaut 1 —€/b et celui qui le suit
vaut 1 + e.
3.2.2 Arrondis

Définition 3.2.3 Un arrondi est une application fl de Rxr dans F vérifiant les propriétés de
monotonie et de projection suivantes.

Vo,y €Rrp, x <y= fl(z) < fl(y),
Ve e F, fl(z)=uz.

Tout arrondi est défini a I’aide des deux flottants =1 et =~

Proposition 3.2.3 Tout arrondi fl vérifie

Vo € Ry, fl(z) =2 ou fl(z) =2~
Vo Ry, |fi(z) - o] < eln

Preuve. Par définition, = < x < z*, d’otl par monotonie et par projection = < fl(z) < a™.

Or il n’existe aucun flottant strictement compris entre x+ et 2~ donc fI(z) est égal & I'un des deux.
la deuxieme partie se déduit de la proposition 3.2.2. o
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3.2.3 Opérations arithmétiques

L’ensemble F est non clos pour les opérations arithmétiques de R et il faut donc définir le résultat
flottant d’une opération flottante. Soit fI ’arrondi choisi.

Définition 3.2.4 Soit - l'une des 4 opérations {+,—, x,/} dans R. L’opération flottante corre-
spondante @ est correcte pour l’arrondi fl si elle satisfait la propriété

Va,y € F tels que x -y € Ry, zOy= fl(z-y), (3.1)

ou fl désigne un mode d’arrondi. Autrement dit, le résultat flottant est 'arrondi du résultat exact,
s’il n’y a pas de dépassement de capacité.

Proposition 3.2.4 Si l'opération ® est correcte, alors
Ve,y e F tels quex -y e Rp, 20y = (x-y)(1+ ) avec |af <e.

Proposition 3.2.5 Les proprié¢tés des opérations sur les nombres réels ne sont pas toutes vérifiées
avec les nombres flottants.

o Les opérations flottantes sont commutatives,
e clles ne sont pas associatives,
e clles ne sont pas distributives,

o 0 est élément neutre de l'addition flottante et 1 est élément neutre de la multiplication flot-
tante,

e l'opposé de x € F existe et vaut —x,
e par contre x € F n’a pas toujours d’inverse dans F.

Par exemple, avec Matlab, 49 x (1/49) =1 — ¢/2.

3.2.4 Exceptions

Il peut arriver que le résultat exact d’une opération ne soit pas dans Rx. Pour fermer le systeme
arithmétique flottant, I’ensemble F est doté de nombres spéciaux, notés +oo, —oo, NaN (Plus
Pinfini, Moins 'infini, Not a Number). Le nombre 0 a un signe. Les opérations sont définies avec
ces nombres spéciaux. Une opération ayant pour résultat un des nombres spéciaux déclenche une
exception.

Définition 3.2.5 Soit z € R le résultat exact d’une opération arithmétique entre deux flottants x
ety ; il y a overflow si |z| > Tpmae et underflow si |z| < u. Le résultat flottant est respectivement
oo et 0 avec le signe adéquat. L’opération est invalide si le résultat ne peut étre ni un flottant, ni
Uinfini. Le résultat flottant d’une opération invalide est NaN.

Remarque 3.2.2 Les nombres dénormalisés permettent de mettre en place un underflow graduel
vers 0.

Par exemple, les opérations % et (400—00) sont invalides, avec comme résultat NaN. L’opération
% déclenche un overflow avec comme résultat oo et 'opération é déclenche un underflow avec
comme résultat 0.
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Type Base b | Mantisse p | Exposant e,,;, | Exposant €,,q:
Simple | 2 24 -126 +127
Double | 2 53 -1022 41023

Table 3.1: Formats simple et double précision de la norme IEEE-754

Type précision € | Seuil d’overflow x4, | Seuil d’underflow u
Simple | 1077 10138 10738
Double | 101 101308 10308

Table 3.2: Valeurs caractéristiques approchées des formats simple et double précision de la norme
IEEE-754

3.2.5 Norme IEEE-754

La norme IEEE-754 [13], publiée en 1985, spécifie un systéme flottant et Parithmétique flottante
associée. La plupart des constructeurs respectent aujourd’hui cette norme, ce qui facilite grande-
ment le transfert de logiciels entre machines. Cette norme permet aussi d’établir des preuves sur
le comportement des erreurs d’arrondi dans un algorithme.

La norme IEEE-754 spécifie deux formats, appelés simple et double précision, qui sont résumés
dans les tables 3.2.5 et 3.2.5. La norme définit 4 arrondis.

Définition 3.2.6 L’arrondi vers moins linfini de x vaut x—,

Parrondi vers plus 'infini de x vaut x™,

larrondi vers zéro ou par troncature de x vaut v+ six <0 et x~ si x> 0,

Parrondi au plus prés de x vaut = si x —x~ < " — x, il vaut x+ sinon. Dans le cas d’égalité,
une régle de parité fize le choiz.

Remarque 3.2.3 L’arrondi par défaut est l'arrondi au plus prés, noté & dans ce qui suit. Il vérifie
|z — z| < |zle/2.

Les 4 opérations arithmétiques {+, —, x, /} ainsi que la racine carrée et 'opération de congru-
ence (remainder) sont correctes.

Les exceptions overflow, underflow, invalide, inexact ainsi que les nombres spéciaux et les
opérations entre nombres spéciaux sont également spécifiés par la norme. Les opérations continuent
apres une exception. La norme utilise les nombres dénormalisés et I'underflow graduel.

3.2.6 Phénomene d’absorption

L’absorption se produit lors de l'addition de deux quantités avec des ordres de grandeur tres
différents.

Proposition 3.2.6 Soit z,y € F, tels que u < |x| < Tymaz €t ©+y € Re. Soit x = b°m avec
m > 1+ e€. Soit & l'addition flottante, avec arrondi au plus pres. Alors

r@y = x & |y <b°€/2
Preuve. Le résultat est immédiat par définition de I’arrondi. o
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Ce résultat conduit a la définition suivante.

Définition 3.2.7 Soit deux réels x ety dans Rr. Il y a absorption de y par x si
lyl <[] /2.

Le résultat d’une addition apres absorption est en général le plus grand des deux opérandes.

Par exemple, en double précision, le résultat flottant de 1+ 10716 est 1 donc le résultat flottant
de (14+10716)—1 vaut 0. Ici, le phénomene d’absorption est associé & un phénomene de cancellation,
décrit ci-dessous.

Un exemple classique d’absorption se produit lors du calcul de la somme S, = >." 1/
par lalgorithme avec indices croissants Sp+1 = S, + 1/(n + 1), si bien que cette série converge
numériquement avec 'arithmétique flottante. Un changement d’algorithme avec un ordre de som-
mation différent permet de retrouver la divergence de la série. Pour plus de détails, voir par exemple

8.

3.2.7 Phénomene de cancellation

Ce phénomene se produit lors de la soustraction de deux nombres voisins. Il faut alors renormaliser
le résultat car les chiffres de gauche s’éliminent (d’olt le nom cancellation). On dit aussi élimination.
Les chiffres de droite deviennent les premiers chiffres significatifs. Si les opérandes sont exacts, la
cancellation est bénigne car la soustraction est en général exacte. Mais si les opérandes sont
entachés d’erreur, 'ordre de grandeur du résultat exact est celui des incertitudes, donc le résultat
flottant risque de n’avoir aucun sens ; la cancellation est dite catastrophique. Il faut noter que la
cancellation est un révélateur des erreurs précédentes.

Définition 3.2.8 Soit x et y deux réels dans Rr. Il y a élimination de x et y si
0<|z—yl <e/2 (2| +ly))

Soit z(1 + «) et y(1+ ) deux approximations de = et y et soit E l'erreur relative commise sur
la soustraction x — y. Alors

E = za = yb] < F, avec F' = max{|a/, ]ﬂ|}w
r—y

|z —y|

Dans le cas de cancellation, F' > 2max{|«|, |3|}/e donc 'erreur relative E risque d’étre supérieure
al.

Par exemple, en base 10, 3.1451 — 3.1449 = 0.0002 = 210~ mais, si ’'on arrondit les opérandes
A deux chiffres apres la virgule, on obtient 3.15 — 3.14 = 0.01 = 11072 soit un résultat avec deux
ordres de grandeur en trop.

De maniere générale, il y a cancellation catastrophique entre plusieurs nombres si la somme de
ces nombres est beaucoup plus petite que la somme de leurs valeurs absolues, autrement dit si

0<|Y wil<e/2() luil)
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Exemples de cancellation

Les phénomenes de cancellation se rencontrent fréquemment dans le calcul scientifique et sont la

source d’erreurs grossieres. Citons par exemple le comportement d’un missile anti-missile durant la

guerre du golfe [12], le calcul d’une racine d’une équation du second degré, le calcul de I'aire d'un

triangle par le déterminant (voir par exemple [1]). Il est parfois possible de modifier ’algorithme

pour supprimer le phénomeéne de cancellation ; I’exemple ci-dessous en est une illustration.
L’exponentielle d’'un nombre réel x est la limite de la série convergente

o0 .fL'k
exple) = 3
k=0

et peut donc étre approchée par la somme
n k

x
K
k=0

P, =

Siz < 0, les termes de la série sont de signes alternés et le résultat qui approche exp(x) est
trés petit par rapport & la somme des valeurs absolues qui approche exp(|z|) : il y a cancellation
catastrophique.

Supposons par exemple que 'on calcule £ = % par l'algorithme ¢y 1 =t x z/(k + 1) et que
Perreur d’arrondi soit telle que fl(tx) = tx(1 + o) avec ax < ce. Méme §'il n’y a pas d’erreur
d’arrondi dans la sommation, le résultat fI(P,) est tel que

[FU(Pn) — Pol < ce > |ag|/k! < ceeap(|z])
et l'erreur relative risque d’étre grande des que

cexp(|z])/exp(z)

est grand.

Six > 0 et x pas trop grand, l'erreur d’arrondi reste de I'ordre de la précision machine. Pour
x < 0, tel que |x| n’est pas trop grand, il est donc préférable de calculer exp(|x|) puis d’utiliser la
formule exp(x) = 1/exp(—x). Cet artifice permet de supprimer le phénomene de cancellation.

3.2.8 Extensions de la norme IEEE

Le calcul précis des fonctions mathématiques usuelles telles que ’exponentielle n’est toujours pas
compleétement résolu [10]. Il n’existe toujours pas de norme a ce sujet, qui reste un domaine de
recherche.

La norme IEEE définit la simple et la double précision. En fait, de nombreux ordinateurs
proposent aussi une précision étendue pour les calculs intermédiaires grace a des registres de 80
bits. L’analyse d’une approche hybride utilisant différentes précisions lors des calcul reste aussi un
sujet de recherche [9].

Parfois, il est nécessaire de garantir une tres grande précision, c’est pourquoi il existe des bib-
liotheques d’arithmétique dite multi-précision, ou la précision des calculs peut étre arbitrairement
grande [1]. Néanmoins, la précision reste finie et des erreurs d’arrondi sont inéluctables. La précision
infinie est apportée par le calcul formel tant qu’il manipule des symboles et des formules. Mais

25



I’évaluation d’'une formule se fait de nouveau en précision finie. Il est important de comprendre les
interactions entre calcul symbolique et calcul numérique [1].

Une solution sire pour garantir la précision d’un résultat est de l'inclure dans un intervalle.
L’arithmétique d’intervalles permet de réaliser ces encadrements. Afin de réduire la largeur de
I'intervalle, il est en général nécessaire d’adapter les méthodes de calcul. Voir par exemple [1, 2].

3.3 Stabilité des problemes

Nous allons maintenant étudier I'une apres I'autre les différentes sources d’erreur. La théorie de la
perturbation étudie I'impact de variations sur les données. De nombreux ouvrages traitent de cette
sensibilité aux données, voir par exemple [8, 7, 14, 4, 1].

La définition d’un probleme bien posé ci-dessous est celle de Hadamard.

Définition 3.3.1 Un probleme bien posé au voisinage de a posséde une solution unique continue
par rapport auxr donnéees dans un voisinage de a. Il est singulier sinon.

Définition 3.3.2 Soit F'(x,a) = 0 un probléme bien posé. Soit x la solution associée d a et v+ Az
la solution associée & a + Aa. On suppose que x # 0. Le probléme est stable si

1Az

a—0 « ||.73”

k(a) =

ot | Aa]| < allall

est fini. Dans ce cas, k(a) est le conditionnement relatif du probléme au point a.

Au voisinage d’une donnée ou d’une solution nulle, on utilise un conditionnement absolu. Le
conditionnement d’un probleme singulier est infini. Un probleme trés mal conditionné, c’est-a-dire
avec un grand conditionnement, est en général proche de la singularité.

La définition du conditionnement est liée au choix des métriques dans ’espace des données et
dans ’espace des solutions.

Pour « suffisamment petit, on a

1Az]| < s(a) [|z]| o+ O(a?). (3.2)

3.3.1 Lien avec le résidu

Considérons le probleme F(x) = a de solution x et soit y une solution approchée. Le résidu
r = a — F(y) peut étre considéré comme une perturbation de a puisque F(y) = a —r. Si le
probléme a un conditionnement x(a), il vient, pour ||r|| assez petit,

ly — 2l < w(a) llz]| I7[l/llall + O(lr[/*).

3.3.2 Exemple : effet papillon

Les systéemes dynamiques sont souvent modélisés par un ensemble de variables, qui évoluent selon
des lois mathématiques a partir de valeurs initiales. Dans certains cas, cette évolution est tres
sensible au choix des valeurs de départ. Il s’agit d’un probleme trés mal conditionné, voire instable
ou mal posé. La théorie du chaos permet d’étudier de tels systemes. Cette sensibilité aux conditions
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initiales s’observe indirectement par une tres grande sensibilité aux erreurs d’arrondi. En effet, les
erreurs d’arrondi agissent en quelque sorte comme une perturbation des données, voir section 3.6.

Par exemple, les conditions météorologiques sont perturbées par ce qu’on appelle communément
leffet papillon. La tres grande sensibilité aux valeurs initiales est illustrée symboliquement par un
changement de météo dii & un battement d’ailes de papillon a ’autre bout de la planete.

Cet effet papillon a été découvert par Lorenz qui avait modélisé la météo par un systeme
d’équations différentielles, dont la solution s’appelle maintenant 'attracteur de Lorenz. Si l’on
simule I’évolution de ce systéme par la méme méthode sur différents ordinateurs, on obtient des
résultats qui different de plus en plus au cours du temps, a cause des erreurs d’arrondi qui se com-
portent différemment. Voir par exemple la page Web

http://www.lactamme.polytechnique.fr/Mosaic/descripteurs/demo_14.html

Le phénomene El Nino est un exemple d’effet papillon. En effet, une inversion du courant
océanique pres des cotes d’Amérique du Sud modifie de fagon notoire le climat global, & 1’échelle
de la planete. Voir par exemple la page Web
http://www.pmel.noaa.gov/tao/elnino/nino-home.html

3.4 Stabilité et ordre des schémas de discrétisation

La deuxieme source d’erreur que nous analysons est la discrétisation d’un probleme.

Pour simuler I'évolution de systemes dynamiques par exemple, il faut résoudre un systeme
d’équations différentielles ou d’équations aux dérivées partielles. Un schéma de discrétisation définit
un probléeme approché, fonction en général d’un parametre h. L’ordre du schéma traduit la vitesse
de convergence de la solution approchée vers la solution exacte en fonction de h. Il peut arriver que
la solution approchée explose, le schéma est alors instable. Dans d’autres cas, la solution approchée
oscille, ou certains invariants ne sont plus respectés, etc.

De plus, les erreurs de discrétisation peuvent interférer avec les erreurs d’arrondi. Le choix du
parametre de discrétisation dépend alors non seulement de la précision de I'approximation mais
aussi de la précision des calculs flottants.

3.5 Convergence des algorithmes itératifs

Les problemes discrets sont ensuite résolus par une méthode qui peut étre directe ou itérative.
Dans le cas itératif, une troisieme source d’erreur vient s’ajouter. Nous considérons ici les méthodes
itératives dans ’espace vectoriel normé de dimension finie R"”. L’étude des méthodes itératives est
traitée par exemple dans [11].

Une des difficultés dans les méthodes itératives est le choix du critere d’arrét. Celui-ci doit tenir
compte des effets de 'arithmétique flottante. Il peut arriver que les erreurs d’arrondi modifient le
comportement d’'une méthode itérative.

Définition 3.5.1 Soit x;, € R™ une suite et x € R"™. La suite converge vers x silimg_o ||z — || =
0.
La suite converge linéairement vers x s’il existe un entier K et une constante ¢, 0 < c < 1, tels
que, pour tout k > K,
[Tk1 — 2| < cl|zg — 2]|.
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La suite a une convergence superlinéaire s’il existe une suite ¢ telle que
im ¢ =0 et [[zp1 — 2| < exllzg — 2.
k—o0

La suite a une convergence d’ordre au moins p > 1 si x, converge vers x et s’il existe un entier
K, une constante ¢ > 0 tels que, pour tout k > K,

241 — 2l < eflep — ]|

Une des difficultés dans les méthodes itératives est le choix du critére d’arrét. Celui-ci doit étre
relatif pour éviter les effets d’échelle, ou mieux étre un hybride relatif/absolu pour éviter aussi les
risques de non convergence.

Tres souvent, il est possible d’associer un résidu a un probléme, tel que le résidu est nul pour
la solution. Pour un systéme non linéaire F'(xz) = 0, le résidu est F'(z). Un critére d’arrét usuel est
alors

[E ()| < 7ol F(zo)]| + 7

ou 7, et 7, sont respectivement les seuils de convergence relatif et absolu.
Ce critere d’arrét est justifié par la propriété suivante qui lie le résidu F'(z) a lerreur ||z — a*||.
Cette propriété utilise la notion de conditionnement d’une matrice.

Proposition 3.5.1 Nous faisons les hypothéses suivantes :

e F est une fonction de R™ dans R™, différentiable, de matrice jacobienne F'(z).

le probléme F(x) =0 a une solution z*.

La fonction F' est Lipschitzienne de constante .

e La matrice F'(x*) est inversible.

Alors il existe ¢ tel que pour tout x, ||x —z*|| <

1 lz ="l _ [1F(@)l _ 4s(F'(@"))]lx — 27|
/ * * - - *
4 R(F" (%)) llzo —2*[| = [|F (o)l [0 — 2|
ot k(F'(x*)) = ||F'(x*) ||| F'(x*)~Y| est le conditionnement de la matrice jacobienne F'(z*).
Preuve. Voir par exemple []. o

I1 est également possible, assez souvent, d’utiliser la différence ||zx11 — x| entre deux itérés,
lorsqu’elle est liée a lerreur. Par exemple, pour une méthode a convergence linéaire, on a
A =llar — 2| < [loper — 2ill < A+ 0)l|lxk — =],
Un critere d’arrét usuel est alors
[ehsr — aill < mollen]l + 7a-

Parfois, il est nécessaire de tester la divergence de la méthode. Sil’écart ||xp4+1 — x| devient
trop grand pendant plusieurs itérations consécutives, on peut considérer que la méthode diverge.

En pratique, il est utile de limiter le nombre d’itérations pour éviter une explosion du temps de
calcul.

Les erreurs d’arrondi peuvent parfois modifier sensiblement la courbe de convergence d’un al-
gorithme, ce qui complique d’autant plus le choix d’un critere d’arrét.
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3.6 Stabilité des algorithmes directs

Nous nous plagons ici dans le cadre des algorithmes directs et nous étudions I'impact des erreurs
d’arrondi sur le résultat d’un calcul scientifique. Plus précisément, nous supposons que la solution
exacte © du probleme F(x,a) = 0 peut étre calculée en un nombre fini d’opérations arithmétiques.
Le cas de 'impact des arrondis sur les algorithmes itératifs est plus complexe. Voir par exemple
8, 4].

Nous voulons mesurer 'effet des erreurs d’arrondi. Pour cela, nous supposons que les opérations
arithmétiques usuelles sont correctes, par exemple que 'arithmétique flottante satisfait la norme
IEEE.

Soit z(¢€) la solution calculée en arithmétique flottante avec une précision e. Il existe deux fagons
de mesurer la qualité du résultat : une analyse directe et une analyse inverse.

Définition 3.6.1 Un algorithme est stable au sens direct s’il existe 1(a) tel que
[z(e) = z[|/[lz] < ¢(a) e
Un algorithme est stable au sens inverse s’il existe ¢(a) et a(e) tels que
F(x(e), ale)) = 0, avee [|a(e) —all/[[a] < d(a)e.

Proposition 3.6.1 Si le probléme est stable et si lalgorithme de résolution est stable au sens
inverse avec ¢(a) assez petit, alors l’algorithme est stable au sens direct et

lz(e) = |/l|z]| < K(a) d(a) €+ O(e). (3-3)
Preuve. La formule se déduit immédiatement du résultat (3.2). o

La formule précédente montre qu’en général la précision relative sur un résultat de calcul est
la précision machine multipliée par le conditionnement du probleme a résoudre. Le résultat risque
donc d’étre d’autant plus imprécis que le probleme est mal conditionné. Les erreurs d’arrondi sont
amplifiées sous l'effet du conditionnement.

3.6.1 Exemple : produit scalaire

Soit z € R™ et y € R" deux vecteurs non nuls et s = z’y leur produit scalaire.
Proposition 3.6.2 Le conditionnement relatif composante par composante du produit scalaire vaut
T T
w(z,y) = 20| [yl/[=" yl.

Preuve. Soit s + As = (z + Ax)T(y + Ay), avec |Az| < alz| et |Ay| < aly| alors As =
2T Ay +yT Az + AzT Ay et |As| < 2|z|T|y|a + |z|T |y|a? d’ou le résultat. o

Nous considérons I’algorithme suivant, écrit en syntaxe Matlab, qui fixe I'ordre des opérations :

ALGORITHM : Produit scalaire

s=0;
for i=1:n,

s = s+x(i) * y(i);
end ;
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Pour démontrer la stabilité numérique de cet algorithme, nous avons besoin d'un lemme tres
souvent utilisé en analyse d’erreur.

Lemme 3.6.1 Sine < 0.1 et si ;| < € alors
P (146;) =146 avec 6 < 1.06 ne
Proposition 3.6.3 Si ne < 0.1, l'algorithme est stable au sens inverse et on a

fl(zTy) = 2" (y + Ay)
|Ay| < 1.06 nely|.

Preuve. Soit s; = s;_1 + x; xy; pour ¢ > 2 et s1 = x1 xy1. Alors

fl(s1) =z * 1 (1 + ax),

fU(si) = (fU(si1) +zi* yi(1 4 q)) (1 + By),
avec |a;| < e et |5i] <,

d’ou par récurrence

Fllsa) = 1% y1(1+a1)(L+ Ba) .. (1+ o)+
o * ya(l+ a2)(1+ F2) ... (1 + Bn)+

Ty * Yn (1 4+ @)n) (1 + Bn)

et par application du lemme,

fl(s) = fl(sp) =x1%xy1(1+601) + ... + zp *yn (1 + 6,) avec |6;| < 1.06ne.

&

Une preuve similaire peut étre faite pour tout ordre de sommation, avec une constante différente.

Les erreurs d’arrondi sont donc de ’ordre du conditionnement multiplié par la précision machine.
Lorsque |27y| << |z|T|y], le conditionnement est élevé. Ce tres grand conditionnement se manifeste
par le biais d’'un phénomene de cancellation globale dans le calcul du produit scalaire. Cette
cancellation globale amplifie les erreurs d’arrondi.

3.6.2 Exemple : produit extérieur
Définition 3.6.2 Soit x € R™ et y € R" deuxr vecteurs non nuls. Leur produit extérieur est

A=ayT.

Proposition 3.6.4 Le conditionnement relatif composante par composante du produit extérieur
vaut

r(x,y) = 2| |y|"/|lzy"|.

Proposition 3.6.5 Le calcul du produit extérieur n’est pas stable au sens inverse. Il est stable au
sens direct (composante par composante) et

fl(zy?) = zy" + AA avec |AA| < €|z|y|T.

Preuve. Le résultat flottant A = fI (zyT) n’est pas en général une matrice de rang 1 donc ne peut
étre égal & (z + Az)(y + Ay)T. Par contre, A;; = z;y;(1 + ayj) avec |a;;] < e donc A = A+ AA
avec |AA|;; < |zi|yjle. o
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Chapter 4

Résolution de systemes linéaires
carrés

Ce chapitre a pour objet les matrices carrées et les systemes linéaires de n équations & n inconnues.
Il définit les notions de matrice inversible et de matrice singuliere. Il rappelle les algorithmes de
résolution d’un systeme linéaire. Le chapitre suivant étudiera les matrices rectangulaires de rang
plein et définira les algorithmes de résolution des problemes aux moindres carrés de m équations a
n inconnues, avec m > n.

4.1 Inverse d’une matrice

Théoréme 4.1.1 A € R™*" sont équivalents :

A est inversible : il existe une matrice notée A7, telle que AA™' =1 (et A7'A=1),
det(A) # 0,

rang(A) = n,

le systéme linéaire Ax = b a une solution pour tout b,

si le systéme linéaire Ax = b a une solution, elle est unique,

Im(A) =R",

ker(A) = {0}.

Preuve. rang(A) = n équivaut a Im(A) = R"™, ce qui équivaut aussi dire que le systéme Az = b
a une solution pour tout b. D’autre part, rang(A) = n équivaut a ker(A) = {0}, aussi a dire que
si le systeme a une solution, elle est unique.

Si rang(A) = n, soit Cb la solution unique du systeme Ax = b, alors ACb = b,¥b donc AC =1
et CAx = Cb = x,Vr donc CA = I et A est inversible d’inverse C'.

Réciproquement, si A est inversible alors AA~1b = b, Vb donc le systeéme Az = b a une solution
pour tout b.

On admet que A inversible équivaut a det(A) # 0.

o

Définition 4.1.1 Une matrice carrée non inversible est dite singuliére. Une matrice inversible est
dite non singuliére.
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Proposition 4.1.1 Si A et B sont inversibles, alors AB est inversible et (AB)~! = B~1A~L,
Si A est inversible, alors AT est inversible et (AT)~! = (A=1)T = AT,

Preuve. (AB)(B™'A™1Y) = A(BB Y)A™! = AIA™! = I donc AB est inversible d’inverse
B~tA-L
AT(AHT = (A 1A)T = 1. o

La méthode qu’on utilise souvent pour la résolution symbolique d’un systéme linéaire utilise le
déterminant et les formules de Cramer. Cette méthode est & proscrire pour la résolution numérique.
En effet, d’une part le nombre d’opérations est tres élevé car chaque calcul de déterminant a une
complexité en O(n!), ce qui est prohibitif. D’autre part, les erreurs d’arrondi se propagent de
maniere catastrophique, & cause du phénomene d’élimination qui risque de se produire dans le
calcul des sommes alternées.

Il existe d’autres méthodes adaptées au calcul numérique, qui sont basées sur une transformation
de la matrice dite factorisation et sur la résolution de systemes particuliers. Nous allons voir d’abord
ces cas particuliers, puis les algorithmes de factorisation.

4.1.1 Matrices particulieres

Proposition 4.1.2 SiQ est orthogonale, alors Q est inversible et Q' = Q. Résoudre un systéme
avec une matrice orthogonale est une opération BLAS2, avec 2n? + O(n) opérations.

Une matrice diagonale D = diag(d;) est inversible si et seulement si d; # 0 et l'inverse de D est
la matrice diagonale D™ = diag(1/d;). Résoudre un systéme diagonal est une opération BLASI,
avec n opérations.

Une matrice triangulaire L est inversible si et seulement si L;; # 0 et linverse de L est trian-
gulaire. Résoudre un systéme triangulaire est une opération BLAS2, avec n?/2 4 O(n) opérations.

Preuve. Si Q est orthogonale, alors Q7Q = I donc Q! = Q.

Si D est diagonale, Dx = b équivaut a d;x; = b;,¢ = 1,...,n, a une solution pour tout b si et
seulement si d; # 0,7 = 1,...,n ; la solution vaut z; = b;/d; donc D=1 = diag(1/d;).

Si L est triangulaire inférieure, alors le systeme Lx = b s’écrit l1121 = by, Z]-Q- lijej + Ly =
bi,i = 2,...,n et a une solution pour tout b si et seulement si l;; # 0 ; la solution vaut x; =
bi/lir, zi = (b — ZKZ- lijzj)/lii, i = 2,...,n donc x; ne dépend que de bj,j < i et L~ est triangu-
laire inférieure.

o

4.2 Résolution d’un systeme linéaire

On considere un systéme linéaire de n équations & n inconnues, qui a une solution unique, autrement
dit le systeme Ax = b, avec A inversible. Nous étudions maintenant la factorisation de la matrice
qui permet de transformer le systeme de départ en deux systémes triangulaires.

Théoréme 4.2.1 Soit A € R™*"™ une matrice inversible. Alors il existe une matrice de permutation
P, une matrice L triangulaire inférieure avec Ly = 1 et une matrice triangulaire supérieure U
tnversible telles que

PA=LU (4.1)
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L’égalité (4.1) est appelée la factorisation de Gauss de A avec pivot partiel. La factorisation de
PA existe et est unique.

Preuve. admis o

Le choix de la matrice de permutation P n’est pas unique; il existe plusieurs algorithmes, dits
stratégies de pivot, qui sont basés sur I’analyse des erreurs d’arrondi. Voir paragraphe ci-dessous.
L’algorithme de résolution d’un systeme linéaire comporte les étapes suivantes:
Factorisation de Gauss avec pivot partiel

étape bibliotheque nombre d’opérations
factoriser PA = LU LAPACK (utilise BLAS3) 2n3/3 4 O(n?)
résoudre Ly = ¢ BLAS2 O(n?)

résoudre Dz =y BLAS1 O(n)

résoudre LTz = 2 BLAS2 O(n?)

L’algorithme a ainsi une complexité polynomiale cubique, ce qui permet de résoudre des systemes
avec plusieurs milliers d’inconnues. De plus, si on résout plusieurs systéemes avec la méme matrice et
des seconds membres différents, on n’effectue la factorisation qu’une fois. On a donc une complexité
cubique pour le premier systeme puis quadratique pour les systémes suivants.

Si la matrice est symétrique, on peut parfois utiliser une variante de Gauss, sous la forme

A=LDLT, (4.2)

ou L est une matrice L triangulaire inférieure avec L;; = 1 et D est une matrice diagonale D
inversible. Cette factorisation n’existe pas toujours. Nous allons voir maintenant un cas important
ou elle existe.

4.2.1 Cas des matrices symétriques définies positives

Définition 4.2.1 Soit A € R™"™ une matrice symétrique d’ordre n, alors A est définie positive si
et seulement si

Ve, ¢ # 0, 2T Az > 0,

et est semi-définie positive si et seulement si
Vo, T Az > 0.

Un exemple qui sera utile dans la suite est celui des matrices AT A.

Proposition 4.2.1 Soit A € R™ ", alors la matrice AT A est symétrique semi-définie positive.
Elle est définie positive si et seulement si rang(A) = n.

Preuve. Vy, y7 (AT A)y = (Ay)T (Ay) = || Ay||3 > 0 donc AT A est semi-définie positive.
rang(A) = n < ker(A) = {0} & Yy #0, Ay # 0 & Yy # 0, ||Aylla > 0 <& AT A définie
positive. o

La factorisation des matrices symétriques définies positives est toujours possible.
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Théoréme 4.2.2 Soit A € R™ ™ une matrice symétrique définie positive. Alors il existe une
unique matrice L triangulaire inférieure avec L; = 1 et une unique matrice D diagonale avec
d; > 0, telles que

A=LDL" (4.3)

L’égalité (4.3) est appelée la factorisation de Cholesky de A et la matrice L est appelée le facteur
de Cholesky de A.
Preuve. admis. o
Soit S la matrice diagonale définie par s; = v/d; et L = LS; alors
A=LDL" =TL".

Cette variante, qui est aussi appelée factorisation de Cholesky, est moins utilisée que la précédente
car elle nécessite le calcul de racines carrées.
L’algorithme de résolution d’un systéme linéaire avec une matrice symétrique définie positive
comporte ainsi les étapes suivantes:
Factorisation de Cholesky

étape bibliotheque nombre d’opérations
factoriser A = LDLT LAPACK (utilise BLAS3) n?/3 + O(n?)
résoudre Ly = b BLAS2 O(n?)

résoudre Dz =y BLAS1 O(n)

résoudre LTz = z BLAS2 O(n?)

On constate qu’on a réduit de moitié le nombre d’opérations de la factorisation, qui est le terme
prédominant.

4.3 Analyse des erreurs pour un systeme linéaire

4.3.1 Stabilité numérique de Gauss et de Cholesky

La matrice de permutation P dans la factorisation de Gauss permet d’éviter des divisions par 0 et
de garantir 'existence de L et U. En fait, pour réduire les erreurs d’arrondi, on choisit la matrice
P pour éviter des divisions par de petits nombres; dans la stratégie de pivot partiel, on choisit ainsi
le diviseur le plus grand possible (en valeur absolue), grace a une permutation des lignes. On peut
alors faire une analyse de la propagation des erreurs d’arrondi et on obtient le résultat suivant:

Théoréme 4.3.1 Soit A € R™ "™ une matrice symétrique définie positive et PA = LU la factori-
sation de Cholesky. On résout le systéeme Ax = b par l'algorithme de Gauss avec pivot partiel. Le
résultat obtenu y est solution du systeme perturbé

(A+E)y =05

avec || E||oo < cpl|A||oc€, 0t ¢ est une constante (qui dépend de n) et p, qui est appelé le facteur de
croissance, dépend des valeurs calculées au cours de l’algorithme.

Dans le cas des matrices symétriques définies positives, on montre qu’il n’y a pas besoin de
stratégie de pivot; on obtient le résultat suivant apres analyse des erreurs d’arrondi:
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Théoréme 4.3.2 Soit A € R™ ™ une matrice symétrique définie positive et A = LL" la factori-
sation de Cholesky. On résout le systeme Ax = b par l'algorithme de Cholesky. Le résultat obtenu
y est solution du systéme perturbé

(A+E)y=5

avec ||E||2 < ¢||A|2¢, ot ¢ est une constante (qui dépend de n).

Les erreurs d’arrondi ne calculent pas la solution exacte, mais la solution d’un probléme per-
turbé, ou la perturbation E de la matrice est bornée par la précision machine. Il n’y a pas explosion
des erreurs d’arrondi, on sait borner les perturbations. On dit que les algorithmes de Gauss avec
pivot partiel et de Cholesky sont stables au sens inverse. Ensuite, une analyse de perturbation
permet de borner ’erreur sur la solution.

4.3.2 Analyse de perturbation d’un systeme linéaire

Ici, nous étudions 'erreur induite sur la solution d’'un systeme linéaire, suite a une perturbation
de la matrice et du second membre. Nous introduisons d’abord la notion de conditionnement de
la matrice. Nous verrons au chapitre sur la SVD comment relier ce conditionnement aux valeurs
singulieres.

Définition 4.3.1 Soit A € R™*" avec rang(A) = n, c’est-a-dire A inversible. Le conditionnement
de la matrice A pour les systémes linéaires est défini par cond(A) = || Al|2||A~12.

Nous établissons & quelle condition suffisante la matrice A + F est inversible.

Lemme 4.3.1 Si ||F|j2 < 1 alors (I + F) est inversible et ||(I + F)™1|2 < ﬁ

Preuve. admis. o

Proposition 4.3.1 Soit E telle que ||E||2 < a|Al|2 et cond(A)a < 1 ; alors A+ E est inversible
et

1
Ty < —
1T+ ATE) 2 < 1 — acond(A)

Preuve. [[A7'E|s < [[(A7Y2]|Ell2 < cond(A)a < 1 donc d’apres le lemme, I + A™'E est
inversible et en multipliant par A, on en déduit que A + E est inversible.
Il suffit d’appliquer le lemme pour obtenir 'inégalité cherchée. o

Nous calculons une borne pour ’erreur sur la solution, qui utilise le conditionnement et les
amplitudes des perturbations.

Théoréme 4.3.3 Soit A € R™*" une matrice inversible; E telle que | El||2 < a||Al|2 et cond(A)a <
1 ; Soit b # 0; e tel que |le|la < B|b||2 soit x la solution du systéme Ax = b+ e, y la solution du
systéme (A+ E)y = b+e. Alors

ly—all _ __cond(4)

ol = 1= aconad @9
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Preuve. On va calculer y —z, ona Ay+ Ey =b+e = Ax+edou A(ly —z) = —Ey+e et
y—x=—-A"1(Ey—e) donc

ly = 2ll2 < cond(A)(alyll2 + Blz[l2)-

Il reste a majorer |ly||2 en fonction de ||z||2.
Ona Al + A7'E)y = Az + e dotty = (I + A'E)"}(x + A7'e) et d’apres la proposition
précédente

vl < T ooy L+ Beond(A)el

On obtient ainsi le résultat du théoreme. o

Corollaire 4.3.1 Avec les hypothéses du théoréme,

1Elz | llell2

M < O(cond(A))( | All2 ||b||2)

]2

L’erreur relative sur la solution est majorée par un terme de l'ordre de la perturbation relative sur
les données multipliée par le conditionnement de la matrice.

Comme pour le cas général, il est possible de faire le lien avec le résidu r = b— Ay, en choisissant
e=—-ret =0

Corollaire 4.3.2 Le résidu r = b — Ay vérifie

M = O(cond(A))

EL (4.4)

Il est possible d’affiner ce résultat en déterminant une perturbation de la matrice, la plus petite
possible.

Théoréme 4.3.4 Soit Ax = b un systéme linéaire d’ordre n et soit y € R™. Soit
S =A{a, il existe AA, Ab, ||AA] <a |4, ||Ab]| < «a|bll, (A+AA)y =b+ Ab}
Soit

16— Ayll

p=— "2 45
TATT+ 161 (4:5)

Sincond(A) < 1 alors minges = 7.

Preuve. Soit r =b— Ay et soit a € S. Alors

(A+AA)y = b+ Ab,

r=AAy — Ab,
Il < el Allllyll + 161D,
donc 1 < a.
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Réciproquement, soit

_ ., AL T el
AA =0 g 7Y Ab = =y
Alors [|AA]l = nl|All, [|Ab]| = nl[b]|.
(A+AA)y=0b— WTI b+ Ab,

[+l
donc n € S.

Donc 7 est le minimum de S. o

En combinant les deux théoremes précédents, on obtient une estimation d’erreur pour la solution
calculée y.

Corollaire 4.3.3 Soit x la solution du systéme linéaire Ax = b et soit y une solution calculée telle
que ncond(A) < 1, ou n est défini par (4.5). Alors

o=yl _, cond(4)

2] = “1—neond(A)" (4.6)

Le calcul de ||7|| puis 7 et une estimation du conditionnement cond(A) permettent donc d’estimer
une borne de Ierreur sur la solution.

4.3.3 Précision de la résolution d’un systeme linéaire

En combinant les résultats sur 'analyse inverse de stabilité de Gauss ou Cholesky, puis les résultats
sur ’analyse de perturbation des systemes linéaires, on obtient une majoration de ’erreur relative
sur la solution.

Proposition 4.3.2 Soit x la solution du systéeme linéaire Ax = b et soit y la solution calculée
avec 'algorithme de Gauss avec pivot partiel, en utilisant une arithmétique flottante de précision
€. Alors

x [R—

I =yl — o conaae) (4.7)

[E4]P;
En général, cette borne est atteinte et ’erreur relative sur la solution est de 'ordre de la précision
machine multipliée par le conditionnement. Le conditionnement est le facteur qui dégrade la
précision.

37



38



Chapter 5

Probléemes aux moindres carrés - cas
du rang plein

Soit A € R™*™ et b € R™. Le probléeme aux moindres carrés est de trouver
z € R", tel que ||[b — Az]2 est minimum (5.1)

L’objet de ce chapitre est d’étudier les problemes aux moindres carrés dans le cas ou la matrice
A est de rang plein. Il introduit la notion de pseudo-inverse d’une matrice rectangulaire de rang
plein qui généralise la notion d’inverse. Pour plus de détails, voir par exemple [7, 3].

5.1 Existence et unicité d’une solution

Ce paragraphe montre I'existence d’une solution et définit les conditions d’unicité.

5.1.1 Existence d’une solution dans le cas général

Définition 5.1.1 Le résidu estr = b — Ax.

Théoréme 5.1.1 Le probléme (5.1) a au moins une solution.
Soit b= by + by, avec by € Im(A) et by € Im(A)*.
L’ensemble des solutions est {x € R", Ax = b, }.

Preuve. b = by + by, avec by € Im(A) et by € Im(A)t. Alors b — Az = (b — Ax) + by et
|b— Az|% = ||by — Az||3 + ||b2]|2 donc ||b — Az||s > ||b2|l2. Soit x tel que Ax = by, alors ||b — Az|2
est minimum. Donc il existe au moins une solution.
Réciproquement, soit x tel que ||b— Az||2 est minimum, alors ||[b— Ax||2 = ||b2]|2 et ||by—Azx||2 = 0
d’ou Az = b;.
o

Proposition 5.1.1 z est solution de (5.1) si et seulement si le résidu r est dans l'orthogonal de
Uimage de A, ssi ATr = 0.
Le probléme (5.1) est équivalent a

(AT A)z = ATb (5.2)
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Preuve. Si z est solution, alors Az = by et b — Az = by € Im(A)*+ = ker(A)T.

Réciproquement, si € Im(A)*, alors ATr = 0 donc AT(Az —b) = AT(Az — b;) = 0 d’ou
Az — by € Im(A) N Im(A)* et Az = by et x solution de (5.1).

Alr =0 e AT Az = ATb. o

5.1.2 Condition d’unicité de la solution

Proposition 5.1.2 La solution est unique si et seulement si rang(A) = n.
Preuve. La solution est unique ssi Az = b; a une unique solution ssi rang(A) = n. o

Proposition 5.1.3 On a rang(A) = rang(ATA). Soit m > n, alors rang(A) = n < (AT A)
inversible.

Preuve. y € ker(A) = y € ker(ATA), et y € ker(ATA) = yTATAy =0 = ||yl = 0= Ay =
0 = y € ker(A). Donc ker(A) = ker(AT A) et rang(A) = rang(AT A).
Soit m > n alors rang(A) = n < rang(AT A) = n < AT A inversible. o

Définition 5.1.2 Soit m > n et rang(A) = n. La pseudo-inverse de A est
AT = (AT A)~1AT (5.3)
Proposition 5.1.4 Soit m > n et rang(A) = n. L’unique solution de (5.1) est
= A (5.4)

Preuve. évident o

5.2 Equations normales

Le systeme (5.2) est appelé systeme des équations normales. Nous allons construire un algorithme
de résolution du probleme (5.1) a 'aide de (5.2).
Pour cela, nous étudions les propriétés de la matrice symétrique AT A.
L’algorithme de résolution de (5.1) par les équations normales est le suivant :
Equations normales

étape bibliotheque nombre d’opérations
calculer B=ATA  BLAS3 mn(n + 1)

calculer ¢ = ATb BLAS2 2mn

factoriser B = LLT LAPACK (utilise BLAS3) O(n3/3)

résoudre Ly = ¢ BLAS2 O(n?)

résoudre LTz =y  BLAS2 O(n?)

Le cofit total est donc en mn? + n3/3 + O(mn), en particulier si m >> n, le cofit total est en
mn? + O(mn).
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5.3 Factorisation QR

Nous allons voir maintenant une autre méthode de résolution du probleme (5.1), qui n’utilise pas les
équations normales. Ensuite, nous comparerons les complexités et les précisions des deux méthodes.

Théoréme 5.3.1 Soit A € R™*™ m > n. Il existe une matrice orthogonale Q@ = (Q1 Q2) € R™*™
avec Q1 € R™*™ et une matrice triangulaire supérieure R € R™™™ avec Ry > 0 telles que

R
A—Q<0>—Q1R (5.5)
L’équation (5.5) est appelée factorisation QR de A.
Preuve. admis o
Proposition 5.3.1 Soit Q = (Q1 Q2) et R les matrices de la factorisation QR.
Alors ker(A) = ker(R) et rang(A) = rang(R).
Si rang(A) = n, alors R est inversible et Im(A) = Im(Q1), Im(A)* = Im(Q2).

Preuve. Ar =0« Q1Rr =0« Rx =0 donc ker(A) = ker(R) et rang(A) = rang(R).
Si rang(A) = n, alors rang(R) = n donc R est inversible.
De plus, Im(A) = Im(Q1) d'ou Im(A)* = Im(Q1)* = Im(Q2). o

Le résultat suivant fait le lien avec la factorisation de Cholesky de AT A.

Proposition 5.3.2 Si rang(A) = n alors les matrices Q1 et R dans la factorisation A = Q1R
sont uniques : RT est le facteur de Cholesky de ATA et Q1 = AR™'. On a donc la factorisation
de Cholesky AT A = RTR.

Preuve. Si rang(A) = n, alors AT A est définie positive et R est inversible. Si A = Q1R,
alors ATA = RTR avec R;; > 0 donc par unicité de la factorisation de Cholesky, R = LT d’ou
Q1= AL™T. <

Remarque 5.3.1 Il n’y a pas unicité de la matrice Qs.
Nous pouvons maintenant résoudre le probleme (5.1).
Théoréme 5.3.2 Sirang(A) =n, soit A = Q1 R, le probléme (5.1) est équivalent au systéme
Rz =QTb (5.6)

Preuve. Soit b= by + by avec by € Im(A) et by € Im(A)*, alors by = Q1Q7b et by = Q2Q1 0.

Le probleme (5.1) équivaut & Az = by donc a Q1 Rx = QlQlTb donc & Rx = QlTb.

On peut aussi vérifier que b — Az|3 = |Q1(QT6— Re) + QaQF0|3 = 1076 — Re |3 + 1QF8]3
donc que ||b — Az||2 est minimum si et seulement si Rz = QTb, le minimum valant ||Q%b||z. o

Proposition 5.3.3 Si rang(A) = n, la pseudo-inverse de A vaut AT = R7'QT.

Preuve. Pour tout b, I'unique solution de (5.1) vaut AT et R~1Q7Tb.
On peut aussi vérifier que AT = (ATA)"'AT = (RTR)™'RTQT = R~'QT. o
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L’algorithme de résolution de (5.1) par la factorisation QR est le suivant :
factorisation QR

étape bibliotheque nombre d’opérations
factoriser A = QiR LAPACK (utilise BLAS3) 2mn? — 2n3/3
calculer ¢ = QTb BLAS2 O(mn)

résoudre Rx = c BLAS2 O(n?)

Le coiit total est donc en 2mn? — 2n3/3 + O(mn), en particulier, pour m >> n, il est en
2mn? + O(mn).

Donc, lorsque m >> n, la factorisation QR nécessite deux fois plus d’opérations que les
équations normales.

D’un autre coté, nous allons voir ci-dessous que la factorisation QR est en général plus précise
que les équations normales.

5.4 Analyse d’erreur pour les problemes aux moindres carrés de
rang plein
5.4.1 Stabilité numérique de la factorisation QR

Théoréme 5.4.1 Soit y le résultat obtenu lorsqu’on exécute l’algorithme de factorisation QR.
Alors y est solution du probleme aux moindres carrés

min |[(A+ E)y — (b+e)l2
avec ||E||2 < ¢||Al|2€ et |le|la < ¢||b]|2€ ot ¢ est une constante.

Comme pour Gauss et Cholesky, on montre que QR est stable au sens inverse; a cause des
erreurs d’arrondi, on résout un probleme perturbé, avec une amplitude de perturbation bornée par
la précision machine.

5.4.2 Analyse de perturbation et conditionnement

Comme pour les systemes linéaires, nous introduisons la notion de conditionnement.

Définition 5.4.1 Soit A € R™*" aqvec rang(A) = n. Le conditionnement de la matrice A pour les
problémes aux moindres carrés est défini par cond(A) = || All2||AT||2.

Dans ce qui suit, A € R™*™ avec m > n et rang(A) = n. Nous donnons une condition
suffisante pour qu’une matrice perturbée A + E reste de rang plein. Ensuite, nous donnons un
résultat d’analyse de perturbation.

Proposition 5.4.1 Soit E telle que |Ell2 < a|All2 et cond(A)a < 1; alors rang(A + E) = n.
Preuve. admis. o

Théoréme 5.4.2 Avec les mémes hypotheses et |lella < B||bll2, soit x la solution du probléeme
min | Az — b||2 avec r =b — Az et y la solution du probléme min ||[(A+ E)y — (b+ e)||2 ; alors

ly —=lla _ _ cond(A) 1612

[zl 1= acond(A) [Al2

1712

[(1+ cond(A) 14l

[]l2)a +

gl.
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Preuve. admis. o
Remarque 5.4.1 Dans le cas des systémes linéaires, on a r = 0.

Corollaire 5.4.1 Avec les hypothéses du théoréme, on distingue deux cas :

si ||r||2 est petit ly=zll2 O(cond(A)) max(a, ),

\xH2 -

v=clz — O(cond(A)?) max(a, B).

St HTHQ est g'fand W =

L’erreur relative sur la solution est de l'ordre de la perturbation relative sur la matrice multipliée
par le conditionnement de la matrice si la norme du résidu est petite ou par le conditionnement au
carré si la norme du résidu est grande.

5.4.3 Précision d’une résolution de probleme aux moindres carrés de rang plein

Nous énoncons un résultat qui sera prouvé dans le chapitre sur la SVD.

Proposition 5.4.2 cond(AT A) = cond(A)?.
Soit A = Q1R alors cond(A) = cond(R).

Théoreme 5.4.3 Soit y le résultat obtenu par l’algorithme des équations normales appliqué au
probléme des moindres carrés. On suppose que les étapes de calcul de AT A et de ATb se font sans
erreur. Alors

Iy =2l _ 5 cond(ay2ye.
12

Preuve. On applique d’abord I’analyse de stabilité a 1'algorithme de Cholesky avec la matrice

AT A puis on applique le théoreme sur le conditionnement des systemes linéaires avec cond(AT A) =
cond(A)?. o

Théoréeme 5.4.4 Soit y le résultat obtenu par l’algorithme de la factorisation QR appliqué au
probleme des moindres carrés. On suppose que les étapes de calcul de ¢ = QT'b et de R™'c se font
sans erreur. Alors deux cas sont possibles :

si |72 est petit W = O(cond(A))e,

st ||r||2 est grand ?T';ﬁc!'? = O(cond(A)?)e.

Preuve. Il suffit d’appliquer les théoremes précédents. o

On constate que la méthode de factorisation QR est plus précise que la méthode des équations
normales lorsque la norme du résidu est petite. Il peut donc étre intéressant d’utiliser cette méthode,
bien que sa complexité soit le double de la complexité des équations normales.
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Chapter 6

Décomposition en Valeurs Singulieres

Ce chapitre introduit la Décomposition en Valeurs Singulieres (Singular Value Decomposition,
abrégée en SVD). Auparavant, nous rappelons la notion de diagonalisation d’une matrice.
6.1 Diagonalisation d’une matrice carrée

Définition 6.1.1 Deux matrices carrées A et B sont semblables s’il existe une matrice inversible

X telle que A= XBX 1.

La matrice X peut étre considérée comme une matrice de changement de base; les matrices A et
B représentent la méme application linéaire dans la base canonique et la base X.

Proposition 6.1.1 Deuxr matrices semblables ont le méme polynéome caractéristique. FElles ont
donc le méme spectre et leurs vecteurs propres sont transformés par le changement de base.

Définition 6.1.2 Une matrice est diagonalisable si elle est semblable a une matrice diagonale.

Proposition 6.1.2 Une matrice A est diagonalisable si et seulement s’il existe une base V de n
vecteurs propres; on a alors A= VDV~ ou D = diag()\;) est la matrice diagonale constituée des
n valeurs propres.

Preuve. A=VDV~!& (AV = VD etV inversible) < (Av; = \jv;,i = 1,...,n) et V inversible.
o

Toutes les matrices ne sont pas diagonalisables; nous allons étudier maintenant la multiplicité
des valeurs propres pour caractériser les matrices diagonalisables.

Définition 6.1.3 La multiplicité algébrique d’une valeur propre est sa multiplicité dans le polynome
caractéristique; si la racine est simple, la valeur propre est simple, sinon la valeur propre est

multiple.

Définition 6.1.4 La multiplicité géométrique d’une valeur propre X\ est la dimension du sous-
espace vectoriel ker(A — A\I). Elle est au plus égale a la dimension algébrique.
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Définition 6.1.5 Une valeur propre est semi-simple si sa multiplicité géométrique est égale a sa
multiplicité algébrique; c’est une valeur propre défective sinon.

Proposition 6.1.3 Les valeurs propres de deuxr matrices semblables ont la méme multiplicité
géométrique.

Proposition 6.1.4 Une matrice est diagonalisable si et seulement si toutes ses wvaleurs propres
sont semi-simples.

6.1.1 Diagonalisation des matrices symétriques

Théoréme 6.1.1 Les valeurs propres d’une matrice symétrique A sont réelles. Il existe une base
orthonormée V' de vecteurs propres réels. On a donc

A=VvDVT.
Preuve. admis. o

Proposition 6.1.5 Une matrice symétrique A est semi-définie positive si et seulement si ses
valeurs propres sont positives ou nulles. FElle est définie positive si et seulement si ses valeurs
propres sont strictement positives.

Une matrice symétrique est diagonalisable, avec de plus une base orthonormée de vecteurs
propres. Dans le cas non symétrique, les valeurs propres peuvent étre complexes, la matrice est
alors diagonalisable dans ’ensemble des complexes si les valeurs propres sont semi-simples; la
matrice n’est pas diagonalisable s’il existe une valeur propre défective.

6.2 Décomposition SVD (Singular Value Decomposition) d’une
matrice rectangulaire

Nous allons voir maintenant une décomposition qui généralise la diagonalisation et qui existe pour
toute matrice rectangulaire.

Théoréme 6.2.1 Soit A € R™*" et p = min(m,n).
Il existe U € R™*™ orthogonale, il existe V. € R"™™ orthogonale, il existe o1 > oo > g, > 0,
Y1 = diag(o1, 02,0,) € RP*P matrice diagonale, tels que

stn > m, Z:(Zl O)

simZn,E:(%l)

A=UxVT (6.1)

et

Les valeurs singulieres o; sont uniques.

Si les valeurs singuliéres sont toutes distinctes, les vecteurs singuliers a gauche w; et & droite v;
sont uniques.

o1 = [[All2 = max),—1 [|Az]l2.
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Preuve. Si A=UXVT alors ||Al|2 = ||X||2 = o1. Donc si la décomposition existe, oy est unique.
On va montrer I'existence de la décomposition.

Soit g1 = ||A||2 et v1 tel que ||U1||2 == 1, ||U1”2 = 1,AU1 = 0o1u1.
Soit Uy = (u1, X) et Vi = (v1,Y) deux matrices orthogonales d’ordre m et n (théoreme de la base
incomplete).

T T T T
T AR _( upAvr wAY \ [ o1 w
UlAVl_<XT>A(”1 Y)_<XTAU1 xTay )~ 0 B
On va montrer que w = 0.
On a U AVA[l2 = [|All2 = o1.
Soit x = ( (;j ) et y = (U{ AV1)z. Alors
I2]13 = of +whw > of et |lyll2 < U] AVillz]z]l2 = o122
_ [ 01 w? o1\ U%erTw

Y=\ o B w ) Bw

donc ||yllz > 0% + whw = ||z||3 d’ott ||z < o1 et w = 0.

Donc
UlTAV1:<Ul 0 >

D’autre part,

0 B

Nous allons maintenant faire une preuve par récurrence.
Si A=ucRP*! ou A =v" € RI*P alors la décomposition existe.
On a B € Rm=Dx(n=1)  Supposons que B = UsXo Vil . Soit

B 10 B 1 0 (o 0
oo ) vnow )= (05)

alors U et V sont des matrices orthogonales et
A=Uuxvt

On a g9 = ”BH2 S g1.
Il reste & montrer 'unicité des vecteurs singuliers. On I’admet ici. o

Nous avons obtenu une caractérisation de la norme euclidienne de la matrice A: la norme
euclidienne d’une matrice quelconque est sa plus grande valeur singuliere.

Remarque 6.2.1 Si A est symétrique, la diagonalisation de A définie par A = VDVT n’est pas
une SVD. En effet, les valeurs singuliéres sont positives et sont les valeurs absolues des valeurs
propres de A. Par contre, si A est symétrique semi-définie positive, les valeurs propres sont positives
(ou nulles) et la SVD coincide avec la diagonalisation.
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6.2.1 SVD réduite. Rang, image et noyau

Les résultats suivants permettent de caractériser le rang, I'image et le noyau de A et AT. Ils
serviront & caractériser la pseudo-inverse de A.

Proposition 6.2.1 Soit r le nombre de valeurs singulieres non nulles. Soit Uy et V1 les r premiers
vecteurs singuliers
U = (u1,...,up) et Vi = (v1,...,v.). Soit D la matrice diagonale D = diag(oy...0,). Alors

T
A= UlDVIT == ZUJUJU]T'
J=1

Cette décomposition s’appelle la SVD réduite.

Proposition 6.2.2 Soit U = (U; Us2) avec Uy = (Upi1,-..,um) et V = (Vi Vi) avec
Vo = (Up41,...,0p). Alors

Im(A) = Vect(Uy) et ker(A) = Vect(Va),

Im(AT) = Vect(V1) et ker(AT) = Vect(Uy),

rang(A) =r.

Preuve.

D 0 %0 DV[T
s (5 3) (5 )i (P ) vt

On a démontré la SVD réduite. On peut aussi I’écrire sous la forme suivante:

,
A= UlDVlT = (uq...uy)diag(oy ...op) (v .. .vT)T = (uy...u)(o107 . .. O‘TUT)T = Zajujvf.
j=1

y € Im(A) & y=U(DV )z =y € Vect(Uy)
y € Vect(Uy) = y = Uyz, soit z = V1D~ 1z alors Az = U1 DV V1D~ 2 = Uz = y donc y € Im(A).
Donc Im(A) = Vect(Uy).

v € ker(A) &« UilDVlz =0 DVilz =0 Vs =0< 2 LV} & o € Vect(V). Donc
ker(A) = Vect(Va).

Im(AT) = ker(A)* = Vi+ = Vect(V7),
ker(AT) = Im(A)t = Ui = Vect(Uy).

rang(A) = dim(Vect(Uy)) = r. ©

Nous avons obtenu une caractérisation du rang d’une matrice: le rang de la matrice A est le
nombre de valeurs singulieres non nulles.

6.3 Approximation de rang k et rang numérique

La SVD permet aussi de déterminer des approximations d’une matrice afin de simplifier la résolution
d’un probleme. Elle permet aussi de calculer ce qu’on appelle le rang numérique d’une matrice.
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Théoreme 6.3.1 Soit r = Tcmg(A) et o1 > 0, > 0= 0,41 = 0y les valeurs singuliéres de A.

Soit k <1 et Ay =Sk

i1 a]uj . Alors rang(Ag) =k et

A-A = min A—Bllo =011
A=Al = min A= Bla = o

Autrement dit, Ay est la meilleure approximation de A avec un rang k.

Preuve. Les valeurs singulieres de A sont 0;,i = 1,...,k et 0 donc rang(Ax) = k. On a

.
A=Ay = > ojuyvf, done A= Agllz = 0.
j=k+1

Soit B une matrice de rang k, alors dim(ker(B)) = n—k. Puisque dim(Vect(vi,...,vp41)) = k+1,

il existe z # 0 tel que z € ker(B) N Vect(vi,...,vg4+1) donc tel que Bz=0etz= Z;Hll (v 2)vj,
soit, sz =0,j>k+1 Alors (A-B)z = Az =377 10Juj =2 +1 O']UJ’U z et ||Az|% =
k 1 k+1
Zj+1 UJQ(U] 2)? > Uk+1 Z i (UJTZ)Q = UI%HHZH%- Donc
A—B)z 2
- Bl > MA-DEl 5
12l

o
Le rang d’une matrice est le nombre de valeurs singulieres non nulles. Numériquement, il est
difficile de déterminer si une tres petite valeur calculée est nulle. On introduit la notion de rang
numérique.
Définition 6.3.1 Le rang numérique associ€ a la tolérance & est lentier k tel que
k = min(rang(B), ||A — B2 < 9).
Par application du théoreme précédent, on peut caractériser k :
Proposition 6.3.1 Le rang numérique de A vaut k si et seulement si
012 ...0,>0> 011> ... Op.

Preuve. Il suffit d’appliquer le théoréme et la définition ci-dessus. o

En pratique, il peut étre difficile de choisir correctement la tolérance 9.

6.4 Calcul de la SVD

Nous montrons d’abord que tout algorithme de calcul doit étre itératif.

Proposition 6.4.1 Les carrés des valeurs singuliéres de A sont des valeurs propres de ATA €
R™¥™ et de AAT € R™X™. Les autres valeurs propres, s’il y en a, sont nulles.
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Théoréme 6.4.1 Pour min(m,n) > 5, le calcul des valeurs singuliéres d’une matrice de R™*"
doit se faire par un algorithme itératif.

Preuve. Les carrés des valeurs singulieres sont racines des polynomes caractéristiques de AT A
de degré n et de AAT de degré m. Or, d’apres la théorie de Galois, il est impossible de calculer
par formules les racines d’'un polynéme de degré supérieur ou égal a cing. o

Le calcul des valeurs singulieres est finalement le calcul des valeurs propres de B = AT A.
Le calcul des valeurs propres d’une matrice symétrique se fait en deux temps : on effectue une
transformation (algorithme direct) pour obtenir une matrice tridiagonale qui a les mémes valeurs
propres puis on calcule les valeurs propres (algorithme itératif) de la matrice tridiagonale.

Mais si I’on calcule explicitement B, le calcul des petites valeurs singulieres devient tres imprécis
et 'algorithme est instable numériquement. Pour éviter cela, on choisit une autre méthode : on
effectue une transformation (algorithme direct) sur A pour obtenir une matrice bidiagonale C' qui
a les mémes valeurs singulieres puis on calcule les valeurs singulieres de cette matrice bidiagonale.

Il est & noter que la matrice CTC est tridiagonale et peut étre obtenue par tridiagonalisation de
B donc la méthode suit implicitement les étapes d’une méthode de calcul de valeurs propres mais
sans former explicitement les matrices B et CTC, ce qui permet de garantir la stabilité numérique.
6.4.1 Bidiagonalisation

Ici, on suppose m > n, dans le cas contraire on peut utiliser A7

Théoréme 6.4.2 Soit A € R™*™ qvec m > n. Il existe deux matrices orthogonales @@ € R™ ™ et

P € R™" telles que
arar=( ),

ot C € R™™ est une matrice bidiagonale.
Preuve. admis. o

L’algorithme de bidiagonalisation est codé dans une procédure de LAPACK qui fait appel a
BLAS3. La complexité est 4n?(m — n/3).

Proposition 6.4.2 Les valeurs singuliéres de C' sont celles de A.

Preuve. Soit C = UDV™ la SVD de C, alors

D
A=(QU @) ( ; )(PV)T
est une SVD de A. o
Les valeurs singulieres de C' sont calculées par une méthode itérative, qui n’est pas détaillée ici.
C’est aussi une procédure de LAPACK. Il est difficile de donner une complexité, car celle-ci dépend

du nombre d’itérations qui est tres variable.
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6.5 Analyse d’erreur du calcul de la SVD

6.5.1 Stabilité numérique du calcul d’'une SVD

Nous commencons par établir la stabilité numérique de la bidiagonalisation.

Théoreme 6.5.1 Soit D la matrice bidiagonale obtenue en exécutant l’algorithme de bidiago-
nalisation. Alors D est le résultat d’une transformation orthogonale de la matrice A + E avec
IE||F < cel|Allp, ou c est une constante.

Preuve. admis. o

Le calcul itératif des valeurs singulieres d’une matrice bidiagonale est également numériquement
stable. L’algorithme de calcul de SVD est globalement stable.

Preuve. admis. o

Théoreme 6.5.2 Les valeurs singulieres calculées par bidiagonalisation puis SVD sont les valeurs
singuliéres de A+ E avec ||E||2 < ce||All2, ot ¢ est une constante.

6.5.2 Analyse de perturbation des valeurs singulieres

Le résultat suivant montre que le conditionnement absolu des valeurs singulieres est inférieur a 1.

Théoréme 6.5.3 Soit A et A+ E deux matrices de R™*"™ aqvec m > n dont les valeurs singuliéres
sonto;,i=1,...,n et r,i=1,...,n respectivement. Alors

lo; — 7] < || E]f2.

Preuve. admis. o

Corollaire 6.5.1 Le conditionnement relatif d’une valeur singuliere o; est inférieure a 7*.
7
Preuve. On a ||Alj2 =01 et |o; — 73] < ||E||2 donc

loi —7il _ o1 ||Ell2

o~ o || All2

6.5.3 Précision du calcul des valeurs singulieres

Théoréme 6.5.4 Soit o; les valeurs singulieres de A et T; les valeurs calculées par SVD avec
bidiagonalisation et méthode itérative. Alors

lo; — 7| < ceoy.

Preuve. Il suffit d’appliquer le théoréeme de stabilité de ’algorithme et le théoréme du condition-
nement des valeurs singulieres. o

Remarque 6.5.1 La précision relative du calcul des petites valeurs singuliéres peut étre dégradée
dans certains cas. Il existe un algorithme plus complexe qui permet de calculer les petites valeurs
singulieres avec une grande précision relative.
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Chapter 7

Probléemes aux moindres carrés - cas
général

Dans ce chapitre, nous utilisons la SVD pour résoudre les problemes aux moindres carrés dans le
cas général. Nous considérons toujours une matrice rectangulaire A € R™*" et p = minm,n. La
SVD fournit une méthode de résolution de (5.1), méme dans le cas ou rang(A) < n. Le chapitre
généralise la notion de pseudo-inverse.

7.1 Problemes aux moindres carrés - cas du rang plein

7.1.1 SVD, équations normales et factorisation QR

Nous commencons par faire le lien avec les équations normales et la factorisation Q) R.

Proposition 7.1.1 Les valeurs propres de AT A et de AAT sont les carrés des n valeurs singuliéres
de A et 0 (s’il en reste). La SVD de A correspond aux diagonalisations de AT A avec V base de
vecteurs propres de AT A et U base de vecteurs propres de AAT.

Preuve. Soit m > n, le cas m < n est similaire.

A=UxVT d'ott ATA = VX2VT et ATAV = VX2 donc 02 est valeur propre de ATA et on a
une diagonalisation de AT A. o

Proposition 7.1.2 Soit A =Q ( é% ) la factorisation QR de A, alors les valeurs singuliéres de

R sont celles de A et les vecteurs singuliers a droite sont les mémes.
Preuve. Soit R = UXV7T alors
R Ux by
A= (@ QZ)(O >=(Q1 Q2)<0 >VT=(Q1U Q2)<0 )VT

ce qui est une SVD de A. Par unicité des valeurs singulieres, on obtient le résultat. o
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7.1.2 SVD, inverse et pseudo-inverse

Nous faisons le lien avec 'inverse d’une matrice carrée inversible et la pseudo-inverse d’une matrice
rectangulaire de rang plein.

Proposition 7.1.3 Soit A une matrice carrée d’ordre n, A est inversible ssi o; # 0,1 =1,...,n.
Si A est inversible, alors

n

1 1
ATt =vETlUT =) —vul et AT = —.
3 o et A7z = -
7=1
Preuve. U et V inversibles donc A inversible < ¥ inversible. Or ¥ inversible < o; # 0.
Si A est inversible, A~! = (UXVT)~! = vu-1yT. o

Théoréme 7.1.1 Soit A € R™ " avec m > n, rang(A) = n. La matrice D = diag(oy...0,) €

R"™*™ est inversible. Par la SVD, A =U;DVT = Z;L:1 ajujv;fp. Alors la pseudo-inverse de A vaut

t N1 g T 1

At =vD'WUT =" —wvul et AT = —.

— 0 On

7j=1

Preuve. ATA=VD?VT donc (ATA)"' =VD2VT et AT = (ATA)1AT = VD 2VTVDUT =
VD~ UT.

On peut aussi faire une preuve directe, connaissant Im(A) et Im(A)*. Onab = U1ULb+UUT'b

d’ott b— Az = Uy (U{'b— DVT2) + UsUTb et ||b— Az|2 = ||[ULb— DV 2|2 + ||UT b||3 est minimum

pour DVTz = Ul'b et vaut alors ||UL b]|z. o

7.2 Problemes aux moindres carrés - cas général
Nous considérons maintenant le cas ou rang(A) < n.
Théoréme 7.2.1 Soit A € R™*"™ avec rang(A) = r < min(m,n). Le probléeme

min ||b — Azl||2 avec ||x||2minimal
x

a une solution unique, qui vaut ViD= UL b.
Ce probléeme est équivalent a

b— Az € Im(A)*, z € ker(A)*.

Preuve. Parla SVD, A = U;DV{! avec D inversible d’ordre 7. On a vu que ||b — Az||2 minimum
est équivalent & b — Az € Im(A)*, soit AT (b — Azx) = 0.
Or AT(b— Az) = ViD(U{L'b — DVifx) don AT(b— Az) =0 < Vifx = D71UTD.

Donc = minimise ||b — Az|y < Vi'z = D~U]'®.

Or x se décompose en x = ViVilz + VoVl x et ||z = | VT 2|3 + ||V4 ||3. Donc, parmi tous les
o qui minimisent ||b — Ax||2, celui de norme minimale est unique et tel que Vil x = 0, autrement
dit = € ker(A)*.

La solution unique est donc x = V;D~UTb. o
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Définition 7.2.1 La pseudo-inverse de A est

T
1
—17/T T
—1 %
7j=1
Remarque 7.2.1 On retrouve bien la définition de la pseudo-inverse pour rang(A) = n.
Proposition 7.2.1 La solution unique de norme minimale qui minimise ||b — Ax||s est
z = Afb.
Preuve. évident d’apres le théoreme précédent. o

Proposition 7.2.2 Soit A€ R™" et A=UXV7T la SVD de A, avec
D 0
5= (7 0).

-1
ET:<DO 8>etAT vyiuT.

Alors

Preuve. Dans la SVD de 3, les vecteurs singuliers sont les colonnes des matrices identité d’ou la
valeur de ©f. On a

D7t 0

T
vyt (vlvg)( 0 0

) (Uh Up)t = viD Ul = AT,
<

Remarque 7.2.2 L’égalité AT = VSIUT sur la pseudo-inverse généralise ’égalité A~ = VE~1UT
sur linverse.

La pseudo-inverse vérifie certaines propriétés, résumées ci-dessous.

Proposition 7.2.3 ||Af|, = 1

(4h)i = 4,

(AT = (A7),

ATA =WV et AAT = W UT,

Si rang(A) = n alors ATA = I,,,

Il existe A telle que ATA # AAT,

Il existe A, B telles que (AB)T # BT AT,

Preuve.
Soit A = UlDV1 alors la décomposition AT = V1D lUlT est issue de la SVD de AT,
Donc ||Af|l = X et (AN = U, DV = A.
(AT = (V1DU1 )T =U, D7V = (ANT.

Soit A = (1 0) alors AT = < (1) > et AAT =1 tandis que ATA = ( (1) 8 )

Soit B = < 1 > alors Bf = (BTB)™1BT = 1(11) et (AB)" = 1 tandis que BTAT = 1. o
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7.2.1 Résolution d’un probleme aux moindres carrés avec la SVD

La solution du probléme aux moindres carrés (5.1) est donnée par
x=ViD Y (UlD),

ott A= U DV{l est 1a SVD réduite de A ; les étapes de résolution et leurs complexités sont résumées
dans le tableau ci-dessous.

étape bibliotheque nombre d’opérations
bidiagonalisation LAPACK 4mn? + O(mn) + O(n?)
SVD bidiagonale LAPACK inconnu

c=Ulb BLAS2 O(rm)

y=D"lc BLAS1 O(r)

x =Wy BLAS2 O(rn)

Donc, pour un probleme aux moindres carrés, la complexité est nettement supérieure a celles
des méthodes des équations normales et de la factorisation QR. Par contre, la SVD permet de
traiter les cas avec un rang non plein, alors que les deux autres méthodes ne peuvent étre utilisées
que pour les matrices de rang plein.

7.3 SVD et conditionnement des matrices

Nous définissons le conditionnement d’une matrice quelconque, que nous relions aux valeurs sin-
gulieres.

Définition 7.3.1 Soit A € R™"™ avec rang(A) = r < min(m,n). Le conditionnement de la
matrice A pour les problémes aux moindres carrés est défini par cond(A) = || A|l2||AT||2.

Proposition 7.3.1 Soitoy > ... > o, > 0 les valeurs singuliéres non nulles de A, alors cond(A) =
a1
op’

Preuve. o) = ||Al2 et ||Af||s = 1/0,. o

Proposition 7.3.2 Soit A € R™" une matrice inversible; soit o1 > ... > o, > 0 les valeurs

singuliéres de A, alors
01

cond(4) = [[Alls[| A2 = —.

n

Preuve. Le résultat est immédiat d’apres la proposition précédente. o

Proposition 7.3.3 cond(AT A) = cond(A)?.
Soit A = Q1R alors cond(A) = cond(R).

Preuve. Les valeurs singulieres de AT A sont les carrés des valeurs singulieres de A, qui sont
égales aux valeurs singulieres de R. o
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Chapter 8

Conclusion

On veut résoudre le probleme
min ||b — Az[l2, ot A € R™*"™.
x

Trois cas se présentent :
e la matrice est carrée et inversible: on résout Ax = b, qui a une solution unique.

e la matrice est rectangulaire et de rang plein: on résout min, ||b — Az||2, qui a une solution
unique.

e la matrice peut ne pas étre de rang plein: on résout min, ||b — Az||2 et ||z||2 minimal, qui a
une solution unique.

La matrice a un conditionnement cond(A) et on effectue les calculs avec une arithmétique
flottante respectant la norme IEEE et de précision machine e.
Dans le premier cas (matrice carrée inversible), on distingue deux sous-cas:

e la matrice est symétrique définie positive: on utilise la factorisation de Cholesky A = LDL”
et on résout les systemes Ly = b, Dz = y,LTx = 2. La complexité est n3/3 + O(n?). La
précision est approximativement en 0(cond(A)e.

e la matrice est quelconque: on utilise la factorisation de Gauss avec pivot partiel PA = LU et
on résout les systémes Ly = Pb,Uzx = y. La complexité est 2n3/3 + O(n?). La précision est
approximativement en 0(cond(A)e.

Pour le deuxiéme cas (matrice de rang plein), il existe principalement deux méthodes de
résolution:

e la méthode des équations normales : on effectue la factorisation de Cholesky
ATA=LDL"
puis on résout les systemes triangulaires
Ly=A"0, Dz =y, LT2 =2

Cette méthode a une complexité en mn? + O(mn) et une précision en O(cond(A)?e).
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e la factorisation QR : on effectue la factorisation
A=Q1R

et on résout le systeme triangulaire

Rx =QTh

Cette méthode a une complexité en 2mn? + O(mn) et une précision en O(cond(A)e) si la
norme du résidu ||Az — b||2 est petite (x est la solution exacte, sans arrondi). Donc elle est
plus cotteuse mais plus précise que la méthode des équations normales.

Pour le troisieme cas (matrice de rang quelconque), il existe principalement une méthode de
résolution. On effectue la Décomposition en Valeurs Singulieres Réduite :

A=U, DV
puis on résout le systeme diagonal
x=ViD'ULD

Cette méthode est aussi valide dans les deux premiers cas. Cette méthode (avec une partie
itérative) a une complexité en O(mn?) et une précision comme QR. Elle est plus cotiteuse
que QR pour la méme précision. Par conséquent, elle est surtout utilisée lorsque la matrice
n’est pas de rang plein.
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