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Chapitrel: La transformée de Laplace

I. Définition de la transformée de Laplace

Soit  f(t) une fonction réelle, de la variable temps(t), définie pour

t >0 f(t) = 0 pour t < 0. La transformée de LaplaceF(p), image, de f(t) est
définie par:

F(p) = g, & "f() (11)

p étant unevariable complexe(p = s + jw), s, w sont desvariablesréelleset j* = - 1.

Notation: Latransformée de Laplace F(p)de f(t) est notée:F (p) = L[f(t)], Inversement

f©=LF(p)]
Latransformée de Laplace inversef(t), originale, de F(p) est donnée par :

1 S+ jw
ft)=—¢ e"F(p)d 1.2
®=155,0.,, 8 FPd (1.2)
II. Propriétés
I1.1. Linéarité A
S f(t)= af(t)+ bft) U F(p)= akF(p)+ b.F(p) (1.3)

a et b sont des constantes arbitraires.

[1.2. Dérivation
Connaissant la transformée de LaplaceF (p)= L[f(t)], on se propose

d’ exprimer latransformée de lafonction dérivéeL[f (t)].
LIf (t)]= pF(p)- f(0).

LIf (©]= p*F(p)- p.fF(O)- f(0)
, on démontre de laméme maniére que :

ieme

Pour la dérivéen

L[f"(t)]= p"F(p)- p™'f(0)- p"*f(0)- p" ' (0)- ........ - f0(0) (1.4)
11.3. Intégration
L1, F01= - F (). (15)

[1.4. Théoremedelavaleur initiale
Sp® ¥;e™® 0b L[f(t)]® 0b pF(p)- f(O)® 0,
D’'ou:
f(0") = limf(t) = FI)g;g pF(p) (1.6)

[1.5. Théoremedelavaleur finale

S p® 0 e™® 1b L[f()]® O(: f(t)dt = f(¥)- f(0)= Ipi®n(')1[pF(p)]- f(0)
D'ou: f(¥)= tIérgf(t) = L|®rr01 pF(p) (1.7)

[1.6. Théoréemedu retard
Soit L[f(t)]= F (p)
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L[f(t- t)]=e "'F(p) (1.8)
OQut> Oe f(t -t) = Opourt < t

A retenir:
Quand une méme fonction apparait avec un retardt , sa transformée est égale a celle
de la précédente multipliée par e P .

[1.7. Trandation dansle domaine complexe
Soit L[f(t)]= F (p)

Le**.f(t)]= F (p ma) (1.9)
I1.8. Changement d’ échelle de temps
Soit L[f(t)]= F (p)

L[f (at)] = gF(g 0) (1.10)

11.9. Changement d’ échelle de fréquence
Soit L '[F(p)]= f (@)

L 1[F(§)]: af(t) (1.12)
[1.10. Intégrale de convolution : Théoréme de Duhamel

Soient LIf,®)]= F(p); LILMI= Fp) LIFW]= F(p)
Si, F(p) = Fy(p) F,(p) dors f(t) = L [F(p)]= L '[F(p)-F,(p)] est donnée par :

f(t) = C)Ot f(t)f,(t- t)dt =(30t £(t)f(t- t)dt (112)

lll. Transformée de Laplace d’une fonction périodique

La transformée de Laplace d’ une fonction périodique f(t) de période T étantF(p).
Soit  F,(p) la transformée de la 1°* onde. La deuxiéme onde a un retardT . La
troisemeaun retard 2T etc.

PFP=FME§+te™ +e® +e* + . Y
Pour : e |<1p F(p)= ﬁﬁp) (1.13)

A retenir:
La transformée d'une fonction périodique de période T est égale a la transformée de

la premiére onde diviséepar 1- e " .
IV. Transformées de Laplace des sighaux canoniques
IV.1. Impulsion deDirac: f(t) = dt) P F(p)=1
Ldt) = plut) = p.o=1
p
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A S
1le
f
0 & >
e ® 0: éant unintervalle de tempstrés petit.
IV.2. Fonction échelon de position unité f(t) = 1u(t) P F(p) = %
N
7
t
7 >
IVV.3. Fonction rampe (échelon devitesse) f(t) = tu(t) P F(p) = é

Remarques:
1. Unicité: A f(t) correspond F(p) unique et inversement.
2. LIft).9®]1* F(p)G(p)
3. f(t) estditecausaes eleest définiepour t > 0, f(t) = 0 pour t < O.
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e”® cos(wt).u(t) p+a
(p+a)y +w
1 [ 1
= (1- cos(wt)).u(t) S —
Wg( 1) o (77 + w2)
Lze' "‘Wot.sin(woxll- mz.t).u(t) W, (m< 1)
1I-m p* + 2mw,p + W
¢ 1 _ 0 W
- —— e ™" sinfw,v1- m*t+ y )du(t (m<1)
§ 1o me ( 0 y)H ® p(p* + 2mwyp + W)
avec: y = arc cos(m)
e” ™ cos(w,v1- m*t).u(t Pt MW, m< 1
(wo1- e t)uce) = arwp v MY
1 s .o 1
t _ t, =
t,- tzE € %u(t) 1+ t,p)(L+ t,p)
é 1 t ) 1
- e - te 3t
g " tzgl £ 2 (t) p(L+ t,p)(L+ t,p)

e (1)

F(p+a)
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Exercice N° 1
Calculer latransformeée de Laplace du signal trapézoidal suivant :

NG
& !
0 Tj >

Exercice N° 2
Soit lecircuit RC exciter par une f.e.m. sinusoidale e(t) = E,, sinwt

R
o,
A A
eft) %: u(y)
o,

1. Caculer I'expressionde (p).
2. Déterminer latension aux bornes de la capacité C en supposant que la charge initiale
deC estnulle

Exercice N° 3

1
—),
p- Jw
on vous demande de retrouver la transformée de Laplace des fonctions suivantes :
g(t) = coswt et h(t) = sinwt
Déduire latransformée de Laplace de: e *.coswt et e *.sinwt .

Connaissant la transformée de Laplace de la fonctionf(t) = e™, (F(p) =

Exercice N° 4

. . . _-e¥l1-e™)
Soit le systéme de fonction de transfert H(p) =

Calculer et tracer les réponses de ce systeme face aux signaux suivants:
a. Impulsion de Dirac : d(t)

b. Echelon de position unitaire : u(t)
c. Rampe unitaire (Echelon de vitesse) : t.u(t)

Exercice N° 5
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Calculer la transformée de Laplace de lafonction f(t) et en déduire celle de g(t) dans

chacun des cas suivants :

a
Af(f)
43°
0 2T
b.
A Jv
3
] 2
C.
A Jv
A
0 T
d.
A J
M """" /
o T 2T

Ag®
4—5"; F{
0 T 2T >
A&
3
0 y; S 10 16 >
A&
A
t
0 T 7 Trr 27 >
Ag(ff)
ML
t
0 2T 4T 6T 8T >
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e.
A S A8
al }------- all------,
t t
0 T > o 1 o2r 4T 6T >

Exercice N° 6
Résoudre les équations différentielles suivantes :

1. y+2y=8avecy0) = 0
2.y +4y +3y=6avecy(0)=y(0)=0

Exercice N° 7
Trouver latransformée de Laplace inverse des fonctions suivantes :

p’+1
1. F(p) =
)= o+ D+ 20+ 9
p’+p+1
2. G(p)= 2" PT =
(P) p’(p+ 1)°
p’+2p+5
3, Hp="1"°P"°
(p) Pt D

Exercice N° 8
Ecrire latransformée de Laplace de I’ équation différentielle suivante :

dy _dy ?d

—+ 33—+ 2y(t) = u(t Avec y(0) = -let =z =2
" 2y(t) = u(t) y(0) g

1. Trouver I'’expressionde (p) et la décomposer en & éments simples.

2. Endéduirelasolution y(t) del’ équation différentielle.

Exercice N° 9
On considére le signal suivant :

Ae@

| RN

0 i 2 3 4 3

A

1. Donner I’expression de e(t).
2. Caculer satransformeée de Laplace E(p).
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Exercice N° 10

On considére les signaux décrits par les éguations suivantes :

* g(t) = 5u(t) + tu(t - 5) - tu(t - 15).
* V(t) = -tu(t - 6) - 5u(t - 10) + t(t - 16).

Représenter e(t) et v(t)

Donner I’expression de E(p) et de (p)
Retrouver graphiquement f(t) = e(t) + wv(t)
Calculer latransformée de Laplace de f(t).

AwWDNPRE
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des graphes

I. Schéma fonctionnel
Un schéma fonctionnel est une représentation graphique abrégée des relations cause a

effet entre le signa d’ entrée (consigne) et le signal de sortie d’ un systeme physique. D’ une
maniere géenérale, un schémafonctionnel est constitué par les 4 ééments suivants :

* des blocs caractérisés, soit par une transmittanceT (p) , soit par un gain G et
schématisés par un rectangle;

* des comparateurs et/ou des sommateurs représentés par un cercle;

* des points de dérivation schématisés par un point (un noeud) et traduisent un
prélévement sans perturbation d’ une grandeur de sortie;

* des fléches représentants la circul ation orientée des signaux.

EEREHEve U@) L%
Ep) T 7 L |ropd dmvain
conparaar
)
2 r +i

Z(p)

Figure 2.1. Exemple de schéma fonctionnel.

|.1. Boucle de commande

Il s'agit de réaliser un systeme physique appel € systéme de commande, capable
de délivrer au processus réel la commande (politique) optimale. Si le processus réel était
parfaitement décrit par le modéle mathématique, on utilise un systeme de commande qui
fonctionnerait en boucle ouverte, ¢’ est-a-dire sans aucun contréle. Mais cela n’est que idéal.
Pour «insensibiliser»  le fonctionnement réel par rapport a toutes les imperfections
(incertitudes, perturbations), on adopte aors une structure de commande en boucle fermée;
cela consiste a modifier la commande en fonction de cette derniere ou de son écart avec
I”évolution idéale.

[.1.1. Schéma fonctionnel d’ une boucle de commande
La figure suivante illustre sous forme de schéma bloc |a représentation
fonctionnelle d une commande par I’ erreur corrigée d’ un processus.

Signal d'errenr  Correciour Frocessus _
B0 [ L\ o V) = Serti
ol
Entréa i Cormmande fip)
£

Figure 2.2. Schéma fonctionnel d’une boucle de commande.

* K, etK, : désignent les facteurs de transfert de I’ organe d affichage et de la chaine de
retour.

* e(t) etu(t) :variablesinternes.

*e(t); y(t) : variables externes.

12
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[.1.2. Fonction de transfert en boucle fermée : Formule de Black

-------------------------- chaine directe----caae = e
£
5 il Gt > 1)
*
Kip)
 GRREEETEEETERETE chatne de retotr-—----------------

Figure 2.3. Schéma fonctionnel de la boucle fermée.
Lafonction de transfert en boucle fermée est notéeH(p) .

H(p) = YEE—';; avec:  (p)=G(p)e(p) e e(p)= E(p)£Y (p)K(D)

P Y(p)=G(p-[E(PzY(p)K(P]

_ G(p)
AP) = TG K @1

[.1.3. Fonction de transfert en boucle ouverte
La fonction de transfert en boucle ouverte, d’ une boucle de commande
est I’opposé du rapport des transformées de Laplace de la sortie et de I’ entrée de la boucle
ouverte, la consigne étant considérée nulle.

Epi=0 + iip)
Feip) Herp)
Etp)
Entrée da Sortie de
la boucle cuverte la boucle cuverte

Figure 2.4. Schéma fonctionnel de la boucle ouverte.

T =8 =Pu it T(p) = G(p)K(p) 2.2)

S Ve(p) ﬁ(p)zo

La transmittance en boucle ouverte n’'est autre que le produit des transmittances des
chaines d action et de réaction.

|.2. Simplification des schémas fonctionnels

Simplifier un schéma fonctionnel revient a exprimer la sortie du systeme en
fonction de son entrée (S = f(e)) en éiminant les variables intermédiaires.

13
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Transformation Equation Schéma fonctionnel | Schéma fonctionnel
équivalent
Association
1| déémentsen =T(PT,(PE | Ey[Tw & E r
cascade e L 2 = [ L o
Association v
2 | ddémentsen Byl rt ool
paraléle
= +
Retrait d'un [N.(p) £ To(P)]E T
3 | éémentdune IO Wy v
chaine d'action L (7
Elimination E I} ¥
4 || d'unebouclede Ey lerveeond vy
1T L e
retour
Retrait d'un _ T.(p) Exin 75 v
5 | éémentdune T ImT.(0)T L 1L IS Trere]
l(p) Z(p) H J;.,pr,-" i_ iR _

boucle de retour

6.a | Redisposition des

comparateurs

6.b | Redisposition des

comparateurs

déplacement

7 | d'un comparateur

en amont d' un
élément

Z=T(p)X £Y

déplacement

8 | d’'un comparateur

enava dun
élément

Z=T(PX£Y]

déplacement
d’un point de
9 dérivation en
amont d'un

éément

= T.(p)E

= = 11
Tableau 2.1.a. Smplification des schémas fonctionnels.
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Transformation Equation Schéma fonctionnel Schéma fonctionnel
équivalent
déplacement d'un g = Y
point de dérivation E o —3 .
10| enava d'un = T,(p)E 2 ! EE 7
éléement T

déplacement d'un
11 | point de dérivation Z=XzY
en amont d' un
comparateur

déplacement d'un
12 | point de dérivation Z=XzY
enava d'un
comparateur

Tableau 2.1.b. Smplifi cat.i on des schémas fonctionnel s.

|.3. Schéma fonctionnel &2 entrées & 1 sortie

Hy

Eip) + + S(z)

K —)(4'{)—‘% G —>
4 +5= +
4

Figure 2.5. Exemple de schéma fonctionnel M.1.S.O.

On applique le théoréme de superposition, |’ expression de la sortie S(p) en présence a
lafois de |’ entrée E(p) et de la perturbation Z(p) est donnée par :

S(P) = TP, 100 E(P) + TPz o0 Z(P) (2.3)
Avec:
* _ S(p) _ GK@G,- H,) .
TP = 0" 176 6K A Ky e deE(®)
« _ S(p) _ 1+ HG, )
TP = St T B R iRy e deZ(p)
Donc
S(p) — GlK (Gz B Hz)E(p) + (1+ HlGl)Z(p)

1+G,GK + H, - KH,)

15
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Il. Graphe de fluence

[1.1. Définition
Un graphe de transfert ou graphe de fluence est constitué d'un ensemble de
noeuds et de branches. Les noeuds représentent les variables systemes, ils sont symbolisés
par des ronds. D'un noeud peuvent partir plusieurs branches il sagit aors dun noeud
source. Un noeud au quel arrivent plusieurs branches est appelé puits, dans le cas géenéral
le noeud et dit secondaire. Les branches relient les noeuds entre eux et chague branche est
affectée d'un coefficient correspondant aune transmittance.

d
Are arigntd
A oriel
E )_ﬁ Y=aE+d.S
cr ) s Y
a v b s=bF
Branche (E& V) ﬂ@!wﬂ‘

Figure 2.6. Exemple de graphe de fluence.

I1.2. Régle de Mason
Latransmittance d'un graphe dentrée X, (p) et desortie X (p) est donnee

par |'éguation suivante :

o]
a. I:)i'Di
H(p) = X(P) _ i
X.(p) D
(2.4)
* A: Cest ledéterminant du graphe, il est donné par :
D=1- § B+ 4 B.B- 4 BB.B+ ... (2.5)

i=1 jri=1 jtkti=1

B, : Transmittance des différents boucles du graphe.

Qo E Qo

B;.B; : Produits des transmittances des paires de boucles sans noeuds commun.
jti=1

n
a B;.B;.B, : Produits des transmittances destriplets de boucles sans noeuds commun.
jTki=1

On appelle boucle, un parcours fermé sans répétition (c'est a dire aucun noeud des
graphesn'est traversé plus d'une fois durant un parcourt).
*N: Cest un entier qui représente le nombre de parcourt direct de I'entrée X, ala

sortieX, . Dansun tel parcourt aucun noeud n'est traversé plusdunefois.
*P, : La transmittance du parcours direct N° iobtenue en faisant le produit des

transmittance des branches du parcourt i.
*D, :Ledéerminant du graphe obtenu en supprimant tous les noeuds traversés par le

parcourti .

16
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[1.3. Exemple
Un systéme asservi linéaire est représenté par le graphe de fluence suivant:

Bp) g

i iy

2 G

-1

< 7]
5 ) ); rjvé

)

W

5
o~

En utilisant laregle de Mason, calculons lafonction de transfertH(p) = %
* Lesparcours: P, = G,(p)G,(p)p D, =1
* Lesboucles:B, = - G,(p), B, = - G,(p), B; = 2G,(p).

1 seul paire de boucle n’ayant pasdencauds :B, & B,.

D=1- (B,+B,+B;)+ BB,

Y(p) _ G,(P) G,(P)
E(p) 1- Giu(p)+ G,(p) + G,(p) G,(P)

H(p) =
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EXERCICES

Exercice N° 1

Tracer le schéma fonctionnel et le graphe de fluence du systeme décrit par les
équations suivantes :

Ixz =X, - X,
:Xs = AX, - AX,
X, = AXg - AXy

En déduirele rapportx—“.
X

1

Exercice N° 2
On considére un systeme mécanique donné par lafigure suivante :

; |
MM, M
—» 7 E? 2 _.92
k ; k2
> —>
55 p

B, : codficient de frottement delatige i et k; : raideur du ressort i

Calculer lafonction de transfert du systeme : H(p) = ISZZ((S))

Exercice N° 3
Soient les schémas fonctionnels suivants :

+ + 5
Eip) 4 HO— 2 o te)
- *- ‘
F
H

+ ¥ +
£te) G:—)O—GQTGs—.S—@i

A

Hz

Hsz

1. Caculer lafonction de transfert T (p) = &

E(p)
2. Tracer le graphe de fluence et retrouverT (p) .

18
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Exercice N°4

Le systéme qu’on désire étudier est un moteur a courant continu accouplé a une charge
mécanique. Son alimentation en énergie électrique se fait par I'induit. Son fonctionnement est
décrit par les équations suivantes :

ua:ri+Lﬂ+e; Cm:de—W+fW+Cr
dt dt

Ou:

u, i, e C., W& J, sont respectivement la tension daimentation du moteur, son
courant d’induit, sa force contre-électromotrice, le couple moteur, sa vitesse angulaire et
I’inertie totale rapportée al’ arbre du moteur (J,, = 0.191 Kg.m?).

| éant I'inductance d’induit (I = 14 mH ),r : Résistance de I’induit (r = 1.14W)
f : Le coefficient de frottement visqueux (f = 0.011).
C, : Couple résistant équivalent ramené sur | arbre du moteur.

Les extraits du catalogue du constructeur des moteurs permettent d’ écrire les relations
suivantes :
E=KW ; C,=K,i

avec: K., : Coefficient du couple moteur (K, = 1.55).
K. : Coefficient de |a force contre-électromotrice du moteur (K, = 1.55).

Latension d'induit du moteur est donnée par un hacheur supposé parfait et de gain égal a26.
La vitesse de rotation est mesurée par une dynamo tachymétrique de coefficient de
transfertl = 0.06.

1. Etablir le modée du moteur hacheur (donner le schéma fonctionne!).
2. Cadculer lafonction de transfert du systeme.

Exercice N° 5
On considere le schéma fonctionndl suivant :
Bp) t - ] 7 7 )
pts ptl pti -

Caculer K, K,, K, & K, pour quelafonction de transfert en boucle fermée soit :

Y(p) _ 40

)= ) ™ o+ (7 + 6+ 10

19
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Exercice N° 6
Soit le schéma fonctionnel suivant :

Xi + + + Xz
N 8
> ¥
+
Az + X
L «— | D
+ +

Trouver les expressions suivantes :
1y = f(X, Xy X3 X,)
2. 2= 09Xy Xy X3 X4)

Exercice N° 7
On donne le schéma fonctionnel d’un systéme continu suivant :

U | S

_I_

1. Donner lareprésentation par graphe de fluence de ce systéme.
2. En utlisant la regle de Mason, caculer la fonction de transfert du
; Y (p)
systémeH(p) = ——=.
U(p)

3. Onrédisel’ asservissement suivant :

)
E@;%)f Rp) Hip)

Que doit-on choisir comme régulateur R(p) afin que la fonction de transfert du systéme
Yp_ 1
E(p) p+3

L 4

boucléH(p) =

20
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Exercice N° 8
Déterminer la sortie S(p) du systéme suivant :

Uiz
+ + 5 (D.-;I
Ete) f1 T

+
2 4(%)(_ 7
Zfp)
Exercice N°9

Un systeme d’ entrée E et de sortie S est décrit par les équations suivantes :

IX, = E- X

X = aXy N

I. _ 181 @, 85 &y

§X3 = X, + b1X1 - CXy . l

I, = ou [b; b sont des constantes
IX, = aX, I

1 $C;; C,; C

IXs = C,X5 + CS e

1S =ax, +bx,

1. Tracer le graphe de fluence et le schémafonctionnel du systéme.

2. Cadculer lerapport %en utilisant larégle de Mason.

Exercice N°10

Soit le schéma fonctionnel suivant :
+

Ei P S;}
B
C
8 53
Bz » D >
Déterminer les sorties S, = f(E,,E,) &S, = g(E,E,).
Exercice N°11
Soit le graphe de fluence
s -3 )
X 2 3 4 NERE ¢
& y > > r > =

Cdculer le rapport% :
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Exercice N° 12

On considére un systeme asservi decrit par le graphe de transfert suivant :
]

M

1. Caculer lafonction de transfertH(p) = @

E(p)
2. Tracer le schémafonctionnel du systéme et retrouver lafonction de transfert.

Exercice N° 13
On donne le graphe de fluence suivant :

Calculer lafonction de transfert du systéme en utilisant laregle de Mason.

Exercice N° 14
Soit le systéme régi les équations suivantes :
\-Xl = a11)(1 + a12)(2 + blul
1;X2 = a21X1 + a22)(2 + bZUZ
1. Etablir le graphe de fluence correspondant.
X2 X2

X, X
2. Calculer lesrapports -+, ~L, :
ul u2 ul u2

Exercice N° 15
On considere le circuit suivant :

A
R
pr—
yii)
£(L)
2 R
1. Chercher lafonction de transfert de ce circuitH(p) = \% :

22
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des graphes

2. Donner lareprésentation par graphe de fluence et retrouver H(p) .

Exercice N° 16
Soit le systéme d’ entrée x et de sortiey , décrit par |es éguations suivantes :

§I§y1 = x- Hy; ¥, = G- Hyei ¥ = Gy,
1Ys = Gz~ Hys Vs =Gy,- Hy: Ys = Gys + Gy,
::y = Gy + Gys

En utilisant laformule de Mason, calculer le rapportx.
X
Exercice N° 17
On donne le circuit suivant :
& ift)

i1

G,)e(s) I S

Lasortie étant y(t) = x,(t).
1. Calculer lafonction de transfert du systéme.
2. Tracer le graphe de transfert correspondant et retrouver lafonction de transfert.

Exercice N° 18
On considére le graphe de transfert suivant :

F o
i

1. Ecrireleséquations du systeme décrit par e graphe ci-dessus.
2. En utilisant laregle de Mason, calculer le rapportX .
X
Exercice N° 19
On donneles circuits RC suivants:
Ri R

23
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des graphes

R; R;? RS‘
& NN NN AVAYAY.

u T C‘J.::T U, C;::TUE CJ,::TUS

r
1. Tracer le schémafonctionnel correspondant; en déduire le gain en tension.
2. Retrouver ce gain en utilisant le graphe de fluence.

Exercice N° 20

On considére les graphes de fluence suivants :

1. Calculer pour chacun des graphes les bouclesB, , le déterminantD , les parcours P, et
les cofacteurs D,
2. Endéduire lafonction de transfert de chague graphe.

Exercice N° 21

S(p)
E(p)

On donne le schéma de simulation de la fonction de transfert H(p) = sur le

calculateur analogique.
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des graphes

Fo
E o In Fr
poir) in @

P

P,, P,, P, et P, sont des potentiométres.

1. Tracer le schémafonctionnel; en déduireH(p).
2. Tracer le graphe de fluence; en déduireH(p) .

Exercice N° 22

>

Sur la maquette « SAMOURAI », pour obtenir une constante de tempsT > 10s, on

utilise le montage suivant:

+

Sip)

Entrde I — SOl
+ i -
pti -
10
O£ t£10s et 0EG, £ 1.
1. Tracer le graphe de fluence.
2. Etablir larelation G, = f(t, T)
Exercice N° 23
On donne le schéma fonctionnel suivant :
Ep)  + %‘ + ‘% + +
G Gz Gz |— Gy > s
_ + + ?’
7 o

1. Donner la représentation en graphe de fluence et appliquer la régle de Mason pour

calculer lafonction de transfert H(p) =

1

2. OndonneG, = B, G, = —,
p+1

3_

S(p)

E(p)

1

~ 10p+ 1

3

G,=1Gs=-, G, =G, =0

Représenter le nouveau schéma fonctionnel obtenu. Le simplifier et en déduire la nouvelle

- S(p)

expression deH(p) .
E(p)

25
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des graphes

Exercice N° 24
On donne le graphe de transfert suivant :

T T
ny Mo P Pt A
Efp) Lip Ly Lip 1y
oe—>—b—>0 o> > ‘
\sz E:'j \ff:-a
I i [ 5wl
S(p)

1. Caculer H(p) = % en utilisant laregle de Mason.

2. Legraphe précédent permet de représenter une fonction de transfert quel conque.

SoitH(p) = p+3

T h fl )
D+ 5P+ 2p+ 7 racer son graphe de fluence

Exercice N° 25

Sur la maguette « SAMOURAI », pour obtenir un codficient d amortissement

m < Ooum > 1, on utilise le montage suivant :

¥
] I
1+2 Ma ]_ 2
X C ) 2ﬂ1ap+{2n£}_2p —
+ i
At m =0
06 ¥
1_|_-;) ma1 + ]_ p2 _
3t P T(ZnL )y
T (2nt.) e

i

f. : lafréguence affichée par un potentiométre.

m, : le codfficient d’ amortissement affiché par un potentiomeétre;
K:legan
1. Tracer le graphe de fluence.
2. Etablir la relationK = f(m, m,); en déduire la vaeur de K pour
m= 414 e¢ m= -0.314.
Il est asignaler que m, = 1pour m> Oet m, = Opourm < O.
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ETUDE DES SYSTEMES ELEMENTAIRES
LINEAIRES
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Chapitre3:Etude des systémes élémentaires linéaires

Systemede 1¥%ordre:
A/définition :

On appel un systéme linéaire un systéme de 1%° ordre si la relation entre sa
sortie et son entrée est décrit par |I'équation différentielle :

ds(t
S(t) + ¢ G Ke(t)
T >0 :constante de temps
K :gain statique
d ou latransmittance H(p) : S(p) + T p S(p) = K E(p)
e o e
(p) = =
E(p) 1+
Exemple des systéme de 1¥¢ ordre :
Circuit RC
it i
W E—

elt] I 2t I :: C

et) =Ri(t) +(t) orona i(t)=C (ds(t)/d)
= e(t) = RC (ds(t)/dt) + ()

S(p) . 1
EP=RCpSm+sP= | E(p) 1+RCp

AvecK=1 e¢ T=RC

B/ Réponses aux signaux canoniques :
e Réponseimpulsionndlle:

28
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&(t) =Eod(t) = E(p)=Eo

S(p) = H(P)E(P) = 1KE°

' ._ t
10 15

e Réponseindicidle:

&(f) = Eou(t) = E(p) =Ed/p

S(p) = H(P)E(p) = p

29
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K

H (] = 5
e 1+ jre \/1+2'2(o2

exp( o)

avec ¢ =- Arctg(tw)
- Lieu de Nyquest:

. K . Kot .
H(jw) = — — | — =X+ ]Y
1+ 7°w 1+ 7°w
X = K22:>1+rza)2:5:>r2w2:5—1

1+7“w X
K or
Y = —
1+ 7°%w 2
Sy =-KoT X

K

%

= Y? =Xt ? =(K/X - )X ? = KX -X?

= X?+Y2-KX=0= (X -K/22*+ Y%~ K¥4=0

— (X - K/2)?+Y?=(K/2)* cerclede centre (K/2 , 0) et de rayon K/2

IrmiH}
F Y
1
[:] wﬂ g o
1Al
-1t oy 1
-2
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- LieudeBode:

K J—
1+ jro  (A+7°0?)
avec ¢ =- Arctg(tw)

H(jw) =

77 &xp(] )

20Log(H) = 20Log(K) - 20Log(1+t2W?)Y?
20Log(H) = 20Log(K) - 10Log(1+t*W?)
Arg(H)= - Arg(1+jtw)

10 B S S S S S
m
=
£ 0
A}
U
oL ! ! :::::::_1 ! e
10 10 10
0 Freguency (radisec)
230 =
tj 1 1
@ .
L aeb e EEEL Rt SEEEE ST PRSI
i [}
o !
B it REEE EEE L LR PR LS R i R S e
107 107 10°
_ Freauency (radisec)
- Lieu de Black:
10
" g
-10 %
20 %D
T
=
-
1-20
- -40
-180 -90 0

Phase (deg)
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Systéme de 1'® ordre généralisé :
A/ Définition :

Ce sont des systémes linéaires régient par une équation différentiel de type

suivant:
ds(t) d e(t)
() + 1 =K[e(t) +1'
dt dt
=3S(p) + 1 S(p) = K E(p) + K t'pE(p)
S(p) 1+t'p
=H(p) = =K
E(p) 1+1p

]

S onnotet = At
1+Atp
= H(p) =K
1+1p

EXEMPLE:

it A1

>

[
|
elt] 0 Rz

R>

S(p) = E(p)
R]_/Cp

Ry+ ——
R.:+1/Cp

= H(p)= S(p)/E(p)
R, (R, +1/Cp) R2(1+R:Cp)

= H(p) = =
R]_ R2 +(R1+R2)/CP (R1+Rz)(l"‘RleCp/(Rl"'Rz))

:>K:R2/(R1+R2) ; T:Rlel(R1+R2) ; ’C':R]_C ; 7\,:(R1+R2)/R2

32



Chapitre3:Etude des systémes élémentaires linéaires

B/ Réponses aux signaux canoni ques:
e Réponseindicidle:
e(t)=Eo u(t); E(p)=Eo/p

(1+ TAp) KE, KEgtAp
S(p)= KEg = +
(1+ p)p (1+ p)p (1+ p)p
KEo KEo\
S(p)= +
(1+p)p (p+1/ 1)

= (1) = KEg (1-expo(-t/t))+KEgh expo(-t/t)
= 9(t) = KEy (1+(A-1) exp (-t/1))

10
= 5
|:| 1 1 1
] 5 10 15 20
e Réponses harmonigque:
1+jwAt
H(w) = K———= x+jy
1+jwr

= V+(x-K(A+1)/2)° = (K(A-1)/2)?

C'est I'équation d'une cercle de centre (K(A+1)/2 ,0) et de rayon K(A-1)/2

e LieudeNyquist:

,
L Tr i
T ///_/__\
o U :
aa ]
£ 4]
2 :
2 25 3 35 4
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A>1
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Open-Loop Gain (db)

Chapitre3:Etude des systémes élémentaires linéaires

e LieudeBlack :

a0 10
=)
40t =
30} 2 ool
=
207 3 At
10t g_«m i
5
I : -15 .
=30 =270 =180 =180 =40 0
A>1 <1
Systéme du second ordr e
3.1 Définition :

Un systeme est dit second ordre sil est régit par une équation différentiel de la
forme:
d?s/dt®+2mwg ds/dt + wy” S(t) = Kwy e(t)
Avec
K= swo/e oo: gain statique
m : coefficient d'amortissement
Wo:pulsation propre non amortie
D'ou sa transmittance H(p) :
P*S(p) + 2mMmwopS(p) + Wo"S(p) = Kwo E(p)
S(p) Kwi?
= H(p) = =
E(p)  p°+2mwop + W’

3.2 Calcul desracines de I'équation caractéristique :
p® + 2mwop + wo> = 0
A'= mAwg? - We? = Wo? (m?- 1) = VA" = wo(m? -1)¥2
a m>1= A>0 = p= -mwg+ Wo(m?*-1)"2
o= -MWo- Wo(m”-1)*?
b/ m=0 = pi, =3 Wy
cm=1=>A=0=> P1= P2 =-Wp
d/ 0<m<1= p= -mwo + j wo(m? -1)*?
P2= -M Wo - j wo(m? -1)"2
3.3 Réponseindicielle:
E(p) = Eo/p

S(p)= H(p) E(p) =

Kwg® Eo

p2+2mwop+W02 P
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Chapitre3:Etude des systémes élémentaires linéaires

soit p, et p, les racines de p*+2mwop+wo?
A B C

= S(p)= + +
P-P1 PP P
Kwo’Ey Kwo’Ey Kwo Eo
aveCA=—— ; B= , C=
(P1-P2)P1 (P2-P1)P2 P1P2

= S(t)= (A exp(pst) + B exp(p2t) +C) u(t)

am>l  p= -mwet wo((m?-1) ¥3)

P2= -Mwo- Wo((m*-1) ¥?)

P1 P2= Wo’
To t T1 t
exp(-—) + exp(-—) ) u(t)

To-Tq T2 To-T1 T1

— 5(t) = KE, (1-

avec 11— -1/p2 ; To= -1/p1 ; To>Tq

10

0 10 20 a0 40
réponse hyperamortie

b/ m=0 P12= T jWO

P1 P2= Wo2

S(t)= KEp (1+ (p2/p1-p2) exp(pat) + (po/Pp2-p1) exp(p2t) ) u(t)
avec (P2/p1-p2) = (Py/P2-p1) =-1/2

S(t)= KEg (1- (exp(jwot)+exp(-jwot))/2) u(t)

= 3(t) = KEg (1- cos(wit)) u(t)
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10

0 20 410 G0 g0
Systeme oscillant

¢ 0O<m<1l
20

10} iy [1 - P2

o
= 0

- T,

-10¢

-20 : :
-20 -10 0 10 20

Relp]

cosp= m; sinp= (1-m)*? ; tgp=(1-m3)"? Im
exp(-mwot)
= §(t) = KEo (1- sin (Wo (1-m?)“t+f)) u(t)
(1_m2)1/2

107

%5-/\_/X/\_——\
o

0 20 40 G0 50 100

systeme oscillant amortie
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dm=1 P1= P2=-Wp

= S(t) = KE (1- (1+ t/7) exp(-t/x)) u(t)  avec Lt = wy

107

0 20 40 50 80 100

3.4 Paramétres d'un systéme de 2éme ordre :

al Dépassement : D

Stmax= S
D% = 100
S,
mI1
= D% =100exp (-———)
(1_m2)1/2

b/ Tempsdenpic: tp

exp(-mwot)

S(t) = KEo (1- sin (o (1-m?)*t+p))

(1_m2)1/2
S(t) exp(-mwot)
—— = KEp (Mwp )sin (wo (1-m?)*t+B)

dt (1-m?)"2

exp(-mwot)
- KEo ( ) Wo (1-m2)"? cos (wp (1-m?)*t+B) = 0

(1_m2)1/2

= tg (Wo (1-m?)+p) =(1-m?)* /m= tgB = wo (1-m?) "t = kI
= t=KIT/ wo (1-m?)**  avec(k=1,23,..)

I
tempsde 1°pic  tp=

Wo (1-m?)*2
c/ Tempsde stabilisation : ts
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e tspour un systéme de 2°™ ordre : déterminer graphiquement
tsa+5% ts~ 3/mwy

tsa+t2% ts~ 4/mw,
107
= AL /\ SO+
o JII." \\ P —— Soo
/' T Soo-mE
0

0 205 40 60 80 100
e tspour un systéme de 1%© ordre: déterminer analytiquement ou
graphiquement
s(t) = KE ( 1- exp(-t/1))
tsab5% = 0,95KE = KE ( 1- exp(-ts/t))
= exp(-ts/t) = 0,05

=>1s=31
10
Soo
% 5 / Soo-B%So0
0 5 5 5
0 5 10 15 20

d/ Influence des parametres sur lesréponsesindicielles:
- variation de K = variation de S,

- variation de m = variation de D, tp, ts

- variation de wo = variation de tp, ts

3.5 Réponse harmonique des systemes de 2éme ordre :
a m=1

K

H(w) =
(1+ jraw) (14 tow)
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Lieu de Bode
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Lieu de Black

200

1 1
I= [
i L] ]

Dpen-Loop Gain (db)

1
Lap
-

-80 - - -
-360 270 -180 -a0 1]
Open-Loop Phase {deaq)
b/ O<m<1
PL2= - MWo + jwo(1 - m2)*?
Kwg? Kwg?

H(JW) = — | H | =
Wo? - W2+2]mww (W2 - W2)2+AmAN2we2) 12

W—>» 0= |H—K
W——P o= |H|—>KW02/W2
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Lieu de Bode

- e e e e e e =L e e DD - - o

_ e e e e - ==

500

20

dP UIED

1000

Frequency iradisec)

- r

-7-

T-~-"r=-

0
90 -~

fap aseyd

10"

ey
4 b]
(i3]
-
s
v
=
s
[
=
4 i)
=
[
Ja ]
-
L
N
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Lieu de Nyquist
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Lieu de Black

40

207

20 Log(H)

G0

-100
-360

-270

-180 -90 0
i
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|
l EXERCICES |
el |

Exercice N°1
Un processus est decrit par | éguation différentielle suivante :
40s"(t) + 14s'(t) + 3s(t) = e(t)
e(t), étant I’entrée et s(t) lasortie du systéme.

1. Cadculer lafonction de transfert H(p) = % du systéme.

2. Calculer et tracer laréponse s(t) aun échelon unitairee(t) = u(t).
3. Endéduireletemps de stabilisation a+ 5% , le temps de pic et de dépassementD% .
Dans la suite, on suppose que le processus est decrit par une équation plus complexe.
40s"(t) + 14s'(t) + s(t) = e(t) + v(t) + 10v'(t)
Avecv(t), une grandeur perturbatrice.

4. Fairele schémafonctionnel relatif al’ équation.
5. Cadculer lafonction de transfert relative ala perturbation.
6. Caculer et représenter la réponse s(t) a une perturbation en échelon

unitairev(t) = u(t) .

7. En déduire la réponse du systéme a des entrées e(t) et v(t) indiquées sur la figure
suivante.

A )

Exercice N°2
On donne le schéma fonctionnd suivant :

Lt} +
l.Soitw, = wy, = w, = Lw, = Gw, = 25w, =w = ;w = 2.
1. Déterminer le gain statique, le coefficient d’ amortissement et la fréguence propre du
systéme de fonction de transfertH(p) = %
P

2. Calculer et représenter laréponse indicielle unitaire du systéme.
3. Endéduire le dépassement D% , le temps de pic et e temps de stabilisation a+ 5% .
Il. Soit
1

1+dp
1. Déterminer le parametre d pour avoir un coefficient d amortissement égal a 0.5
2. Endéduire le dépassement D% et le temps de pic.

w, = w, = Lw = -dppw, = 25w, =W, = ;W = ZW =
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3.

On donned = 0.32, Donner I’ alure de laréponse s(t) al’ entrée suivante:
e(t)=- 2u(t- 10) + 4u(t- 30)- (t- 50)u(t- 50)

Exercice N° 3

o w

Y(p) _ p*b
E()) p+a

Mettre la fonction sous la forme suivante :H(p) = K

Soit un systéme de fonction de transfert H(p) = avecal b

w Exprimer
1+tp

K, 1 et t enfonctiondeaetb.

Sia = 0.5, quelles sont les valeurs de b pour lesquelles le systéme est a retard de

hase.

gib: 1, quelles sont les valeurs de a pour lesguelles e systeme est a avance de phase.

Pour b= 1 eta = 0.5, tracer laréponse indicielle unitaire de ce systéme.

Donner I'expression de y(t)et tracer son alure s e(t)=u(t- - ut- 3

egta= 2.

Exercice N°4

Un processus physique est modélisé par une fonction de transfert de premier ordre :

G(p) = G, avec t=1s et G,=1
1+tp
Ce processus est inséré dans une boucle d’ asservissement comme le montre la figure
suivante :
Ep) + £ U Procassus St
4)%)7 K Gip) >
1. Déterminer I’ expression de la fonction de transfert en boucle fermée H(p) = % et
la mettre sous la forme suivante : H(p) = A Exprimer H, et t,- en
I+ tge p
fonction det, G, et K .
2. Calculer les valeurs de la constante de temps en boucle fermée t,. et du gan
statique H, pourK = 10.
3. Etablir [I'expresson de la grandeur de commande (p)en fonction
deE(p),t, G, et K.
4. On applique al’ entrée un échelon d’amplitude unité: E = M et on regle le correcteur

avecK = 10.
a. Calculer lesvaleursde lasortie s(+ ¥ ) et delacommandeu(+ ¥ ).

b. A I’aide du théoreme de lavaleur initiae, calculeru(0™) .
c. Déterminer |'expression de s(t) et la représenter graphiquement, en déduire le

temps de stabilisation a5% .

d. Déterminer I’ expression de u(t) et la représenter graphiquement.

Exercice N°5

On donne le graphe de fluence suivant :
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Partiel
1. Déterminer les boucles et les parcours.
2. Calculer lafonction de transfert H(p) = % en appliquant laformule de Mason.
p
3. Cdculer et tracer la réponse s(t)du systeme a une entrée e(t) = -tu(t)s
A=B=1=C=D=1¢eE = ! :
1+ 2p
4. Trouver le temps de stabilisation a5%.
Partie 2
1. Tracer le schémafonctionnel correspondant au graphe de fluence ci-dessus.
2. A partir du schéma fonctionnel, trouver lafonction de transfert H(p) = % sachant
p
que A=1 B=-L, C=D=0 @E = 1 :
1+ 2p

3. Calculer et tracer laréponse s(t) du systéme & une entréee(t) = 0.5(1- e **)u(t).

4. Trouver le temps de stabilisation at+ 5%, le temps de montée, le temps de pic et de
dépassement D% .

5. S on considére que cette réponse est la réponse indicielle unitaire d’un systeme du
second ordre, déterminer le gain statique, le codficient d’ amortissement et |a pulsation
propre non amortie.

Exercice N°6
On donne le graphe de fluence suivant :

1 S
>
Partiel a= 1
3
1. Cdculer lafonction de transfert H(p) = % en appliquant laformule de Mason.

2. Déterminer le gain statique, le codficient d amortissement et |a pulsation propre non
amortie de ce systeme.
3. Cadculer et tracer laréponse s(t) aun échelon unitairee(t) = u(t) .

4. En déduire le temps de stabilisation ax 5% , le temps de pic et de dépassement D% .
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Partie2 a= 1
12
1. A partir du graphe tracer le schémafonctionnel.
2. A partir de ce schéma fonctionnel, trouver lafonction de transfert H(p) = %
3. Déerminer le gain statique, le cadficient d’ amortissement et la pulsation propre non
amortie.
4. Calculer et tracer laréponse s(t) du systeme a une impulsion de Dirac.
5. Trouver lavaleur maximale des(t) .
Exercice N°7
On considére le schéma fonctionnel suivant :
25
a3
Szl
) bs +— ad N il
R + +
173
3 2
3 &
1. Simplifier le schémafonctionnel et calculer lafonction de transfert H(p) = %
P

2. Sib = 0.
2.1. Calculer lanouvelle expression de lafonction de transfert.
2.2. Vérifier al’aide du résultat précédent.
Dans la suite de I’ exercice on considérera:

b2=R(p);b3=J;al=a4=%i au=a=a=-1Db=0.

3.R(p) = 0, caculer et représenter la réponse indicielle unitaire du systeme. En déduire
le temps de stabilisation a5%.
4.R(p) = K, Donner I'expression de la réponse indicielle unitaire du systeme et la

représenter danslescassuivants:K =1, K=-2 & K = 2.
Déduire pour chacun de ces cas la valeur du temps de stabilisation a5%.
5. Un choix convenable de R(p) aconduit alaréponse indicielle unitaire suivante:
st
¥\

b

. 3!
Trouver R(p)

Exercice N°8
On donne le graphe de fluence suivant :
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1.

2.

Calculer lafonction de transfert H(p) = S(p) en appliquant laformule de Mason.

E(p)

On prend dans toute la suite :

1 1 1
G1:gxezzegzba63:G7:68:Gu:5:64266:'E’Gsz

Tl

GlO = Gl3 = a’Gn = Gl4 =-1

Calculer de nouveau la fonction de transfert en fonction de a etb .

3.

No gk

Déterminer le gain statique, le codficient d’amortissement et la pulsation propre non
amortie de ce systeme.

Sia = b= 1, trouver lavaleur de m etw,, .

Calculer et tracer laréponses(t) aun échelon unitairee(t) = u(t).

En déduire le temps de stabilisation a+ 5% , le temps de pic et de dépassement D% .
Déterminer a e b s la réponse impulsionnelle unitaire est de la
formes(t) = (Ce™ ' + Ce” *)u(t) . En déduirelesvaleursde C, etC, .

Exercice N°9

On veut déterminer, a partir d'un expérimental, la fonction de transfert d'un

systéme mécanigue dont on sait gu’il peut ére modélisé par un second ordre.

Un statique a fait correspondre a une variation de |’ entrée (force) de 5N une

variation de la sortie (déplacement) del0cm . Ensuite, une variation en échelon de I’ entrée de
la forme e(t) = afl- u(t)] a permis d’enregistrer le régime dynamique de la sortie ; nous
avons relevé dans la réponse, un premier dépassement de 25% et une pseudo période des
oscillations d’environ7s .

1.
2.

Donner I’ expression de la fonction de transfert de ce systeme de second ordre.
Quél est le temps du premier maximum, le temps de montée, les temps de réponse a
5% & a 2% delaréponseindicielle.
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CHAPITRE 4

ANALYSE & SYNTHESE DES SYSTEMES
ASSERVIS LINEAIRES PAR LA METHODE
TEMPORELLE
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I. Introduction
Zip)

E S
‘@L)( —ze Gip) >
o +

Figure 5.1. Schéma fonctionnel de |’ asservissement.

E(p) : Grandeur d’ entrée ou de consigne.
Z(p) : Grandeur perturbatrice.
S(p) : Grandeur de sortie.
Objectif del’asservissement : stabilité, rapidité et la précision du systéme en question.

[l. Stabilité

I1.1. Définition
Un systéme abandonné a lui-méme peut se trouver dans un état d équilibre
caractérisé par la constance de la sortie dans le temps. Si on excité ce systéme par un signal
d entrée infiniment petit durant un temps bref, le systéme s écarte de son état d équilibre.
Trois cas peuvent se produire :

* Le systeme oscille autour de son état initial pendant un intervalle de temps limité et
finit par simmobiliser de nouveau dans son état d’équilibre initial. On dit que cet état
d equilibre est asymptotiquement stable.

* Le systéme atteint un autre état d équilibre et demeure dans cet éat tant qu'il ne
recoit pas d’ excitation. Il s'agit alors, d'un état d’ équilibre stable.

* Le systéme s doigne le plus loin possible de son état initial sans s immobiliser. On
qualifie cet état d' équilibre d’ instable.

[1.2. Condition de stabilité
Un systéme linéaire est stable si et seulement si tous les pdles de safonction de
transfert ont leur partie réelle négative. Dans le plan complexe, la zone dite stable est
constituée du demi plan situé a gauche de I’axe des imaginaires purs comme le montre la
figure suivante :

Imfpdlas)

Fel{pdles)
T

Systame juste ascillant
{Limite de stabilité)
Figure5.2. La stabilité dans le plan complexe.
Soit le systéme asservi suivant :
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o) 4 Yip)
Gir) 2
Kip)
Lafonction de transfert en boucle ouverte est : T(p) = G(p).K(p) (5.1
Lafonction de transfert en boucle fermée est : H(p) = T (5.2
1+ T(p)

Ce systéme est stable si tous les pbles de H(p) ont leur partie réelle négative. Ces pbles sont
lesracinesdel’ équation 1+ T (p) = O appelée encore I’ équation caractéristique du systeme.
En écrivant G(p) et K(p) sous laforme de rapports de polyndmes :

_ B(p). _C)
Gp) =+ K== (5.3
A(p) D(p)
L’ égquation caractéristique prend laforme:
A(p).D(p) + B(p)C(p) = 0 (54)
Ou encore,
ap +a, P F ap+a, =0 a, 't o0 (5.5)

[1.2.1. Critére de Routh
Le critere de Routh permet de ce prononcer sur la stabilité d' un systéme
sans avoir a déterminer les zéros de son équation caractéristique.
On construit le tableau de Routh de la maniére suivante :

Rang I ) ) )

n_ | & | &, | a. | |
n-1 I a1 ﬂ a, 3 ” a, s ” I
n-2 | b, b ||

n-3 Co

0 I Zo m

Tableau 5.1. Table de Routh

Ou:
_ &, &d, ;. _ - &8, 5,
bO_ 1 bl - y e
a, a1
, = —boan-3l;oaﬂ- P (5.6)

etc.

[1.2.2. Enoncédu critére
Les racines de |’ éguation caractéristique sont a partie réelle strictement
négative, S et seulement S :
Condition 1 : tous les coefficients du polyndme caractéristique sont tous strictement de
mémesigne:a, > 0.
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Condition 2 : les (n+1) termes de la premiere colonne du tableau de Routh sont
strictement de méme signe.

11.2.3. Exemple
Soit,
EC. 1+T(p)=p*'+ 4p*+ 7p*°+16p+12=10
Condition 1: Vérifiée (tous les coefficients du polyndme caractéristique sont tous strictement
demémesigne: ' 1,4,7,16,12").

Tableau de Routh

Rang
4 1 7 12
3 4 16 0
2 3 12 0
1 | o | o |
| |

* La quatrieme ligne du tableau étant nulle b I’équation caractéristique admet des
racines imaginaires pures solution du polynéme auxiliaire. (Systeme marginalement stable).

* Polyndme auxiliaire: 3p>+ 12= 0
* Les autres racines de I’ éguation caractéristique sont a partie réelle négative.

Remarque:
Le nombre de changement de signe de la premiére colonne est égale aux nombres des

racinesde 1+ T (p) = 0 apartie réelle positive.
[ll. Rapidité (critére de Nadlin)
Un systeme est dit rapide sil se stabilise en un temps jugé satisfaisant.

[11.1. Systeme de second ordre: Rappel
kw?
Hp) = — b= 57)
ap’+ap+a, Pp°+2mw,.p+w,

En identifiant, le coefficient d’amortissement et la pulsation propre non amortie sont
liés aux coefficients du polyndme par les relations suivantes :

2
am? = L, w, = \/g (5.8)
] &

Lacourbe Tw, = f(m) est donnée par lafigure suivante:
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O L R e e

se0 (— |

"7 SYSTEME DU Zéme ORDRE .'__4‘

TEMFS PF REPUONSE REDUTT Tride 7}'
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|
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]

i
; : B ! e
03 58 1 305 1 30 s 1o

facteur d amartisseaent m

.1 0.03 0.05 1

Figure5.4. Allure Tw,, = f(m)
T, étant le temps de stabilisation (ou temps de réponse) a5% .

D’apres la figure 5.4 et pour w, fixée, T a 5% passe par un minimum pourm = 0.7, le
dépassement est alors de4%.

[11.2. CriteredeNadin

Hypoyhese : Négliger I’influence du numérateur (Transmittance a numérateur
constant) « pas de zéro ».

1
H(p) = - — avec a >0 (5.9)
a,p" +a, P +a,p+ a,
Les rapports caractéristiques :
2 2 2
a, = o ;aZ:i ...... a; = & avec 1£i1£n-1 (510)
a3, a8, & 18,

Le critére algébrique d’ amortissement consiste a imposer aux rapports caractéristiques
dére® a,.

Laréponse indicielle du systeme présente un dépassement plus grand d’ autant que a,
est plus petit. Le dépassement est lie a a, par laformule empirique suivante :

log(D%) = 4.8- 2a, (5.11)
Alors que le temps de pic est donné par :
T, =22 2% (5.12)
a,

Résumé :
Critére algébrique d’ amortissement : imposer atousles a;, d'ére ® a,

[11.3. Exemple
1

8p° + 21p* + 10.5p + 1+ K

H(p) =
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Calculer K pour avoirD% £ 6%.

* Les rapports caractéristiques
_ (@osy 21
1T A+ K) | 2T 8105
*D%E 6% P log(6)=48- 2a, b a,=2
* CriteredeNadlin: & Erreur ! Sourcedu renvoi introuvable.

2
ca,= U9 5o kg 1625
21(1+ K)
2
ca,= 2t — 553 2
8.10.5

Pour avoir unD% £ 6%, il faut que K £ 1.625

IV. Précision

La précision d'un systeme est définie a partir de I’erreur « e » entre la grandeur de
consigne « E » et lagrandeur de sortie«  ».

IV.1. Définition
Un systéme est précis si lasortie suit |'entrée en toutes sur constante. L’ écart

e(t) = e(t) - y(t) peut étre décomposé en un écart transitoire €r(t) et un écart permanent
e,(t) verslequel tend €(t) quand t vers!’infini.
Un systéme asservi possede une bonne précision statique si son écart permanent est

suffisamment petit dans un certain sens. Il possede une bonne précision dynamique si son
écart transitoire est bien amorti et converge assez rapidement vers zéro.

V.2. Etudedel’erreur en régime statique

lim_PE (P)
P01+ T (p)
L’ erreur statique est fonction a la fois du systeme (fonction de transfert en boucle

ouverteT (P) ) et delaforme du signal d’entrée.

T(p) = %.To(p) _ Ky 1+bp+ . + bmp”n‘ (5.14)

e(¥ H= tI(!Drpe(t): Ip|®n(')1 pe(p) = (5.13)

a: le nombre d’intégrateur pur dans T (P) « Laclasse du systéme ».

Classe du systeme o 0 1 2 3
Signal d’entrée
0

Impulsion e(t) = E,d(t) 0 0 !
Echelon de position €(t) = Eu(t) E, 0
1+ K,
Echelon de vitesse (Rampe) e(t) = E,.t.u(t) %0 E, 0 0
Kl
1 E 0o |
Echelon d’accélération e(t) = EEo-tZ-U(t) % % K—O
2

Tableau 5.2. Tableau des valeurs de I’ erreur statique en fonction en fonction de la classe du systeme
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Remar ques:
1. Laprécision augmente avec la classe du systeme.
2. Erreur statique de position ((t) = Eyu(t))
3. Erreur statique de vitesse (erreur de trainage) : e(t) = E,t.u(t)
4. L’augmentation de la classe du systéme peut détériorer |a stabilité, ¢’ est pour cela que

laprécision et la stabilité peuvent étre deux notions contradictoires.
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l EXERCICES l

Exercice N°1
Déterminer dans chaque cas s I’ensemble des racines des équations caractéristiques
des différents systemes représente un systeme stable, instable ou juste oscillant:
ap=-1p=-3

b.p=-2p,=2

c.p=-1+jp,=-1-j

dp =2jp,=-2j
e.p=-3p,=3j p;=- 3
f.p,=-4p,=-5p=1

9PMm=2, p=-2 p;=2
h.p=-3+2j,p,=-3-2) p;=2j p,=- 2j
Lp=)P=-],Pp=-1p=1

Exercice N°2
Un systéme ayant lespbles p,=-1 & p,=-5 etleszé&ros z, =1 & z,=- 2
est-il stable.

Exercice N°3
Pour chacun des polyndmes caractéristiques ci-dessous, déterminer si le systeme qu'il
représente est stable ou non?
a. 2p* + 8p® + 10p’ + 10p + 20;

b. p° + 7p° + 7p + 46

c. p>+6p* + 10p® + 5p + 24;
d. p®- 2p°+ 4p+ 6

e. p* + 8p® + 24p° + 32p + 16
f. p° + 4p* + 8p* + 16;

Exercice N°4
Combien de racines a partie réelle positive les polyndmes caractéristiques suivants
ont-ils?

ap +p-pti

b. p*+ 2p*+ 2p* + 2p+ L
c.p*+ p*- 2

dp*- p°- 2p+ 2
e.p’+p’+p+6
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Exercice N°5
Pour quelles valeurs de k, les racines du polyndme ci-dessous sont a partie reelle
négative?

p’+ (4+K)p°+ 6p+ 12

Exercice N°6
Pour quelles valeurs positives de k, les racines du polynéme ci-dessous sont a partie
réelle nulle?

p*+ 8p°+ 24p° + 32p + k
Quelles sont cesracines ?

Exercice N°7
L’ équation caractéristique d’ un systéme est donnée par :
p*+ 6p°+ 11p*+ 6p+ k=0
Quelles conditions doit-on imposer au parametre Kk pour que le systéme soit stable.

Exercice N°8
Congtruire la table de Routh et déterminer e nombre de racines a partie réelle positive
d un systeme caractérisé par |’ éguation suivante :
2p° + 4p°+ 4p+12=0

Exercice N°9
Considérons un systéme caractérisé par |’ équation suivante :
p’+ 3p°+ 3p+1+k=0
1. Pour quellesvaleursde k le systeme est stable?
2. Pour quellesvaeursde k e systéme devient juste oscillant ?
3. Ecrirel’équation auxiliaire et déterminer ses racines.

Exercice N°10
Pour quelles valeurs des paramétres du régulateur, les systémes suivants sont stables :

1.
Efp) ] <)
A k(1 +1iT @) TToiTe
2.
Efp) ; SiE)
k i 3
+ wp {1 +Tip)i+TapiTp

Exercice N°11
Soit I’ équation caractéristique suivante :
p*+ p*+5p°+4p+4=0
Trouver les racines imaginaires purs de cette équation. Le systéme caractérisé par cette
équation est-il stable?
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Exercice N°12

Quelle est la classe des systemes définis par |es schémas suivants :

1.
Efp) Ip+1) @
E+ ? P+ -
2.
Eip) 3 i@)
+ _ p2+2p +2 -
]
P
3.

S@)

Bip) 10
3+ ( ) (o +2) i +2p+3)
Exercice N°13

Classer les systeémes suivants selon leur classe

Sp)

E@’JA)? Afp) >
+ g
Bip)

1. A(p)=% & B(p) = 1
5 p+1
2. A = & B =
(p) op+3) (P 0+ 2
_ 24 _ 4
AR D@y 2 PP ey
4 1
5 A =— & B = _
(p) oM+ 3) (p) 0

Exercice N°14

Considérons un systéme décrit par le schéma fonctionnel suivant :

Ep) i 4 )
YN S| e 1 pet+d ([T

Trouver I’ erreur en régime permanent dans les cas suivants :
1. e(t) = u(t);
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2. e(t) = tu(t);
3. e(t) = t2u(t).

Exercice N°15
Etant donnée le systéme, aretour unitaire, stable, de classe 2 suivant :

Efp) 4o +1) S
+ N plp+2) -

Trouver I’ erreur en régime permanent dans les cas ou |’ entrée est donnée par :

3 1 1
E(p)= =- S+ >
p p* 2p°

Exercice N°16
Quelle est la valeur de T, qui garantit une erreur statique de vitesse unitaire de 3%

pour le systéme suivant :

) 7 ; )
"t Tir | | Pet?

v

Exercice N°17
Considérons e systeme décrit par le schémafonctionnel suivant :

26
+
£ S
JL)@—R@J —)&)7 S e
s n

1

p(Tp+ 1)
1. Trouver la vaeur de k pour garantir tI(Ejr;ls(t): 0.01  pour

R(p)=k & G(p) =

Z(p)=% & E(p)= 0.

2. Pour cette valeur de k, chercher I’ erreur statique pour Z(p) = 0 & E(p) = 1—?
p

Exercice N°18
Soit I asservissement représenter par lafigure suivante :

G

E F 5
@) : (5o e B
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1. Avec C,(p) = 0, établir les expressions des fonctions de transfert suivantes:
SE). ) o YR
E(p’ E(p)  E(p)

2. AvecC_(p)* O, etablir les nouvelles expressions des fonctions de transfert ci-dessus,

3. En déduire la condition d'invariance, c'est-a-dire la relation entre C,(p) & G(p)
pour que e = 0, quelle que soit I'entrée. Que remarque-t-on sur la réalisation
physique de C_(p), la stabilité du systéme.

4. Soit G(p) = 1 . C(p)= k & C,(p) = dp+ d,p’

p(1+ T,p)(1+ T,p)’
41. S d, = 0, déerminer d, tel que, pour une entrée en rampe, |’ erreur soit

nulle. Que devient alors S(p)

E(p)
4.2. Déterminer d, et d, telsque, pour une entrée de type parabolique, |’ erreur

soit nulle. Que devient alors S(p)

E(p)’

Exercice N°19
En utilisant le critére de Nadlin, trouver la valeur de k pour que le systéme décrit par
le schéma fonctionnel ci-dessous présente un dépassementD = 20% .
Eiv) ] S
>

k— T
y P(Epi+21p+i0.5)

Exercice N°20
Calculer la valeur dek permettant au systéme suivant de présenter un
dépassementD = 6%.
Eip) y S(p)
T
+ p+i){I+itp) -

!
I+0.0ip

Exercice N°21
Trouver le dépassement et |e temps de pic pour le systéme suivant :

0.25
p*+ 2p®+ 2p°+ p+ 0.25

H(p) =
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Chapitre 4: Analyse & synthese des systemes asservis linéaires par la
méthode temporelle

Exercice N°22
Soit le schémafonctionnel du systeme asservi linéaire représenter ci-dessous :

Zp)
+ Sred
) i) o) e G
¥R
Gafp)
1 1 1
1. Onsuppose Z(p)= 0 & Gy(p) = T_—p; G,(p) = E; Gy(p) = m; G,up)=-1

1.1. En utilisant le critére de Routh, donner les valeurs de T, pour lesquelles le

systéme en boucle fermé est stable.
1.2. Trouver les valeurs des pbles qui donnent un systeme juste oscillant (oscillant

pur).
1
2. Onsuppose E(p)= 0 & G,(p) = 0 G,(p) = T—p; Gy(p) =1L Gu(p)=- 1,
2.1. Quele est la vaeur numé&ique de I'erreur statique du systéme pour
z(t) = - 5tu(t) T = 3.14s.

2.2. Quelle seral’ erreur statique si |’ entrée est donnée par :
z(t) = u(t)- 2u(t- 5+ (t- 10)u(t- 10) &t T = 1s.
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62



Chapitre5: Analyse & Synthése des systemes asservis linéaires par la méthode du
lieu des poles

O Introduction :

Variation du lieu des pdles en fonction du gain.

E ,@ K G(p)
¥

P+ anap™ + anap™2 Feeeeeeee &
F.T.B.O: KG(p) = <n
pn + bn_]_pn_l + bn_zpﬂ_2 +... ...+ bo
=K. N(p)
D (p)
KG(p)
Le systéme est stable si les pdles de ——sonta parties réelles négatives
1+ KG(p)
LesplOlessont lesracinesde 1+ KG(p) =0: E.C
N(p)
1+KG(p) =0 1+ =0
D(p)

Soit D(p) + KN(p) = 0

En générale, la position des racines change quand K varie. le géométrique des racines
tracés dans|e plan P en fonction de K s appelle lieu des racines.
Si K =0lesracinesdel’E.C sont les poles de G le lieu des racines part toujours d’ un
pble de lafonction en B.O.
> Si K o les racines tendent versles zérosde G (p) .

Reglel: s K variede 0 al'wo les lieux de pdles en BF partent des pbles en B .0 pour
aboutir aux zérosen B.O ou |’ 0.

Exemplel: K(ptl) G
G(p) = — H(p)=
p(p+2) 1+G
E.C = 1+G=0 = 1+K(ptl) =0 = p(p+2) + K(p+1) =0
p(p+2)
Im

Soit p? + p(k+2) + K =0 2 1

P, =-0.5.(2+K) + (1+K%4)"? «—<p -

P, =-0.5.(2+K) - (1+K?%4)¥?
Regle? : Les parties des lieux des pdles appartenant a |I’axe réel se trouvent a gauche

d’un nombre impair des pdles et des zéros pour k > 0: k<O c'est I'inverse.
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Chapitre5: Analyse & Synthése des systemes asservis linéaires par la méthode du
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Remarque : pour K< 0 les parties des lieux des pbles appartiennent a |’ axe réel se trouvent a
droite d’ un nombre impaire des pdles et des zéros.

Regle3: Lelieu despdles est symétrique par rapport al’ axe réel .
Regle4 : Lelieu des pdles possedent n branches avec (n - m) directions asymptotiques .
n : nombres des poles.
m : nombres des z&ros .
Regle5: Les directions asymptotiques sont données par larelation :
6=(21L+1) I/ (n-m); LeN

Remarque: Lesasymptotes concourent en un point del’ axe réel d’ abscisses X,

n m

Xe= (izzfi - iZ:lzi)/(n - m)
Regle6 :  points de branchements
Imy Im A

Re Re

Qe[ >0

Point de cass&g point de coal escence

L es abscisses des points de cassures et de coalescence vérifient larelation suivante :

n m
;1/(5+Pi) =2 U(c + Z). -P, et -Z; sont les pbles et les zéros
i= i=
Les points de branchement peuvent étre aussi obtenues en résolvant |’ équation suivante :
dG/dp= 0
K
EXEMPLE d application : G(p) = ---------------
AlM p(p+1)(p+2)
° Re
T B >

SU(o +p) =0

= 1o +1/(1+c) +1/(2+c) =0
= c1=-157 argeter € [-1,0]
c2=-042



Chapitre5: Analyse & Synthése des systemes asservis linéaires par la méthode du
lieu des poles

Regle7 : condition sur les modules et les arguments .

(22)[(372) P (p-zm)
G(p) = ----=====mnmnene-
(P-P)(P-P2)-- e (P-pn)

—>
p-pr —3IM [PiIM ;1]

Re

Pz /1M [le 01]

M . ZM . ... M (o [To - dm
Gl = e —— = UK
P]_M.PzM. .......... PnM P1. P2--ceveeeaaPn

1+KG(p)=0 G(p)=-VK
soit 11Gl=VK. ArgG = (2r+1)n

m n
Relation entrelesarguments: ArgG= X ,lArg (p-z) -2 f\rg (p-pi)
1= 1=
m n

ArgG= Z(lpl - Z\yif (2x+Dr
i= i=

Si on n’'apas des zéros on peut écrire selon la condition sur le module :
(Up1.p2.p3) = UK

Régles8 : ANGLES DE DEPART ET D’ARRIVEE

L’angle de départ du lieu des racines d’un pdle complexe est donné par la relation
suivante : 0p =180° + ArgG’
ou Arg G’ est la phase de G calculée au pdle complexe sans tenir compte de la contribution
de ce pble particulier .

Exemple: Considérons lafonction de transfert en boucle ouverte

K(s+2) 35° gl
S+
G(s) = . K>0 &L& j

(s+1+j)(s+1-j)
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lieu des poles

L’angle de départ du lieu des racines au pble complexe S = -1 + j se calcule comme suit

I'anglede G en S=-1+j , sanstenir compte de la contribution du pdle S = -1+j est (-45°).

D’ou I'angle de départ est : 0p = 180° - 45° =135°

L’angle d’arrivée du lieu des racines en un zéros complexe est donné par la relation

suivante : 0 =180° - Arg G

ou Arg G’ est laphase de G calculée au zéros complexe , sanstenir compte de I’ effet de zéro

Exemple:
k(s+j)(s—J)
Ge= , k>0
S(s+1)

L’angled arrivée du lieu des racines au zéros complexe S=j est :
0a = 180° - (-45°) = 225°

jo
225°
(0}
Exemple:
K
soit G(p) =
P(p+1)(pt+2)(p+5) |
m
Tracer lelieu des poles. A%
+ V5
Re
< > U >
-5 -
*\Vi
3 branches
3 directions asymptotiques
Xc=-6/3=-2 ; 01=7n/3;0,=t ;03=5n/3

EC: 1+KG(p) =0
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=N p+6p°+5p+K=0
par ROUTH
p> 1 5
p° 6 K K<30etK>0  Kc=30
pt (30-K)6 O
pP° K

Polyndéme auxiliaire:  6p?> +K=0 — 6p° +30=0 — P=41j (5)"?

O Margedestabilité absolue et relative:

1N

QP >
P
Marge de stabilité absolue

. sn(g) = m

T
=—=m=1
P 2

\ p=0=m=0

Marge de stabilité relative
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Marge de stabilité relative et absolue.

|| EXERCICES ||

Exercice N° 1

Soit un systéme asservi a retour unitaire avec transmittance en boucle ouverte de la
forme:

K

G =
M= o+ ap+

1. Tracerlelieudesracinestdd quea=1 b=5 & K3 0.
2. Tracer lelieudesracinespour a3 0, b= 375 & K = 4.

Exercice N° 2
Soit le systéme asservi suivant :

Eip) > S £ S
+ plpt+i) -

L I +hp

1. Déerminer K & b de telle sorte que les pbles du systéme bouclé soient
P> = - 1+ J\/§
2. Tracer lelieu desracines.

Exercice N° 3
Soit un systéme dont lafonction de transfert en boucle ouverte est :

K
G(p)= ——
(P) p*(p+ 2

1. Tracer lelieu desracines.
2. Montrer que le systéme est instable pour les valeurs positives de K .
3. Ce systeme peut étre stabilisé en additionnant un zéro sur I’axe réel négatif pour
- K(p+ a)
modifier G(p) enG,(p) = ——.
S p(pt 2

4. Pour assurer la stabilité du systéme, trouver les limites de variation de a .

Exercice N° 4
Soit lafonction de transfert en boucle ouverte d’ un systéme asservi aretour unitaire
K(p+ 3
G = s DI
p(p"+ 2p+ 2)(p+ S(p+ 6
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1. Tracer lelieudesracinespour K > 0.

2. Trouver la valeur de K pour que le coefficient d’ amortissement du systeme en
boucle fermée soit égal &4 0.4 (m = 0.4).

Exercice N° 5
Soit le systéme suivant :

%@—3C)—— R ) S

?

1

G - -
(p) Pt dp+ 5

1. R(p) = 1; caculer I’'amortissement m, le temps de pic et le dépassement du systéme
en boucle fermeée.

2. Onconsidére R(p) = K
p

a. Tracer le lieu des racines du systeme avec précision. Calculer le gain critique ;
en déduire les pdles imaginaires purs.

b. Déerminer K pour avoir une marge de stabilité absolues = - 1.
c. Déterminer la valeur de K garantissant un amortissement en boucle fermée
m= 0.7.

Exercice N° 6
Soit un systéme asservi décrit par le graphe de fluence suivant :

Efp) ; Kilp ; o Hp+i) I 5fp)

1. Déterminer la valeur de K, donnant un systéme juste oscillant ; déduire les pdles
imaginaires purs.
2. Déterminer lavaleur de K, assurant au systéme un dépassement D £ 20% et calculer

le temps de pic.
3. Onsuppose maintenant que le systeme est décrit par le graphe suivant :
Bp) Kip ; e Mp+2) I Sp)
I . = . = S = S = S = S =
e e i e

Tracer avec précision le lieu des racines du systeme.
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Exercice N° 7
Soit un systéme asservi décrit par le graphe de fluence suivant :

&
Eip) i 1 el a i =3 i Sp)
— > > > > > >
Pourb= 0, a=1 C(p)= —~—, 1 =01 k=2 H,=—* & H, =+
p+ 10 0.7+ 0.1p 2p

1. En utilisant la regle de Mason, Caculer la fonction de transfert en boucle ouverte du

systéme puis celle en boucle fermeée.

2. Tracer lelieu des racines du systéme.
3. Etudier en fonction desvaleursde K la stabilité et la nature de laréponse du systeme.
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