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INTRODUCTION

1/ Définition :

Un systéme asservi est un systéme bouclé c'est a dire possédant une rétroaction (contre réaction )
de la sortie sur I'entrée.

Il copie le comportement de I'homme dans les trois phases essentielles de son travail.

Tache a — »| Réflexion | p | Action p-Effet de ’action
réaliser
Observation
—
* Organisation fonctionnelle : Perturbation
Régulateur ¢ventuelle
—
m Actionneur
, Erreur ICommand| )
Entrée de Correcteur | + » Sortie
référence Processus
Ref-

Chaine de retour

Capteur

ou d’observation

- Le régulateur ¢labore le signal de commande.
- L'actionneur maitrise la puissance fournisse au processus.
- Le capteur contrdle la grandeur asservie et en rend compte au régulateur.

2/ Notion de linéarité :

* Au sens mathématique : X — f(X)
f est linéaire — f (7\.1X1 + }\,2X2) = }\,1f(X1 ) + }\,zf(Xz)
* Au sens physique :
un systéme est linéaire s'il vérifie la linéarité mathématique + l'invariance temporelle

e®) — p| SL | ps(t)

* Linéarité mathématique : e, — s,
e, — s,
Ae, = s,

e, e, >, s,

* Invariance temporelle : e(t-1) —> s(t-1)
e(t+1)—> s(t+1)
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Exemple : un circuit RC.
2.1: Théoréme : Un systéme est linéaire au sens physique s'il est décrit par une équation différentielle
a coefficients constants.

Exemples:

1/e(t)=Ri(t) +s()=R C % + s(t)

soit e=RCs'+s e(t) C_—— |sit)
c'est un systéme linéaire

2/ Mx" =-k x —fx'+Fe ”_FYYY\_ 4 » Fe

c'est un systeme linéaire X frottement
«—>

M visqueux

3/ ry : couple moteur M 'R 0
rr : couple résistant rotor M W
J :inertie charge
JO"=-F@' + Jo" + 10" =
%7 v = I'm
R

Remarque : On peut démontrer qu'un systéme linéaire invariant est régit par une équation différentielle
a coefficients constants.

e(t) — 3| SL [ ps(b)

e(t+1)——p SL | — ps(t+1)

e(t+71)—e(t)

t —s(t
. SL | s(t+7)—s(?)

T

Quand T—>o,0ona:

de SL |, ds
dt dt

Il en est de méme pour la dérivée a l'ordre n ainsi que pour la primitive d'ordre n. La relation entre "e"

n.n

et "s" est donc une équation intégrale différentielle de la forme :
n-1 m m-1

a, S"+apS e, +a s=b e +b e +..... b e

(o] m m-1

2.2 Résolution des équations différentielles linéaires a coefficients :

Soit a, s" + a Sn_1 F o, a; S’ +ag S=g(t)
SG(g#0)=SG(g=0)+SP(g#0)
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SG (g=0) : c’est la solution générale de 1’équation sans second membre.
SP (g # 0) : c’est la solution particuliere de I’équation.

a. Recherche de SG (g = 0)
On écrit 1'équation caractéristique de 1'équation différentielle:
ap A" +an-l7\4n71+ +ay=0
J plusieurs possibilités : A ........... A
* 3 ), distincts et réels: s(t) = Xc; et

* 3 racines multiples :
soit j/ Aj : racine d'ordre k : s(t) = Yc; e™it + Ay + 2ot +

* 3 racines complexes conjuguées : Aj =a +jw
Aj=a-jw

s(t) =Xc; et + A sin (wt+q) et

b- Recherche de SP (g #0)
tout dépend de la forme de g(t)

*gt) = oot t + (xptp = Pp(t) polyndme de degré P
SP (g #0) est un polyndome ded°p si ay#o0
de d°p+lsi ag=o0 aj#o0

SP(g#0) = Qy(H)

“g(t) =¢ Pyt) SP(g#0) =c Q)

* g(t) = P(t) sin wt SP (g # o) - Qp(t) sin

3/ Stabilité :

On dit qu'un systéme est stable lorsque celui-ci tend a revenir a son état d'équilibre permanent quand
on lui applique une perturbation de courte durée. La notion de stabilité est indépendante de la forme de
l'entrée, pour 1'étudier, il suffit donc de considérer SG (g = 0)

Exemple :
* M réels distincts : s(t) = X Ci ot

S(t) t— 00 ;s(t)—>0
A si ALi<0 => stabilité

pt

Les deux systémes 1/ et 2/ sont stables seulement 2/ revient a son état de repos apres un temps
beaucoup plus long.
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* Ai doubles : s(t)=XCie bit 4 (C;+Cit) e Moo Sft)

1/ et 2/ sont stables o

t— 00 ;s(t)—>0
<0 /'\

4/ Théoréeme

Pt

Un systéme linéaire est stable si et seulement si la partie réelle de toutes les racines de son
equation caracteristique est négative

5/ Signaux canoniques : e(t)

5.1. Impulsion : percussion :

e(t) =E &(t); E(p)=E E(p)—»| Systéme —»S(p)
s(t) estune réponse impulsionnelle

t
T
5.2. Echelon de position :
e(t)=E.u(t) avec u(t)=0si t<0
=1sit>0 e(t)
A
E(p)—»{ Systeme —»S(p) E
Ep) E >
— t
P p
o du(t)
s(t) estune réponse indicielle: —g— = O(t)

5.3. Echelon de vitesse : rampe :
e(t) = E.tu(t)

e(t
£ ()
E(p)="7
P p
s(t) est dite réponse de vitesse , p t

5.4. Echelon d'accélération :

7 e
e(t)=E B u(t) £
E 2
Bp) = ¢ /1 ot
S(t) est dite réponse d’accélération.
* Entrée causale : E(t)
1
t>0 e(t)=0 5
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* Entrée sinusoidale :

e(t)

6/ Rapidité :

Un systétme a une rapidité satisfaisante s'il se stabilise a son niveau constant en un temps jugé
satisfaisant.

e(t) N s(t)

Systéme rapide

—
—

Systéme lent

p

ts

7/ Précision :

Un systéme est précis si la sortie suit I'entrée en toutes circonstances.

e(t) s(t) . e,s
A Pertyrbation A
|
S 1
N
; 2
i
i
—— < : t
1 : systéme précis ' cas ou "e" et "s" sont
2 : systeme non précis de méme dimension
8/ Principe de superposition:
er sy
e—p| Systetme —Ps 2.6 25y

er + e -s1ts
Ce qu'on applique a I'entrée on le retrouve a la sortie

9/ Caractéristiques statique et dynamiques :
s(t)
A

Régime Régime établie

Pt
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10/ Réponse indicielle :

lim s(t) = s(0) ; quand t— ®©

@)
As(0)

Régime sous amortie

1 VAN

+ x%

N

t) : tpic
tm : temps de monté
0.1}

_F-x%

T
m

s(t)
s(0)
A ¢+ x%
1
0.9
? -x%
0.1]..... ‘
b
4 —>
tm ts

tm : C'est le temps de monté nécessaire pour

s(0)

>t

>t

Régime amorti

passe de 0,1 20,9

, . s(t .
tr : C'est le temps de retard nécessaire pour que % atteint 0,5
(o0

ts : Clest le temps de stabilisation est le temps a partir duquel s(t) reste a

définitive (x =5 ou 2)

tp : C'est le temps de pic

x% du régime
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11/ Transmittance opérationnelle :

11.1. Définition :

Un systéme linéaire est régit par une équation différentielle de la forme
(n) (n-1) (n) (m-1)
N +a,S =be +b, e +.be

L[e(®] =E(p)
L[ €'(t) ]=pE(p) - €(0)
L[ eN(t) = pn E(p) - p(-1) ¢(0) ........... en-1(0)

de méme pour s(t)
La transformée de Laplace de (1) s'écrit pourn=m =2

2
S(p) = 22 FOP D, )+ cte

2
a2p + alp + ao

cte: dépend des conditions initiales e(o); €'(0) ; S(0) ; S'(0)

Un choix correct des variables "e" et "s" permet d'éliminer le 2éme terme (ct€) il suffit de prendre
toutes les conditions initiales nulles.

On définie donc la transmittance opérationnelle
pour n=m=2

S(p) — H(p) — bzpj +blp +b0

E(p) ap-tapta

H(p) : transmittance opérationnelle ou isomorphe
12/ Transmittance harmonique

12.1.Définition

e) —p| SL [ ps()

En régime établit s(t) = S, sin(wt + ¢ )
H(Gw) = % el est appelée transmittance harmonique
0
HGw) = [H(p)]p - jw
H(jw) s'obtient en remplagant dans H(p) p par jw

Im[H(jo)]

12.2. Représentation : A

* Lieu de Nyquist :

Ww—> ©

lieu gradué en w et orienté
vers les w croissants

» Rel[H(jo)]
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* Lieu de Bode :

G =20 log |H|

p o ou f (échelle log)

¢ = Arg H(jo)
A

p oouf
-90%L
-180°L

* Lieu de Nichols ou (Black) :

G=201log |H
20 log |H|

» ¢ = Arg H(jo)

. i
-180°  -90°

gradué en w est orienté vers les w croissants.
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DIAGRAMMES ET ABAQUES

Ce chapitre a pour objet la représentation de la réponse en fréquences
T(jw) en boucle ouverte ou F(jw) en boucle fermée d’un systeme asservi
linéaire au moyen de diagrammes de différents types. Pratiquement, il est
plus intéressant de faire 1’¢tude et la synthese d’un tel systeme a partir de
T(jw) (le gain K par exemple intervient alors linéairement). En général, on
représente donc la réponse en fréquences en boucle ouverte : on va voir que
des abaques permettent de déterminer graphiquement la réponse en
fréquences en boucle fermée F(jw) a partir de 7(j w).

Les diagrammes de base sont les diagrammes de Bode.

IV. Diagramme de Bode :

La représentation dans le plan de Bode d’une réponse en fréquences
consiste a tracer séparément, en fonction de la pulsation @, le module et
I’argument de cette réponse, qui représentent respectivement
I’affaiblissement et le déphasage subis par des signaux sinusoidaux de
différentes pulsations appliquées a D’entrée du systeme qui possede la
réponse en fréquences consideree.

Dans le plan de Bode, il n’existe pas d’abaque qui permette d’obtenir
directement la réponse en fréquences en boucle fermée F(jw) d’un systeme
asservi a partir de sa réponse en fréquences en boucle ouverte 7(jw) tracée
dans ce plan.

Dans cette premicre partie, on suppose que 1’on désire représenter la
réponse en fréquences T(jw). Il est bien évident que 1’on pourrait utiliser la
méme méthode pour représenter directement F(j w).

En ce qui concerne la courbe du module de 7(jw), appelée diagramme
d’amplitude, on représente, en fonction de @, le module 4 de T(jw) exprime
en décibels, soit :

A dB=20log,|T(jo)
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L’argument d’un produit de quantités complexes étant égal a la
somme des arguments de chacun des termes du produit, la courbe argl(jw)
est encore appelée diagramme de phase.

Une fonction de transfert en boucle ouverte se présente, sous la forme
du produit de terme de la forme :

1. Terme K(jw)" :
Le diagramme d’amplitude de ce terme est la courbe 4(w) :

AdB= 2010g10 K.o"
Soit :
AdB=KdB +20alog .

Cette relation montre que la courbe A(log;y @) est une droite : il est
donc commode de tracer 4 en fonction de log;, @, ce qui revient en pratique
a tracer A en fonction de w, les valeurs de o ¢étant portées sur une échelle
logarithmique. 4, exprimé en décibels, est porté¢ sur une échelle linéaire et
I’on emploie donc du papier semi-logarithmique. La droite horizontale 4 = 0
dB (appelée « axe 0 dB ») est généralement distincte de 1’axe des pulsations
o (fig.1).

Pour une octave, c’est-a-dire pour un intervalle (o, 2w),la pente de la
droite A(w) est :

20alog,, 20 _ a.20log,, 2 = 6a dB/octave |
@

Cette droite coupe I’axe 0 dB en un point @y tel que :

log,, @y =—log,, K
soit au point :

o = 1/K"™
Enfin, pour o =1 :

AdB=KdB.

Si o = 0, A(w) est une droite horizontale d’ordonnée K dB.

ISEFC 13



Gossa Moncef

AdE & Pente fadBloctave

R RREE
LY /
D <o
KT 1 AdB 4 (gchells linaire)
(a) c=0
0 0 dB
4% ¥ cr(Echelle log)
Y
fig.1
0 0 dB
» ot i;?':'n
®) a=0 o 207
AdB 4 Pente AadBloctave
FE---7 : ] ek
0 i - 0 dB fig.3
' \M"‘a: &
1 ap=1/8Y
(c) a=(
fig.2

On a représente les droites correspondant a des valeurs positive, nulle
et négative de o sur les figures 2a, b, c.
Le diagramme de phase du terme K(jw)” est la courbe donnant, en
fonction de w :
o =argK(jo)*
soit la droite horizontale (fig.3) :
»=0.90 .

Pour des raisons de commodité de lecture et de tracé du module et de
I’argument d’une réponse en fréquences pour une certaine pulsation, les
diagrammes de phase sont tracés en dessous des diagrammes d’amplitude
correspondants, avec la méme €chelle logarithmique que ces derniers pour la
pulsation .

2. Terme (1+jw?)® :

Considérons tout d’abord le terme :
l1+Hjor (p=1), >0,
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correspondant a une racine réelle négative p = -1/7 du numérateur de 7(p).

Quand w tend vers zéro

‘1+ja)r‘ = (1+a)2r2 12

tend vers 1, et quand @ tend vers I’infini ‘1+ja)f‘ tend vers wr: le

diagramme d’amplitude du terme considéré possede donc deux asymptotes,
les droites A = 1 et A = wr. A ¢tant exprimé, on I’a vu, en décibels, et les
valeurs de @ portées sur une ¢chelle logarithmique, la premicre de ces
asymptotes est confondue avec I’axe 0 dB (4dB=20log;, 1=0) ; le second est
une droite de pente 6 dB/octave qui coupe 1’axe o dB a la pulsation (appelée
parfois pulsation de cassure) :w = 1/7. Alors on effet wr= 1, soit 0 dB.

Pour cette pulsation, la courbe réelle d’amplitude possede une
ordonnée égale a 3 dB (alors: (1 + @’7?)'? = J2). Pour les pulsations @ = 2
T et w = 2/7, on peut vérifier que ses ordonnées sont supérieures de 1 dB a
celles de ses asymptotes (fig.4a).

D’une facon générale, un diagramme réduit a ses asymptotes est
appele diagramme asymptotique.

Le diagramme de phase du terme 1 + jwr est la courbe :

p=arg (1 +jw),

Soit :
@ = arg tg(w7).
AdB 4 @ 4
= / e
|:| _____JI |:| dE 450 7/
lfl'l: bt 0= e Pt
() (b)
fiz.d
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Quand w tend vers zéro, ¢ tend vers zéro et quand w tend vers 1’infini,
@ tend vers 90°. Pour o= 1/7, ¢ =45°.

On peut représenter de facon simplifi¢e la variation de ¢ au moyen du
diagramme asymptotique dessiné en traits épais sur la figure 4b.

Si I’on consideére maintenant le terme : 1 - jwr, 7> 0, correspondant a
une racine réelle positive p = 1/7 du numérateur de 7(p), son module est
identique a celui du terme 1 + jwz. Son argument est identique en valeur
absolue mais de signe opposé a celui de 1+Hjwr.

Des termes de la forme :

1 1

1+ jor et l-jor
ont respectivement des modules, exprimés en décibels, et des arguments
identiques en valeur absolue mais de signes opposés a ceux de: 1 + jor et
|l -jor.

Enfin, si pour le terme considére, > 1, les diagrammes d’amplitude
et de phase correspondant sont obtenus par £ additions graphiques d’un
terme de I’une des formes mentionnées ci-dessus.

3. Terme (1-07w,*+j2 Lo /w,)" :

Considérons le terme :
l-0%0w,’+)2Cw/w, avec (>0 (1)
correspondant a deux racines imaginaires conjuguées a parties réelles
négatives du numérateur de 7(p).
Le diagramme d’amplitude d’un terme de cette forme est la courbe::

A dB =20 log, [(1-0¥®,2)? + 2 L /)] .

Quand o tend vers zéro, A dB tend vers zéro et le diagramme
d’amplitude possede une asymptote confondue avec I’axe 0 dB.

Quand o tend vers I’infini, le module du terme considéré tend vers (@
/w,)" ce qui met en évidence I’existence d’une seconde asymptote, de pente
12 dB/octave, qui coupe I’axe 0 dB a la pulsation : ® = @, . La forme de la
courbe réelle dépend du parametre C .

L’argument :
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2w/ o,
l-(w/w,)

tend vers zéro avec w et tend vers 180° quand w tend vers I’infini. Pour @ =
@, . @=90°

Au voisinage de ce point, I’argument ¢ augmente d’autant plus vite
avec w que C possede une valeur faible.

On a represente figures S5a et b les allures des diagrammes
d’amplitude et de phase de terme de la forme (1). On a dessiné en traits épais

sur ces figures les diagrammes asymptotiques correspondant (qui ne
dépendent pas de C).

@ =arctg

AdE 4 g a
¢ petit
_vu—_ "
0 — "~ 0 dB ] PO @
2gp-mmmm s T L=07 /
fb:*n T T @ "
(a) (k)
fig.5

Connaissant les variations en fonction de @ du module et de

I’argument d’un terme de la forme (1), il est facile d’en déduire ceux de
termes de la forme :

1
-0’/ + j2lo/ o,

l-0¥/w,?-]2 Cw/w,, ,avec >0

4. Terme e’“":

Le module de ¢7” est toujours égal & [*unité.
Son argument ¢ s’écrit :

Q=-0T.
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Lorsque o varie de 0 a +oo, ¢ varie donc de 0 a -co. Dans un plan
semi-logarithmique, il est toujours possible de construire la courbe ¢ (w)
point par point.

V. Diagramme est abaque de Black :

4. Définition du diagramme de Black :

Dans le plan dénomme plan de Black, on représente une réponse en
fréquences T(jw) en portant en abscisse I’argument ¢ de T(jw), exprimé en
degres et en ordonnée le module 4 de T(jw) exprime en décibels (fig.6).

La courbe obtenue, appelee diagramme de Black ou lieu de transfert
dans le plan de Black (ou en abrégé lieu de Black) est graduée en pulsations
@. Un tel lieu est une utilisation trées commode, car un changement de gain K
d’un systeme se traduit par une translation parallele a 1’axe des ordonnées.
La multiplication de plusieurs réponses en fréquences se réduit d’autre part a
une addition vectorielle.

fig.6

5. Construction et allure des diagrammes de Black :

C’est a partir des diagrammes de Black d’une réponse en fréquences
T(jw) qu’il est le plus commode de tracer son diagramme de Black. L’allure
d’un tel lieu dépend, aux fréquences ¢élevees, de la différence n— m entre les
degrés du dénominateur et du numérateur de la fonction de transfert 7(p) et,
aux fréquences basses, de I’ordre de multiplicité a du pole a 1’origine de

T(p).

Aux pulsations ¢élevees :

A 1

T(j ~ "7
[T(jo)],. B (o)
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le module de 7(jw) tend vers zéro (-0 dB).

Pour n — m = 1, 2, 3, ... les arguments de 7(jw) tendent
respectivement vers : -90°, -180°, -270°, ... lorsque w tend vers I’infini. Aux
fréquences ¢élevees, les droites verticales qui possedent ces abscisses sont
donc des asymptotes pour les lieux de transfert dans le plan de Black, qui
peuvent avoir les allures dessinées figures 7a, b, ¢ : celles-ci correspondent a
des valeurs de n — m respectivement ¢égales a 1, 2 et 3.

. s AdB , +AdB . +AdB
1 | 1
! I 1
! l I
L gpe ¢ l_180° g -270° g
0 ! 0 ! of
| | I
I | X

N N NG

W= ar = ar =

n-m=1 n-m=2 n-m=73

(&) (b) ()
hig.7

Aux basses fréquences :
[TG@)]ws=K/(jo)" .

St o = 0, T(jJw) tend vers le nombre réel K lorsque o tend vers zéro et le lieu
de Black a I’une des allures dessinées figure 8a.

&= ar=1[J

nﬂdB nﬂdB ! nﬂdB
i A
N |
1’.'.,?=|:| K | 1
@ - 30° i 1-180° @
of ! o -~ ! of
l l
o=1 0{.|= 1 “=2
(@ (b) (=)
fig.n

Sia=1, 2,3, ... le lieu de Black possede aux pulsations basses des
asymptotes verticales d’abscisses — 90°, - 180°,- 270°, ... et il a, pour oo = 1
et o = 2 par exemple I"une des allures dessinées figures 8b et c.
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6. Abaque de Black :

De la réponse en fréquences en boucle ouverte 7(jw) d’un systéme
asservi 1’abaque de Black permet de déduire pour chaque pulsation w le
module A dB et ’argument ¢ degrés de la réponse en fréquences du systeme
asservi a retour unitaire équivalent au systeme donné :

. T(jo)
Flo)= 1+ T(jw)

Si ’on €crit T(jw) sous la forme exponentielle :

{A(w) =|T(jo)
avecl

T(w) = A(w) o =argT(jw)

F,(jw) s’écrit sous la forme : _
F.(jo)=B(w) ¥

A
: Bw)=F,(jo) =
y =argF (jw) = arctg it 4
A+cosp

L’abaque de Black est donc obtenu en tragant dans le plan de Black :
- les lieux des points pour lesquels :

20log;o B= A dB = Cte

lieux appelés contours d’amplitude,
- les lieux des points pour lesquels :

arctg e w° = Cte
A+cosg
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lieux appelés contours de phase.

Etant donn¢ le lieu de Black 7(jw) de la réponse en fréquences en
boucle ouverte d’un systeme asservi, tracé sur I’abaque de Black, si un point
M de ce lieu, correspondant a la pulsation @, se trouve par exemple (fig.9) a
I’intersection des courbes : A =- 6 dB et = -40°, de I’abaque de Black , - 6
dB et — 40° représentent I’amplitude et la phase de F,(jw) a la pulsation .

& AdE
| | .n.Irﬂ
dB>0 :
b
I X x*k
-180" - 40= | " 0 Re;
: v (e oo A= i
- L @ = argT (je)
| |
' | 11 {ear)
dB{D: -GdE 400
|
| |
" T(je)

VI. Diagramme de Nyquist :

3. Définition du diagramme de Nyquist :

Le diagramme de Nyquist, ou lieu de transfert dans le plan de Nyquist
(ou en abrégé lieu de Nyquist), d’un systeme de réponse en fréquences 7(jw)
est le lieu des points définis en coordonnées polaires par un rayon vecteur
¢gal a la valeur arithmétique 4 du module de 7(jw) et par un angle polaire ¢
¢gal a ’argument de 7T(jw) (fig.10). Ce lieu est gradu€¢ en pulsations w.

4. Construction et allure des diagrammes de Nyquist :
A partir des diagrammes de Bode d’une réponse en fréquences 7(j w),

il est facile de construire le diagramme de Nyquist de cette réponse. Son
allure dépend, aux fréquences ¢levées, de la différence
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n — m entre les degrés du dénominateur et du numeérateur de la fonction de
transfert 7(p) et, aux fréquences basses, de I’ordre de multiplicité o du pdle a
I’origine de T(p).

en transposant dans le plan de Nyquist les résultats indiqués
précédemment dans le plan de Black, on trouve pour allure des diagrammes
de Nyquist lorsque les pulsation tendent vers 1’infini et vers zéro les allures
représentees figures 11a, b, c et 12a, b, c.

llh‘.[l ‘.It-[-l- ‘lItn
Oler=c0 L= =
Ee Z'/—U Ee 0 Fe
n-m=1 n-m=2 n-m=23
(a) (b (c)
fig.11
It‘ﬂ ih]:'['.['.l. .n.IH'.I.
ar=1
.'I 1_‘ -
' | T
K/J Ee / b Ee e
0| = ’ 0 o ’
“ D\\ m=0‘”‘ 'H"”ZD -
P:—
ar =1
g=10 =1 m==z
(a) (b) (c)
fig.12
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SYSTEME LINEAIRE

Systéme de 1% ordre :
A/définition :

On appel un systéme linéaire un systéme de 1 ordre si la relation entre sa sortie et
son entrée est décrit par 1'équation différentielle :

ds (1)

S(t)+1 - Ke(?)

T >0 :constante de temps
K :gain statique

d’ou la transmittance H(p) : S(p) + T p S(p) = K E(p)

L (e S
() =
100l e
Exemple des systéme de 1 ordre :

Circuit RC

i) R

T
elt] 1] :: C

e(t)=Ri(t) +s(t) orona i(t)=C (ds(t)/dt)
= e(t) = RC (ds(t)/dt) + s(t)

S(p) _ 1
E(p)=RCp S(p) + S(p) = FE ( p) 1+ RCp

AvecK=1 et T=RC
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B/ Réponses aux signaux canoniques :
e Réponse impulsionnelle :

e(t) =E¢d(t) = E(p)=E,

. .

S0y H (5D~ lliE °

10 14

e Réponse indicielle :
e(t) = Eou(t) = E(p) =E¢/p

i

S(p)=H(p)E(p)

i

R

St

A

e Réponse harmonique (fréquentielle):

()
&

KE

0,63 KE |----
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. K K ;
H(jo) = L g exp( j¢)
L Jrer” i1 o
avec @ =- Arctg(tw)
- Lieu de Nyquest:
K Kot
H(jo) = ——J —=X+jY
l+77°w l+77w
X= K2 2:>1+12a)2:—:>12a)2:5—1
l+7°w X
K ot
Y = —
l+7%°w°
= Y——KwT = —twX

= Y* =0’ X’1* =(K/X - NX* =KX -X*
=X +Y -KX=0= (X-K2)+Y>-K/4=0

= (X - K/2)2 +Y*= (K/2)2 cercle de centre (K/2 , 0) et de rayon K/2

Kz Wy FelH]
»
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K
1+ jrw

- Lieu de Bode :

2)1/2 eXp(]¢)

(I+7°w

H(jw)

20Log(K) - 20Log(1+t*W?)"?
20Log(K) - 10Log(1+t°W?)

Arg(1+jTw)

avec @ =- Arctg(tw)

20Log(H)
20Log(H)

Arg(H)

ap uieg

Frequency (radisec)

10"

107

mm_ﬁ_ mmm_cm_

Freauency (radisec)

- Lieu de Black:

o
—

dqp U2 (H)30710T

o] o]
— L]

—QID
Phase (deg)

-180

26
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Systéme de 1" ordre généralisé :
A/ Définition :
Ce sont des systémes linéaires régient par une équation différentiel de type
suivant:

ds(t) d e(t)
s(t)+ 7 =K[e(t) +t' ]
dt dt
=S(p) +  S(p) = K E(p) + K t'pE(p)
S(p) 1+1'p
=H(p) = =K
E(p) I+tp
Sionnote T = At
1+Atp
= H(p)=K
l+tp
EXEMPLE:
i A1
—»——1] |
)
elt] " Rz
R,
S(p) = E(p)
Rl/Cp
Ry+———
R]+1/Cp
= H(p)= S(p)/E(p)
Rz (Rl +1/Cp) R2(1+R1Cp)
= H(p) = =
R] R2 +(R1+R2)/CP (R]+R2)(1+R]RQCP/(R]"‘Rg))

:>K:R2/(R]+R2) ; T:R]Rz/(R]+R2) ; T':R]C ; }L:(R]+R2)/R2
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B/ Réponses aux signaux canoniques :

e Réponse indicielle:

e(t)=Eq u(t); E(p)=E/p

(1+ Ap) KE, KEytAp

S(p)= KE,

(1+ tp)p (I+twp)p  (I+1p)p

KE, KEo\

S(p)= ———— +

(I+ tp)p (p+1/ 1)
= s(t) = KE, (1-expo(-t/1))+KEA expo(-t/t)
= s(t) = KE, (1+(A-1) exp (-t/1))

10
=5
D 1 1 1
0 3] 10 15 20
e Réponses harmonique:
I+HwAt
H(w) = K———= xtjy
I+jwt

= v H(x-K(A+1)2)* = (K(A-1)/2)*

C'est 1'équation d'une cercle de centre (K(A+1)/2 ,0) et de rayon K(A-1)/2

e Lieu de Nyquist :

2
.Eq' i
EL—" T
o 0 -
o
£ 4|

2 -

2 25 3 25 4
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A>1

—

o o W

Lo

=

Sy B

—
1

1.8

16

14

1.2

A<l

e Lieu de Bode :

1

(1+ jAtw)

H(Gw)=K

1+ jTw

on pose

1

}L =

I+jtw
H, = (1+ jAtw)

20Log(H;) + 20Log(H,) + 20Log(K)

Arg(H,) + Arg(H,)

= 20Log(H)

Arg(H)

4 +H

— = A d-d4 -

1
1
" 1
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e Lieu de Black:

a0 10

o =)

S.40¢ 5 5t

= =

5 30t 50Ot

) =

_IGIJZD- 3 O

= —

210t 10t

5 >
(] : -15 '
-360 -270 -180 -180 -90 0

>1 A<l

Systéme du second ordre:
3.1 Définition :
Un systéme est dit second ordre s'il est régit par une équation différentiel de la forme:
d*s/dt*+2mw, ds/dt + wy” s(t) = Kw,” e(t)

Avec

K= soo/e o0: gain statique
m : coefficient d'amortissement
wo:pulsation propre non amortie

D'ou sa transmittance H(p) :

p°S(p) + 2mwepS(p) + wo ' S(p) = Kwo E(p)
S(p) Kwq’

= H(p) = =
E(p)  p*+2mwep + wy’

3.2 Calcul des racines de 1'équation caractéristique :
p° + 2mwep + wo> =0
A'=m’wy’ - wo? = wol (m? - 1) = VA= wy(m? -1)"?
a/ m>1 = A>0 = p;=-m wo+ wo(m®-1)"?
ps=-m wy- wo(m’ -1)"?
b/ m=0 = pix =34 wy
¢/ m=1 = A'=0 = p;=p>=-wy
d/ 0<m<1=> p;=-m w, + j wo(m” -1)
P2= -m W - ] Wo(m2 '1)1/2
3.3 Réponse indicielle :
E(p) = Eo/p

S(p)= H(p) E(p) =

172

KW()2 E()

p +2mwop+wo’ p
soit p; et p, les racines de p*+2mwop+wq’
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A B C
= S(p)= +
P-P2 p

KW02E0 KW02E0
; B= ———

P-P1 5
KW() E()
avec A=

(P1-p2)p1 (P2-P1)P2

= s(t)= (A exp(pit) + B exp(p,t) +C) u(t)

a/ m>1 pi= -mwyt wo((m>-1) %)

po= -mwo- we((m’>-1) %)

P11 p2= Wo2
%) t T t

= s(t) = KE, (1- exp(-—) + exp(-—) ) u(t)

T

T2-Ty T2 T2-Tq

avec 1= -1/p,; o= -1/p; ; 1>14

10

10

20 30 40
réponse hyperamortie

b/ m=0

, pP12= T jwo

P1P2= Wo

s(t)= KEo (1+ (p2/p1-p2) exp(pit) + (p1/p2-p1) exp(pat) ) u(t)
avec (p2/pi-p2) = (pi/p2-p1) = -1/2
s(t)= KE, (1- (exp(jwot)+exp(-jwot))/2) u(t)

= s(t) = KE, (1- cos(wyt)) u(t)

ISEFC
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10

|:| 1 1 1
[0 20 00 510 3

0

Systéme oscillant
¢/ 0<m<l

20
10+ g [1- ]
= B
jl
E 0 =il
10¢
-20 ' :
=20 -10 0 10 20

Relnl

cosp=m ; sinp= (1-m?)"* ; tgf=(1-m?)"* /m

exp(-mwt)
= s(t) = KE, (1-

R sin (wo (1-m2)"*t+B)) u(t)
1-m?
107

N

o/

0 20 40

60 g0 100
systéme oscillant amortie

ISEFC

32



Gossa Moncef

dm=1 P1I=P2= -Wo
= s(t) = KE, (1- (1+ t/7) exp(-t/t)) u(t) avec 1/t =wy

107

0 20 40 60 g0 100

3.4 Paramétres d'un systéme de 2éme ordre :

a/ Dépassement : D

Smax' Soo
D% =100
S
ml1
= D% =100 exp (-————)
(1-m?)”2
b/ Temps de pic : tp
exp(-mwyt)
s(t) = KEo (1- sin (wo (1-m%)"t+))
(1-m?)”?
s(t) exp(-mwt)
= KE, (mw, )sin (wo (1-m?)"t+p)
dt (1—m2)]/2
exp(-mwyt)
- KE, ( ) wo (1-m2)"? cos (wo (1-m2)"*t+B) = 0
(1-m?)”?

= tg (wWo (1-m?)"*t+B) =(1-m?)"* /m= tgP = w, (1-m?)"*t = kI1
= t=kIT/ wo (1-m?)"*  avec (k=1,2,3, ...)
Il

temps de 1° pic  tp=
c/ Temps de stabilisation : ts
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e ts pour un systéme de 2™ ordre : déterminer graphiquement

tsa 5% ts ~ 3/mw,
tsa+2% ts =~ 4/mw,
107
e
* = So0-4%
W -

0 20 % 40 10 a0 100

e ts pour un systéme de 1°°

s(t) = KE ( 1- exp(-t/1))

tsa 5% = 0,95KE =KE ( 1- exp(-ts/t))
= exp(-ts/t) = 0,05

ordre: déterminer analytiquement ou graphiquement

= ts =371
10

Soo

Soo0-5%500

s ()

R 10 15 20

d/ Influence des paramétres sur les réponses indicielles :
- variation de K = variation de S.,

- variation de m = variation de D, tp, ts

- variation de w, = variation de tp, ts

3.5 Réponse harmonique des systémes de 2éme ordre :
a/ m=1

K

H(Gw) =
(1+jTyw) (1+)1oW)

Lieu de Bode
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20Log(K) - 20Log(1+ jt1>°w?) - 20Log(1+ jt.*°W?)

Arg(H)= - Arg(1+jt,w) - Arg(1+jt,w)

20Log(H)

L

-

35

I N

K(l -T1T2W2)

1+ jw(tit2)/ (1 -T1112W?))

=

Freqguency (radfsec)
0
Frequency (radfsec)

N

10

5

Feal Axis

jes [l =TI L] ) _ﬂ._; =T
Sy DELL)

1+ 1w HTow-T, T, W?

10"

gr UED Bap as5eU4

Lieu de Nyquist

H(w)
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Lieu de Black

20

1 1
Ny fla
L] L] L]

Open-Loop Gain (db)

|
o
L]

-30 : : '
-260 -270 -180 -90
Open-Loop Phase (deaq)

b/ 0<m<1

p1o= - mwy £ jwe(1 - m2)'"?

KW02

KW02

H(w) = = |H|=
Wo? - WH2imww,

w—» 0= |H—>K
W——» o0 = |H}—>KW02/W2

(We? - W2PHmPw2w,?) 2
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Lieu de Bode
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Lieu de Black

40

201

20 Log(H)

G0}

-B0¢

-100 : : '
-360 -270 -180 -90 0

]
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ANALYSE EST SYNTHESE DES SYSTEME

ASSERVIS LINEAIRE PAR LA
METHODE TEMPORELLE

VI. Introduction :

WG m H, 0

H;

E : entrée (consigne)
S : sortie
€ : erreur
Z : perturbation
H,;, H,, H; : transmittances
- SiZ=0

S(p) _ HH, _

E(p) 1+HH,H,
- SiE=0

S H

(p) _ 2 _ G2

Z(p) 1+HH,H,

S(p)=GE+G,Z

e 1+ H;H,Hj; : équation caractéristique du systeme
I’équation caractéristique c’est le dénominateur de la fonction de transfert en boucle fermé.

Remarque :
Un systéme asservi est dit performant s’il est : - stable
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- rapide
- précis

Le but de I’étude temporelle est d’étudier les 3 caractéristiques fondamentales d’un systéme
asservi : cette étude est basée sur 1’équation caractéristique.

Etude de la stabilité :

( ) N(p) bmp +bm lp + +b
p np +an1p + +a0

D(p)

La condition nécessaire et suffisante de la stabilité est: si les racines de
I’équation caractéristique (les zéros de D(p)) sont négatives ou a partie réelle

négative.

D(p)=a,p" +a, p,,+..+a, =0

Remarque :

L’¢tude de la stabilité consiste a résoudre 1’équation D(p) = 0 ce qui
rend cette condition inexploitable lorsque 1’ordre du systeéme devient

important.

Il suffit de déterminer la partie réelle des racines en utilisant le critere de

Routh.

VIII. Critere de Routh :

Table de Routh
dn dn-2 dn-4
dy .1 dp .3 dy .5
by b, bs
¢y Ca Cs3
avel

an—l an—Z B an an—3

n—1

an—l an—4 B an an—S

n—1
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_ ba, ;—b,a,_, _ ba, s —ba
¢ = C, =

bl ’ bl

n—1

Si le systeme est d’ordre n on a (n+1) ligne sur la table de Routh.

La condition nécessaire et suffisante de la stabilité s’explique sur le tableau

de Routh par :

- Tous les a; sont positifs. ‘

- Tous les coefficients de la 1°° colonne du tableau de Routh sont positifs
(ou de méme signe).

Remarque :

- Pour chaque ligne on peut multiplier tous les coefficients par un
coefficient positif quelconque. ‘

- Le nombre de changement de signe sur la 1°° colonne de Routh est égal
au nombre de poles a partie réelle positif.

Exemples d’application :

1) soit le schéma fonctionnel suivant

E;.@(p) 1 K H, | S®)

H;

avee .
H, = I | H, __
(1+8p)(1+2p) ) 1+0,5p

ISEFC 41



Gossa Moncef

Déterminer K pour que le systéme soit stable ?

Gy KH K(1+0.5p)
P I KHH,  K+(1+05p)(1+2p)1+8p)

I’équation caractéristiques est donc :

= D(p)=K+(1+0,5p)(1+2p)(1+8p) =8p’ +21p” +105p+(1+K)

no

tre systeme est d’ordre 3 d’ou le table de Routh contient 4 lignes

8 10,5

21 K+1

(21x10,5) —8(K +1)
21

K+1

= pour que le systeme soit stable il faut que :

220,5 —;(K Do {K <26,5625
K+1>0 k-

= -1< K <26,5625 => le systéme est stable.

2) Soit un systéme décrit par I’équation suivante : D(p) =p*+p’ —p — |
Déterminer le nombre des pdles a partie réel positif ?
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table de Routh
1 0 -1
1 -1 0
1 -1 0
=() 0 0
-1

On a un seul changement de signe donc on a un seul pole a partie reelle
positif.

IX. Rapidité d’un systéme asservi linéaire :

4. Rappel sur les systéemes de second ordre :

2
G(p) = Ko, _ b,
p 2 2 2

p +2mo,p+w; a,p”+a,p+ta,

avec :
2

a a
a)0= -2 et 4m2: 1

a, a,a,

On constate que la rapidité d’un systeme de second ordre est €troitement
lié au coefficient d’amortissement m, par analogie au systéme de 2™ ordre
on va définir pour un systtme d’ordre quelconque des critéres
d’amortissement qui  dépendent des coefficients de [1’équation
caractéristiques.
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5. Critére algébrique d’amortissement : Critére de NASLIN :

Soit G(p) une fonction de transfert d’un systeme d’ordre n :

K

G(p)= > .
a,+a,p +a,p - +..+a,p

on définit les critéres algébriques suivants :

N

2
a,
051 =
ayd,
2
a,
0[2 =
a,d,
2 2
a, a.
0[3 = g a i 1
a,a, o T
ai—lai+1
a2
_ n—1
an—l -
an—Zan

Le critere algébrique d’amortissement consiste a donner lorsque si

possible a ces rapports caractéristiques une valeur supérieur ou égale a o (o
¢tant fixce).

Expérience 1 :

- on fixe n (ordre du systeme) > 2
- on trace des réponses indicielles pour différentes valeurs de o .

sit]
pour o =¢
pour o =¢i,
pour ¢ =G

A ad

0 20 40 60 g0
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oy < a, < oy ; pour n fixe et a variable
on constate que D varie avec a.
Expérience 2 :

- onvarien (n>2)

- on trace les réponses pour oL = 0, = Oy = ... = cte

pour une méme valeur de o et pour n variable on constate qu’on a des
dépassements presque ¢gaux.

A partir de ces 2 expérience on dresse le tableau de valeur suivant :

1,6 1,75 2 24
D% 40 20 6 1

m 03 045 0,7 09

a est relier a D% par la relation

Log(D%) =48 -2

9

le temps de pic est déterminer par la relation

p=22""
a

Exemples d’application :

1) Soit un systéme dont la fonction de transfert est :

1
8p° +21p° +10,5p + (1+ K)

H(p)=

Déterminer la valeur de K qui garantie un dépassement inférieur ou égale a
6% ?

ISEFC 45



Gossa Moncef

D% <6% = o;>2
2 2
. (105

a, = o =—"""2
a,a, 21(K +1)
2 21)°
a, = ! =>aq, = ) >2
a,a, 8x10,5
2
a, 22:>K£(10’5) —1 = K <1,625

2) Soit un systéme tel que :

0,25
p4 +2p3 4—2p2 + p+0,25

H(p)=

Calculer le dépassement et le temps de pic ?

a; 1
o, = = =
a,a, 0,25x2
2
a, = a9 _ 4 =2
a,a; 1x2
2
a, = 4G _ 4 _ 2
a,a, 2xl1
d’ou:
Log(D%)=4,8—2x2 = D% = 6%
a 1
Z =2,2—]:>l‘ =2,2— =
o TP T 005 = ip =38,38s

ISEFC 46



Gossa Moncef

Précision des systémes asservis linéaires :

4. Systéme a retour unitaire :

E() g

() ®),

g(p) = consigne — sortie = E(p) — S(p)

On définit deux régime de fonctionnement :

- régime transitoire (régime dynamique) = Erreur dynamique
- régime permanent (régime statique) = Erreur statique

e, =lime(r) = ling pe(p)
[—© i

e(p) ?
&(p) = E(p) — S(p) = E(p) — T(p) &(p)
_ E(p)
= é&(p) = 1+ 7(p)
d’ou:
e, =lmp——2)_
e LRdi(D)

on constate que I’erreur dépend de I’entrée et du systeme

5. Systéme a retour non unitaire :
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Ep) (p) T®) ),
L)
e(p) = E(p) - Tz(p;j?(p)) = E(p) - Ta(p) Ti(p) &(p)
AT Tl(pl)?Tz (p)
L E(p)
o 10D (p)

6. Systéme a deux entrées :

E.(3)

E () g S(p)
4@& o) o) >

&(p) = Ei(p) — S(p) = Ei(p) — T2(p) (E2(p) + Ti(p) &(p))
E (p)-T,(p)E,(p)

1+ T, (p)T,(p)

= &(p) =
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g, =lim
p—0

E(p)-T,(p)E,(p)

1+T7 (p)T,(p)

dans la suite on va s’intéresser a ’erreur pour un systéme a retour unitaire.
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X. Classe d’un systeme asservi :

Systeme a retour unitaire

by+bp+- K 1+
T(p): 0 lp — a

systeme a retour unitaire
o : nombre d’intégration dans T(p), sip—>0ona :

K
T'(p)=z—:
p

. s ’
a,+a,p+- p* 14 . transmittance en boucle ouvert d’un

o : classe de systeme

Exemples :

1- T(p) R te t de classe 2
- = — ce systeme est de classe
p”(1+1Tp) Y
S
E(p) T ®
2.
avec :
K
I'(p)= ap® +bp* +cp — ce systeme est de classe 1
I’erreur en régime permanent pour un tel systeme est :
. E

s e G0N

=0 1+T(p)

elle peut s’€crire encore :
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o E(p)
&, _}}E%p—Ka
1+—2

P

on va dresser un tableau d’erreur en tenant compte de la nature de I’entrée et

de la classe du systeme

Tableau des erreurs statiques :

, “lo 1 2 3
entree
Impulsion

0 0 0 0

e(t)=Ey &(t)
Echelon &,
e(t)=Eq u(t) A L L
Echelon de vitesse & 0 0
e(t)=Eg t u(t) % 4
Echelon d’accélération Hy 0
e(H=E, t* u(t) %0 0 K,

Remarques : on constate d’apres ce tableau que :
- La précision augmente avec la classe de systeme
- L’erreur statique pour une entrée impulsionnelle vaut zéro

- Pour une classe donnée ’erreur se détériore si le signal d’entrée devient

plus dir
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Analyse et synthese des S.A.L par la méthode
Harmonique

1.Introduction :

Elo] 5ol
i K Gip) L m ,

chaine de retaur

Souvent on ne dispose pas de G(p) par contre des essais ex périmentaux sont
possible, le tragage de G(p) (tracé de Bode, Nyquist, Black) nous permet de conclure
sur la stabilité.

Il s'agit d'étudié la stabilité¢ en boucle fermée a partir de tracé de sa transmittance
en boucle ouverte.

2.Critere de Nyquist :

Un systéme stable en boucle ouverte et stable en boucle fermé si la courbe de
Nyquist de G(jw) d'écrite dans le sens des fréquences croissantes laisse le point critique
de coordonné (-1,0) a sa gauche.

5

Im
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Le systeme 1 est stable, le systéme 2 est marginalemen t stable, le systéme 3 est
instable.

2. Marge de gain : MG
Soient deux systemes de transmittance G1 et G2 en boucle ouverte.

2 T T T T T
151 1
’]_ i
051 1
o oa
0 I '
1= _1/”
05r 1
gl 0 _
A5} ]
2 ' ' ' '
-2 1.5 -1 05 0 05 1 1.5

En voie intuitivement que 1 et plus stable que 2, la notion de marge de gain
permet de contifier cette impulsion.

Par définition la marge de gain et donnée par l'inverse de la distance OA, 'A "'
étant l'intersection de G(jw) avec I'axe de réel.

MG=a=1/0A
MGdb = adgp — -20L0g(OA)
La condition nécessaire de stabilité est que la marge de gain soit positive, cette
condition est nécessaire mais elle n'est pas suffisante.
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4.Marge de phase :
2 T T T T T

1.5
'] L .
0.5

- -o_: 2 \f@/ :

Mk |

-1.5

_2 1 I 1 1 1
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

2 est plus stable que 1 tandis qu'ils ont la méme marge de gain ce si nous montre
que la notion de marge de gain reste insuffisante pour caractérisé la stabilit¢ d'un
systeme si pour ce 1a nous introduisons la notion de marge de phase.

Soit 'B' l'intersection de cercle de centre 'O' et de rayon 1 avec la courbe de

2 T T T T

1.5

1F i

05 / .
Ci-1.0
. (1.0 | 0

I=
05} B ]
L i
A5t ]
iy . : . . .
2 15 05 0 05 1 15

Re

Nyquist, I'angle orienté CB = y correspond a la marge de phase et compté positivement
dans le sens trigonométrique v = [1+ ArgG(jw)
Condition de stabilité de Nyquist :
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Un systéme stable en boucle ouverte et stable en boucle fermé si y >0 et aq, >0.
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Les régulateurs

Chapitre VII

Les régulateurs

I- Introduction :

R(p)

G(p)

G(p) :
R(p) :
e(p) :
E(p) :
U(p) :

Processus a régler
Régulateur

Erreur
Consigne
Signal de commande

ISEFC
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II- Role des régulateurs ou correcteurs :
O Pour obtenir une bonne précision il faut avoir une ou plusieurs intégration en chaine directe .
O Pour avoir un bon degré de stabilité il faut que :
- Le gain soit le plus faible possible en B.O d’ou une faible B.P .
- Le déphasage soit faible d’ou un minimum d’intégration possible .

(régulateur proportionnel ).

Les régulateurs ou correcteurs ont pour but de délivrer un signal de commande U du systéme
de maniere a préserver les exigences de précision et de stabilité , a priori incompatibles. On distingue
deux types de correcteurs : Correcteurs série et correcteurs parallele.
1-Correcteurs série :

Le correcteur série est inséré en série avec la chaine direct (avec le processus ). On distingue trois
fonctions principales :

d- Action proportionnelle :

U(p) =K, €(p) ; u(t) =K, E(t)

e- Action intégral :

€ UTiP |
—> —>

U(p) = (1/Tip) (p) = (Ki/p) €(p)

u(t)=1/Tlf 6(9) do 5 K;=1/T;
f- Action dérivée :

€e —» Kip 5>

Up)=Kqp €(p) ;
u(t) =Ky .(de(t) /1) ;

d- Action combinée :

Kp

€ Ki /P U
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U(p) = (K, + Ki /ptKgp) e(p K¢*P irectenr PID

I : annule I’erreur statique
P : améliore la stabilité et la précision
D : stabilité + rapidité

d- Correction par retard de phase : ou correcteur proportionnel dérivé

R(p) = U(p)/E(p) = K; + Ky.p = K(1+Ta.p)

L’action dérivée n’est pas physiquement réalisable elle est approximée par une transmittance

de la forme : Te.p/ (1+1.p); <Ty

R(p) =K1+ (Tg.p/(1+t.p))
=K (1+t.p +Tq4.p) / (1+1.p)
=K(1+(t+Tq4.p) / (1+1.p)
R(p)=K (1+T.p)/ (I1+a.T.p); a<l

O Réponse fréquentielle :

IRI
1/T 1/T.a
®
A
¢om
» m§=1/T. —

O  Correction a avance de phase (ou PI) :
R(p)=K({1+T.p)/ (1 +aT.p); a>1
IRI 4

o

\ 1/T 0
*

1/Ta 0
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& Remarque :

Un correcteur a avance de phase éléve la courbe de phase dans la région BF et MF et abaisse la
courbe de gain dans BF par contre un correcteur a retard de phase abaisse la courbe de gain dans HF et
abaisse la courbe de phase, dans certains cas on doit faire une correction par avance de phase pour
répondre aux exigences des systeémes.

Chapitre VIII

Analyse & Synthése des Systémes Asservis
Linéaires
par la méthode du lieu des poles
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Analyse et Synthése des Systémes Asservis Linéaires
par la méthode du lieu des poles

d Introduction :

Variation du lieu des poles en fonction du gain.

E —>®7 K G(p) S
L

P+ amp™ !+ amap™ Feennn + ag
F.T.B.O: KG(p)= S TIT<IT
P+ bop™ + bpop™ . + by
=K. N(@
D (p)
KG(p)
Le systéme est stable si les poles de —sent4a parties réelles négatives
1 + KG(p)
Les pdles sont les racines de 1 + KG(p) =0 : E.C
N(p)
1 +KG(p)=0 1+K =0
D(p)

Soit D(p) + KN(p) =0

En générale, la position des racines change quand K varie. le géométrique des racines tracés
dans le plan P en fonction de K s’appelle lieu des racines.
Si K =0 les racines de I’E.C sont les pdles de G le lieu des racines part toujours d’un pole de la
fonction en B.O.
> Si K o les racines tendent vers les zéros de G ( p) .

Réglel : si K varie de 0 a I’0 les lieux de poles en BF partent des pdles en B .0 pour aboutir aux
zéros en B.O ou I’c.

Exemple 1 : K(p+1) G
G(p) = — H(p)=
p(p+2) 1+G
E.C = +G=0 = I+ K(ptl) =0 = p(pt2) + K(p+1)=0
p(p+2)
Im
Soit p* + p(k+2) + K = o ) -1
P, =-0.5.2+K) + (1+K°/4) — e o U >

P, =-0.5.2+K) - (1+K¥4)""?
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Régle2 : Les parties des lieux des podles appartenant a 1’axe réel se trouvent a gauche d’un
nombre impair des poles et des zéros pour k > 0 : k<0 c¢’est I’inverse.

Remarque : pour K< 0 les parties des lieux des pdles appartiennent a 1’axe réel se trouvent a droite
d’un nombre impaire des pdles et des zéros.

Régle 3 : Le lieu des poles est symétrique par rapport a I’axe réel .
Régle 4 : Le lieu des poles possédent n branches avec (n - m) directions asymptotiques .
n : nombres des poles .
m : nombres des zEros .
Régle 5 : Les directions asymptotiques sont données par la relation :
0=QA+D)Il/(n-m); AeN

Remarque : Les asymptotes concourent en un point de I’axe réel d’abscisses X,

n

X = (Z::Fl - Zzlzi)/(l’l - m)
Régle6 : points de branchements
Im A Im A

Re Re

brel <« > « >
Point d%ssure point de coalescence

Les abscisses d¥s points! de cassures et de coalescence vérifient la relatiof suivante :

21/(c+P) =2 1/(c+Z). -P; et -Z; sont les poles et les zéros
=T =
Les points de branchement peuvent étre aussi obtenues en résolvant 1’équation suivante :
dG/dp= 0
K

EXEMPLE d’application : G(p) = ---------------
Alm p(p+1)(pt+2)

° Re

T B >

T1/(c+p) =0

= l/o +1/(1+o) +1/(2+0) =0
= ol=-1.57 arejeter € [-1,0]
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c2=-0.42
Régle7 : condition sur les modules et les arguments .
A
Im
(P-z)(P-22).vveneennnn. (p-Zm)
G(p) =
P-PO(P-P-evvrnnn (P-Pw)

—> Re
p-p1 —3RIM [PIM ;yl] -
p-z1 /M [le ;01]

M. LML ZaM didy.oooonii. dm
NGII = = =1/K

P]M . PzM. .......... PnM P1-P2eeeeeenenn.. Pn

1+KG(p)=0 G(p)=-1/K
soit IIGII=1/K. ArgG =2+
m n
Relation entre les arguments : Arg G= X Arg (p- zi) - 2 Arg (p-pi)
i=1 i=1
m n
Arg G = Z?l - Z\yilz QCA+1)n
i= i=
Si on n’a pas des zéros on peut écrire selon la condition sur le module :
(I/p1.pa-ps) = UK
Régle8 : ANGLES DE DEPART ET D’ARRIVEE
L’angle de départ du licu des racines d’un pdle complexe est donné par la relation suivante :
Op = 180° + Arg G’
ou Arg G’ est la phase de G calculée au pdle complexe sans tenir compte de la contribution de ce p6le particulier .
Exemple : Considérons la fonction de transfert en boucle ouverte
0 A j(D
K(s+2) 135
G(s) = . K>0 i\ ----- L
(st1+j)(s+1-j)
Q— >
2 -1

c B
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L’angle de départ du lieu des racines au pdle complexe S = -1 + j se calcule comme suit I’angle de G en S =-1 +j , sans
tenir compte de la contribution du pdle S = -1+j est (-45°).
D’ou I’angle de départ est : Op = 180° - 45° =135°
L’angle d’arrivée du lieu des racines en un zéros complexe est donné par la relation suivante :
0, =180° - ArgG”
ou Arg G’ est la phase de G calculée au zéros complexe , sans tenir compte de I’effet de zéro

Exemple :
k(s+j)(s—])
Gs)= , k>0
s(s+1)

L’angle d’arrivée du lieu des racines au zéros complexe S = j est :
0 = 180" - (-45%) =225°

jo
225°
(o)
P(p+1)(p+2)(p+5)

I
Tracer le lieu des pdles . H]

]
P -0.43 Re
G55
5

3 branches
3 directions asymptotiques \

X, =-6/3=2 ; 0,=7/3;0,=n ;6;=57/3

Exemple :
K
soit G(p) =

Q
v

EC: 1+KG(p)=0

= pP+6p*+5p+K=0
par ROUTH
p 1 5
p° 6 K K<30 et K>0  Kc=30
p' (B0-K)6 0
p’ K
Polynéme auxiliaire :  6p> + K =0 6p° ¥30=0 yp P=£®H"____§
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O Marge de stabilité absolue et relative :

o<0

a1

Marge de stab

[N
4

D EE—

lité absolue

Marge de stabikirelative sion D% m B

Marge de stabilité relative et absolue.

sin(f) = m
,Bz%:mz

P=0=>m=0
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ETUDE D’UN SYSTEME ASSERVI LINEAIRE
PAR LA METHODE DU LIEU D’EVANS

I. Lieu d’Evans :

1. Configuration pdles-zéros de la fonction de transfert F(p) d’un systéme
asservi linéaire :

1.1 Rappel : Relation entre les poles et zéros :

La figure si dessous représente le diagramme fonctionnel d'un systéme
asservi dont la fonction de transfert de la chaine direct est :

G(p) = ki Pi(p)/Qi(p)

La fonction de transfert de la chaine de retour :

H(p) = ks P2(p)/Qa(p)
Le systéeme considere a pour fonction de transfert en boucle fermee

G kPO,

F pr— e
P =17ch 0.0, + k kPP,

Donc,
a) Les zéros de F(p) sont :

- les zéros de P, soit les zéros de la fonction de transfert G de la chaine
direct ;
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- les zéros de Q,, soit les poOles de la fonction de transfert H de la chaine
retour.
b) Les poles de F(p) sont les racines de 1'équation :

Qi Qxt ki kr PiP=0 (1)
Si I'on introduit la fonction de transfert en boucle ouverte du systeme :
T=kP/Q (enposantk; k, =k, P1P,=PetQ;Q,=Q)
de la forme :
[I(p-z)
[(p-p)) @)

1'équation (1) est I'équation caractéristique du systeme :

T(p)=k

1+ T(p)=0 (3)
Ses racines dépendent de la valeur du coefficient k, donc du gain en
boucle ouverte K du systeme asservi, li¢ a k par la relation :

k H(_Zi)
H(_pj)

Par contre les zéros de F(p) ne sont pas modifiés si K varie.

1.2. Lieu d'Evans :

Puisque les performances d'un systéme asservi dépendent directement

de son gain en boucle ouverte K, ¢lément de réglage dont on dispose une fois
déterminés les autres ¢léments du systéme, il est intéressant de connaitre
I'évolution dans le plan de Laplace des pdles de F(p) lorsque le gain K, ou le
coefficient k qui lui est proportionnel, varie de zéro a l'infini : les pdles de
F(p) décrivent alors un certain lieu géométrique, gradué¢ en valeur de K et
orient¢ dans le sens des valeur croissante de k. Ce lieu est appelé lieu
d'Evans , ou lieu des racines (de I'équation caractéristique ) , ou lieu des
poles ( de la fonction de transfert en boucle fermé du systeme) .
Remarquant que les termes de lieu des racines ou lieu des podles risque de
préter a confusion car ces pdles peuvent dépendre d'autre parametres que du
coefficient k et décrire des lieu qui sont évidemment fonction des parametres
considérés: En évite toute €équivoque en convenant d'appelé lieu d'Evans le
lieu des poles de F(p) lorsque k varie.
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1.3. Conditions définissant le lieu d'Evans :

Etant donnée une certaine configuration dans le plan de Laplace des pdles p,
et des zéros z; de la fonction de transfert en boucle ouverte T(p) d'un systeme
asservi, un point M de ce plan appartient au lieu  d'Evans si son affixe p =
a + jb est racine de l'équation caractéristique:

1+T(p)=0

Soit en ecrivant T(p) sous la forme de

H(p_zi) _ 1

H(p - P j) k

Géométriquement M est un point du lieu d'Evans si la relation vectorielle
[zm 1
MPM & 4

est satisfaite.
Cette relation est équivalent aux deux suivantes, d'une part :

Yarg ZiM - Zarg M =+ 2L + 1 )m; (5)
A étant un nombre entier : le second membre de (4) est en effet, un nombre
réel négatif . Et d'autre part :

[Mzm 1

mipu| & ©
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7\ o : .

/ a *E 0 i el
! 1
1 q'lr; . : _,_,_,—'—}

ks

Fig 1 Fig 2

La relation (5), appelée condition sur les argument, définit les points du plan de Laplace qui
forment le lieu d’Evans. La relation (6) permet de calculer la valeur de k correspondant a chaque point
M du lieu d’Evans, donc de graduer celui-ci.

Ainsi, dans le cas de la configuration pdles-zéros de T(p) représentée figure 1, M est un point
du lieu d’Evans, c’est a dire que

p = a + jb est pole de la fonction de transfert en boucle fermée F(p)
correspondant a T(p), si:

B-(ritr2tysty) =200+ Dn
La valeur du coefficient k au point M, s’il appartient au lieu, est donnée
par :
PP M | P M| Py |

k
|ZM |

Sans préjuger de 1’allure des lieux d’Evans, on peut prévoir cependant
dés maintenant que le lieu relatif a un systéme asservi qui devient instable
quand le gain en boucle ouverte K, donc le coefficient k, dépasse une
certaine valeur, possede au moins deux branches correspondant a des racines
imaginaires conjuguée dont les parties réelles décroissent en valeur absolue
lorsque k augmente (Fig 2 ): d’apres les criteres de précision dynamique
¢tablis précédemment, pour k = k;, ’amortissement du terme correspondant
aux deux racines imaginaires conjuguées est €gal a siny ; pour k = k,, le
systeéme asservi est juste oscillant ; pour k > ko, 1l est instable. Si I’angle v
est correctement choisi; le systeme considéré possede pour k = k; le plus
grand gain en boucle ouverte K, c’est a dire la meilleure précision statique
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correspondant a une précision dynamique donnée, et par conséquent des
performances optimales.

2. Propriétés et allure du lieu d’Evans :

On va ¢tablir maintenant des propriétés du lieu d’Evans qui permettent
d’en déterminer certains points particuliers, certaines branches et d’en tracer
par conséquent ’allure.

2.1 Propriétés du lieu d’Evans :

2.1.1. Nombre de branches du lieu: A chaque racine de 1’équation

caractéristique :
1+Tp)=0

correspond une branche du lieu, dont le nombre est donc égal au degré de
cette équation que 1’on peut écrire :

kP(p) + Q(p) =0 puisque I’on a posé¢ T(p) = kP(p)/Q(p).

Pour un systeme physique, le degré m de P étant inférieur au degré n de
Q, le nombre de branches du lieu est égal a n, ¢’est a dire au nombre de poles
de T(p).

2.1.2 Symétrie : Les coefficients de 1’équation caractéristique :
kP+Q=0

ctant réels, les racines imaginaires de cette équation interviennent par paires
conjuguees : les branches du lieu d’Evans correspondant a ces racines sont
donc symétriques par rapport a 1’axe réel. Celles qui correspondent a des
racines réelles de 1’équation caractéristique sont des portions de 1’axe réel

(Fig 3).

2.1.3 Départ et arrivée des branches : On peut écrire 1’équation caractéristique sous la forme :

L(p_zj)

[(o-»))

~1 , soitkP/Q=-1
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le degré m de P ¢tant inférieur au degré n de Q.

F

Piles Flp)
k = I:I k. =
k= DDQ/
L ao

e
¢ : .
\l \ 0 Re
R [al [u]]

Fig 3 Fig 4

e Les points de départ du lieu sont les valeurs vers lesquelles tendent les
racines de 1’équation caractéristique lorsque le coefficient k tend vers zéro :
pour que cette €quation soit alors toujours satisfaite, il faut que Q tende vers
les n poles p;: les points de départ des branches sont donc les n poles de T(p)
(Fig 4a).
e Les points d’arrivée des branches correspondent a k tendant vers
I’infinie : I’équation caractéristique reste satisfaite si Q/P tend vers ’infinie
avec k, c’est-a-dire si P tend vers zéro: il faut donc que les racines de
I’équation caractéristique tendent vers les m zéros z de P.
Mais I’équation caractéristique posseéde n > m racines finies et les n-m

z¢éros manquants de P sont rejetés a I’infini.

Pour k infini, le lieu d’Evans, posséde m points d’arrivée, les m zéros de
T(p), et il comporte n-m branches infinies (Fig 4b).

2.1.4 Asymptotes :

a)Direction asymptotiques :
Ce sont les n-m directions dans lesquelles se trouvent rejetées les
n-m racines de 1’équation caractéristique lorsque k tend vers I’ infini.

Si un point M du lieu d’Evans est rejete a I’infini, les vecteurs ZM et P;M
deviennent tous paralléles a une direction dont on désigne par B 1’angle
qu’elle fait avec I’axe réel(Fig 5). Quels que soientietjona:

arg ZM = arg PM =3 ;
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m étant le nombre de zéros et n étant le nombre de poéles, la condition des
angles relative au point M s’écrit donc :

YargZiM - X arg ;M =mp - nf =+ 2A+ 1)

D’ou en choisissant le signe — dans le second membre de cette équation
B=2A+1)7n/(n —m),

relation qui définit n — m directions différentes obtenues pour

A=0,1,2,....n-m-1.

b) Intersection des asymptote avec 1’axe réel :
11 est possible de montrer que les asymptote d’un lieu d’Evans sont concourantes en un point
d’abscisse 6 donnée par I’expression suivante :

0= (Zp; - 2z)/(n — m).

3. Construction graphique des lieux d’Evans :

Les propriétés du lieu d’Evans qui viennent d’étre établies permettent, on
I’a vu, d’en esquisser le tracé. Mais il est souvent nécessaire de déterminer
de facon précise une partiec de lieu, par exemple celle qui se trouve au
voisinage de ses points de rencontre avec la limite du domaine définissant
I’amortissement et la rapidité souhaités pour le systeme.

La méthode la plus rapide de déterminer de lieu d’Evans consiste a tester
des points du plan de Laplace situés dans des régions délimitées par la
connaissance de 1’allure du lieu, en cherchant si un point M que 1’on suppose
appartenir au lieu vérifie la condition des angles :

YargZiM-Xarg M =1 2A+ Dm.
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Un point M du lieu d’Evans ayant ¢té déterminé ainsi par approximations
successives, la valeur de k correspondant a ce point est donnée par la
relation :

[1 [P, |
[T |z.m ]

Les opérations d’addition des angles, puis de multiplication et de division
des longueurs nécessitées par cette méthode sont grandement facilitées par
I’utilisation d’une régle a calcul appelée «spirule ».

II. Correction dans le plan de Laplace :

De méme que pour 1’étude d’un asservissement dans les plans de Bode et
de Black, il y a plusieurs manieres d’envisager sa correction dans le plan de
Laplace. On se limitera ici au cas des correcteurs classiques a avance de
phase, retard de phase et retard-avance placés en cascade dans la chaine
d’action, et on montrera les modification qu’apportent de tels correcteurs au
lieu d’Evans d’un systéme.

4. Correcteur a avance de phase :

On peut envisager, a titre d’exemple, I’action d’un correcteur de fonction
de transfert :

l1+armp

D(p) =
a 1+ 1p

avec a>1

ou :

D(p)=(p-z,)(p—p,)
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en posant :

z,=—l/ar p, =/t

En langage de podles et de zéros, cette correction par avance de phase d’un
systeme de fonction de transfert en boucle ouverte T(p) se traduit donc par
I’adjonction a la configuration des poles et des zéros de T(p) d’un poéle et
d’un zéro réels négatifs (Fig 6),le zéros étant le plus proche de I’origine.

Dans ce type de correction, ce sont les zéros de facteur D(p) qui diminuent
la durée du régime transitoire de la réponse du systéme, les pdles étant des
¢léments « parasites » qui réduisent 1’action des zéros et ne sont introduits
que pour des raisons technologiques.

I
Im
Pa £a
% » -
Pa=-1/t Za=-1/at ‘D Fie U Re
Fig 6 Fig 7

L’effet apporté par le facteur D(p) considéré sur des systémes proches de
systemes du second ordre peut €tre mis en €évidence dans le plan de Laplace
grace aux criteres de performances établis précédemment : I’amortissement
de tels systeémes diminue quand leur gain en boucle ouverte K augmente et
leur lieu d’Evans possede donc des branches qui, lorsque k augmente,
coupent les demi-droites issues de I’origine pour des valeurs décroissantes de
I’angle v définissant I’amortissement (Fig 7).

Une telle branche possede une direction asymptotique qui fait avec 1’axe
réel un angle P = m/(n —m).

(n — m) : différence entre les degrés du dénominateur et du numeérateur de
T(p) et qui coupe 1’axe réel en un point d’abscisse :

0 = (Zpj - Zz)/(n —m).
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L’adjonction d’un zéro a la configuration de T(p) se traduit donc par une
augmentation de 1’angle B(Fig 8a). Pour p infini, les points du lieu d’Evans
correspondant a la configuration du systéme corrigé sont donc situé plus loin
de I’origine du plan de Laplace que ceux du systéme non corrigé : les deux
lieux ne pouvant se couper lorsque p diminue (des condition des angles
différentes ne pouvant définir un méme point!), tous les points du lieu
d’Evans corrigé sont plus ¢loignés de I’origine qu’avant correction. En
particulier, pour un amortissement donné¢, définie par un angle y, le temps de
réponse se trouve réduit (Fig 8a).

(a) Fig 8 (b)
7
\+,| l"-r.l f/ ‘+F'
|'K f“"l s

.’f . ;M',*‘#
r~1' A
_.-z "'?. M s _,"'ﬁ
.-x:% - ﬂ-\\

g 0 P ) 3

Si on consideére maintenant le pole, associ¢ dans la pratique au zéro du
facteur de correction, I’angle P est inchangé, mais 1’abscisse & de
I’asymptote du lieu d’Evans est située plus loin de I’origine apres correction
(Fig 8b), est la précision dynamique du systeme se trouve également
améliorée.

L’abscisse & est d’autant plus grande en valeur absolue et le correction
d’autant plus efficace que la différence :

[pal-lzal=(a—1)|z,]
est grande, c’est-a-dire que a possede une valeur ¢levée.

5. Correction a retard de phase :

Soit le facteur de correction :

1+ p

D =b
(p) ]l + b ™p avec b>1
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On peut €crire :

D(p)=-L
P~ Py
en posant : z, = -1/t , Pp = -1/b1.

Dans le plan de Laplace, la correction par retard de phase consiste donc a
adjoindre a une configuration donnée de poéles et de zéros, un pole et un zéro
supplémentaires, le pdle ¢tant plus proche de I’origine que le zéro (Fig 9).

Soit M un point du lieu d’Evans d’un systéme proche d’un systéme du
second ordre ; supposons que la valeur du coefficient k en ce point confére
au systeéme non corrigé consideéré des performances en régime transitoire
satisfaisantes. Le gain en boucle ouverte au point M est :

k H(_Zi)
H(_pj)

MMk

Im .
J 1+
b Fh .
» : -

Zh=-1/r  Ph=-1/br ‘ 0 Re c f Re

Fig 9 Fig 10

Si on ajoute a la configuration poles-zéros de la fonction de transfert en
boucle ouverte du systéme un poéle p, et un zéro z, ( | Zp |=b| Po | ) situés de
telle sorte que leur influence sur le lieu d’Evans du systéme non corrigé soit
trés peu importante, le point M’ du nouveau lieu pour lequel le systeme
possede la précision dynamique souhaitée est trés voisin du point M (Fig 10)
et le coefficient k = IT|PM | / IT| ZM | est sensiblement le méme pour M et
M’. mais pour le point M’ :

K'=k (_Zb) H(_Zi) — bK
(=p,) 11(-p;)
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Le gain en boucle ouverte au point M’ est donc multipli¢ par b (en
supposant identiques les valeurs de k en M et M) et la précision statique du
systeme asservi se trouve d’autant plus améliorée que b est grand.

Tel est, dans le plan de Laplace, le mode d’action d’un correcteur a retard
de phase qui doit donc répondre a des exigences contradictoires :

- pole et zéro tres proches, de telle sorte que 1’angle

arg Zy M — arg Py, M soit voisin de z€ro et que la condition des angles soit

sensiblement la méme pour les points M et M’ ;

- pole est zéro assez ¢loignés, de facon que la qualit¢ b posséde une
valeur trés grande pour diminuer, suffisamment I’écart fini en régime
permanent.

Le moyen de concilier ces exigences consiste a placer le pole P, trés pres
de I’origine du plan de Laplace : pour une valeur donnée de b en effet,
I’écartement entre le zéro Z,, et le pole Py, qui vaut en valeur absolue (b — 1)
|Pb | , est d’autant plus réduit que |Pb| est petit. Alors un point M du lieu
correspondant a une précision dynamique convenable est en général assez
¢loigneé de Py, et de Z, pour que, vus du point M, ce pole et ce zéro soient
pratiquement confondus. Si on peut les considérer comme tels, le gain en
boucle ouverte du systeme asservi est multiplié par b.

Le podle et le zéro introduits par le correcteur étant trés voisins ’un de
I’autre, on désigne parfois I’ensemble de ces deux points sous le nom de
dipole.

6. Correcteur retard-avance :

Ce genre de correction, qui correspond par exemple a un facteur :

_ (1+ Tlp)(l + sz)
D) = e+ oup)

avece T1T2= T3y

soit :
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(p—z, )(p-—-2z,)
D — C C
(7) (p—pP.)(p— D)

avec Z; :-1/T1 . ZCZZ'I/TZ R pclz-l/’f4 s P2 = 1/1'3

se traduit par 1’adjonction de deux pdles et de deux zéros réels a une
configuration donnée (Fig 11).

‘.Irn
Pcl Zeol Zo? Pcz
# : : ¢ e
Pol=-1/14 Zol=-1/11 Zoz=-1/12 Poi=-1/13 | U

Fig 11
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