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Département Electronique Electrotechnique Automatique

Equipe Automatique Traitement du Signal

Tronc Commun - UE STI

Cours STI tc2 Traitement du signal

2012-2013
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SIGNAL, n. m. (v. 1220) s’́ecrit aussiseignalau XIIIe s. (v. 1265) ; le mot, qui correspondà
l’ancien provençalsennal(1174), est un emprunt au bas latinsignale« signe», neutre substan-
tivé du bas latinsignalis« qui sert de signe», dérivé du latin classiquesignum(→ signe).

♦ Le mot apparâıt en français avec des sens particuliers :« quillon d’une eṕee», « sceau avec
lequel on signe un acte»(v. 1260,seignau), et c’est aussi le nom d’une constellation (v. 1265).
Il signifie aussi« ce dont un propríetaire marque un animal», « marque sur la peau»(v. 1298),
« gros grain de chapelet»(1328), etc. Dans tous ces emplois,signal désigne des signes natu-
rels ou conventionnels qui constituent ou donnent des informations ; aujourd’hui, dans l’usage
courant,signal correspond̀a un signe de nature conventionnelle, même si pour les th́eoriciens,
le signal peut̂etre forḿe par un signe naturel.♦ Le mot d́esigne en particulier (1540) un signe
convenu fait pour indiquer le moment d’agir, d’où la locutiondonner le signal(1798). Il s’est
dit (1690) d’un moyen utiliśe pour porter au loin une information ; il désigne (1718) le fait
par lequel un processus commence et qui constitue un signe, un sympt̂ome de ce processus au-
jourd’hui (XXe s.) surtout dans les emplois didactiques, par exemple en psychanalyse,signal
d’angoisse.

♦ Avec la valeur« signe conventionnel», il s’emploie pour« boúee flottante (qui marque la
place des filets)»(1769), en marine dansCode international des signaux(1868), couramment
ceux qui r̀eglent la circulation (1875, dans les chemins de fer), puis dans les t́elécommunications
(1933), en informatique (v. 1970). C’est un concept essentiel, à l’intérieur de la notion th́eorique
large de signal , concernant tous les canaux de communication (signaux visuels, acoustiques,
olfactifs, surtout eńethiologie,chimiques).

Le ROBERT, Dictionnaire Historique de la Langue Française, sous
la direction d’Alain Rey, page 3504, Janvier 1999
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4.2.2 Intercorŕelation appliqúeeà la mesure d’un temps de propagation . . . . 108

4.3 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

5 De l’analogique au nuḿerique 111
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Modalit és pratiques de STI tc2

M ERCI DE LIRE ATTENTIVEMENT LES MODALIT ÉS DE FONCTIONNEMENT DE L ’ EN-
SEIGNEMENT STI TC2 “T RAITEMENT DE SIGNAL ”.

– Śeances de TD :

1. Les diff́erentes activit́es commencent̀a l’heure planifíee. En particulier, les respon-
sables de TD sont autorisésà ne pas accepter lesélèves n’ayant pas la délicatesse de
respecter l’horaire. Dans ce cas-là, ils seront port́es absents. L’enseignement de traite-
ment du signal est suffisamment dense pour ne pas pouvoir se payer le luxe de perdre
du temps. 8 minutes de retard sur 7 séances font environ une heure en moins !

2. Un corriǵe des exercices traités en TD sera disponible sur le serveur pédagogique
lorsque tous les groupes de TD auront traités le sujet. Il n’y aura pas de corrigé pour
les travaux pŕeparatoires.

– Travail pŕeparatoire :

1. Le travail pŕeparatoire d’une śeance de TD est prépaŕe par tous leśelèves du groupe et
présent́e par un (ou plusieurs)́elève(s) d́esigńe(s) par l’encadrant de TD̀a partir de la
liste desélèves, le jour de la śeance. Parallèlement, une ou (plusieurs) copie(s) seront
ramasśees pouŕevaluation. En cas de travail non effectué ou d’absence non justifiée
d’un élève d́esigńe, la note sera de 0.

2. Un des exercices du test final sera pris dans l’ensemble desexercices des travaux
préparatoires.

3. Les pŕesentations doiventêtre claires, pŕecises et efficaces. Elles contribuentà pŕeparer
lesélèvesà la communication technique.

– Le contr̂ole des connaissances de la compétence Savoir se décompose en première session
en 3 parties.

1. Correction du travail préparatoire de TD (10% de la note totale).

2. Microtest : il s’agit d’un test de 1h lors de la 4ième śeance de cours dans lequel le sujet
sera ŕesolu par bin̂omes (10% de la note totale).

3. Test terminal (80 % de la note totale). ATTENTION, les seuls documents autorisés
sont des formulaires qui seront distribués en cours de semestre et une feuille de papier
A4 où les élèves pourront́ecrire un ŕesuḿe de cours1 Ils rendront cette feuille avec
leur copie.

1Un résuḿe de cours ne doit pas comprendre d’élèments des TDs.
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– Après publication auprès deśelèves de la note totale, deux séances de consultation de copies
seront organiśees.

– Les élèves qui d́esirent des pŕecisions sur la note totale ou constatent des problèmes au-
ront un d́elai de 3 semaines après la publication des notes par le Service de Scolarité pour
contacter le responsable du cours.Pasśe ce d́elai, aucun demande ne sera prise en compte.

– A l’issue de la seconde session, la note de Savoir sera constituée par la note de test de la
seconde session.

– Assiduit́e : conforḿement au r̀eglement de scolarité, la pŕesence est obligatoire pour toutes
les activit́es de STI tc2. Si c’est une condition nécessaire, elle n’est cependant pas suffisante
pour pleinement profiter de l’enseignement de traitement dusignal.

1. Toute absence doitêtre justifíee aupr̀es de l’administration.

2. Pour la śeance de microtest, en plus de la justification auprès du Service de Scolarité,
toute absence doitêtre signaĺee par email auprès du responsable de cours. Si ces deux
démarches sont effectuées et l’absence est excusée par le Service de Scolarité, la note
finale sera calculée avec un poids de 90 % pour le test final. Sinon, la règle ǵeńerale
s’applique avec une note de microtest de 0.

3. En cas d’absence non excusée par le Service de Scolarité d’un élève d́esigńe à partir
de la liste deśelèves du groupe de TD pour présenter le travail préparatoire ou pour
donner sa copie, la note de travail préparatoire sera de 0. En cas d’absence excusée par
le Service de Scolarité, la note finale de Savoir sera calculée avec un poids de 90 %
pour le test final au lieu de 80 %.

4. En cas d’absence non excusée par le Service de Scolarité en śeance de TP de 4h, l’élève
ne pourra pas se présenter̀a la śeance de BE de 2h et aura 0 pour note de Savoir Faire
de STI tc2. En cas de présence dans la séance de TP de 4h et d’absence non excusée par
le Service de Scolarité dans la śeance de BE de 2h, la note de Savoir Faire sera calculée
en prenant 0 pour note de BE. En cas d’absence excusée par le Service de Scolarité en
séance de TP de 4h, l’élève pourra participer̀a une autre śeancèa condition qu’il n’ait
aucune activit́e programḿee sur ce cŕeneau et que l’effectif du groupe le permette. Un
élève ne peut se présenter en śeance de BE de 2H que s’il a effectué la śeance de TP
4h. En fin de semestre, le responsable de l’AF essaiera en fonction des possibilit́es
du planning d’organiser une séance de rattrapage pour le TP 4h et le BE 2h. En cas
d’impossibilit́e et d’absence excusée par le Service de Scolarité de l’́elève, l’élève
n’aura pas de note de Savoir Faire pour l’AF.



Chapitre 1

Introduction

1.1 Le signal au service de l’̂etre humain

Un signalest une grandeur qui dépend du tempst. Cette grandeur est souvent physique.
La grandeur d’un signal peutêtre de diff́erents types :

– Information : par exemple le son qui est une variation de la pression de l’air, voir figure 1.1 ;

Cliquer pourécouter
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Alleluia du Messie de Haendel

FIG. 1.1 – Alleluia d’Haendel

– Énergie : par exemple la tension du secteur ;
– Matière : par exemple un débit d’eau en un point d’un canal d’irrigation.

Les outils pŕesent́es dans l’Action de Formation STI tc2 concernent plus particulièrement les
signaux porteurs d’information.

Les signaux occupent une place prépond́erante dans la vie de toutêtre humain puisqu’ils sont ce
qui permet̀a unêtre humain de percevoir son environnement et d’interagir avec lui.

Détection L’ être humain d́etecte les signaux issus de son environnement (sons, odeurs, images,
etc..) gr̂aceà ces capteurs (oreilles, nez, yeux, etc...).

Traitement Il les traite et les interprète (par exemple, il isole un son particulier).
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10 CHAPITRE 1 INTRODUCTION

Génération Il est capable de ǵeńerer des signaux̀a destination de son environnement.

1.2 L’importance du signal dans nos sociétés contemporaines

C’est un lieu commun que d’affirmer que notre sociét́e contemporaine est la sociét́e de l’informa-
tion. L’information y est v́ehicuĺee par les signaux. Faceà la masse des signaux qu’il est nécessaire
de traiter, souvent en temps réel, les inǵenieurs ont cŕeé des syst̀emes technologiques d’une grande
complexit́e. Ceux-ci ont envahi notre sociét́e et font parti des objets incontournables de notre quo-
tidien.

En ŕeponse aux enjeux de la sociét́e actuelle, des ḿethodes scientifiques puissantes pour gérer
une telle complexit́e ontét́e d́evelopṕees par les chercheurs en Sciences de l’Ingénieur. La mâıtrise
de ces ḿethodes devient de plus en plus incontournable dans la pratique de l’inǵenieur quelque
soit le domaine auquel il se destine.

L’objectif de cet enseignement est de donner des bases scientifiques minimales pŕealables̀a
l’acquisition età la mâıtrise de ces ḿethodes. D’autre part, combinée avec les enseignements
d’Automatique, il s’agit de contribuer̀a l’acquisition de l’approche« syst̀eme», incontournable
lorsqu’il s’agit de d́evelopper des systèmes d’une certaine complexité, m̂eme si leur finalit́e n’est
pas de ǵerer de l’information1

Dans le traitement de l’information, il est nécessaire de
– mesurer le signal, souventà l’aide de capteurs (ḿetrologie) ;
– caract́eriser et extraire le signal utile (traitement du signal) ;
– le transmettre par un codage adéquat (traitement du signal).

Pour cela, le traitement du signal développe des ḿethodes baśees sur la mod́elisation math́emati-
que, ces ḿethodes pouvant̂etre ensuite mises en œuvre enélectronique (nuḿerique) du signal
(réalisation technologique).

1.3 Les signaux utiles

Une premìere classification des signaux peutêtre faite :

– Signaux en temps continu ou en temps discret :

– Un signal en temps continu (ousignal continu) x est d́efini à chaque instantt appartenant
à un intervalle deR, où R est l’ensemble des nombres réels, ouàR tout entier2. Un si-
gnal continu est un modèle de signal analogique. Un signal analogique correspondà une
grandeur physique réelle quiévolue au cours du temps. Un exemple de signal analogique
est repŕesent́e figure 1.1. Leuŕetude est fondamentale pour l’ingénieur car les signaux
analogiques représentent l’essentiel des signaux du monde physique.

– Un signal en temps discret (ousignal discret) x n’est d́efini qu’à certains instantstk soit
un vecteur de valeurs réelles{x(t = tk)}. Le cas le plus important en pratique est celui où

1Voir par exemple les Actions de Formation du semestre S8« Syst̀emes ḿecatroniques intelligents», « Filtrage
adaptatif : application au contrôle actif de bruit»ou encore« Sciences de l’Information et Biologie».

2On peut aussi d́efinir le signal surR auquel on a soustrait des ensembles de mesure nulle.
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FIG. 1.2 – Signal discret

∀k, (tk+1− tk) = Constante= Ts. Le vecteur de valeurs3 se ŕeécrit donc{x(kTs) = xk}.
Un exemple de signal discret est présent́e figure 1.2.

Un signaléchantillonńe est un signal discret dont les valeurs{xk}, appeĺeeséchantillons,
sont issues (mesurées) d’un signal continu4. Ts est alors appeléepériode d’́echantillonnage.
Un exemple de signaléchantillonńe est pŕesent́e figure 1.3.

Les signaux discrets sont le support de l’information qui est traitée par les systèmes
technologiques basés sur l’́electronique nuḿerique, l’exemple le pluśevidentétant les
ordinateurs. Ils constituent l’écrasante majorité des syst̀emes technologiques complexes
gérant de l’information. Leur formidable développement ces dernières d́ecennies a ouvert
d’immenses possibilitésà exploiter. Ils sont devenus incontournables y compris dans des
syst̀emes qui traditionnellement n’utilisaient pas de technologiesélectroniques5. L’ étude
des signaux discrets est donc fondamentale pour l’ingénieur car ils repŕesentent l’essen-
tiel des signaux traités par les systèmes complexes gérant l’information.

– Signaux ṕeriodiques ou non. Nous allons voir dans le chapitre qui suitque les signaux conti-
nus sinusöıdaux constituent une classe fondamentale de signaux périodiques.

– Signaux d́eterministes ou aléatoires. Cette distinction sera abordée en fin de cours, dans le
chapitre 7.

3Bien que tr̀es simple, la représentation par un vecteur de valeurs réelles pŕesente l’inconv́enient majeur d’̂etre un
objet math́ematique radicalement différent des fonctions qui modélisent les signaux continus. Nous verrons dans la
suite qu’un autre objet mathématique est ǵeńeralement utiliśe, plus complexe qu’un vecteur. Néanmoins, il pŕesente
l’avantage formidable d’être plus proche des fonctions : on peut ainsi bâtir un ensemble d’outils communs aux signaux
continus et discrets.

4Il s’agit de l’opération d’́echantillonnage. Dans un système électronique, cette opération est ŕealiśee par un
convertisseur Analogique Nuḿerique ou CAN.

5Un exemple frappant est l’automobile qui d’un système “purement” ḿecanique est devenu un système
« mécatronique», c’est-̀a-dire un syst̀eme qui fait massivement appel aux technologiesà la fois ḿecaniques et
électroniques (voir l’Action de Formation de S8« Syst̀emes Ḿecatroniques Intelligents». De fait, une automobile
est un syst̀eme qui g̀ere de l’information.
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x x *

FIG. 1.3 – Signaĺechantillonńe

1.4 Plan du cours

Les 6 chapitres qui suivent correspondent chacunà un cours. Le chapitre 2 présente la mod́elisa-
tion et l’analyse spectrale des signaux continus (détection). Le chapitre 3 introduit une technique
de traitementimportante des signaux analogiques : le filtrage fréquentiel. Le chapitre 4 traite
des notions d’́energie et de puissance et de leur application pour l’extraction d’information des
signaux. Le chapitre 5 développe la mod́elisation des signaux discrets et l’échantillonnage des si-
gnaux continus. Le chapitre 6́etend le filtrage fŕequentiel aux signaux discrets. Enfin le chapitre 7
est une introduction aux signaux aléatoires avec comme application la géńerationde signaux.

1.5 Où trouver l’information ?

1. Sur le serveur ṕedagogique, sont disponibles ce document de cours ainsi queles transparents
de cours au format́electronique. On y trouve aussi un document de cours complémentaire.

2. Dans les livres cités en ŕeférence de ce document, page 182. Un livre que le lecteur peut lire
avec grand profit est [7].

3. Sur Internet. Par exemple, les page WEB suivantes sont chaudement recommandées :

(a) Pour un cours d́etaillé sur les diff́erents points du traitement du signal abordés ici :

http ://www.greyc.unicaen.fr/ gbinet/COURS.html

(b) Pour les applications java illustrant différents aspects du traitement du signal :

http ://patrick.furon.free.fr/traitementsignal/courstns/ PlanCoursTNS.htm

Ces sources d’information ont servi de baseà la ŕedaction de ce document.

1.6 Remarques sur l’utilisation de ce document

Ce document contient de nombreuses notes de bas de page. Ellespeuvent se regrouper en 3
cat́egories :

– Rappels de d́efinitions parfois tr̀esélémentaires : elles sont destinées aux́elèvesétrangers
qui ne connaissent pas tout le vocabulaire scientifique et technique en Français.

http://www.greyc.unicaen.fr/~gbinet/COURS.html
http://patrick.furon.free.fr/_traitementsignal/_cours_tns/_PlanCoursTNS.htm
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– Approfondissement de certains points du cours : d’une part, le traitement du signal est par
nature multidisciplinaire et d’autre part le volume horaire limité de l’enseignement ne per-
met pas de d́evelopper les diff́erents points ; certaines notes en bas de page présentent des
éléments pour aller plus loin ;

– Connaissance culturelle du domaine,à travers par exemple des bibliographies sommaires.
A certaines figures sont associés des sons : pour que cette fonctionnalité soit active, il est ńecessaire
de t́elécharger en complément du fichier .pdf du document de cours, les fichiers d’extension .wav
assocíes.

Les applications du traitement du signal sont extrêmement nombreuses et variées. Vouloir
en faire une pŕesentation exhaustive consommerait l’ensemble du volume horaire consacré à cet
enseignement en interdisant de présenter les fondements scientifiques et les méthodes principales
du traitement du signal, ce qui est l’objectif principal de l’enseignement. Ńeanmoins, chaque
partie (avec les TDs associés) sera illustŕee par des applications :

– Le chapitre 2 est illustré par la caractérisation de l’audition humaine et de la bande VHF.
– Le codage MP3 de part ses multiples facettes permet d’illustrer les chapitres 3, 5 et 6.
– Le chapitre 3 est aussi illustré par la caractérisation de l’acoustique de salles, le filtrage

audio, la caractérisation de canaux de communication, la géńeration de notes dans les ins-
truments de musique et la modulation d’amplitude (en TD).

– Le chapitre 4 est illustré par le calcul de distances pour positionner un objet.
– Le chapitre 5 est illustré par le calcul de spectre de signaux physiquesà partir d’une acqui-

sition lors d’une exṕerience et par une ḿethode de compression de signauxéchantillonńes
utilisée dans les CDs audios (en TD).

– Le chapitre 7 est illustré par la ǵeńeration de la parole appliquéeà la t́eléphonie mobile.
Pour plus de d́etails, le livre [4] d́etaille un certain nombre d’applications du Traitement du Signal
en utilisantMatlab .

1.7 Remerciements

Je tiensà remercier tous les lecteurs attentifs qui par leurs nombreuses et constructives re-
marques ont permis de fortement améliorer la qualit́e de ce document ainsi que celle de tous les
supports de l’enseignement “Traitement du Signal”, que ce soit sur le fond ou sur la forme6 les
étudiants (plus particulièrement de la promotion 2011) et les enseignants impliqués dans cet ensei-
gnement (Ronan Perrussel, Paule Blanchart, Damien Voyer, Marie-Annick Galland, Eric Blanco,
Julien Huillery, etc..).

6Ce n’́etait pas une mince tâche !
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Chapitre 2

Modéliser et caract́eriser un signal :
Analyse en temps et en fŕequence

Pour pouvoir disposer d’outils efficaces pour le traitementdu signal, il est d’abord ńecessaire
de mod́eliser (repŕesenter) un signal par un objet mathématique. Puisqu’un signal est une grandeur
qui dépend du temps, une idée naturelle est de le modéliser par une fonction du temps dont le
domaine de d́efinition estR ou un intervalle deR.

Dans ce chapitre, nous allons voir comment il est possible decaract́eriser un signal représent́e
par une fonction du temps̀a travers les notions de fréquence et de spectre fréquentiel. Ce qui est
remarquable, c’est que cette caractérisation va mettre eńevidence que m̂eme si la repŕesentation
des signaux par des fonctions est naturelle, elle admet de sérieuses limitations. Afin d’aller au-delà,
une classe d’objets mathématiques ǵeńeralisant les fonctions sera introduite : les distributions. Ce
chapitre est consacré aux signaux continus. Nous verrons dans le chapitre 5 consacré aux signaux
discrets que pour cette classe de signaux (héǵemoniques dans les systèmes technologiques actuels)
la mod́elisation par les distributions est incontournable.

Le spectre fŕequentiel d’un signal est défini à partir de la Transforḿee de Fourier de ce si-
gnal. Une autre application de la Transformée de Fourier est le calcul de solution d’équations
diff érentielles lińeaires̀a coefficients constants. Cependant, comme cela est discuté en fin de cha-
pitre, une extension de la Transformée de Fourier, appelée Transforḿee de Laplace, est un outil
plus ǵeńeral pour cette application.

Plan du chapitre Après une première introductioǹa la notion de fŕequence section 2.1, en par-
tant du principe qu’un signal est une fonction, la description de fonctions d́efinies sur un intervalle
par des fonctions sinusoı̈dales est pŕesent́ee dans la section 2.2. Cette description estétendue
aux fonctions ṕeriodiques dans la section 2.3. Dans la section 2.4, cette description est́etenduèa
une classe ǵeńerale de fonctions non périodiques. Ńeanmoins, bien que géńerale, cette classe ne
contient pas des fonctions représentant des signauxélémentaires utiles. Si ońelargit la classe afin
de les contenir, la section 2.5 illustre qu’un problème math́ematique fondamental apparaı̂t. La no-
tion de distribution introduite dans la section 2.6 offre une solutionélégante avec pour béńefice de
définir une description par fonctions sinusoı̈dales pour une classe de signaux suffisamment riche
pour nos objectifs pratiques. Les sections 2.4 et 2.6 introduisent la Transforḿee de Fourier qui
permet de d́efinir le spectre fŕequentiel d’un signal. La section 2.7 présente des premières appli-
cations du spectre fréquentiel. L’utilisation de la Transforḿee de Fourier en conjonction avec la
Transforḿee de Laplace pour la résolution d’́equation diff́erentielle est discutée section 2.8, ce qui
permet d’illustrer les relations entre ces deux Transformées.

15
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2.1 Introduction à la notion de fréquence

La notion de fŕequence est intimement liéeà une classe de signaux particuliers qui sont les
signaux mod́elisables par des fonctions sinusoı̈dales, c’est-̀a-dire les fonctions de la forme :

A sin

(
2π

t

T
+ φ

)

Ces classes de signaux occupent une place importante dans la perception du son par l’homme.

L’ être humain est en effet sensibleà
– la fréquence1

T
qui correspond̀a la notion de grave et d’aigu, voir le tableau de figures 2.1 ;

– l’amplitudeA qui correspond̀a la notion de puissance, voir le tableau de figures 2.2.

Cliquer pourécouter
y(t) = 0.6 sin(2π600t)
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Cliquer pourécouter
y(t) = 0.6 sin(2π2000t)
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TAB . 2.1 – Sons associésà des fonctions sinusoı̈dales de diff́erentes fŕequences

Cliquer pourécouter
y(t) = 0.2 sin(2π600t)
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Cliquer pourécouter
y(t) = 0.6 sin(2π600t)
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TAB . 2.2 – Sons associésà des fonctions sinusoı̈dales de diff́erentes amplitudes

Il est aussi bien connu qu’un son constitué à partir d’une combinaison de fonctions sinusoı̈dales
bien choisies peut produire des sons« agŕeables»à écouter. Un exemple est présent́e tableau 2.1.

Au-del̀a d’être qualitativement intéressant, les signaux sinusoı̈daux pŕesentent un intér̂et beau-
coup plus fondamental. Ils permettent une description mathématique pŕecise de larges classes de
signaux. Nous allons expliciter ce que cela signifie dans ce chapitre.
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Cliquer pourécouter
y(t) = 0.3 (sin(2π.440.t) + sin(2π.554.t) + sin(2π.659.t))
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Son agréable

FIG. 2.1 – Un son« agŕeable»

2.2 Signaux mod́elisés par des fonctions d́efinies sur un inter-
valle

[
−T

2 , T
2

]
: séries de Fourier

PourT > 0, soitL2([−T
2
, T

2
]) l’espace des fonctionsf réelles d́efinies sur[−T

2
, T

2
] telles que

∫ T

2

−T

2

f(t)2dt <∞.

On peut d́efinir le produit scalaire de deuxélémentsf etg de cet espace par :

< f, g >=

∫ T

2

−T

2

f(t)g(t)dt

et la norme associée par :

‖f‖2 =

√√√√
∫ T

2

−T

2

f(t)2dt.

Cette norme est appelée normeL2. La norme‖f‖2 s’interpr̀ete comme la racine carrée de l’́energie
def . Pour ce produit scalaire, une base orthonormale{em}m∈Z deL2([−T

2
, T

2
]) est d́efinie par :

em =





√
2
T

cos
(
2πm t

T

)
si m < 0

1√
T

si m = 0

√
2
T

sin
(
2πm t

T

)
si m > 0

Par suite, toute fonctionf deL2([−T
2
, T

2
]) peut s’́ecrire1 :

f =
∞∑

m=−∞
< f, em > em.

1Sur la signification de cettéegalit́e, voir laRemarque importantepage 20.
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em
1√
T

√
2
T

cos
(
2πm t

T

) √
2
T

sin
(
2πm t

T

)

< f, em >
1√
T

∫ T

2

−T

2

f(t)dt

√
2

T

∫ T

2

−T

2

f(t) cos

(
2πm

t

T

)
dt

√
2

T

∫ T

2

−T

2

f(t) sin

(
2πm

t

T

)
dt

TAB . 2.3 – Coordonńees def dans la base{em}m∈Z

a0 an bn

1

T

∫ T

2

−T

2

f(t)dt
2

T

∫ T

2

−T

2

f(t) cos

(
2πn

t

T

)
dt

2

T

∫ T

2

−T

2

f(t) sin

(
2πn

t

T

)
dt

TAB . 2.4 – Coefficientsan et bn

D’après le tableau 2.3, il existe alors des réelsa0, an et bn présent́es dans le tableau 2.4 tels que2

:

∀t ∈
[
−T

2
,

T

2

]
, f(t) = a0 +

∞∑

n=1

(
an cos

(
2πn

t

T

)
+ bn sin

(
2πn

t

T

))
. (2.1)

Exemple 1 La fonctionf dont la courbe représentative est présent́ee figure 2.2 admet la décomposition
en śerie de Fourier suivante :

∀t ∈ [−1, 1] , f(t) = cos

(
2π

t

T

)
+ 4 sin

(
2π

t

T

)
+ 4 cos

(
2π2

t

T

)
.

Exemple 2 La figure 2.3 repŕesente la courbe caractéristique de la fonctionf définie par la
décomposition en śerie de Fourier suivante, avecT = 2 :

∀t ∈ [−1, 1] , f(t) = 1.3959 + 92.108 cos
(
2π t

T

)
+ 1.9081 cos

(
2π2 t

T

)
+ · · ·

· · ·+ 10.545 cos
(
2π3 t

T

)
+ 2.7034 cos

(
2π4 t

T

)
+ 3.5953 cos

(
2π5 t

T

)
+ · · ·

· · ·+ 2.7778 cos
(
2π6 t

T

)
+ 1.9838 cos

(
2π7 t

T

)
+ 2.4283 cos

(
2π8 t

T

)

(2.2)
On constate qu’en sommant quelques courbes sinusoı̈dales, une forme trèséloigńee d’une courbe
sinusöıdale peut̂etre obtenue.

En utilisant la formule d’Euler3, la d́ecomposition en śerie de Fourier d’une fonction peut se

2Une autréecriture de l’́egalit́e (2.1) est :

∀t ∈
[
−T

2
,

T

2

]
, f(t) = a0 +

∞∑

n=1

αn sin

(
2πn

t

T
+ φn

)

Le terme de la somme correspondantàn = 1, c’est-̀a-diresin
(
2π t

T
+ φ1

)
, est traditionnellement appelé fondamen-

tal ; les termes de la somme correspondantà n > 1, c’est-̀a-diresin
(
2πn t

T
+ φn

)
, sont traditionnellement appelés

harmoniques.
3eix = cos(x) + i sin(x) où i repŕesente l’imaginaire pur :i2 = −1.
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FIG. 2.2 – Repŕesentation de la fonctionf par sa d́ecomposition en śerie de Fourier
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FIG. 2.3 – Repŕesentation de la courbe caractéristique de la fonctionf définie par (2.2)
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ré-exprimer par :

∀t ∈
[
−T

2
,

T

2

]
, f(t) =

∞∑

n=−∞
cne2πi

n

T
t (2.3)

avec4

cn =
1

T

∫ T

2

−T

2

f(t)e−2πi
n

T
tdt. (2.4)

L’ équation (2.3) est appelée ladécomposition en série de Fourier (complexe)de la fonctionf sur
l’intervalle

[
−T

2
, T

2

]
.

Remarque Dans le cas òu la fonctionf est

1. réelle : les coefficientscn sont tels quecn = c−n : |cn| = |c−n etarg(cn) = − arg(c−n) ;

2. paire5 : les coefficientscn sont ŕeels ;

3. impaire6, les coefficientscn sont imaginaires purs.

Remarque importante L’ égalit́e (2.3), ainsi que leśegalit́es pŕećedentes telles que (2.1), doivent
se comprendre en réalit́e comme la convergence de la série :

SN(t) =
N∑

n=−N

cne
2πi

n

T
t

vers la fonctionf au sens de la norme définie surL2([−T
2
, T

2
]) :

lim
N→∞

‖SN − f‖2 = 0

(convergence en moyenne quadratique). Cela ne signifie pas forcément que pour toutt ∈
[
−T

2
, T

2

]
,

lim
N→∞

SN(t) = f(t)

(convergence point par point ou ponctuelle). La convergence en moyenne quadratique n’implique
la convergence ponctuelle que pour des classes particulières de fonctionsf . Une classe particulière
est celle des fonctions continues et dérivables et dont la d́erivée est continue (classeC1). Pour plus
de d́etails, voir [10, 5].

Égalité de Parseval A partir des coefficientscn, l’ énergie de la fonctionf peutêtre d́etermińee :

∫ T

2

−T

2

f(t)2dt = T
∞∑

n=−∞
|cn|2.

4cn = an−ibn

2 et an = 2Re(cn), bn = −2Im(cn). Faire attention que, contrairementà la somme (2.1), dans la
somme (2.3),n prend des valeurs négatives.

5f(−t) = f(t).
6f(−t) = −f(t).
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2.3 Signaux mod́elisés par des fonctions ṕeriodiques : śeries de
Fourier

On consid̀ere le cas d’une fonction périodique7 réelle de ṕeriodeT fp définie surR et telle que
∫ T

2

−T

2

fp(t)
2dt <∞.

Alors, d’apr̀es la section pŕećedente,

∀t ∈
[
−T

2
,

T

2

]
, fp(t) =

∞∑

n=−∞
cne

2πi
n

T
t (2.5)

avec

cn =
1

T

∫ T

2

−T

2

fp(t)e
−2πi

n

T
tdt. (2.6)

Puisque la fonctionfp et les fonctions quìa t associente−2πi
n

T
t sont des fonctions ṕeriodiques de

périodeT , la d́ecomposition (2.3) est valable pour toutt ∈ R :

∀t ∈ R, fp(t) =
∞∑

n=−∞
cne

2πi
n

T
t.

Le rapportν = n
T

définit unefréquence, multiple deν0 = 1
T

; ν0 est appeĺe fréquence fondamentale
et ν défini avecn > 1 fréquence harmonique. Puisquen est un entier relatif, dans l’expression
ci-dessus, la« fréquence»peutêtre ńegative dans le cas où n est ńegatif.

Ce qui est remarquable dans l’équation (2.5), c’est qu’elle met enévidence que les coefficients
de la d́ecomposition en śerie de Fouriercn caract́erisent« exactement»8 la fonctionfp. Ils consti-
tuent ainsi un mode de représentation defp. C’est pour cela qu’il est commode de les représenter
graphiquement. Dans le cas où les coefficientscn sont ŕeels, ils sont représent́es en fonction deν ;
sinon on repŕesente|cn| en fonction deν etarg(cn) en fonction deν sur deux figures śepaŕees.

Exemple 1 Soit la fonction ṕeriodiquefp définie par :

fp(t) = sin

(
2π

1

T
t

)
=

e2πi
1
T

t − e−2πi
1
T

t

2i
.

Par identification, on ac−1 = i

2
, c1 = − i

2
et cn = 0 pourn 6= −1 et n 6= 1. On obtient alors la

repŕesentation pŕesent́ee figure 2.4.

Exemple 2 A partir de la fonction« rect », fonction rectangle d́efinie par :




∀t ∈ [−1
2
, 1

2
] rect(t) = 1

sinon rect(t) = 0

et dont la courbe caractéristique est représent́ee figure 2.5, on peut définir la fonction ṕeriodique
de ṕeriodeT fp par :

∀t ∈
[
−T

2
,

T

2

]
, fp(t) = rect

(
t

T0

)

avec0 < T0 < T , voir la courbe caractéristique repŕesent́ee figure 2.6. Par application de (2.6),
7fp(t + T ) = fp(t)
8Dans le sens présent́e dans laRemarque importanteprésent́ee page 20.
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on peut alorśetablir que

cn =
T0

T
sinc

(
n

T0

T

)

avecsinc la fonction sinus cardinal d́efinie par9

sinc(x) =
sin(πx)

πx
.

La courbe caractéristique de cette fonction est représent́ee figure 2.7. On notera que :
– sinc(0) = 1 ;
– Pour tout entier relatif non nuln, sinc(n) = 0.

Les coefficientscn sont ici ŕeels. AvecT = 2T0, on a la repŕesentation associée figure 2.8 òu
la courbe en trait continu fin est la courbe caractéristique de la fonction sinus cardinal.

Examinons ce que donne le somme des2N + 1 premiers termes de la décomposition en śerie
de Fourier ainsi obtenue :

SN(t) =
N∑

n=−N

cne
2πi

n

T
t

pour N = 1, N = 3, N = 5 et pourN = 144, voir figure 2.9. On constate qu’au plusN est
important, au plus on se rapproche de la fonction périodiquefp sauf10 pour les valeurs det qui
correspondent aux discontinuités de la courbe caractéristique defp. L’explication se trouve dans la
Remarque importantepage 20 : dans l’exemple considéŕe ici la convergence n’est pas ponctuelle
mais en moyenne quadratique.

9Si vous avez d́ejà croiśe la fonction sinus cardinal, la définition que vous avez eu a peut-être ét́e différente.
Normal, il existe deux d́efinitions de la fonctionsinc lég̀erement diff́erentes. Pour ce qui est de cet enseignement de
Traitement de Signal, seule la définition pŕesent́ee dans cette page est considéŕee comme valable.

10On parle du« phénom̀ene de Gibbs».
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2.4 Signaux mod́elisés pour des fonctions non ṕeriodiques :
Transformée de Fourier

2.4.1 Introduction

L’objectif est de rechercher une décomposition« du type śerie de Fourier» mais dans le cas
d’une fonction non ṕeriodiquef appartenant̀aL1(R) ∩ L2(R), c’est-̀a-dire telle que :

∫ +∞

−∞
|f(t)|dt <∞ et

∫ +∞

−∞
f(t)2dt <∞.

Le format et les objectifs du cours ne permettant pas un développement mathématique rigou-
reux11, une premìere explication qualitative et rapide de ce que peutêtre la transposition de la série
de Fourier aux fonctions non périodiques̀a travers un exemple vâetre pŕesent́ee dans ce qui suit.

Une fonction deL2(R) peutêtre vue comme la limite de fonctions périodiquesfT telles que

∀t ∈
[
−T

2
,

T

2

]
, fT (t) = f(t)

pourT tendant vers l’infini, voir figure 2.10. Puisque cette fonction fT admet une d́ecomposition
en śerie de Fourier, comment celle-ciévolue-t-elle quandT tend vers l’infini ?

11Pour une pŕesentation math́ematiquement rigoureuse, voir par exemple [1, 10].
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On revient sur l’exemple de la fonction présent́ee dans l’exemple 2, page 21, avecT0 fixé :

∀t ∈ R, f(t) = rect
(

t
T0

)
. L’explication qui suit est« avec les mains». La fonction fT

étant ṕeriodique et de carré int́egrable sur une ṕeriode, elle admet d’après la section 2.3 une
décomposition en śerie de Fourier :

∀t ∈ R, fT (t) =
∞∑

n=−∞
cne

2πi
n

T
t (2.7)

avec

cn =
1

T

∫ T

2

−T

2

fT (t)e−2πi
n

T
tdt.

La décomposition en śerie de Fourier fait intervenir l’ensemble des fréquences :
{

n
T

}
n∈Z où 1

T
est

la fréquence fondamentale.Évidement on peut́ecrire l’égalit́e (2.7) simplement pour l’intervalle[
−T

2
, T

2

]
et comme les fonctionsf etfT cöıncide sur cet intervalle, on a alors :

∀t ∈
[
−T

2
,

T

2

]
, f(t) =

∞∑

n=−∞
cne

2πi
n

T
t

avec

cn =
1

T

∫ T

2

−T

2

f(t)e−2πi
n

T
tdt.

Notons quecn est une fonction den
T

.

QuandT tend vers+∞, l’ensemble discret de points
{

n
T

}
n∈Z se« transforme» en un en-

semble continu de points{ν}ν∈R :

«

{
n
T

}
n∈Z −→ {ν}ν∈R. »

Par suite, la variablen
T

est remplaćee par la variable continueν et la courbeTcn fonction den
T

se transforme en une courbe continue fonction deν. La figure 2.11 repŕesente les coefficients de
la décomposition en śerie de Fourier12 multipliés parT . En prenant successivementT = 2T0,
T = 4T0, T = 8T0 etT = 16T0, on obtient les représentations associées figure 2.11. L’́ecart entre
deux points successifśetant de1/T , celui-ci tend vers 0 quandT tend vers+∞.

Donc, quandT tend vers+∞,

« {Tcn}n∈Z −→
{∫ +∞

−∞
f(t)e−2πiνtdt

}

ν∈R
»

ce dernier ensemble définissant une fonction notéeF . Enfin,

«

∞∑

n=−∞

1

T
Tcne

2πi
n

T
t −→

∫ +∞

−∞
F (ν)e2πiνtdν »

donc, on a :

f(t) =

∫ +∞

−∞
F (ν)e2πiνtdν.

12qui ont le bon gôut d’être ŕeels dans cet exemple : ce n’estévidemment pas toujours le cas.
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FIG. 2.11 –{Tcn}n∈Z pourT = 2T0, T = 4T0, T = 8T0 etT = 16T0

2.4.2 D́efinition de la transformée de Fourier

Définition 2.4.1 La fonctionF telle que

∀ν ∈ R, F (ν) =

∫ +∞

−∞
f(t)e−2πiνtdt (2.8)

est appeĺee transforḿee de Fourier def et est not́eeF [f ]. On d́efinit la transforḿee de Fourier
inverse, not́eeF−1[F ], par

∀t ∈ R, f(t) =

∫ +∞

−∞
F (ν)e2πiνtdν.

Notation :f(t)↔ F (ν) = F [f ](ν).

On appelle transformation de Fourier l’application13 not́eeF qui à une fonction associe sa
transforḿee de Fourier (si elle existe).

Remarque Pour un signalf , F = F [f ] est appeĺeSpectre du signal.

13L’application qui a une fonction associe une fonction est appeĺee un oṕerateur. Afin de les distinguer des fonc-
tions, l’application de l’oṕerateurF sur la fonctionf est not́ee avec des crochets (au lieu de parenthèses) :F [f ]. La
valeur de la fonctionF [f ] enν est alors not́eeF [f ](ν). L’ écritureF [f(t)] està proscrire car absurde :F s’applique
sur des fonctions ; orf(t) ne repŕesente pas la fonctionf mais sa valeur ent.
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Remarque La transforḿee de Fourier et la transformée de Fourier inverse sont très proches
puisque leur d́efinition implique que14 :

F−1[F ] = F [F ]. (2.9)

On a le ŕesultat suivant qui ńecessite la d́efinition de l’ensembleL1(R) : c’est l’ensemble des
fonctionsf deR dansR telles que :

∫ +∞

−∞
|f(t)|dt <∞.

Théorème 2.4.1Sif est une fonction15 deL1(R) alors la fonctionF existe, est continue etF (ν)
tend vers0 quand|ν| → ∞.

Exemple AvecT0 > 0, la fonctionf définie surR par :

∀t ∈ R, f(t) = rect

(
t

T0

)

appartient̀aL1(R).

Notation Dans la suite du document, afin d’alléger les notations, on pourra désigner la fonc-
tion f par son expression dans laquelle la variable aét́e remplaćee par•, ce qui donne dans cet
exemple :

rect

( •
T0

)
.

Il s’agit ici de bien faire la diff́erence entre la fonctionf et sa valeurf(t) pour la variablet.

Exemple (suite) D’après le th́eor̀eme 2.4.1, cette fonction admet une transformée de Fourier. De
plus, par application directe de (2.8), onétablit que sa transforḿee de Fourier s’exprimèa l’aide
de la fonction sinus cardinal :

∀ν ∈ R, F
[
rect

( •
T0

)]
(ν) = T0. sinc(νT0)

voir figure 2.12.

Remarque Même si dans l’exemple préćedent la fonctionF est une fonction ŕeelle, en ǵeńeral,
elle est complexe. On représente graphiquement son module|F (ν)| en fonction deν et son argu-
mentarg(F (ν)) en fonction deν. On parle dereprésentation spectrale.

2.4.3 Propriétés de la transforḿee de Fourier

Dans ce qui suit,a ∈ R, b ∈ R, f etg sont deux fonctions deL1(R). F (ν) repŕesenteF [f ](ν).

14F est la fonction conjugúee deF , qui à ν associeF (ν), nombre complexe conjugué deF (ν). Pour un nombre
complexex + iy où x ety sont des ŕeels, le conjugúe est d́efini parx− iy.

15L’extension de la transforḿee de Fourier aux fonctions deL2(R) peut se faire au sens des distributions car une
fonction deL2(R) définit une distribution (temṕeŕee), voir la section 2.6.
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0      
−0.5

0

0.5

1

1.5

t

re
ct

(t
/T

0)

T
0

T
0
/2−T

0
/2    −2/To−1/To 0 1/To2 /To

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

ν

T
0si

nc
(T

0ν)

T
0

FIG. 2.12 – Fonction rectangle et sa transformée de Fourier

2.4.3.1 Lińearité

F [af + bg] = aF [f ] + bF [g]

2.4.3.2 Syḿetrie et conjugaison complexe

∀ν ∈ R, F
[
f(•)

]
(ν) = F (−ν)

∀ν ∈ R, F [f(−•)](ν) = F (−ν)

2.4.3.3 Changement d’́echelle

∀ν ∈ R, F [f(a•)](ν) =
1

|a|F
(ν

a

)

2.4.3.4 Translation temporelle

∀ν ∈ R, F [f(• − t0)](ν) = e−2πiνt0F (ν)

2.4.3.5 Modulation

∀ν ∈ R, F [e2πiν0•f(•)](ν) = F (ν − ν0)
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2.4.3.6 Transforḿee de Fourier de la d́erivée d’une fonction

La fonctionf est ici suppośee d́erivable avec sa d́erivée16 f ′ ∈ L1(R).

∀ν ∈ R, F [f ′](ν) = 2πiνF (ν).

Cette relation se ǵeńeraliseà l’ordren :

∀ν ∈ R, F [f (n)](ν) = (2πiν)n F (ν).

2.4.3.7 Conśequences des propríetés

1. La partie ŕeelle de la transforḿee de Fourier d’une fonction réelle est paire et la partie
imaginaire est impaire.

2. Le module de la transforḿee de Fourier d’une fonction réelle est pair et son argument est
impair.

3. La transforḿee de Fourier d’une fonction réelle et paire est réelle et paire.

4. La transforḿee de Fourier d’une fonction réelle et impaire est imaginaire et impaire.

2.4.4 Énergie

Une fonctionf deL2(R) est diteà énergie finie. L’ énergie est d’ailleurs d́efinie par
∫ ∞

−∞
f(t)2dt

soit‖f‖22. Si de plusf appartient̀aL1(R) alors elle admet une transformée de FourierF .

Peut-onévaluer l’́energie def à partir de sa transforḿee de FourierF ? Le th́eor̀eme suivant
répondà cette question.

Théorème 2.4.2 (Parseval Plancherel)Soitf ∈ L1(R) ∩ L2(R). Alors
∫ ∞

−∞
f(t)2dt =

∫ ∞

−∞
|F (ν)|2dν.

L’ énergie peut donc aussi se calculerà partir de l’expression de sa transformée de FourierF dans
l’espace des fŕequences. La fonction|F (•)|2 est appeĺeedensit́e spectrale d’́energie.

2.4.5 Un exemple illustratif

Soit un enregistrement sonore qui aét́e enregistŕe sur un disque vinylèa 45 tours par minutes.
Ce signal est restitúe en lisant le disque sur un tourne-disque avec une vitesse de33 tours par
minutes. Quelle est la relation entre le spectre du signal restitué par rapport au spectre du signal
enregistŕe ?

Soit x le signal enregistré et x̃ le signal restitúe. Alors le signal restitúe s’exprime par̃x =
x(a•) aveca = 33

45
. Il s’agit donc d’un changement d’échelle temporelle. Par suite,

∀ν ∈ R, F [x̃] = F [x(a•)]
16La formule qui suit peut se calculer en faisant une intégration par partièa partie de l’expression (2.8) de la

transforḿee de Fourier.
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FIG. 2.13 – Tourne-disque Teppaz http ://www.alienor.org/ARTICLES/scooters/imagetourne-
disque.htm

D’après la propríet́e de Changement d’échelle :

∀ν ∈ R, F [x(a•)](ν) =
1

|a|F [x]
(ν

a

)

Par suite,

∀ν ∈ R, F [x̃](ν) =
45

33
F [x]

(
45

33
ν

)

Le signal restitúe sera donc plus grave que le signal enregistré.

Le signal restitúe sera d’autre part plus« puissant» dans le sens òu l’ énergie du signal sera
plus importante. En effet, d’après le th́eor̀eme de Parseval :

∫ +∞

−∞
x̃(t)2dt =

∫ +∞

ν=−∞
|X̃(ν)|2dν =

(
45

33

)2 ∫ +∞

ν=−∞

∣∣∣∣X
(

45

33
ν

)∣∣∣∣
2

dν.

En faisant le changement de variableν̃ = 45
33

ν, on obtient

∫ +∞

−∞
x̃(t)2dt =

(
45

33

)2 ∫ +∞

ν̃=−∞
|X (ν̃)|2 dν̃.

D’après le th́eor̀eme de Parseval, on aura alors :

∫ +∞

−∞
x̃(t)2dt =

(
45

33

)2 ∫ +∞

−∞
x(t)2dt,

D’où la conclusion.

2.5 Limites de la mod́elisation des signaux par des fonctions

Certaines fonctions très simples et potentiellement très utiles n’appartiennent pasà l’ensemble
L1(R) (ni à l’ensembleL2(R)). Un exemple simple est la fonctionf définie par∀t ∈ R, f(t) = 1.
Quelle pourrait̂etre la transforḿee de Fourier pour certaines de ces fonctions, si elle existe? On
va examiner le cas de cette fonctionf .
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Exemple La fonction∀t ∈ R, f(t) = 1 peutêtre interpŕet́ee comme la limite d’une séquence
de fonctionsfT0 définies par

∀t ∈ R, fT0(t) = rect(t/T0),

quandT0 tend vers+∞. Pour une valeur deT0 donńee, la transforḿee de Fourier de la fonctionfT0

est repŕesent́ee figure 2.12. La figure 2.14 représente la d́eformation du traće de la transforḿee de
Fourier pour des valeurs croissantes deT0. Supposons que la transformée de FourierfT0 converge
vers une fonction quandT0 tend vers l’infini. Cette fonction que l’on va noterδ serait alors telle
que :

1. ∀ν 6= 0, δ(ν) = 0 ;

2. δ(0) = +∞.

De plus, puisqu’on peut démontrer que
∫ +∞

−∞
T0. sinc(νT0)dν = 1

si la fonctionδ existe alors elle v́erifie probablement la propriét́e :
∫ +∞

−∞
δ(ν)dν = 1.

Cette int́egrale montre qu’en faitδ ne peut paŝetre une fonction. En effet, l’int́egrale d’une fonc-
tion nulle presque partout (∀ν 6= 0, δ(ν) = 0) ne peut valoir que 0 et ici elle vaut1 ! ! ! Donc on est
faceà une absurdité si on fait l’hypoth̀ese queδ est une fonction ;δ est donc un objet mathématique
étrangèa d́efinir, cela ressemblèa une fonction mais ce n’est pas une fonction...

La morale de cet exemple est qu’il existerait certaines fonctions int́eressantes n’appartenant
pas à L1(R) (ni à L2(R)) telles que si la transforḿee de Fourier existe alors c’est un objet
math́ematique (̀a d́efinir) qui n’est pas une fonction. Si ce n’est pas une fonction, quel est donc cet
étrange objet ? ? ?

Exemple On va essayer d’imaginer ce que pourraitêtre la transforḿee de Fourier inverse de la
fonction d́efinie par∀ν, F (ν) = 1, si elle existe. Il semble possible de définir la fonctionF (ν) = 1
comme la limite des fonctions :

∀ν ∈ R, FT0(ν) = sinc(νT0)

quandT0 tends vers0, voir la courbe caractéristique de la fonctionFT0, figure 2.15. Comme on l’a
vu pŕećedemment, la transforḿee de Fourier inverse est donnée par :

∀t ∈ R, fT0(t) =
1

T0

rect

(
t

T0

)

dont la courbe caractéristique est représent́ee figure 2.16. Il semble que quandT0 tend vers0, fT0

tende vers l’́etrange objetδ introduit pŕećedemment... Cet exemple met enévidence que cet objet
δ semble avoir une autre propriét́e int́eressante.

Avecx une fonction continue et localement intégrable, on a

x(t0) = lim
T0−→0

1

T0

∫ t0+T0/2

t0−T0/2

x(t)dt (2.10)
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FIG. 2.14 – Fonction rectangle et sa transformée de Fourier
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FIG. 2.17 – Fonctionsx (gauche) etrect((• − t0)/T0)x (droite)

ce qui se ŕeécrit :

x(t0) = lim
T0−→0

∫ +∞

−∞

1

T0

rect((t− t0)/T0)x(t)dt

=

∫ +∞

−∞
lim

T0−→0

1

T0

rect((t− t0)/T0)x(t)dt

voir figure 2.17.

D’après ce qui pŕec̀ede, on aurait donc la propriét́e :

x(t0) =

∫ +∞

−∞
δ(t− t0)x(t)dt. (2.11)

2.6 Au-del̀a des fonctions : les distributions

En ŕealit́e,δ est une distribution. Nous allons voir que les distributions sont des objets mathéma-
tiques qui ǵeńeralisent les fonctions. Pour plus d’informations sur les distributions, se reporter,
par exemple, aux références [10, 5, 2, 3]. La théorie des distributions est dûeà Laurent Schwartz,
voir figure 2.18. Pour les besoins du Traitement de Signal, après avoir d́efini les distributions, les
opérations de base effectuées sur les fonctions puis la Transformation de Fourier sontgéńeraliśees
aux distributions.

2.6.1 D́efinition des distributions

Définition 2.6.1 Une fonction testϕ deR dansC est une fonction nulle en dehors d’un intervalle
borné et ind́efiniment d́erivable. On noteD l’ensemble des fonctions tests.

Les propríet́es ŕeclaḿees pour les fonctions tests sont si fortes qu’on peut se demander si les
fonctions tests existent17.

17Dans ce qui suit, aussi curieux que cela puisse paraı̂tre, on peut se rendre compte que ce qui est important c’est
de savoir que les fonctions tests existent et non de les déterminer explicitement.
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FIG. 2.18 – Extrait de Laurent Schwartz,« Géńeralisation de la notion de fonction, de dérivation,
de transformation de Fourier et applications mathématiques et physiques», Annales de l’Univer-
sité de Grenoble, Tome 21 (1945), p.57-74
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Exemple Les fonctions tests existent, j’en ai rencontrée une :

{
∀t ∈]− 1, 1[ ϕ(t) = exp

(
t2

t2−1

)

∀t ≥ 1 et∀t ≤ −1 ϕ(t) = 0

voir figure 2.19. On peut d́emontrer que cette fonction, qui est nulle en dehors d’un support borńe,
est ind́efiniment d́erivable.

Définition 2.6.2 (Distribution) Une distributionT est une application lińeaire continue deD
dansC. Notation

T : D → C

ϕ 7→ < T,ϕ >

Exemple Etant donńe a ∈ R, l’application quià ϕ associeϕ(a) est une distribution appelée
impulsion de Dirac.

A travers la notion de distribution régulìere, les distributions apparaissent en réalit́e comme
une ǵeńeralisation des fonctions.

Définition 2.6.3 (Distribution r égulière) Une distributionT est ŕegulìere s’il existe une fonction
x localement int́egrable telle que

< T,ϕ >=

∫ +∞

−∞
x(t)ϕ(t)dt. (2.12)

Une distributionT est dite singulìere s’il n’existe pas de fonctionx telle que (2.12).
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Remarque Si l’objet δ introduit dans l’exemple page 33était une fonction alors d’après la rela-
tion (2.11) : ∫ +∞

−∞
δ(t− a)ϕ(t)dt = ϕ(a).

La distribution ŕegulìere associéeà δ(• − a) est telle qu’̀a une fonction testϕ on associe la valeur
ϕ(a) : on retrouve l’impulsion de Dirac ! Il apparaı̂t qu’en ŕealit́e δ(• − a) est une distribution qui
est singulìere puisqueδ n’est pas une fonction.

Dans ce qui suit, on noteraδa la distribution quià la fonction testϕ associe la valeurϕ(a) et
l’on s’empressera de bannir les notationsδ(•−a) ouδ(t−a) qui n’ont aucun sens puisqueδ n’est
pas une fonction. La distributionδ0 est not́ee parδ. On associèa δa la repŕesentation graphique
présent́ee figure 2.20, gauche. Siλ est un ŕeel alorsλδa est la distribution quìa la fonction testϕ

 0      a   
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0.4

0.6

0.8

1

1.2

Représentaion graphique de δ
a

 0      a   
 

0   

 

 

 

 

 

Représentaion graphique de λδ
a

λ

FIG. 2.20 – Repŕesentation graphique deδa et deλδa

associe la valeurλ.ϕ(a) avec la repŕesentation graphique présent́ee figure 2.20, droite.

Remarque Une suite de distributions régulìeres peut converger vers une distribution qui est
singulìere ; un exemple peutêtre obtenùa partir de l’exemple page 33.

Remarque Par un abus de notation et afin de limiter le nombre de notations manipuĺees, pour la
distribution ŕegulìere associéeà une fonctionx, on utilise souvent la m̂eme notation pour d́esigner
la distribution ŕegulìere et la fonction associée. Afin d’́eviter toute ambigüıté, avant d’adopter cette
notation, on noteraTx la distribution ŕegulìere associéeà une fonctionx.

2.6.2 Oṕerations de base sur les distributions

Les oṕerations de base sont maintenant géńeraliśees des fonctions aux distributions. Elles sont
définies de telle façoǹa ce que quand elles sont appliquéesà une distribution ŕegulìere, c’est-̀a-
dire une distribution associéeà une fonctionx, on obtienne la distribution régulìere associéeà la
fonction ŕesultat de l’oṕeration effectúee surx.
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Translatée d’une distribution T par la constantea La translat́ee d’une distributionT par la
constantea est la distribution not́eeτaT définie par :

∀ϕ ∈ D, < τaT, ϕ >=< T, ϕ(•+ a) > .

La justification vient des distributions régulìeres : il faut que lorsqu’on applique la définition de la
translat́eeτaTx à la distribution ŕegulìereTx assocíeeà une fonctionx, on obtienne la distribution
régulìereTx(•−a) assocíeeà la translat́eex(• − a) de la fonctionx. Or

∀ϕ ∈ D, < Tx(•−a), ϕ >=

∫ +∞

−∞
x(t− a)ϕ(t)dt

ce qui donne avec le changement de variablet̃ = t− a :

∀ϕ ∈ D, < Tx(•−a), ϕ >=

∫ +∞

−∞
x(t̃)ϕ(t̃ + a)dt̃ =< Tx, ϕ(•+ a) >

ce qui est coh́erent avec la d́efinition de la translatée d’une distribution par la constantea.

Changement d’́echelle de constantea d’une distribution T On appelle changement d’échelle
de constantea de la distributionT la distribution not́eeechaT et d́efinie par :

∀ϕ ∈ D, < echaT, ϕ >=
1

|a| < T, ϕ
(•

a

)
> .

La justification vient encore des distributions régulìeres : il faut que lorsqu’on applique la définition
du changement d’échelleechaTx à une distribution ŕegulìereTx assocíeeà une fonctionx, on ob-
tienne la distribution ŕegulìereTx(a•) assocíeeà la fonctionx(a•) obtenuèa partir de la fonctionx
par changement d’échelle. Or

∀ϕ ∈ D, < Tx(a•), ϕ >=

∫ +∞

−∞
x(at)ϕ(t)dt =

1

|a|

∫ +∞

−∞
x(t̃)ϕ

(
t̃

a

)
dt̃ =

1

|a| < Tx, ϕ
(•

a

)
>

ce qui donne avec le changement de variablet̃ = at :

∀ϕ ∈ D, < Tx(a•), ϕ >=
1

|a|

∫ +∞

−∞
x(t̃)ϕ

(
t̃

a

)
dt̃ =

1

|a| < Tx, ϕ
(•

a

)
>

ce qui est coh́erent avec la d́efinition du changement d’échelle d’une distribution.

Exemple Déterminons le changement d’échelle d’une impulsion de Dirac. Par application de la
définition :

< echaδν0 , ϕ >=
1

|a| < δν0 , ϕ
(•

a

)
>=

1

|a|ϕ
(ν0

a

)
.

Cette dernìere quantit́e peut s’interpŕeter comme le ŕesultat de l’image de la fonction testϕ par la
distribution 1

|a|δ ν0
a

:
1

|a|ϕ
(ν0

a

)
=<

1

|a|δ
ν0
a

, ϕ > .

Par suite,

echaδν0 =
1

|a|δ
ν0
a

.

Ce qui n’est pas forćement le ŕesultat que l’on aurait spontanément attendu du fait du facteur1|a| !
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Multiplication d’une distribution par une fonction Pour toute distributionT et toute fonction
f indéfiniment d́erivable, le produitf.T est une distribution d́efinie par :

∀ϕ ∈ D, < f.T, ϕ >=< T, f.ϕ > .

Nous utiliserons dans la suite la conséquence de ce résultat lorsqu’il est appliqúe à la distribution
impulsion de Dirac :

f.δa = f(a).δa (2.13)

Dérivation d’une distribution La dérivéeT ′ d’une distributionT est la distribution d́efinie par :

∀ϕ ∈ D, < T ′, ϕ >= − < T, ϕ′ > . (2.14)

Cette formule áet́e établie de façoǹa ǵeńeraliser la d́erivation des fonctions aux distributions.
En effet, il est naturel de définir la d́erivée d’une distribution ŕegulìereTx de fonction d́erivablex
comme la distribution ŕegulìereTx′ assocíeeà la fonctionx′. Montrons que la formule (2.14) est
coh́erente avec cet objectif. La distribution associéeàx′ s’écrit en effet :

∀ϕ ∈ D, < Tx′ , ϕ >=

∫ +∞

−∞
x′(t)ϕ(t)dt.

En faisant une int́egration par parties, on a alors :

∫ +∞

−∞
x′(t)ϕ(t)dt = [x(t)ϕ(t)]+∞

−∞︸ ︷︷ ︸
0

−
∫ +∞

−∞
x(t)ϕ′(t)dt = − < Tx, ϕ′ >,

le premier terme de droitéetant nul du fait queϕ est une fonction test.

La formule (2.14) permet ainsi d’étendre la notion de dérivationà des fonctions discontinues
à travers leurs distributions régulìeres associées.

Exemple SoitΓ la fonction appeĺeeéchelon d’Heavisideet d́efinie par





∀t > 0, Γ(t) = 1

t = 0, Γ(t) est non d́efinie

∀t < 0, Γ(t) = 0

Si Γ est consid́eŕe comme une fonction alors pourt 6= 0, Γ′(t) = 0 et Γ′(0) n’est pas d́efinie. Par
contre, on peut d́efinir la d́erivée de la distribution régulìere associéeàΓ :

∀ϕ ∈ D, < T ′
Γ, ϕ >= − < TΓ, ϕ′ >= −

∫ +∞

0

ϕ′(t)dt = ϕ(0) =< δ0, ϕ >

Par suite, au sens des distributions,
T ′

Γ = δ0,

ce qu’on note ǵeńeralement de façon abusive :

Γ′ = δ0.
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Exemple L’exemple pŕećedent montre qu’il est possible au sens des distributions dedéfinir la
dérivée d’une fonction pŕesentant des discontinuités. Une fonction qui s’écrit comme la somme
d’une fonction d́erivable et d’une somme de fonctionséchelons d’Heaviside, par exemple :

f = g + 12Γ

où g est d́erivable en est un exemple. Alors, au sens des distributions, en utilisant l’abus de nota-
tion, on a :

f ′ = g′ + 12δ.

Remarque Au-del̀a de la ǵeńeralisation de la notion de dérivation aux distributions, l’int́er̂et de
la dérivation au sens des distributions est de permettre l’inversion entre limite ou somme infinie et
dérivation. En effet, si, dans le cas des fonctions, il est nécessaire de poser un nombre important
d’hypoth̀eses, ce n’est plus le cas lorsque l’inversion est effectuée au sens des distributions. Dans
le cadre de ce document de cours, cette remarque sera appliquée page 116 pouŕetablir la formule
sommatoire de Poisson.

2.6.3 Transformée de Fourier d’une distribution

Dans le droit fil de la d́efinition de la d́erivation, on peut d́efinir la transforḿee de Fourier d’une
distributionT par

∀φ ∈ D, < F [T ], φ >=< T, F [φ] > . (2.15)

PuisqueF [T ] est une transforḿee de Fourier, la fonction testφ est une fonction deν.

Comme pŕećedemment, cette formule peut se justifier via les distributions ŕegulìeres18 : nous
allons voir que pour une distribution régulìereTx définie par une fonctionx deL1(R) ∩ L2(R),
on retrouve bien la transforḿee de Fourier telle qu’elle áet́e d́efinie section 2.4.2. En notant que
φ étant une fonction deν, F [φ] sera une fonction19 det :

< Tx, F [φ] > =

∫ +∞

−∞
x(t)F [φ](t)dt =

∫ +∞

−∞
x(t)

(∫ +∞

−∞
φ(ν)e−2πiνtdν

)
dt

=

∫ +∞

−∞

(∫ +∞

−∞
x(t)e−2πiνtdt

)

︸ ︷︷ ︸
F [x](ν)

φ(ν)dν

= < TF [x], φ > .

18En ŕealit́e, il y a une subtilit́e th́eorique qui n’a cependant pas de répercussion sur l’utilisation pratique que l’on
va faire de cette formule dans cet enseignement. Néanmoins, pour̂etre complet, on va en souligner les grandes lignes.

La difficulté est qu’on peut d́emontrer que m̂eme siφ est une fonction test, ce n’est pas forcément le cas deF [φ].
Par suite,F [φ] n’est pas dans le domaine de définition deT et donc l’́ecriture< T, F [φ] > n’a pas de sens. Pour
surmonter cette difficulté, on est ameńe à d́efinir les distributions temṕeŕees. Une distribution tempéŕee se d́efinit de
la même façon qu’une distribution si ce n’est qu’au lieu de travailler sur l’ensemble des fonctions testsD on travaille
sur l’ensemble des fonctionsà d́ecroissance rapideS(R). Une fonctionφ està d́ecroissance rapide si pour toutp ∈ N,
on a :

lim
|ν|→∞

|νpφ(ν)| = 0.

On a la propríet́e queD ⊂ S(R). Un exemple de distribution tempéŕee est l’impulsion de Dirac.
Si φ ∈ S(R) alorsF [φ] ∈ S(R). Par suite, siT est une distribution tempéŕee et siφ ∈ S(R) alorsF [φ] ∈ S(R)

et doncF [φ] appartient au domaine de définition deT .
19Noter que dans (2.8),t etν interviennent de façon syḿetrique danse−2πiνt.
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Par suite, avec cette définition de la transforḿee de Fourier d’une distribution, la transformée de
Fourier de la distribution régulìere associéeàx est la distribution ŕegulìere associéeàF [x].

La transforḿee de Fourier d’une distribution conserve les propriét́es de la transforḿee de Fou-
rier d’une fonction, voir la sous-section 2.4.3. Notamment, la transformation de Fourier définie
sur les distributions est une applicationlinéaireetcontinue.

Transformée de Fourier inverse d’une distribution Elle est d́efinie par :

∀ϕ ∈ D, < F−1[T ], ϕ >=< T, F−1[ϕ] > .

De la d́efinition de la transforḿee de Fourier et de la transformée inverse, on d́eduit que :

F−1[F [T ]] = T. (2.16)

Transformée de Fourier de l’impulsion de Dirac On peut la d́eterminer en appliquant la
définition de la transforḿee de Fourier d’une distribution :

< F [δa], φ >=< δa,F [φ] >= F [φ](a) =

∫ +∞

−∞
e−2πiaνφ(ν)dν =< Te−2πia• , φ > .

Par suite,

F [δa] = Te−2πia• ,

ce que l’on note de façon abusive :

F [δa](ν) = e−2πiaν . (2.17)

Et donc, aveca = 0,

F [δ] = 1.

Transformée de Fourier de la fonction1 C’est l’exemple de la page 33. L’astuce est de montrer
queF−1[δ] = 1 et d’en d́eduireF [1]. Pour cela, on applique la m̂eme d́emarche que préćedemment
mais en utilisant la d́efinition de la transforḿee de Fourier inverse.

< F−1[δ], φ >=< δ,F−1[φ] >= F−1[φ](0) =

∫ +∞

−∞
φ(ν)dν =< T1, φ > .

Par suite, avec l’abus de langage usuel,F−1[δ] = 1. D’après la relation (2.16), on a alors :

F [1] = δ.
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FIG. 2.21 – Repŕesentation du module deF (ν) = F [sin(2πν0•)](ν)

Application : d étermination de la transformée de Fourier de la fonctionsin(2πν0•)

sin(2πν0t) =
1

2i

(
e2πiν0t − e−2πiν0t

)
.

La transforḿee de Fourieŕetant lińeaire :

F [sin(2πν0•)] =
1

2i

(
F [e2πiν0•]−F [e−2πiν0•]

)
.

D’après la relation vue section 2.4.3.5, avecf = 1 :

F [e2πiν0•] = δν0 .

Par suite,F [e−2πiν0•] = δ−ν0 et

F [sin(2πν0•)] =
1

2i
(δν0 − δ−ν0) .

On obtient donc un spectre constitué de deux impulsions de Dirac20, voir figure 2.21.

Exemple Calculons la transforḿee de Fourier de la fonctioncos(2πν0a•) à partir de la trans-
formée de Fourier decos(2πν0•) par application de la propriét́e de Changement d’échelle de la
transformation de Fourier présent́ee section 2.4.3.3.

D’après la propríet́e de changement d’échelle :

F [cos(2πν0a•)] =
1

|a|ech 1
a

F [cos(2πν0•)].

Comme

F [cos(2πν0•)] =
1

2
(δν0 + δ−ν0) , (2.18)

20Et non de raies comme il est courant d’entendre.
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on a :

ech 1
a

F [cos(2πν0•)] =
1

2

(
ech 1

a

δν0 + ech 1
a

δ−ν0

)
. =
|a|
2

(δaν0 + δ−aν0) .

Et donc

F [cos(2πν0a•)] =
1

2
(δaν0 + δ−aν0) . (2.19)

Bien entendu, on aurait pu utiliser directement la formule (2.18) pour obtenir en remplaçantν0 par
aν0 la formule (2.19).

2.6.4 Transformée de Fourier de fonctions (au sens des distributions)

Dans la section 2.4.2, nous avons vu que la transformée de Fourier pouvait̂etre d́efinie pour
les fonctions deL1(R). L’introduction de la transformation de Fourier pour les distributions per-
met de d́efinir la « transforḿee de Fourier d’une fonction (au sens des distributions)» : par cette
expression, il faut comprendre la« transforḿee de Fourier de la distribution régulìere associéeà
la fonction» (Yes !). De cette façon, on peut définir la transforḿee de Fourier :

– les fonctions deL2(R) ;
– les fonctions localement intégrables et̀a croissance lentèa l’infini. Une fonctionf est à

croissance lentèa l’infini s’il existe A > 0 et m ∈ N tels que|f(t)| ≤ A|t|m pour |t|
suffisamment grand. Les fonctions périodiques ou encore les fonctions polynomiales (telle
que la fonction1) sont des fonctions̀a croissance lentèa l’infini.

2.6.4.1 Fonctions ṕeriodiques

Le cas des fonctions périodiques est particulièrement int́eressant. Soitfp une fonction ṕeriodique
de ṕeriodeT admettant une d́ecomposition de Fourier :

∀t ∈ R, fp(t) =
∞∑

n=−∞
cne

2πi
n

T
t.

A partir de la lińearit́e et de la continuit́e de la transforḿee de Fourier, on peut démontrer que :

F [fp] =
∞∑

n=−∞
cnF [e2πi

n

T
•].

D’après (2.17),F [e2πi
n

T
•] = δ n

T
. D’où

F [fp] =
∞∑

n=−∞
cnδ n

T
.

La transforḿee de Fourier d’un signal périodique est donc discrète (non nulle seulement pour
les fŕequencesn

T
). Si on reprend l’exemple de la fonction représent́ee figure 2.6, on obtient la

repŕesentation graphique figure 2.22, soit un spectre d’impulsions de Dirac. On en avait vu un
exemple avec la fonction sinus, voir figure 2.21.

Il est d’ailleurs int́eressant de mettre en vis-à-vis un tel spectre avec celui de la fonction motif21

correspondante, voir figure 2.24. Le spectre defp est issu du spectre de sa fonction motiffm par

21La fonction motiffm d’une fonction ṕeriodiquefp de ṕeriodeT est une fonction nulle sauf sur un intervalleI

de longueurT telle que∀t ∈ I, fp(t) = fm(t). Un exemple est donné figure 2.23.
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FIG. 2.22 – Spectre de la fonction périodique associéeà la fonction rect
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une« discŕetisation» et un facteur d’́echelle de1
T

. Ce facteur d’́echelle d́ecoule du fait que :

cn =
1

T

∫ T

2

−T

2

fp(t)e
−2πi

n

T
tdt =

1

T

∫ +∞

−∞
fm(t)e−2πi

n

T
tdt =

1

T
Fm

(n

T

)
.

2.6.4.2 FonctionéchelonΓ

Dans la note de bas de page22, on d́emontre que

F [Γ] =
1

2πi• +
1

2
δ.

Merci de bien noter le terme1
2
δ qui est souvent oublié, avec parfois pour conséquence un résultat

incorrect.

2.6.4.3 Fonction sinus cardinal

F
[
sinc

( •
T

)]
= T. rect(T•). (2.22)

Voir la démonstration en TD.

2.7 Exemples d’analyse fŕequentielle

2.7.1 Caract́erisation de l’audition humaine

Dans l’air, le son se propage sous la forme d’une variation depression. Le niveau du son
découle donc de la pression acoustique exprimée en Pascal (Pa). La sensation de niveau sonore

22 Dans l’exemple page 41, nous avons vu queΓ′ = δ. D’autre part, d’apr̀es la sous section 2.4.3.6,

F [f ′](ν) = 2πiνF [f ] (ν).

Par suite
2πiνF [Γ](ν) = F [δ](ν) = 1. (2.20)

Ici, il faut faire attention que les termes de cetteéquation sont des distributions. On peut ainsi démontrer qu’au sens
des distributions :

« νδ(ν) » = 0

Par suite, la solution de l’équation (2.20) s’écrit :

F [Γ] =
1

2πi• + kδ (2.21)

où k est une constantèa d́eterminer. Pour d́eterminerk, on va regarder la valeur que prend la distribution définie par
F [Γ] pour une fonction test particulière d́efinie par :

φ(ν) =
1√
2π

e−
ν2

2

Cette fonction test est telle que :

F [φ](t) =
1√
2π

e−
t2

2 .

En utilisant cette expression deF [φ] et la relation (2.15), on d́emontre que< F [Γ], φ >= 1
2
√

2π
. D’autre part, en

utilisant (2.21), on d́emontre que< F [Γ], φ >= k 1√
2π

. Par suite,k = 1
2 .
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par un auditeur humain d’une composant sinusoı̈dale d’un son appelée sonie d́epend de la pression
acoustique mais aussi de la fréquence de cette composante. La figure 2.2523 repŕesente la pression
que doit avoir un son en fonction de la fréquence afin d’obtenir une même perception de volume
sonore pour un humaiǹa l’oüıe fine [11].

FIG. 2.25 – Courbes d’audition isosoniques : Pression acoustique en Pascal (ordonnéeà droite)
versus fŕequence (abscisse) (extrait de [11])

Au del̀a de son int́er̂et scientifique, la caractérisation de l’audition humaine a un intér̂et pra-
tique important pour l’inǵenieur : elle va permettre de définir une partie du cahier des charges
des syst̀emes technologiques qui vont effectuer le traitement du sonpour des applications bien
détermińees24. Ainsi, par exemple, un téléphone est un système technologique dont l’objectif est

23L’ordonnéeà gauche représente le niveau sonore défini par :

L = 20 log

(
P

P0

)

avecP la pression acoustique en Pascal etP0 = 2 × 10−5 la pression acoustique de référence : elle correspond au
seuil de l’audition.

24Les limites de la perception ontét́e illustŕees par le peinture belge Renée Magritte, voir par exemple le tableau
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de traiter la parole. La figure 2.25 nous montre que le spectrede la parole comprend des compo-
santes comprises entre 800 Hz et 8 kHz environ. Lorsque la parole vaêtre trait́ee par le t́eléphone,
il est donc primordial de ne pas altérer la partie du spectre qui est dans cette gamme de fréquences.

2.7.2 Description de la bande VHF

Il s’agit de la bande de fréquence radio qui s’étend de 30.525̀a 400 MHz. Elle est utiliśee de
la façon d́ecrite dans le tableau 2.5.

2.8 Résolution d’équations différentielles ou de la transforḿee
de Fourier à la transformée de Laplace

P r o b l è m e  i n i t i a l
d a n s  l e  d o m a i n e  
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i n v e r s e

1

2

3

FIG. 2.26 – Transformez votre vie !

Les propríet́es de la Transforḿee de Fourier présent́ees section 2.4.3 peuventêtre exploit́ees
pour la ŕesolution d’́equations diff́erentielles lińeairesà coefficients constants. Le principe est de
calculer la transforḿee de Fourier de la solution puis d’obtenir la solution par transforḿee de
Fourier inverse suivant le schéma pŕesent́e figure 2.26. Ceci est illustré dans l’exemple qui suit.

Exemple Soit l’équation diff́erentielle :

∀t ∈ R, ẏ(t) + ay(t) = bx(t). (2.23)

On d́esire d́eterminer la fonctiony solution de cettéequation pourx = Γ.

« La Trahison des images». L’art de l’ingénieur est d’exploiter au mieux les limites de la perceptionhumaine. Pour
cela, il est important de les connaı̂tre.
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Fréquence Utilisation
30,525à 32,125 MHz Réseaux priv́es
30,750à 32,075 MHz Appareils faible port́ee non sṕecifiques
31,300 MHz Radiomessagerie sur site
32,125à 32,500 MHz Usage militaire
32,500à 33,700 MHz Réseaux priv́es
32,800 MHz Microphones sans fils
33,000à 34,850 MHz Usage militaire
34,850à 36,200 MHz Réseaux priv́es
36,200à 36,400 MHz Microphones sans fils
36,400à 37,500 MHz Usage militaire
37,500à 38,250 MHz Radio-astronomie
39,000à 40,600 MHz Réseaux priv́es
40,660à 40,700 MHz Appareils faible port́ee non sṕecifiques
40,995à 41,105 MHz Aéromod́elisme
41,100à 41,200 MHz Modélisme
41,205à 41,245 MHz Téléalarme pour personnesâǵees jusqu’au 31/12/2005
41,310à 41,475 MHz Téléphones sans fils
47,000à 47,120 MHz Réseaux priv́es
47,400à 47,600 MHz Réseaux priv́es en ŕegion parisienne seulement
47,600à 47,700 MHz Réseaux priv́es
50,200 MHz Liaison vid́eo sol-train, en ŕegion parisienne
50,200à 51,200 MHz Trafic amateur
55,750à 63,750 MHz Télévision bande I
56,330 MHz Liaison vid́eo sol-train, en ŕegion parisienne
62,860 MHz Liaison vid́eo sol-train, en ŕegion parisienne
68,000à 68,460 MHz Usage militaire
68,462à 69,250 MHz Réseaux priv́es
69,250à 70,000 MHz Usage militaire
70,250à 70,525 MHz Réseaux priv́es
70,525à 70,975 MHz Usage militaire
70,975à 71,950 MHz Réseaux priv́es
71,300à 71,800 MHz Appareils faible port́ee non sṕecifiques
72,200à 72,500 MHz Modélisme
72,500à 73,300 MHz Réseaux priv́es
73,300à 74,800 MHz Gendarmerie nationale
74,800à 75,200 MHz Radiolocalisation áeronautique (Marker)
75,200à 77,475 MHz Réseaux priv́es, taxis
77,475à 80,000 MHz Gendarmerie nationale
80,000à 82,475 MHz Réseaux priv́es
82,475à 83,000 MHz Usage militaire
83,000à 87,300 MHz Police, pompiers, SAMU
87,300à 87,500 MHz Radiomessagerie unilatérale : alphapage, biplus ou eurosignal
87,500à 108,000 MHz Radiodiffusion FM bande II
108,000à 117,950 MHz Radio Navigation Áeronautique (VOR et ILS)
118,000à 136,000 MHz Trafic áeronautique, bande ”air” ou ”aviation” (fréquence de d́etresse 121,5MHz)
137,000à 138,000 MHz Liaisons satellitaires descendantes,(Satellites Mét́eo)
138,000à 144,000 MHz Usage militaire
143,9875̀a 144,000 MHz Fréquence ŕeserv́ee ”vol libre”
144,000à 146,000 MHz Trafic amateur, bande des ”2 mètres”
146,000à 156,000 MHz Trafic áeronautique (liaisons satellitaires montantes de 148MHzà 150MHz )
151,005à 152,990 MHz Réseaux priv́es
152,000à 152,020 MHz Radiomessagerie sur site
152,570à 152,655 MHz Appareils faible port́ee non sṕecifiques
152,990à 155,995 MHz Réseaux priv́es
154,980à 155,180 MHz Liaisons fixes d’abonńes isoĺes
155,995à 162,995 MHz Réseaux priv́es en dehors des côtes
156,025à 157,425 MHz Trafic maritime et fluvial, bande ”VHF marine”
160,625à 160,950 MHz Trafic maritime et fluvial, bande ”VHF marine”
161,550à 162,025 MHz Trafic maritime et fluvial, bande ”VHF marine”
162,500à 162,525 MHz Trafic maritime et fluvial, bande ”VHF marine”
164,800à 168,900 MHz Réseaux priv́es
169,410à 173,815 MHz Radiomessagerie norme ERMES
169,795à 173,495 MHz Réseaux priv́es
173,500à 174,000 MHz Police, pompiers, SAMU
174,000à 223,000 MHz Télévision bande III
174,000à 234,000 MHz DAB bande III
175,500à 178,500 MHz Microphones sans fil
183,500à 186,500 MHz Microphones sans fil
223,500à 225,000 MHz Appareils faible port́ee non sṕecifiques jusqu’au 31/12/2005
225,000à 400,000 MHz Trafic áeronautique et liaisons satellitaires militaires

TAB . 2.5 – Utilisation de la bande VHF
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1. La premìereétape consistèa prendre la transforḿee de Fourier de cettéequation. La trans-
formée de Fourier a la propriét́e de lińearit́e :F [af + bg] = aF [f ] + bF [g]. D’où

F [ẏ + ay] = F [ẏ] + aF [y] .

Par la propríet́e sur la d́erivation :F [f (n)](ν) = (2πiν)n F (ν), on a :

F [ẏ] = 2πi • F [y] .

Par suite, la transforḿee de Fourier de l’équation diff́erentielle m̀eneà :

(2πiν + a) Y (ν) = bX(ν).

D’où on aY (ν) = G(ν)X(ν) avec

G(ν) =
b

2πiν + a
.

2. La secondéetape consistèa remplacerX par son expression. D’après la sous section 2.6.4.2 :

F [Γ] =
1

2πi• +
1

2
δ.

D’où

Y = G
1

2πi• +
1

2
Gδ

Or, d’apr̀es (2.13), page 41,Gδ = G(0)δ soit b/aδ.

3. La troisìemeétape consistèa faire une d́ecomposition eńeléments simples de la fonction
rationnelleY (ν).

G(ν)
1

2πiν
=

b

2πiν + a

1

2πiν
=
−b/a

2πiν + a
+

b/a

2πiν

par d́ecomposition eńeléments simples. D’òu :

Y = b/a


−

1

2πi •+a
+

1

2πi• +
1

2
δ

︸ ︷︷ ︸
F [Γ]




D’après le TD 1 :

F [e−a•Γ] =
1

2πi •+a

D’où, en prenant la transforḿee de Fourier inverse, on obtient :

y = b/a
(
1− e−a•)Γ.

La démarche pŕećedente n’a de sens que si pour les signauxx et y, il est possible de d́efinir
leur transforḿee de Fourier. Pour la fonctionx = Γ, nous savons d’après la sous section 2.6.4.2
que celle-ci est d́efinie au sens des distributions. La fonctiony correspond ellèa une fonction qui
fait intervenir le termee−at.
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– Dans le cas òu a > 0, y appartientà L1(R) et donc d’apr̀es Th́eor̀eme 2.4.1, il admet
forcément une transforḿee de Fourier.

– Dans le cas òua < 0, y n’appartient pas̀aL1(R) et elle n’est pas̀a croissance lentèa l’infini.
D’après la sous section 2.6.4, il n’est donc pasévident quex admette une transforḿee de
Fourier, m̂eme au sens des distributions25.

Par suite, la d́emarche appliqúee dans l’exemple préćedent n’est pas correcte dans le cas où
a < 0. Comment l’adapter pour pouvoir traiter correctement cet exemple ?

Pour cela, on a recourtà une astuce (changement de variable) qui consisteà introduire le signal
z tel quey = eσ•z, avecσ telle queσ > −a et w tel quex = eσ•w, dans l’́equation 2.23, ce qui
donne :

∀t ∈ R, eσtż(t) + (a + σ) eσtz(t) = beσtw(t)

soit
∀t ∈ R, ż(t) + (a + σ) z(t) = bw(t).

Avec σ > −a, les fonctionsz et w appartiennent̀a L1(R) : il est alors possible de définir leur
transforḿee de Fourier et donc d’appliquer la transformée de Fourier̀a l’équation ci-dessus.

Or, par d́efinition,

Z(ν) =

∫ +∞

−∞
z(t)e−2πiνtdt

=

∫ +∞

−∞
e−σty(t)e−2πiνtdt

=

∫ +∞

−∞
y(t)e−(σ+2πiν)tdt

Soit s = σ + 2πiν une variable complexe appeléevariable de Laplace. La quantit́e ci-dessous
définit une fonction des appeĺeeTransforḿee de Laplace bilatéraledey :

Y (s) =

∫ +∞

−∞
y(t)e−stdt

et not́eeLbl[y](s). Lbl[y] est une ǵeńeralisation de la transforḿee de FourierF [y] qui était d́efinie
par :

F [y](ν) =

∫ +∞

−∞
y(t)e−2πiνtdt

où l’on a remplaće2πiν par la variable complexes. Attention que l’int́egrale ci-dessus n’est bien
définie que pours appartenant̀a un sous ensemble deC bien d́efini. Dans l’exemple considéŕe, le
nombre complexes doit être tel que Re(s) > −a où−a est appeĺe abscisse de convergence.

Définir la transforḿee de Laplace dey avec un abscisse de convergence de−a revient donc̀a
définir la transforḿee de Fourier dez qui est bien d́efinie puisquez ∈ L1(R).

Il est aussi possible de définir la transforḿee de Laplace monolatérale

Y (s) =

∫ +∞

t=0

y(t)e−stdt

25Et c’est effectivement le cas.
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Temporel Laplace Ensemble de d́efinition

δ 1 C

δa e−a•
C

Γ 1
• C

−

e−a•Γ 1
•+a

Re(s) > −a

a ∈ R

e−a• sin(ω0•)Γ ω0

(•+a)2+ω2
0

Re(s) > −a

a ∈ R

e−a• cos(ω0•)Γ •+a
(•+a)2+ω2

0
Re(s) > −a

a ∈ R

TAB . 2.6 – Transforḿees de Laplace usuelles

que l’on notera dans la suiteL[y]. Pour les signauxy tels que∀t < 0, y(t) = 0, les transforḿees de
Laplace monolat́erale et bilat́erale cöıncident26. Souvent, la ŕesolution deśequations diff́erentielles
telles que (2.23) se fait pourt ≥ 0, avec des conditions initiales données pourt = 0, par exemple :

{
∀t ≥ 0, ẏ(t) + ay(t) = bx(t)

y(0) = y0

Ceci explique l’int́er̂et particulier de la transforḿee de Laplace monolatérale. Un autre point est
que le calcul d’une transforḿee bilat́erale peut se ramener au calcul de deux transformées mono-
latérales car on a :

∫ +∞

−∞
y(t)e−stdt =

∫ 0

−∞
y(t)e−stdt +

∫ +∞

0

y(t)e−stdt

=

∫ +∞

0

y(−t′)est′dt′ +

∫ +∞

0

y(t)e−stdt

en faisant le changement de variablet→ −t′ dans la premìere int́egrale. Ces deux termes corres-
pondent̀a deux transforḿees monolat́erales :

Lbl[y](s) = L[y(−•)Γ](−s) + L[yΓ](s).

Dans la suite, on ne s’intéressera donc qu’à la transforḿee de Laplace monolatérale.

Comme dans le cas de la transformée de Fourier, on peutétablir les transforḿees de Laplace
(monolat́erales) de fonctions usuelles ainsi que de distributions. Un certain nombre d’exemples
sont pŕesent́es dans le tableau 2.6.

26Ces signaux sont parfois appeléscausaux. Cependant, cette appellation est assez trompeuse puisquela causalit́e
est la propríet́e d’un syst̀eme de convolution qui se traduit par le fait que la réponse impulsionnelle de ce système est
nulle pour lest < 0.
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Linéarit́e L[af + bg] = aL[f ] + bL[g]

Changement L[f(a•)](s) = 1
|a|L[f ]

(
s
a

)

d’échelle

Translation L[f(• − t0)](s) = e−st0L[f ](s)
temporelle

Modulation L[es0•f ](s) = L[f ] (s− s0)

Dérivée L[f (n)](s) = snL[f ](s)−
(
sn−1f(0) + sn−2f (1)(0) + · · ·+ sf (n−2)(0) + f (n−1)(0)

)

Intégration L
[∫ •

0

f(u)du

]
(s) =

1

s
L[f ](s)

TAB . 2.7 – Propríet́es de la Transformation de Laplace (monolatérale)

Du fait de la proximit́e des deux transforḿees, les propriét́es de la transforḿee de Laplace sont
similaires aux propríet́es de la transforḿee de Fourier, voir tableau 2.7.

Exemple En appliquant la transforḿee de Laplace sur l’équation :

{
∀t ≥ 0, ẏ(t) + ay(t) = bx(t)

y(0) = y0

et les propríet́es du tableau 2.7 de la sous section, on obtient alors :

(s + a) Y (s)− y(0) = bX(s)

D’après le tableau 2.6, on a alors

Y (s) =
b

s + a

1

s
+

1

s + a
y(0) =

y(0)− b/a

s + a
+

b/a

s

D’après le tableau 2.6, on en déduit que :

∀t ∈ R, y(t) = (y(0)− b/a)e−atΓ(t) + (b/a)Γ(t).

2.9 En résuḿe

– S’il est naturel de mod́eliser un signal par une fonction, une approche plus satisfaisante
consistèa mod́eliser un signal par une distribution, notion quiétend la notion de fonction.

– Une distribution particulìere et incontournable en traitement du signal est l’impulsion de
Dirac δa.
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– Un signal peut̂etre caract́eriśe par son spectre, l’analyse fréquentielle correspondantà
l’ étude de ce spectre. Comme nous l’avons vu dans l’exemple de l’audition humaine, le
spectre d’un signal peut permettre de déterminer l’information pertinente pour une applica-
tion donńee27. Ce point est important : il sera par exemple exploité dans le chapitre suivant
pour extraire l’information« utile » d’un signal dans le chapitre suivant.

– La d́ecomposition en śerie de Fourier est un premier outil d’analyse fréquentielle valable
pour des fonctions d́efinies sur un intervalle (avec certaines propriét́es) et pour des fonctions
périodiques. Cependant, dans ce qui suit, sauf indication contraire, l’analyse fŕequentielle
se basera sur la transformée de Fourier, car elle peutêtre d́efinie pour une classe riche de
signaux, contrairementà la śerie de Fourier, quittèa la d́efinir au sens des distributions.

– Les spectres de signauxélémentaires ont́et́e étudíesà travers des exemples :

1. Non ṕeriodiques : rect, tri28, sinc,Γ...

2. Ṕeriodiques

– La transforḿee de Fourier peut̂etre utiliśee pour la ŕesolution d’́equations diff́erentielles
linéairesà coefficients constants̀a condition de s’assurer qu’elle est bien définie pour les
signaux sur lesquels elle s’applique.

– La transforḿee de Laplace est une extension de la transformée de Fourier qui est bien définie
pour une classe de signaux plus importante que la transformée de Fourier, par exemple pour
les signaux qui ont une divergence exponentielleà l’infini. Elle permet ainsi de ŕesoudre de
façon plus syst́ematique leśequations diff́erentielles.

– Dans la suite du document, par convention, une lettre minuscule fait ŕeférencèa un signal
dans le domaine temporel et la même lettre en majusculèa sa transforḿee de Fourier ou de
Laplace.

2.10 Annexe du chapitre : un exemple de scriptMatlab

SousMatlab , il existe deux modes de fonctionnement :

1. Soit les commandes sont tapées en ligne, sous le prompt>> dans la fen̂etreMatlab ;

2. Soit un fichierfilename.m est cŕeé dans lequel une suite d’instructionsMatlab est
écrite. Ce fichier est ensuite exécut́e sousMatlab . Un tel fichier est appelé script. Pour
créer un nouveau script, cliquer sous la fenêtreMatlab sur la premìere iĉone en haut̀a
gauche. L’́editeur qui est ouvert s’utilise alors comme toutéditeur. Pour l’ex́ecuter, apr̀es
avoir sauvegard́e le fichier, taper le nom du script (sans l’extension .m) sousle prompt de
Matlab ou cliquer sur l’iĉone play de l’́editeur.

Conseil pratique : le second mode de fonctionnement est préférable au premier.

Dans les exemples présent́es dans ce chapitre, les scriptsMatlab ont essentiellement servi
à tracer les courbes caractéristiques de fonctions. Par exemple, pour obtenir figure 2.2, la suite
d’instructions suivante permet de tracer la courbe caractéristique de la fonction (2.2) :

T = 2; % Initialisation de la variable T

tv = linspace(-T/2,T/2,1000); % Cr éation d’un vecteur de 1000 él éments
% espacés lin éairement dont le premier

27C’est-̀a-dire dans le cas de l’audition humain, la part du son qui esteffectivement perçu par un̂etre humain.
28Cette fonction est d́efinie en TD.
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% vaut -T/2 et le dernier +T/2

ft = cos(2 * pi/T * tv)+4 * sin(2 * pi/T * tv) + 4 * (cos(2 * pi/T * 2* tv));
% Calcul des valeurs de la fonction f
% pour t prennant ses valeurs dans le
% vecteur tv

figure, % Cr éation d’une nouvelle figure

plot(tv, ft); % Trac é des points de coordonn ées prises dans les vecteurs
% tv et ft, les points successifs
% étant reli és par des segments de droite

grid on; % Affichage d’une grille

hold on; % Fige le contenu de la figure active

plot(tv,cos(2 * pi/T * tv),’:’,tv,4 * sin(2 * pi/T * tv),’-.’,tv,
4* cos(2 * pi/T * 2* tv),’--’);

% Trace sur la figure les diff érents termes
% de la d écomposition en s érie de Fourier

Un point de syntaxe : le % définit le d́ebut d’une zone de commentaires. De plus pour avoir
d’information sur une fonctionMatlab de nomxxnomde fonction, consulter l’aide, par exemple
en tapanthelp nomde fonctionsous le prompt>> dans la fen̂etreMatlab .
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Chapitre 3

Modéliser et caract́eriser un syst̀eme :
Convolution et filtrage fr équentiel

Dans le chapitre préćedent, nous avons vu comment caractériser un signal par l’analyse fréquen-
tielle. Dans ce chapitre, nous allons mettreà profit cette caractérisation pour aborder une des
grandes techniques de traitement de signal permettant d’extraire d’un signal donńe, un signal
« utile» : il s’agit d’obtenir le signal utile comme la sortie d’un système de convolution (judicieu-
sement choisi) ayant en entrée le signal̀a traiter (filtrage).

Les différentes notions sous-jacentes sont introduitesà travers deśeléments sur la compression
MP3 dans la section 3.1. Après avoir d́efini l’opération de filtrage fŕequentiel dans la section 3.2,
les syst̀emes et les systèmes de convolution sont ensuite définis dans la section 3.3. Leur mise en
œuvre pour le filtrage est abordée dans la section 3.4 : le type de filtrage présent́e est qualifíe de
fréquentiel car basé sur une caractérisation fŕequentielle des signaux telle que présent́ee dans le
chapitre pŕećedent. Le chapitre se termine sur le fenêtrage temporel présent́e section 3.5.

3.1 Un exemple introductif : la compression MP3

La compression est un ensemble de méthodes visant̀a ŕeduire l’espace ńecessairèa la repŕesen-
tation d’un signal. Ce point est important que ce soit pour la transmission d’un signal ou son
stockage. La compression MP31 est un algorithme de compression audio. Elle s’appliqueà des
signaux sonores destinés à être écout́es par unêtre humain2. De façon sch́ematique, un signal
sonorex peut se d́ecomposer en deux parties :

∀t ∈ R, x(t) = xu(t) + xr(t)

où

1. xu est la partie« utile » : dans l’exemple pŕesent, il s’agit de la partie du son audible par
l’ être humain ;

2. xr est la partie« inutile » : dans l’exemple pŕesent, il s’agit de la partie du son inaudible
par l’être humain.

1La compression MP3 ou« MPEG-1 Layer 3» est une technologie européenne. L’algorithme “MPEG-1 Layer
3” décrit dans les standards ISO/CEI IS 11172-3 et ISO/CEI IS 13818-3 est soumis̀a des redevances (droits com-
merciaux)à Philips (entreprise ńeerlandaise), TDF (entreprise française), France Télécom (entreprise française), IRT
(entreprise allemande), Fraunhofer IIS (entreprise allemande) et Thomson (entreprise française) pour toute utilisation
ou implantation physique (notamment sur les baladeurs MP3).

2Ce point bien qu’́evident est en fait fondamental pour bien comprendre la compression MP3.
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La compression MP3 est basée sur le constat que l’oreille humaine ne pouvant percevoirquexu,
plutôt que de coder l’ensemble du signal sonorex, il est simplement ńecessaire de coder la part
utile xu. Puisque seule la partie utile est codée, la quantit́e de donńees ńecessaire sera donc plus
faible que si l’ensemble du signalx était cod́e.

La question est de savoir comment extrairexu à partir du signalx. Cette question peut̂etre
abord́ee en deux́etapes :

1. Caract́erisation du signalxu : cette caract́erisation se fait̀a partir de l’analyse en temps et en
fréquence du signalx telle qu’elle aét́e pŕesent́ee dans le chapitre préćedent ;

2. Extraction de la partie utilexu : l’extraction dexu se fait par des techniques de filtrage dont
le principe est pŕesent́e dans ce chapitre.

FIG. 3.1 – Principe du codage MP3 (extrait de http ://computer.howstuffworks.com/mp31.htm)

La caract́erisation dexu est baśee sur diff́erentes r̀egles3 dont quelques exemples sont présent́ees
ci-dessous :

– L’oreille humaine ne perçoit que la partie du spectre comprise entre 20 Hz et 20 kHz environ.
On peut donćeliminer les composantes dex dont le spectre est nul dans cet intervalle de
fréquences.

– Si le signal peut̂etre d́ecompośe en deux composantes dont le spectre est non nul dans
deux intervalles de fréquences distincts et que lesénergies de ces signaux diffèrent de façon
importante, on ne peut conserver que la composante du signalprésentant l’́energie la plus
importante, voir figure 3.1.

– En dessous d’une certaine fréquence, l’oreille humaine n’est plus capable de faire la distinc-
tion spatiale du son. Il est alors plus judicieux de coder la part du signalx correspondant̀a
cet intervalle de fŕequence en mono plutôt qu’en st́eŕeo.

– Etc..
Le point commun entre toutes ces règles est qu’elles sont basées sur les caractéristiques du spectre
du signal et que le signal utile peutêtre obtenu en« supprimant» certaines composantes spectrales

3Qui constituent un mod̀ele psycho-acoustique de l’oreille humaine.
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du signal, voir figure 3.1. L’id́ee est de ǵeńerer un signal dont le spectre est nul sur certains inter-
valles de fŕequence et qui coı̈ncide avec le spectre du signal de départ sur les autres fréquences.
Cette compression basée sur le spectre du signal de départ permet de diviser jusqu’à un facteur de
12 la quantit́e de donńees stocḱees. Merci Monsieur Fourier !

Comment extraire d’un signalx un signal utilexu caract́eriśe fréquentiellement ?

3.2 Filtrage fréquentiel : objectif

Pour« supprimer» certaines composantes spectrales d’un signal, la technique utilisée est le
filtrage fŕequentiel.
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FIG. 3.2 – Exemple de filtrage fréquentiel :N = 1, ν1
min = 100 Hz, ν1

max = 400 Hz

Le filtrage fréquentielest l’oṕeration qui consiste en :
– Etant donńe N intervalles de fŕequences[νi

min; νi
max], tel que pour touti ∈ {1, · · · , N},

νi
min < νi

max et pour touti ∈ {1, · · · , (N − 1)}, νi
max < νi+1

min ;
– Pour tout signalx

Produire un signaly tel que :





∀ν ∈
⋃

i

[
νi

min; νi
max

]
, Y (ν) = X(ν) ;

∀ν ∈ R \
⋃

i

[
νi

min; νi
max

]
, Y (ν) = 0.

On parle de transmission dans les intervalles de fréquences[νi
min; νi

max] et d’att́enuation pour les
fréquences n’appartenant pasà ces intervalles.

Un exemple est présent́e figure 3.2.
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Remarque Si l’opération de filtrage filtrage fréquentiel est d́efinie à partir des spectres des si-
gnaux, dans la majorité des cas, elle est réaliśee sur les signaux dans le domaine temporel, sans
calcul explicite de leur spectre.

Le filtrage fŕequentiel est fond́e sur les systèmes de convolution qui sont maintenant présent́es.

3.3 Syst̀emes de convolution

Les syst̀emes de convolutions sont définisà partir du produit de convolution.

3.3.1 Produit de convolution et syst̀emes de convolution

3.3.1.1 D́efinition

SYSTEME- -

-

- -

-Information Information
Energie Energie
Matière Matière

ENTREE SORTIE

Causes Effets

FIG. 3.3 – Syst̀eme ǵeńeral

Un syst̀emeest un processus qui transforme un ou plusieurs signaux d’entŕeeen un ou plu-
sieurs signaux desortie, voir figure 3.7. En Physique, un système est en ǵeńeral une portion de la
réalit́e d́efinie par unefrontièreet organiśee en fonction d’un but. En Traitement du Signal, s’il est
organiśe en fonction d’un but, il peut̂etre plus virtuel : par exemple, cela peut correspondreà un
programme informatique qui effectue des calculsà partir d’un signal pour produire un nouveau
signal.

Syst̀eme- -

x1 + x2 y1 + y2

Syst̀eme

Syst̀eme

-

-

-

-

x1

x2

y1

y2

⇒

FIG. 3.4 – Additivit́e

Un syst̀eme lińeaireest un syst̀eme qui ob́eit au principe de superposition, défini par les pro-
priét́es d’additivit́e et d’homoǵeńeité :
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Additivit é Si pour un syst̀eme,y1 est le signal de sortie correspondant au signal d’entréex1 et
y2 est le signal de sortie correspondant au signal d’entréex2 alors pour le signal d’entrée
x1 + x2, le signal de sortie est donné pary1 + y2, voir figure 3.4.

Homogénéité Si pour un syst̀eme,y est le signal de sortie correspondant au signal d’entréex
alors pour tout ŕeelλ, pour le signal d’entŕeeλx, le signal de sortie est donné parλy, voir
figure 3.5.

Syst̀eme- -

λx λy
Syst̀eme --

x y
⇒

FIG. 3.5 – Homoǵeńeité

Un syst̀eme invariantest un syst̀eme dont les param̀etres sont invariants dans le temps. cela se
traduit par :

Invariance Si pour un syst̀eme,y est le signal de sortie correspondant au signal d’entréex alors
pour le signal d’entŕeex(• − t0), le signal de sortie est donné pary(• − t0), voir figure 3.6.

Syst̀eme- -

x(• − to) y(• − t0)
Syst̀eme --

x y
⇒

FIG. 3.6 – Invariance

Attention Le terme de système est souvent appliqué aux relations math́ematiques qui d́ecrivent
le comportement du système c’est-̀a-dire qui relient les signaux de sortie aux signaux d’entrée :
en ŕealit́e, il s’agit dumod̀ele(math́ematique) du système.4

h- -

x y

FIG. 3.7 – Syst̀eme de convolution :y = h ⋆ x

4Le développement important de l’informatique a permis le développement de puissantes méthodes d’inǵenierie,
c’est-̀a-dire de conception des systèmes. Le systèmeà concevoir est d’abord dimensionné,« réaliśe» et étudíe sous
la forme d’un mod̀ele math́ematiqueà l’aide d’un logiciel. Cettéetape a permis de fortement réduire le temps de
conception des systèmes tout en traitant des systèmes de complexité croissante.
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Lessyst̀emes de convolutionsont des systèmes lińeaires invariants5 dont le comportement est
défini par une fonctionh : si x est l’entŕee ety la sortie alors

∀t ∈ R, y(t) =

∫ +∞

−∞
h(t− τ)x(τ)dτ =

∫ +∞

−∞
h(τ)x(t− τ)dτ = h ⋆ x(t) (3.1)

où ⋆ définit le produit de convolutiondeh parx, voir figure 3.7. Cette oṕeration a les propriét́es
suivantes :

Commutativit é h ⋆ x = x ⋆ h

Additivit é (h1 + h2) ⋆ x = (h1 ⋆ x) + (h2 ⋆ x)

Homogénéité λh ⋆ x = h ⋆ λx = λ (h ⋆ x)

Exemple illustratif du produit de convolution On consid̀ere le signalx défini par la courbe
repŕesent́ee figure 3.8̀a gauche. Le système est caractériśe par la fonctionh définie par la courbe
repŕesent́ee figure 3.8 en haut. On chercheà d́eterminer la valeury(t) pour t = 1.5 avecy(t) =
h ⋆ x(t).
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x(τ) × h(t− τ) = h(t− τ)x(τ)

∫ +∞

−∞
h(t− τ )x(τ )dτ = (Aire rouge fonće) - (Aire gris clair)

FIG. 3.8 – Illustration du produit de convolution

5Le terme syst̀eme lińeaire stationnaire estéquivalent : pour la d́efinition des syst̀emes lińeaires stationnaires, voir
le cours d’Automatique.
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Pour cela,̀a partir de la courbe caractéristique deh, on obtient la courbe caractéristique de
h(t − •). La courbe caractéristique deh(t − •)x(•) est alors obtenuèa partir des courbes ca-
ract́eristiques deh(t− •) et dex, voir figure 3.8,̀a droite. La valeur dey(1.5) est alors l’int́egrale
de cette fonction, ce qui revientà soustraire l’aire coloriée en gris clair̀a l’aire coloríee en rouge
foncé, figure 3.8 en bas̀a droite. La courbe caractéristique deh(t − •) indique que la valeur de
y(1.5) va de moins en moins dépendre de la valeur dex(τ) au fur età mesure queτ devient de
plus en plus inf́erieurà 1.5. Puisqueh(t− τ) est nulle pourτ < 0.5, la sortiey(t) ne d́epend pas
des valeurs de l’entrée ant́erieures de plus de 1. On parle alors desyst̀emeà mémoire finie.

Cet exemple permet de comprendre pourquoi le produit de convolution est parfois appelé RTMI.
Cet acronyme est basé sur les diff́erentes oṕerationśelémentaires effectúees pour obtenir le produit
de convolution :

Retournement h(u)→ h(−τ)

Translation h(−τ)→ h(t− τ)

Multiplication h(t− τ).x(τ)

Int égration
∫ +∞

−∞
h(t− τ)x(τ)dτ

3.3.1.2 Exemples de systèmes de convolution

Le comportement d’un grand nombre de systèmes physiques, sous certaines conditions d’uti-
lisation, peutêtre mod́elisé par un syst̀eme de convolution. A titre d’exemple, on présente un
syst̀emeélectronique et un système ḿecanique.

Exemple d’un circuit électronique Le circuit dit semi-int́egrateur repŕesent́e figure 3.9 est un
syst̀eme de convolution admettantx comme entŕee,y comme sortie et tel que :

∀t ∈ R, y(t) = h ⋆ x(t) avec h(t) = −e
−t

RC Γ(t)

x y
R

R
C

0 RC 3RC   
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

t

h(
t)

FIG. 3.9 – Exemple de système de convolution
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z s o l z r o u e

FIG. 3.10 – Mod́elisation simplifíee d’une rouéequiṕee d’un pneumatique

Exemple d’un syst̀eme ḿecanique Une mod́elisation simplifíee d’une roue dotée de pneuma-
tique se d́eplaçant sur un sol ińegal est donńee par :

mrz̈roue(t) = c(żsol(t)− żroue(t)) + k(zsol(t)− zroue(t))

voir figure 3.10. Le système qui admetzroue pour sortie etzsol pour entŕee est un système de
convolution d́efini par la ŕeponse impulsionnelle :

h(t) = 2e−αt (a cos(βt) + b sin(βt))

avecα = c
2mr

, β =

√
k

2mr
−
(

c
2mr

)2

, a = c
mr

et b =
k

c
− c

2

2m2
r

β
.

Exercice Par application de la transformée de Laplace, retrouver l’expression de la réponse
impulsionnelleh.

3.3.1.3 Propríetés de basèa étudier

La stabilit́e et la causalit́e sont deux propriét́es qu’il est important d’́etudier pour un système
de convolution.

Stabilit é Un syst̀eme est dit stable si pour tout signal d’entrée borńe 6 le signal de sortie est
borńe. Dans le cas d’un système de convolution, le système de convolution est stable (pour tout
signalx borńe,y tel que (3.1) est borńe) si et seulement sih ∈ L1(R)7.

6Il est possible de d́efinir de plusieurs façons un signal borné. La plus courante est :∃M tel que∀t, |x(t)| ≤ M .
C’est la d́efinition qui est adoptée dans ce document.

7 Dans un premier temps, montrons que sih ∈ L1(R) alors le syst̀eme de convolution est stable.
Soit un signal d’entŕeex borńe. Par suite,x borńe⇒ ∃M tel que∀t, |x(t)| ≤M .

|y(t)| =
∣∣∣∣
∫ +∞

−∞
h(t− τ)x(τ)dτ

∣∣∣∣ ≤
∫ +∞

−∞
|h(t− τ)| |x(τ)|dτ ≤M

∫ +∞

−∞
|h(u)| du.

Par suite, commeh ∈ L1(R), le signaly est borńe. A partir de la d́efinition de la stabilit́e, on conclut que le système
de convolution est stable.



G. SCORLETTI VERSIONPROVISOIRE DU27 JUILLET 2012 67

Causalité Le syst̀eme est dit causal si la valeur de la sortiey à l’instant t ne d́epend que des
valeurs de l’entŕeex aux instants antérieursà t, t inclus. Dans le cas d’un système de convolution,
l’expression (3.1) se simplifie alors en :

∀t ∈ R, y(t) =

∫ t

−∞
h(t− τ)x(τ)dτ.

Par suite, la fonctionh est forćement telle que :

∀u < 0, h(u) = 0 soit ∀u ∈ R, h(u) = h(u).Γ(u)

Tout syst̀eme physique possède la propríet́e de causalit́e. Ce qui ne veut pas dire qu’un système
non causal est d́enúe d’intér̂et pratique comme l’illustre la discussion section 3.4.2, page 76.

3.3.2 Produit de convolution et distribution

Pour les objectifs du cours de traitement du signal, on ne considère que le produit de convolu-
tion entre une fonctionh et l’impulsion de Dirac qui peut̂etre d́efini par :

h ⋆ δa(t) = h(t− a).

Faire le produit de convolution deh parδa revient donc̀a retarder dea la fonctionh. Par suite :

h ⋆ δ = h. (3.2)

Cette relation justifie l’appellation deréponse impulsionnellepour la fonctionh. Elle offre une
méthode exṕerimentale pour d́eterminer une approximation de la réponse impulsionnelle d’un
syst̀eme de convolution.

Exemple : la réponse impulsionnelle d’une salle d’́eglise Lorsqu’un son est́emis dans une
église, l’acoustique particulière de ce type de salle fait que le son perçu est toujours notablement
diff érent du sońemis. On peut d́efinir un syst̀eme “salle d’́eglise” qui admet pour entrée le son
émis en son sein et pour sortie le son tel qu’il est perçuà l’intérieur de cette salle. Sous l’hy-
poth̀ese que ce système est un système de convolution, on peut complètement le caractériser par
la détermination de sa réponse impulsionnelle.δ n’étant pas une distribution régulìere, on ne peut
évidement pas créer le son correspondant. Par contre, comme cela aét́e sugǵeŕe dans l’exemple
page 33, puisque les fonctionsfT0 définies dans cet exemple convergent vers une impulsion de
Dirac quandT0 tend vers0, on peut approcher une impulsion par une telle fonction avecT0 petit.
Cela revientà envoyer un son très bref et tr̀es intense. On mesure alorsà l’aide d’un micro le
son dans la salle ce qui donne la réponse impulsionnelle représent́ee figure 3.11. Le produit de
convolution de cette réponse impulsionnelle avec un sonémis produit le son que l’on perçoit dans
l’ église.

En faisant le produit de convolution de cette réponse impulsionnelle avec un son, on obtient le
son tel qu’il est effectivement perçu dans la salle d’église, voir figure 3.12.

Montrons maintenant que si le système de convolution est stable alorsh ∈ L1(R).
Soit le signal d’entŕeex = − sign(h(−•)). Comme ce signal est borné par 1 et que le système de convolution est

stable alors le signal de sortiey est borńe, en particulier pourt = 0. Par suite,

y(0) =

∫ +∞

−∞
|h(u)| du <∞.

Donch ∈ L1(R).
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Cliquer pourécouter
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FIG. 3.11 – Ŕeponse impulsionnelle d’une salle d’église

Salle- -

Sonémis Son perçu

x Eglise
h

h ⋆ x

FIG. 3.12 – Son perçu dans la salle d’église

FIG. 3.13 – Logiciels gratuits de convolution sonore (dits de réverb́eration)
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h- -

A sin(2πν0t) A′ sin(2πν0t + φ)

FIG. 3.14 – Syst̀eme de convolution en régime sinusöıdal

Des logiciels sṕecialiśes permettent de réaliser la convolution de la réponse impulsionnelle
caract́eristique d’une salle avec un son, voir figure 3.13.

Enfin, on peut d́efinir le produit de convolution de deux impulsions de Dirac :

δa ⋆ δb = δa+b. (3.3)

3.3.3 Sortie d’un syst̀eme de convolution pour une entŕee sinusöıdale : réponse
harmonique

Dans la mesure òu dans le chapitre préćedent, nous avons vu que, sous certaines hypothèses,
un signal peut se d́ecomposer comme la somme d’une infinité de sinus, voir par exemple page 28,
il est naturel de chercherà caract́eriser le comportement d’un système de convolution (stable) en
étudiant sa ŕeponse aux signaux d’entrée sinusöıdaux, ce qui est appelé réponse harmonique.

Pour cela, nous allonśetablir l’expression du signal de sortiey d’un syst̀eme de convolution de
réponse impulsionnelle pour un signal d’entréex sinusöıdale :

∀t ∈ R, x(t) = A sin(2πν0t) =
A

2i

(
e2πiν0t − e−2πiν0t

)
.

Or,

h ⋆ e2πiν0•(t) =

∫ +∞

−∞
h(τ)e2πiν0(t−τ)dτ = e2πiν0t

∫ +∞

−∞
h(τ)e−2πiν0τdτ = e2πiν0tH(ν0).

De mêmeh⋆e−2πiν0•(t) = e−2πiν0tH(−ν0). H est la transforḿee de Fourier d’une fonction réelle :
d’apr̀es la section 2.4.3.7, page 31, on a :

|H(−ν0)| = |H(ν0)| et arg (H(−ν0)) = − arg (H(ν0)) .

Par suite,
∀t ∈ R, y(t) = A|H(ν0)| sin (2πν0t + arg (H(ν0))) . (3.4)

H, la transforḿee de Fourier de la réponse impulsionnelleh, est appeĺee laréponse fŕequentielle
du syst̀eme de convolution. La réponse fŕequentielle d’un système de convolution d́efinit donc sa
réponse pour toute entrée sinusöıdale.

Cette propríet́e montre que la valeur de la réponse fŕequentielle pour une fréquenceν donńee
peutêtre obtenue exṕerimentalement en appliquantà l’entŕee du syst̀eme un signal sinusoı̈dal de
fréquenceν et en mesurant l’amplitude du signal sinusoı̈dal de sortie ainsi que son déphasage par
rapport au signal d’entrée. Le rapport de l’amplitude de la sinusoı̈de de sortie sur l’amplitude de
la sinusöıde d’entŕee donne une valeur expérimentale de|H(ν)| et la différence entre les deux
déphasages, une valeur expérimentale dearg(H(ν)) :

|H(ν0)| = A′

A
et arg (H(ν0)) = φ

voir la figure 3.14.
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3.3.4 Produit de convolution et transforḿees de Fourier et de Laplace

Avec x et y, signaux d’entŕee et de sortie d’un système de convolution d́efini par la ŕeponse
impulsionnelleh :

∀t ∈ R, y(t) = h ⋆ x(t),

que peut-on dire du spectreY dey par rapport au spectreX dex ?

Le signalx est relíe à son spectreX par :

∀t ∈ R, x(t) =

∫ +∞

−∞
X(ν)e2πiνtdν

Or, d’apr̀es la section pŕećedente, pour une valeur deν donńee :

∀t ∈ R, h ⋆ e2πiν•(t) = H(ν)e2πiνt

Par suite,
∀t ∈ R, X(ν)h ⋆ e2πiν•(t) = H(ν)X(ν)e2πiνt

On en d́eduit que :

∀t ∈ R,

∫ +∞

−∞
h ⋆ X(ν)e2πiν•(t)dν =

∫ +∞

−∞
H(ν)X(ν)e2πiνtdν

D’où

∀t ∈ R, h ⋆

∫ +∞

−∞
X(ν)e2πiν•dν

︸ ︷︷ ︸
x

(t) =

∫ +∞

−∞
H(ν)X(ν)e2πiνtdν

︸ ︷︷ ︸
y(t)

Puisque

∀t ∈ R, y(t) =

∫ +∞

−∞
Y (ν)e2πiνtdν

on en d́eduit
∀ν ∈ R, Y (ν) = H(ν)X(ν)

On a la propríet́e fondamentale : la transformée de Fourier du produit de convolution de deux
signaux est́egale au produit de transformées de Fourier de chaque signal, c’est-à-dire :

F [f ⋆ g] = F [f ].F [g]. (3.5)

Il est amusant de constater qu’il existe une relation “symétrique”à la relation (3.5) :

F [f.g] = F [f ] ⋆ F [g]. (3.6)

Si on applique (3.5)̀a un syst̀eme de convolution de réponse impulsionnelleh, on obtient :

y(t) = h ⋆ x(t) ←→ Y (ν) = H(ν)X(ν). (3.7)

Le spectre du signal de sortie est obtenu par la multiplication du spectre du signal d’entrée par la
réponse fŕequentielle du système de convolution.
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Exemple du circuit électronique Revenons̀a l’exemple page 65.

H(ν) = − 1

1 + RC2πiν

Des relations similaires̀a (3.5) et (3.6) peuventêtre obtenues dans le cas de la transformée de
Laplace :

L[f ⋆ g] = L[f ].L[g] (3.8)

et
L[f.g] = L[f ] ⋆ L[g]. (3.9)

La propríet́e remarquable présent́ee en (3.7) a plusieurs applications importantes.

P r o b l è m e  i n i t i a l
d a n s  l e  d o m a i n e  

t e m p o r e l

S o l u t i o n
t e m p o r e l l e

P r o b l è m e  
d a n s  l e  d o m a i n e  

f r é q u e n t i e l

S o l u t i o n
f r é q u e n t i e l l e

R é s o l u t i o n
d i f f ic i le

R é s o l u t i o n
s i m p l e

T r a n s f o r m a t i o n

T r a n s f o r m a t i o n
i n v e r s e

1

2

3

FIG. 3.15 – Transformez votre vie !

Une application int́eressante est le calcul de la sortie d’un système de convolution connaissant
le signal d’entŕeex et la ŕeponse impulsionnelle du système. Pour une entrée donńeex, dans le
domaine temporel, le calcul de la sortie d’un système de convolution par la formule (3.1) peutêtre
extr̂emement difficile puisque la valeur dey(t) pour chaquet est obtenue par un calcul intégral.
Par contre, dans le domaine fréquentiel (resp. Laplace), la transformée de Fourier (resp. Laplace)
du signal de sortie est obtenue par la simple multiplicationde la transforḿee de Fourier (resp.
Laplace) de la ŕeponse impulsionnelle du système de convolution par la transformée de Fourier
(resp. Laplace) du signal d’entrée, ce qui est largement plus simple. C’est le grand béńefice de
l’utilisation de transformations, voir la figure 3.15.

Remarque Il s’agit ici du calcul de la sortie du système de convolution pour une entrée donńee.
En ǵeńeral, un syst̀eme de convolution représente un système physique. Bieńevidemment, un
syst̀eme physique manipule les signaux dans le domaine temporel et non dans le domaine fréquen-
tiel, remarque de bon sens qu’il convient néanmoins de garderà l’esprit.
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3.3.5 Syst̀eme de convolution et fonction de transfert

Beaucoup de systèmes physiques sont modélisés par des systèmes causaux définis par une
équation diff́erentielle lińeaire à coefficients constants. Ces systèmes sont-ils des systèmes de
convolution ? Pour ŕepondrèa cette question, la transformation de Laplace est appliquée.

Soit l’équation diff́erentielle lińeaireà coefficient constant d’ordren :

dny(t)

dtn
+an−1

d(n−1)y(t)

dt(n−1)
+· · ·+a1

dy(t)

dt
+a0y(t) = bm

dmx(t)

dtm
+bm−1

d(m−1)x(t)

dt(m−1)
+· · ·+b1

dx(t)

dt
+b0x(t)

(3.10)
où an−1, · · · , a0 et bn, · · · , b0 sont des coefficients réels, òu m et n sont deux entiers tels que
m ≤ n. Les conditions initiales sont nulles.

En prenant la transforḿee de Laplace de cettéequation diff́erentielle et en utilisant les pro-
priét́es de la transforḿee de Laplace présent́ees dans le tableau 2.7, page 55 :

– Linéarit́e

L[af + bg] = aL[f ] + bL[g]

– Dérivée

L[f (n)](s) = snL[f ](s)−
(
sn−1f(0) + sn−2f (1)(0) + · · ·+ sf (n−2)(0) + f (n−1)(0)

)

on obtient :

(
sn + an−1s

n−1 + · · ·+ a1s + a0

)
Y (s) =

(
bmsm + bm−1s

m−1 + · · ·+ b1s + b0

)
X(s).

La fonction rationnelle notéeF (s) et appeĺeefonction de transfertest d́efinie par :

F (s) =
bmsm + bm−1s

m−1 + · · ·+ b1s + b0

sn + an−1sn−1 + · · ·+ a1s + a0

L’entier n est appeĺe l’ordre deF (s). De plus,

Y (s) = F (s)X(s) (3.11)

Soit h la fonction telle queF = L[h]. Alors d’apr̀es la relation (3.8), l’́equation (3.11) est
équivalentèa :

y = h ⋆ x.

Le syst̀eme d́efini par (3.10) est donc un système de convolution.

Il est usuel d’́etudier les propríet́es de syst̀emes d́efinis par deśequations diff́erentielles (3.10)̀a
partir de la fonction de transfertF (s). Le syst̀eme est stable si les racines du polynôme d́enominateur
deF (s) : sn + an−1s

n−1 + · · ·+ a1s + a0 sontà partie ŕeelle strictement ńegative. Dans ce cas-là,
on a, avecH(ν) la réponse fŕequentielle du système de convolution :

H(ν) = F (2πiν).
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3.3.6 Simulation d’un syst̀eme de convolution

Une grande majorité des syst̀emes de convolution qui sont simulés sont des systèmes de convo-
lution qui peuvent̂etre d́efini par deśequations diff́erentielles ou des fonctions des de transfert,
voir section 3.3.5. Un exemple est celui du pneu vu page 66 : lesyst̀eme est d́ecrit par l’́equation
diff érentielle :

mrz̈roue(t) = c(żsol(t)− żroue(t)) + k(zsol(t)− zroue(t))

où zsol est l’entŕee etzroue est la sortie. A cettéequation diff́erentielle, on peut associer la fonction
de transfert :

F (s) =
cs + k

mrs2 + cs + k
.

La simulation de systèmes d́efinis par deśequations diff́erentielles ou des fonctions de trans-
fert s’effectue simplement sousMatlab avec la bôıte à outils Simulink . Quelques notions
surSimulink sont pŕesent́ees en fin de chapitre, section 3.7.1, 96. Pour une présentation complète
de la simulation sousMatlab , le lecteur peut se référer avec profit au livre [8].

3.4 Filtrage fréquentiel

3.4.1 Filtres analogiques

La conśequence remarquable de la propriét́e (3.7) est qu’il est possible de réaliser l’oṕeration
de filtrage fŕequentiel telle que d́efinie section 3.2, page 61 par un système de convolution ap-
peĺefiltre analogique.

Rappelons que le filtrage fréquentiel est l’oṕeration qui consiste en :
– Etant donńe N intervalles de fŕequences[νi

min; νi
max], tel que pour touti ∈ {1, · · · , N},

νi
min < νi

max et pour touti ∈ {1, · · · , (N − 1)}, νi
max < νi+1

min ;
– Pour tout signalx,

Produire un signaly tel que :





∀ν ∈
⋃

i

[
νi

min; νi
max

]
, Y (ν) = X(ν) ;

∀ν ∈ R \
⋃

i

[
νi

min; νi
max

]
, Y (ν) = 0.

Si y est la sortie d’un système de convolution pour l’entréex alors puisqu’avecH la réponse
fréquentielle du système de convolution, on a :

Y (ν) = H(ν)X(ν)

l’opération de filtrage est réaliśee par le système de convolution dont la réponse fŕequentielleH
est telle que : 




∀ν ∈
⋃

i

[
νi

min; νi
max

]
, H(ν) = 1 ;

∀ν ∈ R \
⋃

i

[
νi

min; νi
max

]
, H(ν) = 0.

Les intervalles de fŕequences[νi
min; νi

max] sont appeĺeesbandes passanteset les intervalles complémentaires
bandes de ŕejection.
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Dans la tr̀es grande majorité des cas, on considère un syst̀eme de convolution d́efini par une
fonction de transfert (rationnellèa coefficients constants). Cela vient du fait que, comme expliqué
section 3.3.5, page 72, dans ce cas-là, le syst̀eme de convolution est caractériśe par unéequation
diff érentielle. Le système de convolution peut doncêtre ŕealiśe physiquement en construisant un
syst̀eme physique dont le comportement dynamique est modélisé par cettéequation diff́erentielle.
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FIG. 3.16 – Ŕeponse fŕequentielle de filtres id́eaux

Il est classique de d́efinir différents filtres id́eaux voir figure 3.16 :
– Filtre passe-bas : la bande passante est de la forme[0, νc[ et la bande de réjection est de la

forme ]νc, +∞[ ;
– Filtre passe-haut : la bande de réjection est de la forme[0, νc[ et la bande passante est de la

forme ]νc, +∞[ ;
– Filtre passe-bande : la bande de réjection est de la forme[0, ν1[

⋃
]ν2, +∞[ et la bande

passante est de la forme]ν1, ν2[ ;
– Filtre coupe-bande : la bande passante est de la forme[0, ν1[

⋃
]ν2, +∞[ et la bande de

réjection est de la forme]ν1, ν2[.

Exemple des enceintes HIFI 3 voies Les enceintes haute fidélité de qualit́e sont ǵeńeralement
équiṕees de 3 haut-parleurs, chaque haut-parleurétant en charge de reproduire le son dans une
gamme de fŕequences bien définie :
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FIG. 3.17 – Application du filtragèa la HIFI

– Les tweeters reproduisent les hautes fréquences, typiquement les fréquences supérieures̀a
2 kHz : le signalà reproduire est donc envoyé en entŕee d’un filtre passe-haut afin que la
sortie de ce filtre qui alimente les tweeters soit un signal constitúe par les composantes
hautes fŕequences du son ;

– Les ḿediums reproduisent les moyennes fréquences, typiquement les fréquences dans un
intervalle[500Hz, 5kHz] : le signalà reproduire est donc envoyé en entŕee d’un filtre passe-
bande afin que la sortie de ce filtre qui alimente les médiums soit un signal constitué par les
composantes moyennes fréquences du son ;

– Les woofers reproduisent les basses fréquences, typiquement les fréquences inf́erieuresà
1 kHz : le signalà reproduire est donc envoyé en entŕee d’un filtre passe-bas afin que la
sortie de ce filtre qui alimente les woofers soit un signal constitué par les composantes
basses fŕequences du son.

Une enceinte HIFI est donćequiṕee de 3 filtres fŕequentiels qui sont réaliśesà l’aide d’un circuit
d’électronique analogique, voir figure 3.17.

Exemple du pneu XXX

En ŕesuḿe, la conception d’un filtre consisteà :

1. d́eterminer le système de convolution dont la réponse fŕequentielle a les bonnes caractéristi-
ques en terme de bande(s) passante(s), de réjection, etc.. Le système de convolution peut
être repŕesent́e par sa ŕeponse impulsionnelle ou de façon plus commode par sa fonction de
transfert ;
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Filtre Domaine de travail Syst̀eme manipuĺe

Réalisation

Fonctionnement
temporel

h- -

x(t) y(t)

Conception

Analyse
fréquentiel

H(ν)- -

X(ν) Y (ν)

TAB . 3.1 – Filtrage, temps et fréquence

2. le ŕealiser par un système technologique : cela peutêtre un syst̀eme d’́electronique ana-
logique, un syst̀eme ḿecanique, ḿecatronique, etc... Le circuitélectronique représent́e fi-
gure 3.17 est un exemple de réalisation.

C’est la premìereétape qui nous intéresse dans ce cours. Néanmoins, la d́etermination du filtre
doit prendre en compte le fait qu’il doitêtre possible de le réaliser par un système technologique !
Pour ce qui est des technologiesélectroniques, ce second aspect est abordé dans le cours GE b 1.3
“Syst̀emeśelectroniques”.

Remarque Si le filtre est d́efini puis conçu en raisonnant sur la réponse fŕequentielle du filtre et
le spectre des signaux, comme cela aét́e remarqúe page 71, la mise en œuvre du filtreà travers sa
réalisation technologique traite les signaux dans le domaine temporel, voir tableau 3.1.

3.4.2 L’idéal peut-il être atteint ?

La question est maintenant de savoir s’il est possible de réaliser, en temps réel, par exemple
par un circuitélectronique, un filtre id́eal.

La causalit́e est une propriét́e incontournable pour effectuer lefiltrage en temps ŕeel: la sortie
y(t) est effectivement calculée à l’instant t et donc on ne dispose pas de la valeur de l’entrée
x(t′) pour t′ > t. Par exemple, il s’agit du cas de figure où l’on effectue une prise de son avec
un microphone et òu le filtre sertà traiter le signal au fur et̀a mesure. Ńeanmoins, certaines
applications correspondent aufiltrage en temps différé. Le filtrage en temps différé consisteà
faire l’acquisition dex(t) ∀t puis ensuitèa d́eterminery connaissant ainsi l’intégralit́e du signal
d’entŕee. Dans ce cas-là, la causalit́e n’est plus ńecessaire puisque pour calculer la valeur dey à
l’instant t, on dispose de la totalité du signal d’entŕeex. Un exemple est le traitement d’un concert
qui a pŕećedemment́et́e enregistŕe et stocḱe sur un CD. Dans la suite de ce document, on ne
consid̀erera que le filtrage en temps réel.

Prenons le cas du filtre passe-bas (voir figure 3.16, en hautà gauche). Il est d́efini par la ŕeponse
fréquentielle :

∀ν ∈ R, Hpb(ν) = rect

(
ν

2νc

)
.
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D’après (2.22),
∀t ∈ R, h(t) = F−1 [Hpb] (t) = 2νc sinc(2νct).

Or une condition ńecessaire pour queh soit la ŕeponse impulsionnelle d’un système physique est
que le syst̀eme de convolution correspondant soit causal (∀u < 0, h(u) = 0), ce qui n’est pas
le cas. Par suite, le filtre idéal passe-bas n’est pas réalisable. En ŕealit́e, il en est de m̂eme pour
l’ensemble des filtres id́eaux pŕesent́es figure 3.17.

Pourquoi un filtre id éal ne peut paŝetre causal ? Les filtres id́eaux que l’on a vu préćedem-
ment ont une ŕeponse fŕequentielle ŕeelle. En ŕealit́e, la difficult́e est qu’il existe une relation entre
la partie ŕeelle de la ŕeponse fŕequentielle d’un filtre causal et sa partie imaginaire. En effet, le
syst̀eme de convolution de réponse impulsionnelleh est causal si et seulement si :

h = h.Γ.

En prenant la transforḿee de Fourier de cettéegalit́e et en utilisant la relation (3.6), on obtient
alors :

H(ν) = H ⋆ F [Γ](ν).

PuisqueF [Γ](ν) = 1
2πiν

+ 1
2
δ(ν) et d’apr̀es (3.2), on a

H = H ⋆
1

2πi• +
1

2
H

Par suite8,

H = H ⋆
1

πi•
et donc

∀ν, Re(H(ν)) = Im (H) ⋆ 1
π•(ν) et ∀ν, Im (H(ν)) = −Re(H) ⋆ 1

π•(ν)

Fixer la partie ŕeelle d’un filtre causal revient doncà fixer sa partie imaginaire. Par suite, on ne peut
avoir une partie imaginaire identiquement nulle sans avoirla partie ŕeelle identiquement nulle. On
ne peut donc avoir un filtre avec une réponse fŕequentielle ŕeelle qui ne soit identiquement nul9.

3.4.3 Filtres analogiques classiques

Remarque préliminaire Afin d’ être homog̀ene, dans tout le document, les réponses fŕequentiel-
les sont expriḿees en fonction de la fréquenceν (unité Hertz). Il faut cependant faire attention
qu’en ǵeńeral, en traitement du signal, dans certains problèmes comme la d́efinition de filtres
analogiques, les réponses fŕequentielles peuvent aussiêtre expriḿees en fonction de la pulsation
ω = 2πν (unité rad/s). En Anglais, le terme de« frequency» recouvreà la fois la fŕequence
et la pulsation. En conséquence, une« frequency» est expriḿee soit en Hz soit en rad/s. Dans
le logiciel Matlab , suivant la fonction utiliśee, l’unit́e de la« frequency» est le Hertz ou le
radians/s.

8Cette relation s’́ecrit aussiH(ν) = −iH[H](ν) avecH[H](ν) = H ⋆ 1
π• (ν) oùH[H] est appeĺee la transforḿee

d’Hilbert deH.
9L’id éal ne peut donc pasêtre atteint mais comme a dit le philosophe« il demeure un guide».
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FIG. 3.18 – Gabarit sur le module de la réponse fŕequentielle d’un filtre passe-bas

Filtres « r éels» Contrairement aux filtres id́eaux dont des exemples de réponses fŕequentielles
sont pŕesent́es figure 3.16, les filtres causaux doivent posséder entre une bande passante et une
bande d’att́enuation unebandeditede transition. Ces bandes sont en géńeral d́efiniesà travers un
gabarit fŕequentiel sur le module de la réponse fŕequentielle du filtre, voir par exemple pour un
filtre passe-bas figure 3.18.

Le probl̀eme de conception de filtre consiste alorsà traiter la question suivante :étant donńe
un gabarit sur le module de la réponse fŕequentielle du filtrèa concevoir, d́eterminer le filtre
qui satisfait ce gabarit. Dans ce qui suit, on s’intéresse aux filtres stables et causaux décrits par
des fonction de transfertF (s), rationnelles en la variable de Laplaces et à coefficients ŕeels, ce
qui correspond̀a la ŕeponse fŕequentielleF (2πiν). Il s’agit du cas trait́e en Automatique : les
repŕesentations fŕequentielles correspondent aux diagrammes de Bode qui utilisent pulsations et
échelles logarithmiques.

Exemple Les gabarits fŕequentiels sont souvent utilisés dans l’industrie, voir par exemple fi-
gure 3.19 un gabarit défini par France Telecom.

FIG. 3.19 – Gabarits fŕequentiels France Telecom
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Exemple Le circuit semi int́egrateur pŕesent́e page 65 d́efinit un filtre passe-bas, voir figure 3.20.
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FIG. 3.20 – Module de la réponse fŕequentielle du circuit semi intégrateur, en fonction de la
fréquenceν (gauche) et Module en dB en fonction de la pulsationω = 2πν (droite) (Bode)

Temps de groupe Le temps de groupe est une des caractéristiques importantes qui permettent
de juger de la qualité d’un filtre ŕeel pour un nombre important d’applications. Il s’agit d’une
des mesures d’écartà l’idéal pour un filtre ŕeel. Contrairement aux filtres idéaux, un filtre ŕeel
de ŕeponse fŕequentielleH introduit un d́ephasageφ(ν) = arg(H(ν)) qui est fonction de la
fréquenceν, voir par exemple figure 3.21 pour le circuit semi-intégrateur. Dans le domaine tem-
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FIG. 3.21 – Phase de la réponse fŕequentielle du circuit semi intégrateur, en fonction de la
fréquenceν

porel, ce d́ephasage entraı̂ne un retard entre le signal d’entrée et le signal de sortie. En effet, en
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écrivantφ(ν) = −2πνt0(ν), pour un signal d’entŕeex(t) = A sin(2πνt), d’apr̀es la relation (3.4),
la sortiey du filtre est donńee par :

y(t) = A|H(ν)| sin (2πν(t− t0(ν))) .

Cela veut dire qu’un retard det0(ν) secondes apparaı̂t entre le signal d’entrée et le signal de sortie
du filtre. Examinons̀a travers un exemple les conséquences de ce retard dépendant de la fréquence
dans le cas d’un signal d’entrée plus complexe qu’un signal sinusoı̈dal.
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FIG. 3.22 – Signalx

Exemple On consid̀ere le signal d’entŕeex repŕesent́e figure 3.22 dont l’expression est donnée
par :

∀t ∈ R, x(t) = sin(2πt) + 0.1× sin(12πt + 2).

Ce signal se d́ecompose donc en deux composantes qui sont deux sinusà la fŕequence de 1 Hertz
et de 6 Hertz. Ce signal est envoyé à l’entŕee de deux filtres :

1. Le premier filtre est tel que|H1(6)| = |H1(12)| = 1 et le retardt0 est constant :t0(•) =
Cte ;

2. Le second filtre est tel que|H1(6)| = |H1(12)| = 1 et le retardt0 est tel quet0(6) 6= t0(12).

Les signaux de sortie obtenues sont représent́ees figure 3.23. On voit que dans le cas du premier
filtre (gauche), le signal de sortie correspond au signal d’entrée retard́e alors que le cas du second
filtre (droite), le signal de sortie est différent du signal d’entrée. Cette alt́eration du signal est la
conśequence directe du fait quet0(6) 6= t0(12).

Par suite, si le retardt0 n’est pas constant en fonction de la fréquenceν, la sortie du filtre, pour
des signaux autres que des signaux sinusoı̈daux, pŕesentera forćement une alt́eration par rapport̀a
l’entrée de filtre. Ce retard est la conséquence du d́ephasage qui est une des différences importantes
entre les filtres ŕeelles et les filtres id́eaux. De façoǹa se rapprocher au mieux de l’idéal, il est
donc imṕeratif de limiter l’alt́eration líee au d́ephasage. Puisque un filtre réel pŕesente forćement
un d́ephasage qui, sauf cas très particuliers10 dépendant de la fréquence, ce que l’on peut faire de
mieux est d’avoir une phaseφ(ν) qui est ou est la plus proche possible d’une fonction linéaire de

10Comme par exemple les gains constants.
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FIG. 3.23 – Sortie du filtrèa phase lińeaire (gauche) et sortie du filtreà phase non lińeaire (droite)

la fréquenceν de façonà avoir un retard constant. Pour mesurer l’écartà la linéarit́e de la phase,
on introduit letemps de groupequi est d́efini par :

τ(ν) = − 1

2π

dφ

dν
(ν).

En ŕesuḿe, un crit̀ere de qualit́e pour un filtre est d’avoir un temps de groupe proche d’une
constante. Un filtre avec un temps de groupe constant est dità phase lińeaire. Dans ce cas-là,
pour un signal quelconque, toutes ses composantes fréquentielles seront transmises avec un retard
constant. Dans le cas d’un filtre avec un temps de groupe non constant, des distorsions peuvent
apparâıtre entre le signal de sortie et le signal d’entrée dues au fait que le retard introduit par le
filtre sera diff́erent suivant les composantes fréquentielles. C’est pour cela que dans des applica-
tions òu il est ńecessaire de transmettre et de traiter des sons (transmission de la parole, etc..) il
est int́eressant d’utiliser des filtres̀a phase lińeaires ou le plus proche possible d’un filtreà phase
linéaire. Enfin, les filtres id́eaux ayant une réponse fŕequentielle ŕeelle, leur temps de groupe est
constant et nul.

Filtres prototypes Les filtres sont ǵeńeralement conçus̀a partir defiltres prototypesappeĺes
aussifiltres normaliśesqui correspondent au cas d’un filtre passe-bas de fréquence de coupure11

νc = 1
2π

Hz, ce qui correspond̀a une pulsation de coupureωc = 1 rad/s.
La détermination de filtres passe-bas de fréquence de coupureνc 6= 1

2π
, passe-haut, passe-

bande ou encore coupe-bande peut se ramenerà la d́etermination d’un filtre passe-bas de fréquence
de coupureνc à l’aide du tableau 3.2.

Les filtres les plus classiques sont brièvement pŕesent́es dans les sous sections suivantes12.
Ils sont d́efinis de la façon suivante. Puisqu’un filtre est conçu pourque son module respecte
un gabarit fŕequentiel donńe, la relation du module de la réponse fŕequentielle en fonction de la
fréquence est d’abord́etablie. Les quatre types de filtres qui sont présent́es dans la suite (filtre de
Butterworth, filtre de Chebyshev de type I et II et filtre de Cauer)correspondent̀a des relations

11On appelle fŕequence de coupure (à -3 dB) la fŕequence pour laquelle le module de la réponse fŕequentielle du
filtre en d́ecibels (dB) vaut le module de la réponse fŕequentielle du filtre dans la bande passante en décibels moins
3 décibels. Il faut faire attention qu’en Automatique le termede fŕequence de coupure peutêtre utiliśe avec une
définition différente.

12Pour des compléments d’information, voir la référence [9]
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De passe-bas fréquence de coupure1
2π

vers... s est remplaće par...

passe-basνc 6= 1
2π

s
2πνc

passe-hautνc
2πνc

s

passe-bande s2+4π2ν1ν2

2π(ν2−ν1)s

coupe-bande 2π(ν2−ν1)s
s2+4π2ν1ν2

TAB . 3.2 – Passage d’un filtre prototypeà différents types de filtres

diff érentes. A partir de cette relation, l’expression de la fonction de transfert du filtre est ensuite
établie.

3.4.3.1 Filtres de Butterworth
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FIG. 3.24 – Filtres de Butterworth

Les filtres de Butterworth sont définis par la relation suivante :

|F (2πiν)|2 =
1

1 + ((2πν)2)n
. (3.12)

Cette relation áet́e établie de façoǹa assurer que :
– La courbe|F (2πiν)| soit la plus plate possible et proche de 1 au voisinage deν = 0 c’est-

à-dire que
|F (2πiν)| ≈ 1.

– La fréquenceνc = 1
2π

Hz définit une fŕequence de coupureà−3dB, c’est-̀a-dire que :

|F (i)| = 1√
2

= −3dB.
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– |F (2πi∞)| = 0.

Les ŕeponses fŕequentielles obtenues pour différentes valeurs den sont repŕesent́ees figure 3.24.
Noter que le choix den influe sur la largeur de la bande de transition.

A partir de (3.12), l’expression de la fonction de transfertF (s) d’ordren est obtenue comme
la fonction de transfert de gain statiqueégal à 1 et dont les p̂oles sont lesn racinesà partie
réelle ńegative de l’́equation polyn̂omiale 1 + (−s2)

n
= 0. Les racines de ce polynôme sont

uniformément ŕeparties sur le cercle de centre 0 et de rayon 1. A titre d’exemple, pourn = 2, on
obtient :

F (s) =
1

s2 +
√

2s + 1

voir figure 3.25.
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FIG. 3.25 – Localisation des pôles pour un filtre de Butterworth d’ordre 2

Un filtre de Butterworth peut̂etre ŕealiśe par un syst̀emeélectronique, voir figure 3.26.

3.4.3.2 Filtres de Chebyshev

Ils sont de deux types, le type I et le type II. Les filtres de Chebyshev de type I sont d́efinis par :

|F (2πiν)|2 =
1

1 + ǫ2Cn(2πν)2
(3.13)

où13 {
∀2πν ∈ [−1, 1], Cn(2πν) = cos(n cos−1(2πν))

∀2πν ∈ R \ [−1, 1], Cn(2πν) = cosh(n cosh−1(2πν)).

– le traće de|F (2πiν)| en fonction deν présente des oscillations dans la bande passante ;

– leur amplitude d́epend de la valeur deǫ, voir figure 3.27 ;

13Contrairement aux apparences,Cn(2πν) est un polyn̂omeà coefficients ŕeels en2πν. L’expression de ce po-
lynôme peut̂etre obtenùa partir de la relation de récurrence :Cn+1(2πν) = 4πνCn(2πν) − Cn−1(2πν) initialisée
parC0(2πν) = 1 et C1(2πν) = 2πν. Ces polyn̂omes ont la propriét́e remarquable d’avoirn zéros dans l’intervalle
[−1; 1]. Ils présentent ainsi des oscillations pour2πν ∈ [−1, 1] et sont monotones en dehors de cet intervalle.
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FIG. 3.26 – Publicit́e pour une ŕealisation technologique du filtre de Butterworth
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FIG. 3.27 – Filtres de Chebyshev de type I
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– pourn pair (comme sur la figure 3.27),|F (0)| = 1− 1√
1+ǫ2

; pourn impair, |F (0)| = 1.

Ici encore,n est l’ordre du filtre. Son choix influe sur la largeur de la bande de transition.F est
obtenue comme la fonction de transfert de gain statiqueégal à 1 et dont les p̂oles sont ŕepartis
dans le plan complexe sur une ellipse de centre 0 et d’équation :

(
σk

sinh(u0)

)2

+

(
ωk

cosh(u0)

)2

= 1

avecσk et ωk les parties ŕeelle et imaginaire des pôles etu0 = sinh−1(1/ǫ)
n

. Cette ŕepartition des
pôles sur une ellipse présente des similitudes avec celle des pôles des filtres de Butterworth sur un
cercle.
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FIG. 3.28 – Filtres de Chebyshev de type II

Les filtres de Chebyshev de type II sont similaires aux filtres de type I sauf que les oscillations
ne sont pas dans la bande passante mais dans la bande de réjection. Leur expression est basée sur :

|F (2πiν)|2 =
ǫ2Cn( 1

2πν
)2

1 + ǫ2Cn( 1
2πν

)2
. (3.14)

Un exemple est présent́e figure 3.28.

3.4.3.3 Filtres elliptiques ou filtres de Cauer

Par rapport aux filtres préćedents, les filtres elliptiques permettent de satisfaire ungabarit avec
un ordre plus faible14. Les filtres elliptiques sont définis par :

|F (2πiν)|2 =
1

1 + ǫ2G(2πν)2
(3.15)

14Le prix à payer est une complexité plus grande dans leur conception. Le lecteur intéresśe pourra lire avec profit
le chapitre 7 de la référence [9].
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FIG. 3.29 – Filtre elliptique

où G(2πν) = sn(nsn−1(2πν, k), k1) avec sn la fonction sinus elliptique15.

– La bande de transition est fixée viak par 1
2π
× [1, 1

k
] ; n dépend dek ;

– L’amplitudeδ1 des oscillations dans la bande passante dépend deǫ via la relation :

ǫ =

√
2δ1 − δ2

1

1− 2δ1 + δ2
1

;

– L’amplitudeδ2 des oscillations dans la bande de réjectionδ2 dépend deǫ et dek1 par la
relation :

δ2 =
1√

1 + ǫ2

k2
1

voir figure 3.29. Ce filtre admet des oscillationsà la fois dans la bande passante et dans la bande
de ŕejection.

15Le sinus elliptique est d́efini à partir de la fonction :

u(φ, k) =

∫ φ

0

dy√
1− k2 sin2(y)

ou plut̂ot à partir de la fonction inverse associéeφ(u, k) :

sn(u, k) = sin(φ(u, k)).
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3.4.3.4 Un exemple en guise de comparaison

Le calcul des diff́erents filtres peut se faire sousMatlab dot́e de laSignal processing
toolbox avec les fonctionsbutter, cheby1, cheby2, ellip . Pourn = 5, on ob-
tient le ŕesultat figure 3.30. Le scriptMatlab qui a permis d’obtenir cette figure est présent́ee
section 3.7.2, page 98.
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FIG. 3.30 – Comparaison des différents filtres pourn = 5

3.4.3.5 Exemple de mise en œuvre

3.4.3.6 Filtrage fréquentiel pour l’extraction d’un signal utile

Une application importante du filtrage fréquentiel est l’extraction d’un« signal utile»
16 xu

noyé dans un signal plus complexex, à partir de celui-ci :x peut s’́ecrire comme :

x = xu + xr

où xr est le« reste»du signal. Cela n’est possible par cette technique de filtrageque si

1. On a des informations sur le spectre dexu et sur le spectre dexr ;

2. Les spectres dexu et dexr sont śepaŕes, c’est-̀a-dire que les intervalles de fréquences òu
leur amplitude est de valeur significative sont disjoints.

Dans ce cas-là, il est possible de trouver un filtreF tel qu’avec pour entréex, la sortiey est telle
quey ≈ xu.

3.5 Fen̂etrage temporel

De façon syḿetrique au filtrage fŕequentiel, ŕealiser un« filtrage temporel», que l’on d́esignera
par le terme defen̂etrage, consistèa transmettre un signal dans certains intervalles de temps et à
l’atténuer voire le supprimer dans d’autres intervalles de temps.

16C’est-̀a-dire contenant une information nous intéressant.
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FIG. 3.32 – Fen̂etrage temporel

Unefen̂etreest un syst̀eme tel que suivant l’intervalle de temps, on a, avecx le signal d’entŕee
ety le signal de sortie, soit :

– Atténuation :y(t) ≈ 0 ;
– Transmission :y(t) ≈ x(t).

La fen̂etre peut̂etre d́efini par une fonctionf telle que :

∀t ∈ R, y(t) = f(t)x(t).

Exemple Un exemple de fen̂etre peut̂etre ŕealiśe par la fonctionf définie par

{
∀t ∈ [0, Ta] f(t) = 1
sinon f(t) = 0

Cette fen̂etre est appeléefen̂etre rectangulaire17. Le signal de sortiey correspond̀a l’acquisition
du signalx sur l’intervalle de temps[0, Ta[, signal qui est aussi notéxTa

. On parle aussi defen̂etre
de pond́eration.

Que peut-on dire du spectre du signalxTa
par rapport au spectre du signalx ? Cette question

prend tout son sens lorsqu’on s’intéressèa la mise en œuvre expérimentale du traitement du signal,
notamment pour effectuer l’analyse fréquentielle d’un signal« réel». En effet, un signal« réel»
ne peut̂etre mesuŕe que sur un intervalle de temps fini, par exemple[0, Ta]. L’objectif de la mesure
est d’́etudier le spectre du signal mesuréx à partir du spectre du signal de mesurexTa

. Pour obtenir
deséléments de ŕeponse, un exemple est examiné. Dans un second temps, un calcul mathématique
simple permettra de répondrèa cette question.

17Car la courbe caractéristique def rappelle une fen̂etre.
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Exemple Soit le signalx défini par :

∀t ∈ R, x(t) = cos (2πν0t) + A1 cos (2πν1t)

avecν0 = 10 Hz, ν1 = 15 Hz etA1 = 0.1. Le spectre de ce signal est donné par :

∀ν ∈ R, X(ν) =
1

2
(δν0 + δ−ν0) +

A1

2
(δν1 + δ−ν1)

puisque nous avons vu préćedemment que :

F [cos (2πν0•)](ν) =
1

2
(δν0 + δ−ν0) .

Il est repŕesent́e figure 3.33, gauche.
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FIG. 3.33 – Spectre dex (gauche) et dex∓Ta/2 (droite)

Le signalx a ét́e mesuŕe pendant l’intervalle de temps
[
−Ta

2
, Ta

2

]
, avecTa = 1, ce qui donne

le signalx∓Ta/2 défini par :

∀t ∈ R, x∓Ta/2(t) = x(t) rect

(
t

Ta

)
.

Le spectre dex∓Ta/2 est repŕesent́e figure 3.33, droite. On constate que si sur le spectre du signal de
départ, ilétait facile de distinguer les (deux fois) deux raies caractéristiques des deux composantes
sinusöıdales du signal, sur le spectre du signal mesuré, du fait des oscillations introduites par le
fenêtrage rectangulaire, il est difficile de retrouver ces ensembles de raies et donc de conclureà la
présence de deux composantes sinusoı̈dales.

Le lien entre le spectre du signalxTa
et le spectre du signalx est maintenant́etabli. D’apr̀es la

relation (3.6), on a :
y(t) = f(t).x(t) ↔ Y (ν) = F ⋆ X(ν)

Le fen̂etrage modifie donc le spectre d’un signal. Dans l’exemple préćedent, la fonctionf peut
être expriḿeeà l’aide de la fonctionrect :

∀t ∈ R, f(t) = rect

(
t− Ta/2

Ta

)
.
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Le spectre dexTa
sera alors relíe à celui dex par :

XTa
=
(
Tae

−πi•Ta sinc (Ta•)
)

⋆ X

La courbe caractéristique de la fonction|Ta sinc (Ta•)| est repŕesent́ee figure18 3.34. QuandTa →
∞, elle tend vers l’impulsion de Dirac et doncXTa

→ X.
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FIG. 3.34 – Spectre en amplitude d’une fenêtre rectangulaire

En conclusion, le spectre du signal mesuré sera donc dans tous les cas différent du spectre de
sa mesure. Il convient de prendre cela en compte si l’objectif de la mesure est d’étudier le spectre
du signal mesuŕe à partir du spectre du signal de mesure.

La question est :« comment̀a partir du signal mesuré xTa
obtenir un spectre plus proche du

spectreX dex que le spectreXTa
dexTa

?» La réponsèa cette question est basée sur le fen̂etrage
dexTa

. Dans la suite,xTa
est not́e plus simplementy. Pour cela, on utilise un filtre temporel défini

par la fonctionw tel qu’avecyf défini par :

∀t ∈ R, yf (t) = w(t)y(t)

le spectreYf deyf soit plus proche du spectreX dex que le spectreY dey l’est. Une premìere
fenêtre appeĺeefen̂etre de Hanning19 est d́efinie par la fonctionw not́eewhanning :

∀t ∈ R, whanning(t) =

(
1

2
+

1

2
cos

(
2π(t− Ta/2)

Ta

))
. rect

(
t− Ta/2

Ta

)
. (3.16)

18Si le lecteur d́esire se rappeler la forme du spectre en amplitude de la fenêtre rectangulaire, mon jeune neveu
conseille le moyen mńemotechnique suivant : penserà un doigt d’honneur.

19ou fen̂etre de Hann du nom du ḿet́eorologiste Australian Julis von Hann.
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FIG. 3.35 – Fonctionwhanning(t) définissant la fen̂etre de Hanning

La courbe caractéristique de cette fonction est représent́ee figure 3.35. On a alors

yf (t) = whanning(t).y(t)

qui se ŕeécrit :

yf (t) =

(
1

2
+

1

2
cos

(
2π(t− Ta/2)

Ta

))
. rect

(
t− Ta/2

Ta

)
. rect

(
t− Ta/2

Ta

)
.x(t)

soit

yf (t) =

(
1

2
+

1

2
cos

(
2π(t− Ta/2)

Ta

))
. rect

(
t− Ta/2

Ta

)
.x(t)

c’est-̀a-direyf (t) = whanning(t).x(t). Par suite,

Yf = Whanning ⋆ X

Le signal de sortieyf de la fen̂etre de Hanning avec pour signal d’entréey est aussi le signal
de sortie de la fen̂etre de Hanning avec pour entréex. On a donc “remplaće” la fen̂etre rectan-
gulaire par la fen̂etre de Hanning. L’amplitude du spectre de la fenêtre de HanningWhanning est
repŕesent́ee figure 3.36.

Le tableau 3.3 donne une comparaison entre la fenêtre rectangulaire et la fenêtre de Hanning.
Pour ce qui est de l’amplitude du spectre des deux fenêtres, le lobe latéral le plus important n’est
plus qu’̀a 3% de la valeur maximale, contre 22 % dans le cas d’une fenêtre rectangulaire ; cepen-
dant le lobe centrale est deux fois plusétendu.

Une aḿelioration de la fen̂etre de Hanning appeléefen̂etre de Hamming20 aét́e propośee : elle
est d́efinie par la fonction :

∀t ∈ R, whamming(t) =

(
α + (1− α) cos

(
2π(t− Ta/2)

Ta

))
rect

(
t− Ta/2

Ta

)
.

avecα = 0.54. Le lecteur attentif peut noter que pourα = 0.5, la fen̂etre d’Hanning est ob-
tenue. Par rapport̀a cette dernìere, le coefficientα a ét́e optimiśe de façoǹa diminuer le plus
possible l’amplitude maximale des lobes latéraux, voir le ŕesultat figure 3.37. Les deux fenêtres
sont compaŕees dans le tableau 3.4.

20du nom du math́ematicien aḿericain Richard W. Hamming.
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FIG. 3.36 – Spectre en amplitude de la fenêtre de Hanning
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TAB . 3.3 – Comparaison entre la fenêtre rectangulaire et la fenêtre de Hanning
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FIG. 3.37 – Spectre en amplitude de la fenêtre de Hamming
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TAB . 3.4 – Comparaison entre la fenêtre de Hanning et la fenêtre de Hamming
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Exemple (suite) L’exemple pŕesent́e page 89 est maintenant repris. La fenêtre de Hanning est
appliqúee sur le signalxTa

. Son expression définie par (3.16) pour l’intervalle[0; Ta] s’adapte
sans difficult́e à l’intervalle

[
−Ta

2
, Ta

2

]
, ce qui donne :

w̃hanning(t) =

(
1

2
+

1

2
cos

(
2πt

Ta

))
rect

(
t

Ta

)
.

Le calcul du spectre de la sortie de la fenêtre de Hanning pour l’entréex∓Ta/2 donne le spectre
repŕesent́e figure 3.38. On distingue de nouveau les “raies” qui correspondent aux deux com-
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FIG. 3.38 – Spectre dex∓Ta/2 (gauche) et dex∓Ta/2 apr̀es application d’une fen̂etre de Hanning
(droite)

posantes sinusoı̈dales du signal. Cet exemple illustre le vif intér̂et des fen̂etres temporelles pour
l’analyse fŕequentielle de signaux expérimentaux.

FIG. 3.39 – Signaux ṕeriodiques correspondantà un piano (gauche) età une clarinette (droite)
(extrait de [11])

Un exemple de fen̂etrage temporel : la note de musique La note produite par un instru-
ment de musique est basée sur une variation de la pression acoustique qui est périodique. Des
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exemples sont présent́es figure 3.39. Comme dans l’exemple présent́e figure 2.1, le fait que le
signal soit ṕeriodique et donc avec un spectre fréquentiel bien d́efini est important pour obtenir
un son« agŕeableà écouter». Le probl̀eme pratique est que la note d’un instrument de musique a
forcément une durée limit́ee. Comme on l’a vu préćedemment, simplement géńerer ce signal sur
un intervalle de temps de durée limit́ee revient̀a pratiquer une oṕeration de fen̂etrage rectangu-
laire. L’intervalleétant court, la conśequence est l’obtention d’un son dont le spectre fréquentiel
peutêtreéloigńe du spectre fŕequentiel du signal ṕeriodique correspondant. Cela se produit par
un « claquement». La solution est d’́eviter ce ph́enom̀ene en appliquant une fenêtre temporelle.
C’est la solution adoptée dans les instruments de musique. Une allure typique de fenêtre tempo-

C h u t e

M a i n t i e n
A t t a q u e

D é c l i n

t e m p s

FIG. 3.40 – Fen̂etre temporelle d’instrument de musique

relle pour un instrument de musique est esquissée figure 3.40. Traditionnellement, on décompose
cette fen̂etre temporelle en 4 phases : la phase d’attaque, le déclin, le maintien et la chute. Il faut
noter que sur le figure 3.40, la phase d’attaque et la chute sont douces ce qui n’est pas sans rappeler
les fen̂etres d’Hanning/Hamming, voir tableau 3.421.

On peut illustrer ce ph́enom̀ene de« claquement» à travers l’exemple suivant. On considère
le signal d́efini par :

{
∀t ∈ [0.05; 0.1], x(t) = 0.2 sin

(
(2π.1000.t + π

2

)

sinon x(t) = 0

Il s’agit d’un signal sinusöıdal auquel on a appliqué une fen̂etre rectangulaire. Ce signal est
repŕesent́e figure 3.41à gauche en haut. Si on examine son spectre en amplitudeà gauche en
bas, on constate que par rapport au spectre du signal sinusoı̈dal, le spectre est pluśetaĺe. On ap-
plique sur ce signalx une fen̂etre de Hamming, ce qui donne le signalxhamming qui est repŕesent́e
à droite de la figure 3.41 avec son spectre en amplitude. En cliquant sur la figure,́ecouter les deux
sons correspondants.

3.6 En résuḿe

Dans ce chapitre, l’oṕeration de filtrage fŕequentiel áet́e pŕesent́ee. Cette oṕeration est ŕealiśee
par un filtre analogique qui est un système de convolution d́efini par une fonction de transfert. Il

21Bien ŝur, la plupart des instruments de musique ontét́e invent́es avant que les techniques de fenêtrage temporel
soient cŕeées. Comme Monsieur Jordain le personnage de la pièce de th́eâtre le “Bourgeois Gentilhomme” de Molière
faisait de la prose sans le savoir, les fabricants d’instruments de musique ont fait du fenêtrage temporel sans le savoir.
Cependant, contrairementà Monsieur Jordain, cette interprétation peut pŕesenter un grand intér̂et : celui de permettre
le développement de ḿethodes permettant une meilleure maı̂trise des systèmes que l’on conçoit.
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FIG. 3.41 – Signal sinusoı̈dal fen̂etŕe

est d́efini par des bandes passantes et des bandes d’atténuation. Le filtrage analogique ne peut
être ŕealiśe de façon id́eale que par des filtres non causaux qui ne peuventêtre utiliśes qu’en
temps diff́eŕe. Dans le cas d’un fonctionnement en temps réel, les filtres seront définis par des
gabarits sur le module de leur réponse fŕequentielle. Nous avons vu comment déterminer un filtre
analogique satisfaisant ces gabarits. De plus, ils présentent forćement des bandes de transition et
un d́ephasage. L’impact de l’altération provoqúee par le d́ephasage est mesuré par le temps de
groupe.

Le fen̂etrage temporel permet de représenter la d́egradation introduite lorsque l’on veut ap-
proximer le spectre d’un signalx défini surR par la spectre d’une mesure de ce signal sur un
intervalle de temps borné. Il offre aussi des ḿethodes pour limiter cette dégradation.

Une application importante du filtrage fréquentiel est l’extraction de la part utile d’un signal
sous l’hypoth̀ese de śeparation des spectres. Si elle n’est pas satisfaite, il estnéanmoins pos-
sible dans un certain nombre de cas de mettre au point un filtreF ayant une telle propriét́e par
des techniques différentes du filtrage fréquentiel. Ces techniques ne seront pas abordées dans ce
cours22. Cependant, le chapitre 7 consacré aux signaux aléatoires pŕesentent les notions de base
nécessaires pour les aborder. Le chapitre suivant présente les bases des techniques dévelopṕees
dans le chapitre 7.

3.7 Annexe du chapitre

3.7.1 Un environnement́evolué de simulation “signaux et syst̀emes” :Simulink

Simulink est un environnement deMatlab destińe à la simulation dans le domaine tem-
porel, baśe sur un mode de représentation graphique des systèmes sous forme de schéma-blocs.
Simulink comprend des biblioth̀eques appelées ”Library” qui contiennent des blocsélémentaires
permettant de construire rapidement et simplement des simulateurs de systèmes lińeaires, non
linéaires (dans la library Simulink) ou encore mécaniques et́electroniques (dans la library Sim-
scape par exemple) ou encore Aéronautique (library Aerospace Blockset), etc... On peut ainsi
obtenir des simulateurs dynamiques de systèmes complexes incluant des outils de visualisation

22Elles seront vus dans différents enseignements de 2A comme par exemple l’AF de S7 STI a 2« Estimation et
Transmission de l’Information» ou l’AF de S8 ELC D-2« Filtrage adaptatif : application au contrôle adaptatif de
bruit ».
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FIG. 3.42 – Fen̂etreSimulink

graphique 3D, voir les demos disponibles sousMatlab . L’int ér̂et de cet environnement déborde
largement du cadre du Traitement du signal ou du cadre de l’Automatique : par exemple, au Tech-
nocentre de Renaultà Guyancourt, chaque sous système d’un v́ehicule d́evelopṕe est accompagné
d’un sch́ema de simulation dynamiqueSimulink . Sur l’utilisation deMatlab /Simulink , le
lecteur peut se référer avec profit au livre [8], disponiblèa la biblioth̀eque de l’Ecole Centrale. La
prise de d́ecision qu’est ameńeeà prendre un inǵenieur fait de plus en plus appelà la mod́elisation
(math́ematique) du problème suivi de l’exploitation (au moins) en simulation du modèle obtenu.

Un exempléelémentaire de schémaSimulink est pŕesent́e figure 3.42.
– Les blocs avec une sortie sont des géńerateurs de signaux. Sur l’exemple, le bloc “Step”

géǹere deśechelons. On peut les paramétrerà partir d’un menu ouvert en double-cliquant
sur le bloc.

– Les fils v́ehiculent des signaux dans la direction indiquée par les fl̀eches.
– Les blocs avec une ou plusieurs entrée(s) et une ou plusieurs sortie(s) transforment des si-

gnaux : ils repŕesentent des systèmes. Sur l’exemple, il s’agit d’un système de convolution
de fonction de transfert1

s+1
. En double cliquant sur ce bloc, on obtient un menu où le pre-

mier (resp. second) champ correspondà la liste des coefficients du polynôme au nuḿerateur
(resp. d́enominateur) de la fonction de transfertécrits suivant les puissances décroissantes.

– Les blocs avec une ou plusieurs entrée(s) “absorbent” des signaux pour par exemple les en-
voyer vers une fen̂etre graphique afin de les représenter en fonction du temps (sur l’exemple,
le bloc “Scope”).

SousMatlab , Simulink peutêtre ouvert en cliquant sur un bouton en haut de la fenêtre
Matlab (horloge rose avec blocs bleu et vert) ou en tapant en ligne :

>> simulink

Cela ouvre la fen̂etre repŕesent́ee figure 3.43, gauche. En cliquant sur l’icône “feuille blanche” en
hautà droite, une nouvelle fenêtre peut̂etre cŕeée. A partir des Library (voir figure 3.43, droite,
partie de gauche), en sélectionnant une library, on peut accéderà un ensemble de blocs (partie
de droite de la fen̂etre). La library “Sources” contient les blocs qui géǹere des signaux, la library
“Sinks” les blocs qui en absorbent. Les autres libraries contiennent des blocs qui assurent des
transformations de signaux. Par exemple, on peut trouver dans la library “Continuous” le bloc
“Transfer function” de la figure 3.42.

Le lecteur est invit́e à visiter les diff́erentes librairies deSimulink . Plus que la lecture d’une
documentation, c’est la manipulation de cet environnementqui permet de prendre en main cet
outil : il a d’ailleurs ét́e coinçu plus pour̂etre appŕehender de cette façon-là. Certes, lorsque l’on
fait cela pour la première fois, ce n’est pas forcementévident. Cependant, si vous réussissez̀a
prendre en mainSimulink par vous-m̂eme, vous serez arḿe pour “affronter” les environnements
similaires.
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FIG. 3.43 – Fen̂etreSimulink

3.7.2 Exemple de scriptMatlab pour le calcul de filtres

Le programmeMatlab ci-dessous permet de calculer les différents filtres de la section 3.4.3.4
et d’obtenir la figure 3.30.

n = 5; % Ordre du filtre
wn = 1; % Pulsation de coupure en rad/s

% Calcul du filtre de Butterworth

[Bb,Ab] = butter(n, wn,’s’);
% Bb est le vecteur des coefficients du polynome num érateur dont les
% termes sont écrits par puissance d écroissante
% Ab est le vecteur des coefficients du polynome denominateur dont les
% termes sont écrits par puissance d écroissante

% Calcul de la r éponse fr équentielle du filtre de Butterworth
w = 0:.001:3;

% vecteur de pulsations pour lesquelles la r éponse fr équentielle est
% calcul ée.

Hb = freqs(Bb, Ab, w); % Calcul de la r éponse fr équentielle

figure
plot(w, abs(Hb), ’:’);

% Ŕepr ésentation du module de la r éponse fr équentielle en fonction de la
% pulsation

hold on

% Calcul du filtre de Chebyshev de type I
Rp = .5;

% Fixe l’amplitude des oscillations de l’amplitude de la r éponse
% fr équentielle dans la bande passante. unit é dB

[Bc1,Ac1] = cheby1(n, Rp, wn, ’s’);
% Calcul du filtre de Chebyshev analogique de type I
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% Calcul de la r éponse fr équentielle du filtre de Chebyshev de type I
Hc1 = freqs(Bc1, Ac1, w); % Calcul de la r éponse fr équentielle
plot(w, abs(Hc1));

% Calcul du filtre de Chebyshev de type II
Rs = 20;

% Permet de fixer l’amplitude des oscillations de l’amplitude
% de la r éponse fr équentielle dans la bande de r éjection. Unit é dB

[Bc2,Ac2] = cheby2(n, Rs, wn, ’s’);
% Calcul du filtre de Chebyshev analogique de type II

% Calcul de la r éponse fr équentielle du filtre de Chebyshev de type II
Hc2 = freqs(Bc2, Ac2, w); % Calcul de la r éponse fr équentielle
plot(w, abs(Hc2), ’-.’);

% Calcul du filtre elliptique
[Bce,Ace] = ellip (n, Rp, Rs, wn,’s’);

% Calcul de la r éponse fr équentielle du filtre elliptique
Hce = freqs(Bce, Ace, w);
plot(w, abs(Hce), ’--’);
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Chapitre 4

Autocorr élation et intercorr élation des
signaux d́eterministes

Ce chapitre est consacré à une caractérisation des signaux basée sur l’́energie et sur la puis-
sance. Cette caractérisation permet d’introduire les notions d’autocorrélation et d’intercorŕelation.
Ces deux notions ont des applications nombreuses. Les plus directes sont probablement :

– L’extraction d’informations sur un signal utile par autocorrélation : la ḿethode pŕesent́ee
dans ce chapitre est complémentaire de la ḿethode de filtrage fréquentiel pŕesent́ee cha-
pitre 3 ;

– La mesure de distances et/ou de temps par intercorrélation : la ḿethode pŕesent́ee dans ce
chapitre est exploitée dans les radars, sonars et autres GPS.

4.1 Energie et puissance

4.1.1 D́efinition

Les différentes grandeurs discutées dans ce texte sont définies math́ematiquement dans le ta-
bleau 4.1, page 102 pour les signaux continus ; les principales relations y sont́egalement pŕesent́ees.

Les signaux peuventêtre clasśes en :

– Signauxx à énergieEx finie, ce qui correspond aux signaux deL2(R) :

Ex =

∫ +∞

−∞
|x(t)|2dt <∞.

On peut les interpréter comme les signaux qui sont “temporellementéphem̀eres”1.

– Signauxx à puissancePx finie :

Px = lim
T→∞

(
1

T

∫ +T/2

−T/2

|x(t)|2dt

)
<∞.

C’est une classe très large de signaux. On peut les interpréter comme les signaux “tempo-
rellement persistants”2.

1Cette dernìere phrase n’est pas une définition formelle mais une interprétation qualitative.
2Cette dernìere phrase n’est pas une définition formelle mais une interprétation qualitative.
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Energie finie Puissance finie

Définition Ex =

∫ +∞

−∞
|x(t)|2dt <∞ Px = lim

T→∞

(
1

T

∫ +T/2

−T/2

|x(t)|2dt

)
<∞

Echange Exy =

∫ +∞

−∞
x(t)y(t)dt Pxy = lim

T→∞

(
1

T

∫ +T/2

−T/2

x(t)y(t)dt

)

Densit́e spectrale
Sx(ν)

d’énergie :

|X(ν)|2

de puissance :

lim
T→∞

1

T
|X(ν, T )|2

X(ν, T ) = F [x. rect(•/T )]

Densit́e spectrale
interspectre

Sxy(ν)

d’énergie :

X(ν)Y (ν)

de puissance :

lim
T→∞

1

T
X(ν, T )Y (ν, T )

Intercorŕelation Rxy(τ) =

∫ +∞

−∞
x(t + τ)y(t)dt Rxy(τ) = lim

T→∞

(
1

T

∫ +T/2

−T/2

x(t + τ)y(t)dt

)

F [Rxy] = Sxy F [Rxy] = Sxy

Autocorŕelation Rx(τ) =

∫ +∞

−∞
x(t + τ)x(t)dt Rx(τ) = lim

T→∞

(
1

T

∫ +T/2

−T/2

x(t + τ)x(t)dt

)

Rx(0) = Ex Rx(0) = Px

F [Rx] = Sx F [Rx] = Sx

TAB . 4.1 – Signaux continus
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Par d́efinition, la puissance d’un signalà énergie finie est forćement nulle.

Exemplesélémentaires Le signal continux = rect est un signal̀a énergie finie dont l’́energie
vaut 1. Le signal continux = Γ est un signal̀a puissance fini dont la puissance vaut1

2
.

On d́efinit l’ énergie (respectivement la puissance)Exy (resp.Pxy) échanǵee entre deux signaux
x ety, ce qui donne :

– x ety à énergie finie :

Exy =

∫ +∞

−∞
x(t)y(t)dt.

– x ety à puissance finie :

Pxy = lim
T→∞

(
1

T

∫ +T/2

−T/2

x(t)y(t)dt

)

On peut interpŕeter la quantit́e Exy comme le produit scalaire entre le signalx et le signaly.
Intuitivement, un produit scalaire donne un degré de similitude entre deux́eléments. Pour deux
signaux l’́energie d’́echange mesure-t-elle bien leur similitude ?

Exemple Pour donner deśeléments de ŕeponse, on prend les deux signauxx et y repŕesent́es
figure 4.1. Ces deux signaux sontà énergie finie. Le signaly est en ŕealit́e le signalx décaĺe dans
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FIG. 4.1 – Signauxx ety
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le temps. Pour ces deux signaux,Exy = 0 : on ne retrouve pas cette similitude dans l’énergie
d’échange. Pour la voir apparaı̂tre, il aurait fallu calculer le produit scalaire, en décalant un des
deux signaux de telle façoǹa ce que leurs motifs coı̈ncident : d’òu la notion d’intercorŕelation
introduite ci-dessous.

4.1.2 Intercorrélation et autocorrélation

L’ énergie (resp. la puissance)échanǵee obtenue en décalant le premier signal deτ secondes
est appeĺee intercorŕelationRxy(τ) : il s’agit donc d’une ǵeńeralisation de l’́energie (resp. la puis-
sance)́echanǵee. Pour les signaux continusà énergie finie :

∀τ ∈ R, Rxy(τ) =

∫ +∞

−∞
x(t + τ)y(t)dt.

Mathématiquement, cela s’interprète comme le produit scalaire entre le premier signal décaĺe et le
second signal. Comme préćedemment discuté, un produit scalaire entre deux vecteurs mesurant un
degŕe de similitude entre ces deux vecteurs, l’intercorrélation est une mesure de similitude entre
deux signaux.

Deux signauxx ety serontindépendantss’il n’y a aucun lien entre eux. S’il existe un lien alors
celui-ci doit d́ependre du d́ecalage temporel entre ces deux signaux. Ils seront donc indépendants
si :

∀τ ∈ R, Rxy(τ) = constante.

On peut montrer que dans ce cas, l’intercorrélation est́egale au produit de la moyenne dex par la
moyenne dey. Si la moyenne d’un des deux signaux est nulle alors l’intercorrélation est nulle.

L’ étude de la similitude d’un signalx avec lui-m̂eme revient̀a d́eterminer l’intercorŕelation de
ce signal avec lui-m̂eme. On parle d’autocorŕelation: elle est not́eeRx.

– Six està énergie finie :

∀τ ∈ R, Rx(τ) =

∫ +∞

−∞
x(t + τ)x(t)dt.

– Six està puissance finie :

∀τ ∈ R, Rx(τ) = lim
T→∞

(
1

T

∫ +T/2

−T/2

x(t + τ)x(t)dt

)

L’autocorŕelation enτ = 0 correspond̀a l’énergie (resp. la puissance) du signal :Rx(0) = Ex

(resp.Rx(0) = Px).

Propri été L’autocorŕelation d’un signal ṕeriodique est ṕeriodique et paire.

Exemples Pour le signal continux défini par

∀t ∈ R, x(t) = A sin(2πν0t + φ)

on a :

∀τ ∈ R, Rx(τ) =
A2

2
cos(2πν0τ) (4.1)

Rx est bien une fonction ṕeriodique de fŕequenceν0. Par contre, elle est indépendante du d́ephasage
φ.
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Exercice Etablir l’expression (4.1).

4.1.3 Densit́es spectrales

Pour les signaux̀a énergie finie, d’apr̀es le th́eor̀eme de Parseval Plancherel (théor̀eme 2.4.2,
page 31), il est possible de calculer l’énergie d’un signal̀a partir de son spectre :

Ex =

∫ +∞

−∞
|x(t)|2dt =

∫ +∞

−∞
|X(ν)|2dν.

L’ énergie est donc obtenue en intégrantSx(ν) = |X(ν)|2 qui est appeĺee Densit́e Spectrale
d’EnergieouDSE. Elle s’interpr̀ete comme la ŕepartition de l’́energie en fonction de la fréquence3.

On peut d́emontrer que la DSE d’un signal correspondà la transforḿee de Fourier de l’auto-
corŕelation de ce signal4 :

Sx = F [Rx].

Dans le cas de signaux (continus)à puissance finie laDensit́e Spectrale de Puissanceou DSP5 se
définit par :

Sx(ν) = lim
T→∞

1

T
|X(ν, T )|2

avecX(ν, T ) = F [x. rect(•/T )](ν), ce qui correspond au spectre dex sur lequel on a appliqúe
une fen̂etre rectangulaire. De plus, on aSx = F [Rx].

La transforḿee de Fourier de l’intercorrélation correspond̀a la densit́e spectrale interspectre
d’énergie qui est d́efinie par le produit des spectres en amplitude de la transformée de Fourier des
signauxx ety (fenêtŕes pour deux signaux̀a puissance finie) :

X(ν)Y (ν) et lim
T→∞

1

T
X(ν, T )Y (ν, T )

Ces grandeurs ont un grand intér̂et pour l’́etude d’un syst̀eme de convolution : lorsquex et
y sont respectivement l’entrée et la sortie du système de convolution continu, on a, voir le ta-
bleau 4.2 :

– La densit́e spectrale interspectre dex et y est le produit de la réponse fŕequentielle du
syst̀eme de convolution par la densité spectrale dex :

Syx(ν) = H(ν)Sx(ν).

– La densit́e spectrale dey est le produit de la réponse fŕequentielle en amplitude au carré du
syst̀eme de convolution par la densité spectrale dex :

Sy(ν) = |H(ν)|2Sx(ν).

3Tout comme|x(t)|2 donne la ŕepartition de l’́energie en fonction du temps.
4

Rx(τ) =

∫ +∞

−∞
x(t + τ)x(t)dt = x ⋆ x(−•)(τ).

Par suite, en prenant la transformée de Fourier de l’égalit́e pŕećedente :

F [Rx](ν) = X(ν).X(−ν) = |X(ν)|ei arg(X(ν)).|X(ν)|e−i arg(X(ν)) = |X(ν)|2.

5Ne pas confondre DSP et DSP : DSP en Anglais signifie Digital Signal Processing : traitement de signal digital...
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Continu

y = h ⋆ x

Syx(ν) = H(ν)Sx(ν)

Sy(ν) = |H(ν)|2Sx(ν)

TAB . 4.2 – Syst̀emes de convolution continus et densités spectrales

4.2 Quelques applications

4.2.1 Autocorrélation appliquée à l’extraction d’information d’un signal
dégradé

Un signalx est transmis puis mesuré par un syst̀eme d’acquisition. Ces différentes oṕerations
entrâınent en ǵeńeral la d́egradation du signal initial. Le signal mesuré xm peut être repŕesent́e
par :

∀t ∈ R, xm(t) = x(t) + b(t)

où le signalb repŕesente l’effet de la d́egradation du signal. Le signalx est normalement un si-
gnal sinusöıdal de fŕequence inconnue. Le signalxm est repŕesent́e figure 4.2. On constate que la
dégradation est telle qu’il est difficile de distinguer un signal sinusöıdal. La question est donc de
savoir si le signal sans dégradation (c’est-à-direx) était bien ṕeriodique, sinusöıdal et si oui quelle
était sa ṕeriode.

Une premìere id́ee serait d’appliquer les ḿethodes de filtrage fréquentiel pŕesent́ees chapitre 3.
Cependant, elles ne peuvent s’appliquer que si les spectres des signauxx et b sont śepaŕes, hy-
poth̀ese qui est peu probablement vérifiée et en tous les cas n’est pas vérifiable. Une hypoth̀ese
plus ŕealiste est de supposer que les signauxx etb sont ind́ependants car résultant de systèmes phy-
siques diff́erents. On peut alors exploiter les propriét́es de l’autocorŕelation et de l’intercorŕelation.

Supposons que le signal mesuré s’́ecrive sous la forme :

∀t ∈ R, xm(t) = A sin(2πν0t + φ) + b(t)

où b est un signal ind́ependant. Si le signal a effectivement cette structure alors son autocorŕelation
s’exprime par :

∀τ ∈ R, Rxm
(τ) =

A2

2
cos(2πν0t) + Rb(τ).

Exercice Démontrer ce ŕesultat.

A l’aide deMatlab , il est possible de calculer une estimation de l’autocorrélationRx(τ) à partir
de la mesure du signal, voir figure 4.3. On observe que l’autocorrélation calcuĺee à partir du
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signal pŕesente bien une composante sinusoı̈daleA2

2
cos(2πν0τ) à laquelle se superpose une valeur

importante enτ = 0. Le signalb serait alors tel que :

{
∀τ ∈ R \ {0}, Rb(τ) = 0

Rb(0) 6= 0

Comment s’interpr̀ete-il ? Le signalb est corŕelé avec lui-m̂eme mais n’est pas corrélé avec lui-
même d́ecaĺe dans le temps. Ceci indiquerait que ce signal ne présente pas de structure ou propriét́e
particulìere (ṕeriodique, etc..). Cela est cohérent avec le fait que ce signal représente la d́egradation
introduite par des sources multiples (systèmes de transmission, systèmes de mesure, etc..). Le reste
de la courbe représent́ee figure 4.3 est une fonction cosinus d’amplitude 0.5 et de période 50 s.
Cela correspondrait̀a un signal sinusoı̈dalν0 = 1

50
Hz d’amplitudeA telle que :

A2

2
= 0.5

soitA = 1.

4.2.2 Intercorrélation appliquéeà la mesure d’un temps de propagation

C i b l e

x

y

FIG. 4.4 – D́etermination d’une distance : exemple d’applications (seconde figure extraite de
http ://www.outilpro.com, troisìeme de http ://axiomcafe.fr/la-revolte-des-papillons]

L’intercorrélation est souvent appliquée pour la d́etermination d’un temps de propagation. Ceci
est exploit́e par exemple par les radars et les sonars ou encore les télémètres et les chauve-souris,
voir Figure 4.4. L’int́er̂et est l̀a de d́eterminer la distancèa laquelle se trouve un objet appelé cible.
Pour cela, ońemet un signalx sous la forme d’une onde. Après ŕeflexion, unéchoy revient vers
l’ émetteur, voir figure 4.4. Le principe est que connaissant lavitesse de propagation de l’onde,
le tempsécouĺe entre l’́emission et la ŕeception permet de déterminer la distance. Cependant, la
présence de bruit dans le signaly rend difficile la mesure du temps, voir figure 4.5. Si on calcule
à partir des valeurs dex et dey l’autocorŕelation dex et l’intercorŕelation entrex et y, on obtient
les courbes représent́ees figure 4.6.



G. SCORLETTI VERSIONPROVISOIRE DU27 JUILLET 2012 109

0 1000 2000 3000 4000 5000
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

t

x(
t)

0 1000 2000 3000 4000 5000
−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

t

y(
t)

FIG. 4.5 – Signalx émis ety reçu
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Interpŕetons ces ŕesultats. On fait l’hypoth̀ese que

∀t ∈ R, y(t) = ax(t− tp) + b(t)

aveca < 1 un coefficient d’att́enuation, avectp le temps de parcours pour effectuer l’aller-retour
et b un signal de valeur moyenne nulle et indépendant dex. On a alors :

∀τ ∈ R, Rxy(τ) = aRx(τ + tp)

Exercice Démontrer ce ŕesultat.

Par suite, l’intercorŕelationRxy, à un facteur multiplicatif pr̀es, correspond̀a Rx translat́ee de
−tp. On d́eduit donc de la figure 4.6, droite quetp = 600.

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, áet́e pŕesent́ee une ḿethode qui peut s’appliquer̀a l’extraction des in-
formations sur un signal utile. Elle est complémentaire des ḿethodes pŕesent́ees dans le cha-
pitre 3 puisque les hypothèses de mise en œuvre sont différentes. Cependant, ses possibilités sont
moindres puisqu’on n’extrait pas totalement le signal : parexemple dans le cas d’un signal si-
nusöıdal à extraire, si on peut déterminer sa fŕequence, on ne peut pas déterminer son d́ephasage.

Les signaux consid́eŕes dans ce chapitre sont dits déterministes : un signalx est ditdéterministe
si, à chaque instantt, sa valeurx(t) peutêtre d́etermińee de façon certaine par un modèle math́ema-
tique. Exemple :

∀t ∈ R, x(t) = A sin(2πt).

Il est clair que ces signaux ne peuvent pas représenter l’ensemble des signaux réels. Nous verrons
dans le chapitre 7 que les signaux aléatoires constituent un ensemble de signaux plus satisfai-
sant de ce point de vue là. Le grand int́er̂et est que la notion d’énergieà puissance finie permet
d’étendre les ḿethodes pŕesent́ees dans ce chapitre aux signaux aléatoires. Le plus grand réalisme
des signaux aléatoires permettra en plus d’aborder dans le chapitre 7 une méthode de ǵeńeration
de son qui sera appliquéeà la t́eléphonie mobile.



Chapitre 5

De l’analogique au nuḿerique

FIG. 5.1 – Principe de la compression MP3

Dans le chapitre 3, l’introduction du filtrage fréquentiel áet́e motiv́ee par la compression MP3
où il est ńecessaire de sélectionner les composantes d’un signal appartenantà certains intervalles
de fŕequences, voir figure 5.1. Cependant, le filtrage fréquentiel qui áet́e pŕesent́e ne peut s’appli-
quer qu’aux signaux en temps continu (ce qui comprend les signaux analogiques). La compression
MP3 s’effectue en ŕealit́e sur des signaux́echantillonńes qui sont un cas particulier de signaux en
temps discret, voir figure 5.2. Peut-onétendre le filtrage fŕequentiel aux signaux discrets et plus
particulìerement aux signaux́echantillonńes ?

x x *

FIG. 5.2 – Signaĺechantillonńe

D’autre part, dans de nombreuses expériences, il est ńecessaire de déterminer exṕerimentalement
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le spectre d’un signal physique (donc analogique)à partir de la mesure faite par un système d’ac-
quisition, cette mesure se présentant en ǵeńeral comme un signal discret. Est-il possibleà partir
de ce signal discret d’estimer le spectre du signal analogique de d́epart ?

Pour donner deśeléments de ŕeponseà ces questions, ce chapitre va s’intéresser̀a différentes
questions interḿediaires :

1. Comment peut-on modéliser math́ematiquement un signal discret (section 5.1) ? Comment
se d́efinit la transforḿee de Fourier et de Laplace d’un signaléchantillonńe ? Nous verrons
dans la section 5.1 tout l’intér̂et des distributions.

2. Comment la transforḿee de Fourier d’un signaléchantillonńe est-elle relíeeà la transforḿee
de Fourier du signal analogique correspondant (section 5.2) ? La question est liée au fait
que l’on veut d́eterminer le spectre de signaux« de la nature» (analogique) en utilisant des
syst̀emes technologiques manipulant des signauxéchantillonńes.

3. Comment« correctement» échantillonner un signal analogique ? La question est de choi-
sir la ṕeriode d’́echantillonnageTs de façonà ce que le signaĺechantillonńe ait « autant
d’information» que le signal analogique correspondant (section 5.3).

4. Comment estimer le spectre d’un signal analogiqueà partir de son signaĺechantillonńe sur
un intervalle de temps borné ? Il s’agit ici de pŕesenter les principes de fonctionnement
des analyseurs de spectre (numériques). Pour cela, la transformée de Fourier discrète sera
introduite et son applicatioǹa cette question sera présent́ee dans la section 5.4.

5.1 Modélisation d’un signal discret par peigne de Dirac

Dans le chapitre 2, la relation (2.13) aét́e pŕesent́ee : pour une fonctionx,

x.δt0 = x(t0).δt0 .

L’impulsion de Dirac permet donc d’« extraire»
1 la valeur d’un signal (analogique)x à un instant

donńe t0. Il semble envisageable de l’adapter pour modéliser le signaĺechantillonńe {x(kTs)}k
issu de l’́echantillonnagèa la ṕeriodeTs du signal analogiquex puisqu’́echantillonner un signal
analogique consistèa extraire ses valeurs aux instantskTs.

Le signaléchantillonńe prend la valeurx(kTs) à l’instantkTs : l’id ée est de le mod́eliser par
une impulsion de DiracδkTs

pond́eŕee parx(kTs). L’ensemble du signaĺechantillonńe peutêtre
alors repŕesent́e par une distributionx∗, voir figure 5.3 :

x∗ =
∞∑

k=−∞
x(kTs).δkTs

. (5.1)

5.1.1 Transformée de Fourier d’un signal discret

On peut obtenir l’expression de la transformée de Fourier de la distribution distribution définie
par (5.1). Par lińearit́e et continuit́e de la transformation, on obtient alors :

F [x∗] =
+∞∑

k=−∞
x(kTs)F [δkTs

].

1C’est le ĉoté« appareil photo» de l’impulsion de Dirac.
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FIG. 5.3 – Signaĺechantillonńe et mod́elisation avec peigne de Dirac

D’après (2.17), on aF [δkTs
](ν) = e−2πikTsν . Par suite, la transforḿee de Fourier d’un signal

discret s’exprime par :

∀ν ∈ R, F [x∗](ν) =
+∞∑

k=−∞
x(kTs)e

−2πikTsν . (5.2)

Pour ḿemoire, pour le signal analogiquex, on avait :

∀ν ∈ R, F [x](ν) =

∫ +∞

t=−∞
x(t)e−2πitνdt.

Noter que les deux expressions ont une structure similaire.

5.1.2 Transformée en Z d’un signal discret

On peut obtenir l’expression de la transformée de Laplace de la distribution définie par (5.1).
En proćedant comme pour la transformée de Fourier, on obtient, pours ∈ C telle que l’expression
ci-dessous est bien définie :

L[x∗](s) =
+∞∑

k=−∞
x(kTs)e

−kTss.

En posantz = eTss, on d́efinit ainsi latransforḿee en Z2 (voir figure 5.4) du signal discretx∗ :

Z[x∗](z) =
+∞∑

k=−∞
x(kTs)z

−k (5.3)

Elle est aussi notéeX(z). La variablez joue pour les signaux discrets le rôle de la variable de
Laplaces pour les signaux continus. Cette définition correspond̀a la transforḿee en Z bilat́erale.

2 La transforḿee en Z d’un signal discretétant une śerie infinie, la question se pose de la convergence de cette
série et donc de l’existence de la transformée en Z. La śerie ne converge que pour certaines valeurs dez, ces valeurs
formant dans le plan complexe un anneau.
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FIG. 5.4 – D’un Z qui veut dire... Laplace (au changement de variable pr̀esz = eTss)

De même, on peut d́efinir unetransforḿee en Z monolatérale:

Z[x∗](z) =
+∞∑

k=0

x(kTs)z
−k. (5.4)

Lin éarité La transforḿee en Z est lińeaire : poura et b deux ŕeels :

Z[ax∗ + by∗] = aZ[x∗] + bZ[y∗].

Translation temporelle Soit le signal discrety∗ qui correspond au signal discretx∗ retard́e de
r périodes d’́echantillonnage. Il est alors défini par :

y∗ =
∞∑

k=−∞
x ((k − r)Ts) .δkTs

où r est un entier naturel. Alors, dans le cas de la transformée en Z bilat́erale :

Y (z) = z−rX(z)

et de la transforḿee en Z monolatérale :

Y (z) = z−rX(z) +
r∑

i=1

x−iz
−(r−i)

5.1.3 Expression d’un signal discret baśee sur un peigne

Exploitons maintenant le fait que le signal discret{x(kTs)}k est obtenu paŕechantillonnage du
signal continux. Le gros int́er̂et de la mod́elisation d’un signaĺechantillonńe baśee sur l’impulsion
de Dirac est que la valeurx(kTs) peutêtre directement obtenue du signalx par multiplication par
l’impulsion de DiracδkTs

, ce qui correspond̀a la relation (2.13) c’est-à-dire :

x(kTs).δkTs
= x.δkTs

.
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(5.1) se ŕeécrit alors :

x∗ = x.

+∞∑

k=−∞
δkTs

.

En introduisant la notation de peigne de Dirac, voir figure 5.53 :
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−0.5

0

0.5

1

1.5

t

x*

Peigne de Dirac

 

 

FIG. 5.5 – Peigne de Dirac

PgnTs
=

+∞∑

k=−∞
δkTs

,

on a alors :
x∗ = x.PgnTs

. (5.5)

Avec cette mod́elisation, un signaĺechantillonńe s’exprime comme le signal continu multiplié par
un peigne de Dirac.

Remarque Si on assimile un signalà une sc̀ene, on peut faire le parallèle entre l’extraction de la
valeur du signal̀a un instant donńe avec la prise d’une photographie, l’impulsion de Dirac jouant le
rôle de l’obturateur de l’appareil photographique. Dans le même ordre d’id́ee, l’échantillonnage
d’un signal analogique se rapproche de la prise de vue cinématographique, le peigne de Dirac
permettant de reproduire l’action d’une caméra vid́eo (qui par exemple enregistre 25 images/s).

5.2 De la transformée de Fourier d’un signaléchantillonné

Nous allons maintenant relier la transformée de Fourier d’un signaléchantillonńe à la trans-
formée de Fourier du signal analogique dont il est issu. En partant de la relation (5.5), la trans-
formée d’un signaĺechantillonńe s’exprime par :

F [x∗] = F [x.PgnTs
] = F [x] ⋆ F [PgnTs

].

3La repŕesentation graphique de cette distribution suggère l’allure d’un peigne (renversé), d’où le nom de peigne
de Dirac.
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Or

F
[

+∞∑

k=−∞
δkTs

]
=

+∞∑

k=−∞
F [δkTs

] =
+∞∑

k=−∞
e−2πikTs•.

D’après la formule sommatoire de Poisson4

+∞∑

k=−∞
e−2πikTs• =

1

Ts

+∞∑

k=−∞
δ k

Ts

.

Par suite,

F
[

+∞∑

k=−∞
δkTs

]
=

1

Ts

+∞∑

k=−∞
δ k

Ts

.

Avec la notation peigne de Dirac, on obtient :

F
[
PgnTs

]
=

1

Ts

Pgn1
Ts

.

Par suite,

F [x∗] = F [x] ⋆
1

Ts

Pgn1
Ts

.

4 Soitf la fonction ṕeriodique de ṕeriode 1 d́efinie par :

∀t ∈ [0, 1], f(t) = −(t− 1

2
)2.

Au sens des distributions, cette fonction peutêtre d́erivée deux fois. La d́erivée premìeref ′ est une fonction ṕeriodique
de ṕeriode 1 telle que :

∀t ∈]0, 1[, f ′(t) = −2(t− 1

2
).

La dérivée seconde est alors donnée par :

f ′′ = −2 + 2

+∞∑

p=−∞
δp

puisquef ′ présente une discontinuité de valeur 2 pourt prenant des valeurs entières relatives.
D’autre part, la fonctionf admet la d́ecomposition en śerie de Fourier suivante :

∀t ∈ R, f(t) = − 1

12
−

+∞∑

1

1

π2n2
cos(2πnt).

Il est ici licite de d́eriver la somme infinie termèa terme puisqu’on op̀ere au sens des distributions, voir la remarque
page 42 ou encore la référence [2, Page 13]. Par suite,

f ′′ = 4
+∞∑

1

cos(2πn•) = 2
+∞∑

k=−∞
ei2πk• − 2.

Par suite, eńegalant les deux expressions de la dérivée seconde def , on obtient la formule de Poisson :

+∞∑

k=−∞
ei2πk• =

+∞∑

p=−∞
δp.

En faisant le changement d’échellet −→ t
Ts

, on obtient :

+∞∑

k=−∞
ei2πk •

Ts = Ts

+∞∑

p=−∞
δpTs

.
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AvecX∗(ν) = F [x∗](ν) etX(ν) = F [x](ν), on a alors :

∀ν ∈ R, X∗(ν) =
1

Ts

+∞∑

m=−∞
X

(
ν − m

Ts

)
. (5.6)

Cette relation occupe une place centrale en traitement (numérique)5 du signal. Cette relation im-
plique que :

La transforḿee de Fourier d’un signal discret est périodique de ṕeriode 1
Ts

.

En effet,

∀ν ∈ R, X∗
(

ν +
1

Ts

)
=

1

Ts

+∞∑

m=−∞
X

(
ν +

1

Ts

− m

Ts

)
.

En posantm′ = m− 1, on a alors :

∀ν ∈ R, X∗
(

ν +
1

Ts

)
=

1

Ts

+∞∑

m′=−∞
X

(
ν − m′

Ts

)
= X∗(ν).

Pourétudier le spectre d’un signal discret, il suffit donc de le connâıtre sur l’intervalle
[
− 1

2Ts
, 1

2Ts

]
,

le resteétant d́eduit de ce motif par ṕeriodisation et multiplication par un facteur. Pour le si-
gnal continu dont le spectre multiplié par1/Ts est repŕesent́e figure 5.6, le spectre du signal
échantillonńe correspondant est représent́e figure 5.7, gauche.

5.3 Théorème de Shannon

Le spectreX∗ du signaléchantillonńe est donc obtenu,̀a un facteur multiplicatif pr̀es 1
Ts

en superposant le spectreX du signal analogiquèa X
(
ν + 1

Ts

)
, le spectreX décaĺe de 1

Ts
, à

X
(
ν + 2

Ts

)
, le spectreX décaĺe de 2

Ts
, etc.. Un cas tr̀es int́eressant est celui où

1. Le support deX est l’intervalle6 [−νmax, νmax], voir figure 5.6 : cela d́efinit un motif ;

2. νmax ≤ 1
2Ts

.

Dans ce cas-là, quand on construit le spectreX∗ en additionnant les différents spectres1
Ts

X

décaĺes de multiples de1
Ts

(périodisation de1
Ts

X), les motifs correspondant aux différents spectres
ne se recouvrent pas, voir figure 5.7, gauche. Par suite, la fonction motif d́efinie par :





∀ν ∈
[
− 1

2Ts
, 1

2Ts

]
TsX

∗(ν)

∀ν ∈ R \
[
− 1

2Ts
, 1

2Ts

]
0

est alors en ŕealit́eX, la transforḿee de Fourier du signalx. Puisqu’un signal est complètement ca-
ract́eriśe par son spectre et que dans ce cas, il est possible d’obtenirle spectre du signal analogique
à partir du spectre du signaléchantillonńe : on peut donc th́eoriquement reconstituer le signal ana-
logiqueà partir du signaĺechantillonńe correspondant. Le spectre du signaléchantillonńe et le

5Le terme nuḿerique fait ŕeférencèa la branche du traitement du signal consacrée aux signaux discrets et notam-
mentéchantillonńes.

6νmax est le plus petit ŕeel positif tel que∀ν ∈ R \ [−νmax, νmax], X(ν) = 0.
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FIG. 5.6 – Spectre1/TsX à support borńe [−νmax, νmax]

spectre du signal correspondant coı̈ncidant sur l’intervalle
[
− 1

2Ts
, 1

2Ts

]
, le signal analogique peut

être obtenùa partir du signaĺechantillonńe par application d’un filtre passe-bas idéal de fŕequence
de coupure 1

2Ts
. Nous discuterons plus en détails de cette d́emarche dans ce qui suit.
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FIG. 5.7 – Spectre d’un signaléchantillonńe sans (gauche) et avec (droite) recouvrement

Par contre, dans le cas où νmax > 1
2Ts

, la ṕeriodisation de1
Ts

X entrâıne unrecouvrementdes
diff érents motifs, voir figure 5.7, droite. La conséquence est que :

∃ν ∈
[
− 1

2Ts

,
1

2Ts

]
, X(ν) 6= TsX

∗(ν).

Il n’est donc plus possible de reconstituer le signal analogique à partir du signaĺechantillonńe.
Les deux cas sont illustrés par la figure 5.7. L’application de la reconstitution dansle cas du
recouvrement produit alors un signal différent du signal analogique de départ, voir figure 5.8. Les
diff érents cas de figure sont représent́es figure 5.9.
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Support GSM Mini DV CD audio

Fréquence
d’échantillonnage 8000 32000,48000 44100

(Hz)

TAB . 5.1 – Fŕequences d’échantillonnage pour le son dans différents syst̀emes “grand public”

5.3.1 L’enseignement de Shannon

Théorème 5.3.1 (Th́eorème de Shannon)7 Un signalx réel dont le support de la transformée
de Fourier est contenu dans l’intervalle[−νmax, νmax] est entìerement d́etermińe par ses valeurs
enkTs où k est un entier relatif si, avecνs = 1

Ts
:

νmax < 1
2
νs ⇔ νs > 2νmax (5.7)

La fréquence2νmax est la fŕequence d’́echantillonnage critique. Elle indique la fréquence d’́echantillonnage
minimale d’un signal analogique nécessaire pour conserver l’information utile dans le signal
échantillonńe. Dans le cas d’un signal sinusoı̈dal, cela correspond̀a échantillonner au minimum
deux valeurs par ṕeriode. La fŕequence1

2
νs est souvent appeléefréquence de Nyquistou fréquence

de Shannon.

Remarque En pratique, le support du spectre d’un signalx n’est ǵeńeralement pas limité à un
intervalle[−νmax, νmax] fini, ce qui correspond̀aνmax = +∞ : la condition (5.7) du th́eor̀eme de
Shannon ne peut donc pasêtre satisfaite. Par contre, on a géńeralement :

lim
|ν|→+∞

|X(ν)| = 0.

Par suite, il existe une fréquenceνexp
max finie telle que :∀ν ∈ R\ [−νexp

max, νexp
max], |X(ν)| ≈ 0. Il est

donc possible d’appliquer le théor̀eme de Shannon de façon approchée en prenant la condition :
νs ≥ 2νexp

max.

Le tableau 5.1 donne des ordres de grandeur des fréquences d’échantillonnage utiliśees dans les
syst̀emes “grand public” pour les signaux sonores.

Exemple On échantillonne le signal analogique :∀t ∈ R, x(t) = sin(2πt) à la fŕequence
d’échantillonnageνs = 1.05 Hz. Le ŕesultat obtenu est représent́e figure 5.10. Interpréter.

7Claude Shannon (1916-2001) est un ingénieurélectricien et math́ematicien aḿericain. Il est particulìerement
connu pour le d́eveloppement de la théorie de l’information au sein des Laboratoires Bell - Bell Telephone Labora-
tories ou AT&T Bell Laboratories. Ils font actuellement partie du centre de recherche et développement d’Alcatel-
Lucent. Le th́eor̀eme pŕesent́e ici est aussi appelé th́eor̀eme de Nyquist-Shannon, car Harry Nyquist qui travaillait
aussi au sein des laboratoires Bell avait avant Shannon ennoncé ce ŕesultat. Claude Shannon est sans aucun doute l’un
des p̀eres fondateurs de la science du signal. La diversité de ses travaux y compris les plus “ludiques” illustre bien
l’universalit́e et la versatilit́e de cette science. Son mémoire de Master (équivalent du TFE centralien) a permis de
développer l’utilisation de l’alg̀ebre de Boole pour l’étude des circuits̀a relais. Sa th̀ese a d’autre part́et́e consacŕee
à une approche algébrique de la ǵeńetique de Mendel. Ses travaux les plus fameux portent sur l’élaboration d’une
théorie math́ematique de la communication. Cependant,à ĉoté de cela, il a meńe des travaux sur la jonglerie (son
dernier article scientifique s’intitule “Scientific aspects of juggling”) ou il a encoréelaboŕe une machine résolvant le
Rubik’s cube.
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FIG. 5.10 – Signal analogiquex (trait continu) et signaĺechantillonńe (points)àνs = 1.05 Hz

Exercice On consid̀ere le signal sinusoı̈dalx défini par :

∀t ∈ R, x(t) = sin(2π.1000.t).

Onéchantillonne ce signalà la fŕequenceνs = 44100Hz, ce qui donne le signaléchantillonńex∗
Ts

d’échantillonxk où Ts = 1
νs

s.

1. La condition du th́eoreme de Shannon est-elle satisfaite ? Si oui, quelle en estla conśequence ?

2. On construit un signal discrety∗
NTs

oùN est un entier naturelà partir du signaĺechantillonńe
x∗

Ts
de la façon suivante :

∀k, yk = xNk

ce qui revient̀a prendre uńechantillon surN de{xk}k. On parle desous-́echantillonnage
ou down sampling en Anglais. On envoie vers un haut parleur les signauxx∗

Ts
, y∗

10Ts
et

y∗
30Ts

, voir le tableau 5.2. Ecouter le résultat obtenu. Que constatez-vous ? Interprétez les
diff érences notables qui apparaissent entre certains signaux en vous inspirant des raisonne-
ments effectúes dans cette section. Le lecteur intéresśe pourra ǵeńerer ces signaux grâce au
sch́ema Simulink repŕesent́e figure 5.11 et disponible sur le serveur pédagogique.

Cliquer pourécouter
x∗

Ts

Cliquer pourécouter
y∗

10Ts

Cliquer pourécouter
y∗

30Ts

TAB . 5.2 – Sons associés aux signauxx∗
Ts

, y∗
10Ts

ety∗
30Ts

5.3.2 De l’art de bienéchantillonner

Les signaux analogiquesà échantillonner ne sont pas les signaux physiques eux-mêmes mais
leur mesure par des capteurs. Tout phénom̀ene de mesure s’accompagne d’un altération que l’on
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FIG. 5.11 – Sch́ema Simulink pour ǵeńerer les sons
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FIG. 5.12 – Effet du bruit
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appelle ǵeńeralement bruit : la conséquence est que m̂eme si le support du spectre du signal
est bien borńe et de la forme[−νmax, νmax], il est improbable que le support du spectre de la
mesure du signal soit borné, un bruit modifiant de façon notable le spectre du signal enhautes
fréquences, voir figure 5.12. La solution est d’introduire un filtre passe-bas avant l’échantillonnage
de fŕequence de coupureνmax, voir figure 5.13. Ce filtre qui est forcément analogique est appelé
filtre anti-repliement. Il permet d’́eviter le recouvrement et́elimine l’effet des bruits en hautes
fréquences.

mesu re  de  x ( t )x ( t )

b ( t )

+

+

C A P T E U R

x
k

T s

FIG. 5.13 – Principe de la chaı̂ne d’acquisition d’un signal continu et de sa transformation en
signaléchantillonńe

5.3.3 De l’art de reconstituer un signal continuà partir du signal échantillonné

On suppose que la condition (5.7) du théor̀eme de Shannon est satisfaite. Comme on l’a vu
dans la section préćedente, la reconstitution du signal continuà partir du signaĺechantillonńe est
baśee sur le fait que

– La transforḿee de Fourier du signal continu estégaleà la transforḿee de Fourier du signal
échantillonńe multipliée par la ŕeponse fŕequentielle d’un filtre passe-bas idéal de fŕequence
de coupureνs :

∀ν ∈ R, X(ν) = TsX
∗(ν) rect (Tsν) .

– En utilisant la transforḿee de Fourier inverse,x = F−1[X], cette expression devient dans
le domaine temporel :

x = Tsx
∗ ⋆ νs sinc(νs•) =

+∞∑

k=−∞
x(kTs).δkTs

⋆ sinc(νs•)

et donc

∀t ∈ R, x(t) =
+∞∑

k=−∞
x(kTs) sinc (νs(t− kTs)) .

Cette dernìere formule donne une ḿethode explicite pour d́eterminer le signal analogiquex
connaissant tous leśechantillonsx(kTs) : x est obtenùa partir du signaĺechantillonńe par appli-
cation d’un filtre id́eal passe-bas de fréquence de coupure1

2
νs, voir figure 5.14. Elle souffre de

plusieurs inconv́enients majeurs. D’une part, pour obtenir la valeur dex à l’instantt, x(t), il est
nécessaire de connaı̂tre tous leśechantillonsx(kTs), y compris ceux qui sont après l’instantt et
donc dans le futur. La reconstruction n’est donc pas causale, ce qui est coh́erent avec l’utilisation
d’un filtre passe-bas id́eal : nous avons vu dans le chapitre préćedent que l’inconv́enient majeur de
ce filtre est qu’il n’est pas causal. De plus, le nombre total d’ échantillons ńecessaires pour le calcul
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x( t ) x
k

T s

x( t )

FIG. 5.14 – Principe de la reconstitution d’un signal continuà partir du signaĺechantillonńe

dex(t) est infini ! Une telle expression ne peut doncêtre utile qu’appliqúee en temps diff́eŕe8 sur
des signaux possédant un nombre fini d’échantillons non nuls. La séance de TD 5 est consacrée
à l’étude d’une ḿethode applicable en temps réel etéconomique en nombre de calculà effec-
tuer pour reconstituer une approximation du signal analogique à partir du signaĺechantillonńe
correspondant. Cette ḿethode est par exemple appliquée dans les lecteurs CD.

5.4 De la transformée de Fourier discr̀ete aux analyseurs de
spectre nuḿeriques

Dans les chapitres préćedant, nous avons vu l’importance de l’analyse spectrale pour la ca-
ract́erisation des signaux, cette analyse reposant sur la détermination de la transforḿee de Fourier
du signal. C’est pour cela que l’analyse spectrale est utilisée dans de nombreuses applications liées
par exemple au traitement du son (par exemple codage MP3),à l’étude du comportement vibra-
toire de syst̀emes ḿecaniques, etc... La question de sa mise en œuvre pratique est donc cruciale.

Dans les exemples académiques d’analyse spectrale que nous avons pu aborder, il s’agis-
sait de signaux pour lesquels on avait une expression analytique explicite. De plus, ces signaux
étaientélémentaires : l’expression analytiqueétait alors suffisamment simple pour permettre de
déterminer par calcul formel la transformée de Fourier du signal.

Malheureusement, les applications sont en géńeral beaucoup trop complexes pour qu’une telle
démarche puissêetre appliqúee : souvent, on ne connait pas d’expression analytique du signal et si
on en connaissait une9, elle serait probablement beaucoup trop complexe pour pouvoir déterminer
par calcul formel sa transforḿee de Fourier. Puisque le calcul formel ne peut pasêtre mis en
œuvre, il est ńecessaire de recourir au calcul numérique.

Un cas typique d’application est la réalisation de l’analyse spectrale d’un signal physique
à partir de son acquisition (ou mesure). La situation est résuḿee par la figure 5.15. Un signal
physique est un signal analogique, c’est-à-dire une fonctionx définie surR (trait fin sur la figure).
Il est mesuŕe au cours d’une expérience qui dure un tempsTa : cela permet de d́efinir la fonction
xTa

qui est suppośee être nulle en dehors de l’intervalle de temps sur lequel la mesure aét́e
effectúee etégal à x sur l’intervalle de temps de mesure (traitépais sur la figure). Cependant,
la mesureétant effectúee par un dispositif technologique, au vu des technologies actuelles, le
signal mesuŕe sera en ŕealit́e le signal discretx∗

Ta
obtenu paŕechantillonnage du signalxTa

(les

8Le calcul des valeursx(t) n’est fait que quand tous leśechantillonsx(kTs) ont ét́e mesuŕes : la conśequence
pratique est que le valeurx(t) ne peut̂etre calcuĺee qu’̀a un instantt1 > t.

9A supposer qu’elle existe.
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échantillons du signal discret sont les points rouges de la figure). Puisque l’on ne dispose que du
signal discretx∗

Ta
pour estimer le spectre du signalx, se posent deux questions :

1. Peut-on estimer correctement le spectre dex à partir dex∗
Ta

? Si oui, sous quelles condi-
tions ?

2. Comment calculer “efficacement” le spectre d’un signal discretà support temporel borné tel
quex∗

Ta
?

Pour ŕepondrèa la premìere question, il est ńecessaire de comparer les spectres dex, xTa
et

x∗
Ta

. Comme cela áet́e étudíe dans la section 3.5, page 87, le passage dex à xTa
correspond̀a

une oṕeration de fen̂etrage rectangulaire, ce qui entraı̂ne forćement une d́egradation du spectre,
dégradation qui peut̂etre diminúee par application sur le signalxTa

d’une fen̂etre adapt́ee telle
que la fen̂etre de Hanning ou la fenêtre de Hamming. Le spectre du signal correspondantxTa

auquel un fen̂etrage approprié aét́e appliqúe constitue une estimation du spectre dex. Nous ver-
rons dans la sous-section 5.4.3 que le fenêtrage peut̂etre effectúe sur le signalx∗

Ta
obtenu apr̀es

échantillonnage dexTa
. Enfin, d’apr̀es la section pŕećedente, si la ṕeriode d’́echantillonnage peut

être choisie conforḿement au th́eor̀eme 5.3.1 (Th́eor̀eme de Shannon), le spectre dexTa
peutêtre

compl̀etement reconstitúe à partir du spectre dex∗
Ta

. En conclusion, il est donc possible d’obtenir
une estimation du spectre dex à partir dex∗

Ta
, à condition de choisir une période d’́echantillonnage

qui satisfait le Th́eor̀eme de Shannon et d’effectuer une opération de fen̂etrage surx∗
Ta

.

La seconde question est abordée dans la sous-section suivante. Pour l’ingénieur, l’efficacit́e
est unélément crucial pour la mise en œuvre de l’analyse spectrale : le spectre du signal doit
être calcuĺe avec un côut le plus faible possible, le coût étant mesuŕe par le nombre d’oṕerations
arithmétiques effectúees. Or le nombre d’échantillons non nuls dex∗

Ta
peut être extr̂emement

important. Par exemple, comme nous l’avons vu en introduction du chapitre 3, la mise en œuvre
de la compression MP3 est basée sur des analyses spectrales effectuées sur le soǹa compresser
découṕe par intervalles de temps. D’après le tableau 5.1, la période d’un signal sonore pour un
CD est de 44100 Hz, ce qui veut dire qu’une minute de musique sur1 CD est repŕesent́ee par
N = 2 millions 646 milles échantillons ! Pour que la compression MP3 s’execute en un temps
raisonnable, il est donc impératif de diminuer au maximum le coût de l’analyse spectrale.

Comme la relation entre le spectre dex et le spectre dexTa
dans la section 3.5 ainsi que le

traitement̀a appliquer̀axTa
pour obtenir un signal dont le spectre est une meilleure estimation du

spectre dex que celle donńee par le spectre dexTa
, la sous-section suivante vaétudier l’estimation

efficace du spectre dexTa
à partir deśechantillons dex∗

Ta
. De façonà alĺeger les notations,xTa

est
not́ex, ce qui revient̀a supposer quex est un signal̀a support temporel borné.

5.4.1 TFD pour le calcul du spectre de signaux̀a support fini

Soit un signal continux tel que∀t ∈ R\[0, Ta[, x(t) ≈ 0. Ce signal est mesuré etéchantillonńe
avec une ṕeriode d’́echantillonnageTs sur l’intervalle de temps[0, Ta[. Le temps d’acquisitionTa

du signal est supposé être un multiple entier deTs : Ta = NTs. Le signaléchantillonńe obtenu est
donńe par :

x∗ =
+∞∑

k=−∞
x(kTs).δkTs

=
N−1∑

k=0

x(kTs).δkTs
.

D’après (5.2), la transforḿee de Fourier du signaléchantillonńe est donńee par :

∀ν ∈ R, F [x∗](ν) =
N−1∑

k=0

x(kTs)e
−2πikTsν . (5.8)
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Cas òu il n’y a pas repliement de spectre En l’absence de repliement, d’après la section 5.3,

∀ν ∈
[
− 1

2Ts

,
1

2Ts

]
, X(ν) = TsX

∗(ν)

et donc (5.8) donne :

∀ν ∈
[
− 1

2Ts

,
1

2Ts

]
, X(ν) = Ts

N−1∑

k=0

x(kTs)e
−2πikTsν . (5.9)

L’expression (5.9) montre comment il est possible de calculer pour toute valeur deν ∈
[
− 1

2Ts
, 1

2Ts

]
,

la valeur du spectre du signal continuà la fŕequenceν à partir deśechantillons{x(kTs)}k∈{0,··· ,(N−1)}.
Dans la suite,x(kTs) est plus succinctement notéxk.

En pratique, les calculs s’effectuant sur un ordinateur ou sur un microprocesseur, on ne calcule

X(ν) que pour un nombre fini (pair)N de valeurs deν ∈
[
− 1

2Ts
, 1

2Ts

[
: ν = n

NTs
= n

Ta
pour

n ∈ {−N
2
, . . . , N

2
− 1}, ce qui donne :

∀n ∈
{
−N

2
, . . . ,

N

2
− 1

}
, X (ν) |

ν= n

NTs
= n

Ta

= Ts

N−1∑

k=0

xke
−2πi

kn

N

︸ ︷︷ ︸
Xn

. (5.10)

Le calcul deN points du spectre dex se ram̀ene donc au calcul de{Xn}n∈{−N

2
,..., N

2
−1} à un

facteur multiplicatif pr̀es. De plus,Xn+N = Xn. En effet,

Xn+N =
N−1∑

k=0

xke
−2πik

(n+N)
N

=
N−1∑

k=0

xke
−2πik n

N = Xn

On en d́eduit que :
{Xn}n∈{−N

2
,..., −1} = {Xn}n∈{N

2
,..., (N−1)}.

Par suite, calculer{Xn}n∈{−N

2
,..., N

2
−1} se ram̀eneà calculer{Xn}n∈{0,..., (N−1)}.

{Xn}n∈{0,..., (N−1)} est appeĺeeTransforḿee de Fourier Discr̀ete10 de{xk}k∈{0,..., (N−1)}.

Notation
{xk} ←→ {Xn}

Transformation directe

Xn =
N−1∑

k=0

xke
−2πi

kn

N (5.11)

Transformation inverse

xk =
1

N

N−1∑

n=0

Xne
2πi

kn

N (5.12)

10On prendra soin de ne pas confondre une Transformée de Fourier Discrète et la Transforḿee de Fourier d’un
Signal Discret telle que d́efinie par (5.2).
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Partant de{xk}k∈{0,··· , (N−1)}, le calcul de{Xn}n∈{0,··· , (N−1)} s’effectueà partir de (5.11)̀a l’aide
d’un nombre fini d’oṕerations arithḿetiques. Ńeanmoins, en pratique,N peut être (tr̀es) grand.
D’après le tableau 5.1, la période d’́echantillonnage d’un signal sonore pour un CD est de 44100 Hz,
ce qui veut dire qu’une minute de musique sur 1 CD est représent́ee parN = 2 millions 646 milles
échantillons et une heure 10 minutes correspondà N = 185 millions 220 milleéchantillons. Le
calcul nuḿerique de la Transforḿee de Fourier Discrète{Xn}n∈{0,..., (N−1)} par la formule (5.11)
coûte(N − 1)2 multiplications complexes, le coût des additionśetant ńegligeable par rapport au
coût des multiplications. PourN grand, le temps de calcul est très long, ce qui limite fortement
l’int ér̂et pratique de ce calcul. Afin de remédier à ce probl̀eme, plut̂ot que d’utiliser näıvement
les formules (5.11) et (5.12), un algorithme efficace appelé Transforḿee de Fourier Rapide(TFR
ou FFT en Anglais) áet́e d́evelopṕe. Il s’applique dans le cas où N est une puissance11 de 2.
L’algorithme FFT permet de calculer la Transformée de Fourier Discrète{Xn}n∈{0,..., (N−1)} en
effectuantN

2
log2(N) où log2 repŕesente le logarithme de base 2, ce qui fait un nombre de multi-

plications complexes qui augmente beaucoup moins vite avecN , voir figure 5.16
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FIG. 5.16 – Côut du calcul de la TFD par (5.11) versus FFT

Une minute de musique sur 1 CD etant représent́ee parN = 2 millions 646 mille échantillons,
le calcul nuḿerique de la Transforḿee de Fourier Discrète par la formule (5.11) coûte plus de7×
1012 multiplications complexes alors que le calcul par FFT coûte moins de3×107 multiplications
complexes soit une différence d’ordre de grandeur de 100 000 ! L’algorithme FFT est programḿe
sousMatlab avec la fonctionfft 12 :

>> help fft
FFT Discrete Fourier transform.

FFT(X) is the discrete Fourier transform (DFT) of vector X. For
matrices, the FFT operation is applied to each column. For N-D
arrays, the FFT operation operates on the first non-singleton
dimension.

11Il existeM tel queN = 2M . Si ce n’est pas le cas, il suffit de compléter{xk} par2M − N zéros òu M est le
plus petit entier tel queM ≥ log2(N).

12SousMatlab , l’indice du premieŕelément d’un vecteur est toujours1 et jamais0.
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(...)
For length N input vector x, the DFT is a length N vector X,
with elements

N
X(k) = sum x(n) * exp(-j * 2* pi * (k-1) * (n-1)/N), 1 <= k <= N.

n=1
The inverse DFT (computed by IFFT) is given by

N
x(n) = (1/N) sum X(k) * exp( j * 2* pi * (k-1) * (n-1)/N), 1 <= n <= N.

k=1

La fonctionfft permet aussi de traiter des problèmes òu N n’est pas une puissance de 2, comme
l’exemple qui suit. Dans ce cas, elle est moins efficace ce quin’est pas ĝenant pour l’exemple car
il est de petite dimension.

Bilan
– L’intervalle entre deux points fréquentiels deX(ν) calcuĺes par (5.10) est1

NTs
= 1

Ta
;

– νs = 1
Ts

est la largeur de l’intervalle fréquentiel sur lequel des valeurs deX sont calcuĺees ;
– La mesure deN échantillons temporelsxk permet de d́eterminerN points du spectreX

dex.
Le calcul deśechantillonsn ∈

{
−N

2
, . . . , N

2
− 1
}

, X
(

n
NTs

)
se ram̀ene au calcul de la trans-

formée de Fourier discrète{Xn}n∈{0,··· , (N−1)} voir la formule (5.10) et la discussion associée. On
a alors : 




∀n ∈
{
−N

2
, . . . , −1

}
X (ν) |

ν= n

NTs

= TsXn+N

∀n ∈
{
0, . . . , N

2
− 1
}

X (ν) |
ν= n

NTs

= TsXn

La démarche de mise en œuvre est résuḿee figure 5.17.

Exemple Consid́erons le signalx défini par

∀t ∈ R, x(t) = t2e−3tΓ(t)

où Γ est l’échelon d’Heaviside. Sa courbe représentative est représent́ee figure 5.18. La fonction
est strictement d́ecroissante, de limitéegaleà 0 quandt tend vers l’infini. On peut considérer que
pour∀t ≥ 5, x(t) ≈ 0. Par suite, on choisitTa = 5s. Ce signal est́echantillonńe avec une ṕeriode
d’échantillonnageTs = 1

8
s soitνs = 8 Hz, voir figure 5.18. AvecN = 40, on a bienTa = NTs.

Dans cet exemple, la transformée de Fourier du signalx peutêtre calcuĺee de façon litt́erale :

∀ν ∈ R, X(ν) =
2

(2πiν + 3)3
. (5.13)

Pour ν > 0, |X(ν)| est une fonction strictement décroissante deν. De plus,|X(1/(2Ts))| =
1.2334 × 10−4 ≈ 0. Par suite, on peut considérer que la condition du théor̀eme de Shannon
(condition 5.7, page 120) est satisfaite. Le spectre en amplitude |X∗(ν)| du signaléchantillonńe
est repŕesent́e en noir figure 5.19. L’amplitude de{TsXn}n∈{0,··· , (N−1)} est repŕesent́ee en bleu

figure 5.19, l’amplitude deX
(

n
NTs

)
en rouge pourn ∈

{
−N

2
, . . . , −1

}
et en bleu pourn ∈
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E c h a n t i l l o n n a g e C a l c u l  d e  T F D

E s t i m a t i o n
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FIG. 5.17 – D́emarche de mise en œuvre de la TFD
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FIG. 5.19 – Spectre en amplitude|X∗(ν)| du signaléchantillonńe

{
0, . . . , N

2
− 1
}

. On constate que les valeurs deX
(

n
NTs

)
calcuĺees par la transforḿee de Fourier

discr̀ete cöıncident bien avec les valeurs obtenuesà partir de (5.13).

Cas òu il a repliement de spectre Cependant, dans le cas où le support d’un signal continu est
un intervalle borńe, le support de sa transformée de Fourier n’est pas borné. Il y a donc forćement
repliement de spectre. On a alors :

Xn =
+∞∑

m=−∞
νsX

(
n

Ta

−m
nN

Ta

)
= νsX

(
n

Ta

)
+
∑

m6=0

νsX

(
n

Ta

−m
nN

Ta

)

︸ ︷︷ ︸
terme de repliement

Néanmoins, on peut s’arranger pour que son effet sur l’estimation deX
(

n
Ta

)
via l’utilisation de

la TFD soit pratiquement faible.

5.4.2 TFD pour le calcul du spectre de signaux ṕeriodiques

Nous allons voir que l’utilisation de la transformation de Fourier discr̀ete permet de d́eterminer
l’int égralit́e du spectre d’un signal continu périodique. C’est le grand avantage de ce cas-là par
rapport au cas traité dans la sous-section préćedente. Cependant, pour les applications pratiques,
le cas pŕećedent est beaucoup plus intéressant, ce que motivera l’exemple de cette sous-section.

Dans la sous section 2.6.4.1, page 45, nous avons vu que :

La transforḿee de Fourier d’un signal périodique est discrète.

Un signal ṕeriodiquex correspond̀a la ṕeriodisation d’un signal motifxmotif , voir figure 5.20 : la
transforḿee de Fourier du signal périodique est alors obtenue,à un coefficient multiplicatif pr̀es,
par la discŕetisation de la transforḿee de Fourier de la fonction motif. Cela se retrouve dans les
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FIG. 5.20 – Fonction ṕeriodique et fonction motif :x = xmotif ⋆ PgnT
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expressions mathématiques. AvecT la période du signal ṕeriodique, un signal ṕeriodiquex est
reliée au motifxmotif par :

x = xmotif ⋆ PgnT .

En prenant la transforḿee de Fourier de cette expression, on obtient :

F [x] = F [xmotif ].
1

T
Pgn1

T

. (5.14)

Pour un signal ṕeriodique de ṕeriodeT , la transforḿee de Fourier est discrète avec un pas de1
T

.
D’autre part, nous avons vu qu’un signaléchantillonńe avec une ṕeriode d’́echantillonnage deTs

a une transforḿee de Fourier ṕeriodique de ṕeriode 1
Ts

. D’où le tableau 5.3.

Signal Spectre

Domaine Temps Fréquence

Période T 1
Ts

Pas Ts
1
T

TAB . 5.3 – Temps fŕequence pour un signal périodiqueéchantillonńe

La relation (5.14) permet de réduire le calcul de la transforḿee de Fourier d’une fonction
périodiqueà celle de sa fonction motifxmotif . Or xmotif est une fonctioǹa support borńe de
longueurT . Si on proc̀edeà l’acquisition deN échantillons{xk}k∈{0,··· ,(N−1)} avec une ṕeriode
d’échantillonnageTs telle que le temps d’acquisitionTa = NTs soit égalà la ṕeriodeT du signal
périodiquex, d’apr̀es la section pŕećedente (́equation (5.9)), on a, en l’absence de repliement de
spectre : 



∀ν ∈

[
− 1

2Ts
, 1

2Ts

]
, Xmotif (ν) = Ts

N−1∑

k=0

xke
−2πikTsν

Sinon Xmotif (ν) = 0

Par suite, puisqueX = Xmotif .
1
T

Pgn1
T

et pourN pair,

X =
1

T
Xmotif .

(
+∞∑

n=−∞
δn 1

T

)

=
1

T

+∞∑

n=−∞
Xmotif

(
n

1

T

)
δn 1

T

=
1

T

+N

2∑

n=−N

2

Xmotif

(
n

1

Ta

)
δn 1

T

=
Ts

T

+N

2∑

n=−N

2




N−1∑

k=0

xke
−2πik n

N

︸ ︷︷ ︸
Xn




δn 1
T
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En conclusion, en l’absence de repliement de spectre, pour un signalx périodique de ṕeriode
T échantillonńe ṕeriodeTs telle queT = NTs, le calcul de la TFD associée permet de d́eterminer
l’int égralit́e du spectre dex :

X =
Ts

T

+N

2∑

n=−N

2

Xnδn 1
T

ce qui d’un point de vue th́eorique est remarquable.

Exemple Soit le signal ṕeriodique de ṕeriodeT = 1s d́efinie par :

∀t ∈ R, x(t) = sin

(
2π

1

T
t

)
.

Le signal est́echantillonńe avecTs = 0.1s et on fait l’acquisition deN = 10 échantillons. Par
suite,Ta défini parTa = NTs est tel queTa = T . Le calcul de la transforḿee de Fourier discrète
par la fonctionMatlab fft donne le ŕesultat pŕesent́e figure 5.21. Le ŕesultat est bien cohérent
avecF [x] : en effet, nous avons vu dans le chapitre 2 que

F [x] =
i

2
δ− 1

T

− i

2
δ 1

T

.
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Maintenant imaginons que nous ne connaissions pas exactement la fréquence du signal périodi-
que : la ṕeriodeTs est alors choisie telle queTa 6= T , par exemple, avecTs = 0.11s,Ta = 1.1 s.
La figure 5.22 pŕesente le ŕesultat obtenu. On constate qu’une modification de seulement 10% de
Ts a des effets importants. En réalit́e, la transforḿee discr̀ete repŕesent́ee figure 5.22 correspond
au spectre du signal périodique dont le motif est d́efini par :

∀t ∈ [0, Ta[, xmotif (t) = sin

(
2π

1

T
t

)
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soit ce qui est représent́e sur la figure 5.23, ce qui ne correspond plus au motif d’une fonction
sinusöıdale : il est donc normal de ne plus avoir le spectre d’une fonction sinusöıdale.

En pratique, comme on ne connait pas forcément exactement la période d’un signal ṕeriodique
à étudier13, on traite un signal ṕeriodique comme un signal quelconque, tel que cela est décrit dans
la sous section suivante.

5.4.3 Principe de l’analyseur nuḿerique de spectre

FIG. 5.24 – Analyseur de spectre numériqueTektronix (Source photo http ://www.tek.com)

Zero−Order
Hold Spectrum

Scope

FFT
Sine Wave

FIG. 5.25 – Analyseur de Spectre sousSimulink

Un analyseur nuḿerique de spectre est un appareil d’électronique nuḿerique servant̀a esti-
mer le spectre d’un signal mesuré sur un intervalle de temps borné. Un exemple est présent́e fi-
gure 5.24. SousSimulink (avec la librairieSignal Processing Blockset ), l’ équivalent
de l’analyseur de spectre est leSpectrum Scope , voir figure 5.25.

Les différenteśetapes de l’analyse expérimentale du spectre sont représent́ees figure 5.26.

13L’objectif de l’analyse spectrale peutêtre justement de déterminer cette ṕeriode !
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FIG. 5.26 – Etapes de l’analyse expérimentale du spectre
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1. Le signalx estéchantillonńe en temps ŕeel avec une ṕeriodeTs qui a ét́e choisie de façon
ad́equate, voir section 5.3.

2. Leséchantillons{xk} obtenus sont stockés dans une ḿemoire de capacitéN : cette ḿemoire
contientà chaque instant lesN dernierśechantillonsxk dex.

3. Toutes lesmTs secondes, avecm ≤ N , lesN échantillons stocḱes sont transmis de façonà
effectuer une oṕeration de fen̂etrage temporel.

4. Après fen̂etrage, la TFD est calculée pour lesN échantillons transmisxk par application de
l’algorithme FFT, voir section 5.4.1.

5. A partir du calcul de la TFD, une estimation du spectre dex est obtenue et est représent́e
graphiquement.

Pour mettre en œuvre le fenêtrage temporel sur un signal discret, il suffit de considérer une version
discr̀ete des fen̂etres. En notant queTa = NTs et que l’on s’int́eresse aux tempst = kTs, on a
apr̀es simplifications :

Hanning {
k ∈ {0, · · · , (N − 1)} , wk = 1

2
− 1

2
cos
(
2π k

N

)

Sinon, wk = 0

Hamming {
k ∈ {0, · · · , (N − 1)} , wk = α− (1− α) cos

(
2π k

N

)

Sinon, wk = 0

Les fonctionsMatlab hanning et hamming donnent, pour unN donńe, le vecteur des coeffi-
cientswk, k ∈ {0, · · · , (N − 1)}.

Remarques

1. Les étapes 3̀a 5 sont ex́ecut́ees toutes lesmTs secondes : une série de TFDs est donc
calcuĺee, deux TFDs successives ayant en communN − m échantillons. Il y a donc un
recouvrement14 des deux ensembles d’échantillons.

2. Des variantes sont possibles. Par exemple, l’estimationdu spectre dex peutêtre faite non
pasà partir d’un seule TFD mais en faisant la moyenne de plusieurs TFDs.

3. L’utilisation d’un analyseur de spectre ou du blocSpectrum Scope ne peut donner de
résultat correct que si
– La ṕeriode d’́echantillonnage ;
– La fen̂etre de pond́eration ;
– Le nombre d’́echantillonsN pour la TFD ;
– l’intervalle de tempsmTs entre deux TFDs
sont correctement choisis. Ce document de cours vous a présent́e tous leśeléments dispo-
nible pour ce choix : il ne vous reste plus qu’à ŕefléchir...

5.5 En résuḿe

Afin d’améliorer l’interactivit́e de l’enseignement, le lecteur est invité à écrire le ŕesuḿe de ce
chapitre de cours en complétant le tableau 5.4 : merci d’y indiquer quelles sont relations entre le
spectre d’un signal analogiquex, le spectre du signaléchantillonńex∗ et la TFD correspondant.

14En Anglais, overlap.
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SPECTRE Signal discret TFD

Signal continu

Signal discret X

TAB . 5.4 – Tableau de relations entre les spectresà compĺeter

5.6 Annexe du chapitre : exemples de scriptsMatlab

Pour l’exemple page 129, le scriptMatlab ci-dessous permet d’obtenir la figure 5.18 et la
figure 5.19.

% Tracé de la courbe representative de x(t)

Ts = .125;
tfinal = 5;

t = 0:.01:(tfinal-Ts);
xt = t.ˆ2. * exp(-3 * t);

figure, plot(t, xt);
hold on

% Tracé sur la m ême figure des échantillons

kTs = 0:Ts:(tfinal-Ts);
N = length(kTs);
xkTs = kTs.ˆ2. * exp(-3 * kTs);

stem(kTs, xkTs, ’.’)



140 CHAPITRE 5 DE L’A NALOGIQUE AU NUMÉRIQUE

% Calcul de la TFD

Xn = fft(xkTs);

% Repŕesentation des points du module du spectre X
% obtenu à partir du calcul de la TFD

figure, stem( (0:(N-1))/N/Ts, Ts * abs(Xn), ’b.’ )
hold on

% Tracé sur la m ême figure de la courbe caract éristique
% du module du spectre X

freq = (-1/2/Ts):.01:(+1/2/Ts);
Xfreq = 2 * abs(1./(sqrt(-1) * 2* pi * freq+3).ˆ3);

plot(freq-1/Ts,Xfreq,’k-’ ); plot(freq,Xfreq,’k-’ );
plot(freq+1/Ts,Xfreq,’k-’)

stem( ((-N/2):-1)/N/Ts, Ts * abs(Xn((N/2+1):N)), ’r.’)



Chapitre 6

Filtrage numérique

Le filtrage fŕequentiel est une opération importante en traitement du signal. Dans le chapitre 3,
section 3.4, nous avonsétudíe le filtrage fŕequentiel analogique, ce qui correspondà un syst̀eme de
convolution continu. Ńeanmoins, une part importante et toujours croissante de systèmes techno-
logiques incorpore des systèmes d’́electronique nuḿerique, ces systèmes incluant de nombreuses
opérations de filtrage. Dans ce contexte, le filtrage fréquentielnuḿeriqueest largement plus utilisé
que le filtrage fŕequentiel analogique. Par exemple, le filtrage qui est effectué lors de la compres-
sion MP3 est en ŕealit́e un filtrage nuḿerique et non analogique. Cependant, les filtres analogiques
restent incontournables pour réaliser des filtres anti-repliements ou encore1 pour des applications
pour lesquelles la rapidité est tr̀es importante.

Ce chapitre s’int́eresse donc au filtrage fréquentiel nuḿerique qui travaille sur des signaux
discrets. Apr̀es avoir d́efini les syst̀emes de convolution discrets (section 6.1), la conception de
deux grandes classes de filtres sera abordée : les filtres̀a Ŕeponse Impulsionnelle Infinie ou filtres
RIIs (section 6.2) et les filtres̀a Ŕeponse Impulsionnelle Finie ou filtres RIFs (section 6.3).

6.1 Convolution discr̀ete

6.1.1 Produit de convolution discret et syst̀emes de convolution discrets

Tout comme les systèmes de convolution continus (chapitre 3)étaient associés au filtrage
analogique, la mise au point de systèmes de filtrage nuḿerique est baśee sur les systèmes de
convolution discrets d́efinis par la distribution :

h∗ =
+∞∑

i=−∞
hiδiTs

qui, à une entŕee

x∗ =
+∞∑

m=−∞
xmδmTs

associe la sortie

y∗ =
+∞∑

n=−∞
ynδnTs

1Ce qui est de moins en moins vrai.

141
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telle que
y∗ = h∗ ⋆ x∗. (6.1)

Ts désigne ici la ṕeriode d’́echantillonnage.

A partir de l’équation (6.1), peut-on trouver une relation qui lie directement lesyn, hi etxm ? Pour
cela, on a :

y∗ = h∗ ⋆ x∗ =
+∞∑

m=−∞

+∞∑

i=−∞
hixmδiTs

⋆ δmTs

=
+∞∑

m=−∞

+∞∑

i=−∞
hixmδ(i+m)Ts

=
+∞∑

n=−∞

(
+∞∑

i=−∞
hixn−i

)
δnTs

.

Par suite, puisquey∗ =
+∞∑

n=−∞
ynδnTs

,

yn =
+∞∑

i=−∞
hixn−i.

Cette expression définit le produit de convolution discretainsi que le système de convolution
discret associé.

Exemple Soit le signal discretx∗ = δ. Il peut s’exprimer parx0 = 1 etxm = 0 pourm 6= 0. Par
suite, la sortiey∗ = h∗ ⋆ x∗ est donńee par :

yn =
+∞∑

i=−∞
hixn−i = hn.

h∗ est bien la ŕeponse impulsionnelle du système de convolution.

On parle de système de convolution :

Causal si
∀i < 0, hi = 0.

à Réponse Impulsionnelle Finies’il existeimin ≤ imax tels que

∀i < imin, hi = 0 et ∀i > imax, hi = 0.

Abréviation en Français RIF et en Anglais FIR.

à Réponse Impulsionnelle Infinie s’il n’est pasà ŕeponse impulsionnelle finie. Abréviation en
Français RII et en Anglais IIR.

Remarque Un syst̀eme de convolution continu défini par une fonction de transfertF (s) réelle
rationnelle ens ne peut pas avoir une réponse impulsionnelle finie. Une réponse impulsionnelle
finie est donc une spécificité des syst̀emes discrets.
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6.1.2 Syst̀eme de convolution discret et fonction de transfert

Soientx∗ et y∗ tels quey∗ = h∗ ⋆ x∗. Nous avons vu dans la sous section 5.1.2 que la trans-
formée en Z des signaux discrets s’obtenaità partir de leur transformation de Laplace suivi du
changement de variablez = eTss. Par suite, avecL qui repŕesente la transforḿee de Laplace et en
utilisant (3.5), page 70 :

L[y∗] = L[h∗]L[x∗]

se ŕeécrit :
Y (z) = F (z)X(z)

avec

F (z) = L
(

+∞∑

i=−∞
hiδiTs

)
=

+∞∑

i=−∞
hiL (δiTs

) =
+∞∑

i=−∞
hie

−iTss =
+∞∑

i=−∞
hiz

−i. (6.2)

F (z) définit la fonction de transfert associée au syst̀eme de convolution discret. Dans le cas d’un
RIF :

F (z) =
imax∑

i=imin

hiz
−i.

Dans beaucoup de cas de systèmes de convolution causalà RII, la fonctionF (z) peut s’exprimer
de la façon suivante :

F (z) =

nb∑

j=0

bjz
−j

na∑

l=0

alz
−l

(6.3)

aveca0 = 1. Le syst̀eme de convolution discret correspondà la fonction de transfertF (z) est
stable si les racines du polynôme au d́enominateur deF :

na∑

l=0

alz
−l

sont de module strictement inférieurà 1. Les racines de ce polynôme sont appelées p̂oles de la
fonction de transfert.

L’int ér̂et de la formulation (6.3) apparaı̂t lorsque l’on revient dans le domaine temporel. En
effet,Y (z) = F (z)X(z) se ŕeécrit :

(
na∑

l=0

alz
−l

)
Y (z) =

(
nb∑

j=0

bjz
−j

)
X(z)

soit
na∑

l=0

alz
−lY (z) =

nb∑

j=0

bjz
−jX(z) (6.4)

Or, d’apr̀es la sous section 5.1.2,z−lY (z) est la transforḿee en Z du signal discret

n=+∞∑

n=−∞
yn−lδnTs

.
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L’ équation (6.4) est donc obtenue par transformée en Z de :

na∑

l=0

al

(
n=+∞∑

n=−∞
yn−lδnTs

)
=

nb∑

j=0

bj

(
n=+∞∑

n=−∞
xn−jδnTs

)
(6.5)

ce qui se ŕeécrit enéchangeant les sommations :

n=+∞∑

n=−∞

(
na∑

l=0

alyn−l

)
δnTs

=
n=+∞∑

n=−∞

(
nb∑

j=0

bjxn−j

)
δnTs

(6.6)

ce qui m̀eneà :
na∑

l=0

alyn−l =

nb∑

j=0

bjxn−j. (6.7)

Puisquea0 = 1, on obtient ainsi la relation de récurrence :

yn =

nb∑

j=0

bjxn−j −
na∑

l=1

alyn−l. (6.8)

L’ équation (6.2) elle correspondà la d́efinition du produit de convolution :

yn =
+∞∑

i=−∞
hixn−i.

L’ évaluation deyn à partir de cettéequation demande un nombre infini d’opérations alors que
l’ évaluation deyn par l’équation (6.8) n’en demande qu’un nombre fini.

Remarque L’ équation (6.7) peut̂etre directement obtenueà partir de l’́equation (6.4) en replaçant
les termes du typez−lY (z) paryn−l.

Exercice Le syst̀eme de convolution d́efini par la fonction de transfertF (z) = z + z−1 est-il
causal ?

La réponse fŕequentielleH∗ d’un syst̀eme de convolution discret est la transformée de Fourier
de sa ŕeponse impulsionnelleh∗. Par suite, la ŕeponse fŕequentielleH∗ est ṕeriodique de ṕeriode
1
Ts

. Si un syst̀eme de convolution discret, causal et stable, est défini par une fonction de transfert
F (z) alors

∀ν ∈ R, H∗(ν) = F (e2πiνTs).

XXXXX

On peutétablir un parall̀ele entre les fonctions de transfert continues et les fonctions de transfert
discr̀etes, voir le tableau 6.1 et la figure 6.1.
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Continu Discret

Produit de convolution
∫ +∞

−∞
h(τ)x(t− τ)dτ

+∞∑

i=−∞
hixn−i

Fonction de transfert Fc(s)

s= 1
Ts

ln(z)
−→

z=eTss

←−
F (z)

Stabilit́e
pôles deFc(s)

à partie ŕeelle< 0
pôles deF (z)
de module< 1

Réponse fŕequentielle Fc(2πiν) F (e2πiνTs)

TAB . 6.1 – Parall̀ele continu discret
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FIG. 6.1 – Localisation des pôles des fonctions de tranfert continu et discrète correspondantes
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6.2 Conception de filtresà réponse impulsionnelle infinie

Dans la sous section 3.4.3, page 77, nous avonsétudíe la conception de filtres fréquentiels
continus. L’id́ee est de concevoir un filtre fréquentiel discret en utilisant les relations qui existent
entre les systèmes continus et les systèmes discrets. Pour cela, on va adopter la démarche suivante :

1. Conception d’un filtre continu qui respecte le gabarit fréquentiel̀a satisfaire : le ŕesultat de
cetteétape est une fonction de transfert continueFc(s) ;

2. Détermination d’une fonction de transfert discrèteF (z) “ équivalente”̀aFc(s).

La premìereétape ayant́et́e trait́ee dans la sous-section 3.4.3, nous nous intéressons̀a la seconde
étape.

D’après le tableau 6.1, on auraéquivalence avecF (z) définie par

F (z) = Fc

(
1

Ts

ln(z)

)
.

Fc(s) étant une fonction réelle rationnelle ens, la fonction de transfertF (z) ainsi obtenue ne le
sera pas enz. Or pour pouvoir ŕealiser une fonction de transfert discrète, il faut y associer une
équation de ŕecurrence (6.8), ce qui ne peut se faire que siF (z) est une fonction ŕeelle rationnelle
enz, c’est-̀a-dire de la forme (6.3). Il faut donc trouver une autre méthode.

L’id ée est de remplacerz = eTss ⇔ s = 1
Ts

ln(z) par une relation rationnelle entres et z (appeĺee
transposition), de façoǹa ce que, quands est remplaćee par cette expression dez dansFc(s), la
fonctionF (z) soit rationnelle enz. De plus, le choix de la transposition doit assurer que la fonction
de transfert continue de départ et la fonction de transfert discrète obtenue soientéquivalentes. Par
équivalente, il faut comprendre que :

1. La fonction de transfert discrète “́equivalente” est stable si et seulement si la fonction de
transfert continu l’est : un filtre ne peutêtre que stable ;

2. Les ŕeponses fŕequentielles associées aux deux fonctions de transfert doivent coı̈ncider au
mieux : la finalit́e d’un filtre est de respecter un gabarit fréquentiel.

Plusieurs transpositions sont classiquement considéŕees :

Rectangles inf́erieurs s↔ z−1
Ts

Rectangles suṕerieurs s↔ z−1
Tsz

Transformation bilin éaire s↔ 2
Ts

z−1
z+1

soit z ↔ 1+ Ts

2
s

1−Ts

2
s

Elles sont obtenues̀a partir de l’estimation de l’int́egrale d’un signal continu calculée à partir
du signal discret issu de l’échantillonnage de ce signal continu. L’intégration est un système de
convolution avech = Γ. De plus, siy est l’intégrale du signal continux nul pourt < 0 alors

{
∀t ≥ 0, ẏ(t) = x(t)
y(0) = 0

Par suite, en prenant la Transformée de Laplace (monolatérale), on obtient

F (s) =
Y (s)

X(s)
=

1

s
.
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Signalà int́egrer Rectangles inf́erieurs
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FIG. 6.2 – Différentes ḿethodes d’approximation de l’intégrale
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La méthode des rectangles inférieurs (respectivement supérieurs) consistèa approcher l’int́egra-
le à l’instantkTs par la somme de l’approximation de l’intégraleà l’instant pŕećedent(k − 1)Ts

et de la surface du rectangle ayant pour baseTs et pour hauteur l’amplitude du signalx en
t = (k − 1)Ts (resp. ent = kTs), voir figure 6.2. Dans la ḿethode des trap̀ezes (qui corres-
pondà la transformation bilińeaire), le rectangle est remplacé par le trap̀eze d́efini figure 6.2. Soit
y∗

a l’approximation de l’int́egrale. Alors dans le cas des rectangles inférieurs :

yak
= yak−1

+ Tsxk−1 ⇔ (1− z−1)Ya(z) = Tsz
−1X(z) ⇔ Ya(z)

X(z)
= Ts

z−1

Formellement, l’approximation de1
s

par Ts

z−1
revientà remplacers par z−1

Ts
.

Exercice Etablir les formules pour les autres méthodes.

La transformation bilińeaire est aussi appeléetransformation de Tustin. Avec les deux premières
transpositions, la stabilité de la fonction de transfertF (z) obtenueà partir deFc(s) n’est pas
forcémentéquivalentèa la stabilit́e deFc(s), ce qui n’est pas le cas de la troisième puisqu’avec
cette transposition :

Re(s) < 0↔ |z| < 1

voir la figure 6.3. Les deux premières transpositions sont doncéliminées. AppelonsFb(z) la fonc-
tion de transfert discrète obtenuèa partir deFc(s) par la transformation bilińeaire. Que peut-
on dire de la ŕeponse fŕequentielle deFb(z) par rapport̀a la ŕeponse fŕequentielle deFc(s) ? La
réponse fŕequentielle deFc(s) est obtenue en remplaçants par2πiνcont où νcont est la fŕequence
pour le temps continu. La réponse fŕequentielle deFb(z) est obtenue en remplaçantz pare2πiνTs.
Si Fb(z) avait ét́e obtenue en remplaçants par 1

Ts
ln(z) alors on aurait forćementνcont et ν qui

correspondent. Par contre, ici comme

s↔ 2

Ts

z − 1

z + 1

on a, apr̀es simplification2 :

νcont = 1
πTs

tan (πTsν) ⇔ ν = 1
πTs

arctan(πTsνcont) (6.9)

Au voisinage deν = 0, on a au premier ordre3 : νcont ∼ ν. La courbe repŕesentative deνcont en
fonction deν est pŕesent́ee figure 6.4 pourTs = 1s. On constate queνcont ≈ ν pourν ≤ 0.1 Hz,
soit 5 fois moins que la fréquence 1

2Ts
. De plus,

νcont ∈ [0, +∞[⇔ ν ∈
[
0,

1

2Ts

[

Moralité, les spectres deFb(z) et deFc(s) vont être tr̀es proches en basses fréquences. Ils vont
diff érer quand la fŕequence crôıt. La d́eformation est d́ecrite par la relation (6.9).

2Posons

w =
2

Ts

z − 1

z + 1
.

Ici w joue le r̂ole de la variable de Laplaces. Par suite, pour passer dans le domaine fréquentiel, on posew = 2πiνcont

etz = e2πiνTs . La relation pŕećedente s’́ecrit alors :

2πiνcont =
2

Ts

e2πiνTs − 1

e2πiνTs + 1
=

2

Ts

eπiνTs − e−πiνTs

eπiνTs + e−πiνTs
=

2

Ts

i tan (πTsν)

ce qui donne la relation (6.9).
3Au voisinage dex=0, tan(x) ∼ x.
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Rectangles inf́erieurs s↔ z − 1

Ts

+ 1

Rectangles suṕerieurs s↔ z − 1

Tsz

+ 1

Transformation bilińeaire s↔ 2

Ts

z − 1

z + 1

+ 1

FIG. 6.3 – Zone de localisation des pôles de la fonction de transfert discrète obtenue par transpo-
sition d’une fonction de transfert continue stable
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FIG. 6.4 – Traće deνcont = 1
πTs

tan (πTsν) (zoom en 0̀a droite)

Exemple AvecTs = 1 s et

Fc(s) =
1

12s + 1

on obtient :

Fb(z) =
z + 1

25z − 23
.

La relation entre leurs réponses fŕequentielles en module est présent́ee figure 6.5.

Mise en œuvre pour la conception de filtres Le gabarit fŕequentiel que doit satisfaire le filtre
numérique est d́efini en fonction de la fŕequenceν. Cependant, voir page 77, on conçoit dans une
premìereétape un filtre continu, le filtre fréquentiel discret́etant ensuite obtenu par transposition
du filtre continu en utilisant la transformation bilinéaire. Comme les réponses fŕequentielles sont
déformées lors de l’oṕeration de transposition, il est nécessaire de choisir pour la conception du
filtre continu un gabarit fŕequentiel qui soit relíe au gabarit fŕequentiel du filtre nuḿerique par la
transformation bilińeaire.

Le processus de conception du filtre numérique pŕesent́e en d́ebut de section est donc modifié
de la façon suivante :

1. Transposition du gabarit fréquentiel dans le domaine fréquentielνcont à l’aide des rela-
tions (6.9) ;

2. Conception du filtre continuFc(s) qui satisfait le gabarit fŕequentiel ainsi obtenu par les
méthodes de la sous section 3.4.3, page 77 ;

3. Transposition par la transformation bilinéaire du filtreFc(s) en le filtre nuḿeriqueF (z)
recherch́e en utilisant les relations définissant la transformation bilinéaire.

Exemple de conception de filtre nuḿerique On souhaite concevoir un filtre numérique passe-
bas de ṕeriodeTs = 0.005 s qui vérifie le gabarit fŕequentiel d́efini par :

– Une bande passante :[0, νc] avecνc = 50 Hz ;
– Une bande de transition assez courte : moins de 10 Hz ;
– Des oscillations sont permises dans la bande passante, d’amplitude inf́erieureà0.056 ;
– Dans la bande de réjection, l’amplitude doit̂etre inf́erieureà0.1.
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Le filtre continu correspondant devra vérifier le gabarit transforḿe par la relation (6.9) ce qui
revientà modifier la bande passante et la bande de transition :

– La fréquenceνc = 50 Hz est remplaće parνcont
c = 1

πTs
tan (πTsνc) ce qui donneνcont

c =
63.66 Hz ;

– La bande de transition[50, 60] est remplaće par la bande[63.66, 87.62] Hz.

Un filtre elliptique Fc(s) est mis au point̀a l’aide des fonctionsMatlab ellipord et
ellip . On obtient :

Fc(s) =
0.09998(s2 + 2.206× 105)(s2 + 7.934× 105)

(s2 + 396s + 1.105× 105)(s2 + 58.05s + 1.679× 105)
.

Son spectre en amplitude est représent́e en pointilĺes figure 6.6. L’application de la transformation
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FIG. 6.6 – Ŕeponses fŕequentielles en module deFc(2πiνcont) en fonction deνcont et deF (e2πiνTs)
en fonction deν

bilinéaire (fonctionMatlab bilinear ) permet d’obtenir le filtre nuḿerique correspondant :

F (z) =
0.24099(z2 + 1.329z + 1)(z2 + 0.3187z + 1)

(z2 − 0.2311z + 0.2613)(z2 + 0.04472z + 0.8677)
.

On peut v́erifier sur la figure 6.6 que ce filtre respecte bien le gabarit fréquentiel d́esiŕe. Le script
Matlab permettant sa conception est présent́e dans la section 6.5.

6.3 Conception de filtresà réponse impulsionnelle finie

Un inconv́enient majeur des filtres RII est que leur phase n’est pas une fonction affine en la
fréquenceν, voir, par exemple, la phase du filtre conçu dans l’exemple préćedent et repŕesent́ee
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figure 6.7. Or, comme cela áet́e discut́e page 79, il est souhaitable que la phaseφ(ν) d’un filtre
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FIG. 6.7 – Ŕeponse fŕequentielle en phase (radians) deF (e2πiνTs) en fonction deν

soit une fonction affine en la fréquenceν, c’est-̀a-dire que le temps de groupe :

τ(ν) = − 1

2π

dφ

dν
(ν) (6.10)

soit constant. Le gros intér̂et des filtres RIFs est qu’il est possible de les concevoir en leur imposant
un temps de groupe constant. Les classes de filtres RIFsà temps de groupeτ constant consid́eŕees
correspondent̀a des filtres RIFs dont lesN échantillons non nuls de la réponse impulsionnelleh∗

présentent une syḿetrie ou une anti-syḿetrie4 par rapport5 à τ
Ts

, voir la figure 6.8.

Les filtres RIFs pŕesentent deux autres avantages importants :

1. Ils sont forćement stables puisque tous leurs pôles sont forćement en0. En effet,

F (z) =
imax∑

i=imin

hiz
−i =

imax∑

i=imin

hiz
imax−i

zimax

.

2. Ils peuvent̂etre ŕealiśes efficacement par des systèmes d’́electronique nuḿerique (voir fi-
gure 6.9) et leur fonctionnement est moins sensible aux erreurs liéesà la pŕecision finie6.

4Sachant qu’en pratique, l’ordre d’un filtre RIF peutêtre de plusieurs centaines, l’intér̂et de cette (anti) syḿetrie
est de limiter le nombre de coefficientsà stocker au moment de la mise en œuvre du filtre.

5τ = Ts
(N−1)

2 .
6Sur les ordinateurs et les systèmes d’́electronique en ǵeńeral, les nombres réels sont repŕesent́es par des

nombres binaires. Cette représentation peut̂etreà virgule flottante oùa virgule fixe. Par exemple, dans le cas d’une
repŕesentatioǹa virgule fixe en complémentà 2, un nombre ŕeel est repŕesent́e parn + m bits (prenant la valeur 0 ou
1), n bits bn−1, · · · , b0 codant la partie entière etm bits b−1, · · · , b−m codant la partie fractionnaire tels que :

X = −bn−12
n−1 +

i=(n−2)∑

i=−m

bi2
i

Il apparait qu’on ne peut exactement coder que certains nombres ŕeels appartenantà l’intervalle [−2n−1, 2n−1 −
2−m]. Une erreur apparaı̂t donc dans le codage des nombres réels. De plus, des erreurs vont apparaı̂tre dans le ŕesultat
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FIG. 6.8 – Guy Binetc©

FIG. 6.9 – Ŕealisation possible d’un filtre FIR
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L’inconvénient majeur des filtres RIFs par rapport aux filtres RIIs est que pour satisfaire un gabarit
fréquentiel donńe, un filtre RIF sera d’ordre beaucoup plus important qu’un filtre RII. Dans ce qui
suit, on s’int́eressèa la conception d’un filtre de la forme :

F (z) =
N−1∑

i=0

hiz
−i.

Contrairement aux filtres̀a ŕeponse impulsionnelle infinie, les filtresà ŕeponse impulsionnelle
finie ne peuvent paŝetre conçus par transposition de filtres continus. En effet, d’apr̀es la remarque
page 142, un filtre continu ne peut avoir une réponse impulsionnelle finie. Il est donc nécessaire
de trouver une ḿethode alternative qui vâetre une ḿethode directe7.

6.3.1 Conception par la ḿethode du fen̂etrage

La méthode est présent́ee pour la conception d’un filtre passe-bas. Un filtre passe-bas id́eal de
fréquence de coupureνc peutêtre d́efini par la ŕeponse fŕequentielle pŕesent́ee figure 6.10. D’après
la sous-section 3.4.2, la réponse indicielle correspondante est donnée par :

h∗(t) = 2νc sinc(2νct).TsPgnTs

et donc
∀k ∈ Z, hk = 2νcTs sinc(2νckTs). (6.11)

Comme en continu8 cette ŕeponse impulsionnelle n’est pas causale, voir la figure 6.11avecTs =
10 s etνc = 1

8Ts
. De plus, elle est de longueur infinie. L’idée est de

1. Tronquer cette réponse impulsionnelle de façon symétrique (pourquoi ?) en considérant plus
que les2M + 1 échantillons{hk}k∈{−M,...,M}, voir figure 6.12, gauche ;

2. La translater vers la droite de façonà obtenir une nouvelle réponse impulsionnellẽh∗ qui
sera causale : {

∀k ∈ {0, . . . , 2M} h̃k = hk−M

sinon h̃k = 0

voir figure 6.12, droite.

La syḿetrie de la ŕeponse impulsionnelle obtenue indique bien que le temps de groupe est constant.
La réponse fŕequentielle du filtre RIFF (z) finalement obtenue est représent́ee figure 6.13.

d’opérations arithḿetiques sur des représentations̀a virgule fixe en complémentà 2.
Imaginons qu’on d́esire calculer leśechantillons de la sortiey∗ d’un filtre pour l’entŕeex. Dans le cas òu le filtre

est RII, l’échantillonyn peutêtre calcuĺe à partir de l’́equation de ŕecurrence (6.8) :

yn =

nb∑

k=0

bkxn−k −
na∑

l=1

alyn−l.

On voit qu’il y a risque de propagation des erreurs de calcul puisqueyn dépend deyn−l. Dans le cas d’un filtre RIF,
yn peutêtre calcuĺe à partir de l’́equation :

yn =
N−1∑

i=0

hixn−i.

Dans ce cas là, puisqueyn ne d́epend pas deyn−l, il n’y a pas de risque de propagation des erreurs.
Par suite, les erreurs introduites par les représentations binaires et par les opérations arithḿetiques sur ces

repŕesentations binaires sont plus critiques dans le cas d’un filtre RII que d’un filtre RIF.
7C’est-̀a-dire sans passer par l’intermédiaire d’un filtre continu via une opération de transposition. De telles

méthodes existent aussi pour la conception de filtres continus. Cependant, elles sortent du cadre de ce cours.
8Voir la sous section 3.4.2.
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FIG. 6.10 – Ŕeponse fŕequentielle d’un filtre passe-bas discret idéal
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On observe de petites oscillations au niveau du spectre en amplitude. Quelle est leur origine ?
Nous sommes facèa un ph́enom̀ene bien connu puisque nous l’avons déjà rencontŕe en continu
dans le chapitre 3, section 3.5, page 87, ou encore dans le chapitre 5, sous section 5.4.3, page 136.
Tout comme en continu, en discret, le fait de tronquer la réponse impulsionnelle revientà effec-
tuer une oṕeration de filtrage temporel avec une fenêtre rectangulaire : la réponse fŕequentielle
correspondant̀a la ŕeponse impulsionnelle tronquée consiste alors en le produit de convolution
par la ŕeponse fŕequentielle de la réponse impulsionnelle initiale par la réponse fŕequentielle de
la fen̂etre rectangulaire, voir la figure 3.34, page 90. La dégradation est d’autant plus importante
que la ŕeponse fŕequentielle de la fen̂etre s’́eloigne de celle de l’impulsion de Dirac. Nous avons
vu, sous-section 5.4.3 qu’il y avait des fenêtres plus int́eressantes de ce point de vue là : la fen̂etre
d’Hanning et la fen̂etre de Hamming. En discret, leur expression est donnée par, avecN la lon-
gueur de la fen̂etre de troncature en période d’́echantillonnage :

fk =

(
α− (1− α) cos

(
2πk

N

))
rect

(
k

N
− 1

2

)
.

avecα = 0.5 pour la fen̂etre de Hanning etα = 0.54 pour la fen̂etre de Hamming. D’autres
fenêtres sont possibles : triangulaire, Blackman, Kaiser, etc.- voir la littérature sṕecialiśee. La
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FIG. 6.14 – Conception du filtre RIF avec fenêtre de Hamming

fenêtre de Hamming est utilisée pour l’exemple préćedent : sur la figure 6.14,à gauche, on peut
observer la ŕeponse impulsionnelle tronquée avec la fen̂etre de Hamming ;̀a droite est pŕesent́ee
la réponse fŕequentielle du filtre RIF finalement obtenuà partir de cette réponse impulsionnelle
tronqúee. On observe que les oscillations ont effectivement disparues.

Si on observe l’́evolution de la phase en fonction de la fréquence, on remarque qu’elle varie
linéairement. D’apr̀es la formule (6.10), le temps de groupe est d’environ 240 secondes. Par suite,
pour tout signal sinusoı̈dal appliqúe à l’entŕee du filtre, le signal de sortie présentera un retard
d’environ 240 secondes et cela quelque soit la fréquence du signal sinusoı̈dal. Pour observer ce
phénom̀ene, on ŕealise le sch́emaSimulink repŕesent́e figure 6.15. On d́etermine les sorties du
filtre RIF pour deux entŕees sinusöıdales correspondantà deux fŕequences diff́erentes :ν0 = 0.01
Hz etν0 = 0.005 Hz. On constate que dans les deux cas, il y a bien un retard de 240 secondes
entre le d́ebut de l’application du signal d’entrée et l’́etablissement du signal de sortie.
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On peut traiter d’autres filtres idéaux en les exprimant comme des combinaisons linéaires
de filtres passe-bas. Par exemple, si on considère le filtre passe-bande décrit figure 6.17, il peut
être expriḿe comme un filtre passe-bas de fréquence de coupureν2 moins un filtre passe-bas de
fréquence de coupureν1. Une autre approche áet́e discut́ee page 81.
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FIG. 6.17 – Ŕeponse fŕequentielle d’un filtre passe-bande discret idéal

6.3.2 Conception paréchantillonnage fŕequentiel

La méthode qui áet́e pŕesent́ee dans la sous-section préćedente est basée sur le fait que l’on
soit capable de calculer littéralement9 l’expression de la ŕeponse impulsionnellèa partir de sa
réponse fŕequentielle, ce qui peutêtre difficile voire impossible pour des réponses fŕequentielles
de forme complexe. Dans ce cas-là, il est possible de substituerà cetteétape le calcul nuḿerique
de la ŕeponse impulsionnelle par TFD inverse en faisant appelà ce qui aét́e pŕesent́e dans la
section 5.4. La ŕeponse impulsionnelle vâetre obtenue en :

1. EchantillonnantN points de la ŕeponse fŕequentielle ;

2. Calculant,̀a partir de ceśechantillons, lesN points de la ŕeponse impulsionnelle correspon-
danteà l’aide de la transforḿee de Fourier inverse.
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FIG. 6.18 – Diff́erenteśetapes de la conception paréchantillonnage fŕequentiel

La réponse impulsionnelle sera donc naturellement tronquée. Cette d́emarche est mise en œuvre
sur l’exemple de filtre passe-bas de la sous section préćedente et d́efini par la figure 6.11. Les
résultats sont présent́es figure 6.18.

La premìere sous-figure en hautà gauche représente la ŕeponse fŕequentielle du filtre passe-
bas id́eal de fŕequence de coupureνc = 0.0125 Hz échantillonńee par 32 points. Afin de pouvoir
appliquer la transforḿee de Fourier discrète (inverse), il est ńecessaire de constituer un vecteur
qui contienne les valeurs de la réponse fŕequentielle pour les fréquences positives, puis les valeurs
de la ŕeponse fŕequentielle pour les fréquences ńegatives (voir la section 5.4) : cette opération de
permutation donne la sous-figure en hautà droite. On calcule ensuite la transformée de Fourier
discr̀ete inverse, ce qui donne un vecteur contenant un premier vecteur des valeurs de la réponse
impulsionnelle pour les temps positifs puis un second vecteur des valeurs de la réponse impul-
sionnelle pour les temps négatifs. En permutant ces deux vecteurs, on obtient la réponse impul-
sionnelle qui apr̀es translation temporelle (comme dans la sous-section préćedente) donne la sous
figure en bas̀a gauche. Sa réponse fŕequentielle est représent́ee en bas̀a droite. Le ŕesultat peut
être aḿelioré en appliquant̀a la ŕeponse impulsionnelle calculée une fen̂etre de Hamming, voir
discussion sous-section préćedente.

L’int ér̂et d’une telle approche est de permettre d’aborder des gabarits fréquentiels de forme
“excentrique”, voir le cas traité figure 6.19.

9C’est-̀a-direétablir une relation explicite entre leséchantillonshk de la ŕeponse impulsionnelleh∗ et l’indice k

telle que (6.11).
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FIG. 6.19 – Diff́erenteśetapes de la conception paréchantillonnage fŕequentiel

6.4 Une remarque en guise de conclusion

Dans la section 6.5, sont présent́es des scriptsMatlab qui permette la conception et l’analyse
de filtre fŕequentiel discrets. Ils font appelà des fonctions de laSignal Processing Toolboxqui
regroupe un ensemble de fonctionsMatlab sṕecialiśees dans le traitement du signal. Cette boı̂te
à outils propose aussi une interface graphique appeléefdatool qui permet de plus confortable-
ment concevoir les filtres nuḿeriques, voir figure 6.20. Ce qui est présent́e dans ce document de
cours permet de comprendre la majorité des ḿethodes associéesà cette interface graphique.

6.5 Annexe du chapitre : exemples de scriptMatlab

6.5.1 Conception de filtres RIIs

Le programmeMatlab ci-dessous permet de calculer les différents filtres de l’exemple page 150
et d’obtenir la figure 6.6. Sur le choix deRp et deRs, voir section 3.7.2.

Rp = .5;
Rs = 20;
nupass = 50; % fr équence de fin de bande passante
nustop = 60; % fr équence de d ébut de bande de r éjection

Ts = 1/200; % P ériode d’ échantillonnage

% Caract éristique des gabarits en temps continu
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FIG. 6.20 – Interface graphiquefdatool deMatlab

nucontpass = 1/pi/Ts * tan(pi * Ts* nupass);
nucontstop = 1/pi/Ts * tan(pi * Ts* nustop);

% Ǵenération du vecteur de 0 à la fr équence de Shannon
% avec un pas de 0.1
nu=0:.1:1/2/Ts;

nucont = 0:.1:1000;

% Calcul de l’ordre du filtre elliptique et de sa pulsation
% de coupure pour satisfaire le gabarit fr équentiel
[n, wn] = ellipord(2 * pi * nucontpass, 2 * pi * nucontstop, Rp, Rs, ’s’);
% Calcul des coefficients des polyn ômes nuḿerateur et d énominateur
% du filtre elliptique
[Bc, Ac] = ellip(n, Rp, Rs, wn, ’s’);

% Transposition par la bilin éaire
[Bb, Ab] = bilinear(Bc, Ac, 1/Ts);

%Calcul des r éponses fr équentielles
Hc = freqs(Bc, Ac, 2 * pi * nucont);
Hb = freqz(Bb, Ab, nu, 1/Ts);

% Tracé des modules des r éponses fr équentielles
figure, plot(nu, abs(Hb)), hold on, plot(nucont, abs(Hc), ’g--’);
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% Choix des variations en abscisses et en ordonn ées
axis([0, 100, 0, 1]);

6.5.2 Conception de filtres RIFs

Le programmeMatlab ci-dessous permet de calculer les différents filtres de la section 6.3.1.

Ts = 10;
nu_c = 1/8/Ts;

% Repŕesentation de 99 points de la r éponse impulsionnelle du filtre
% passe-bas id éal discr étis ée
N = 50;
k = -(N-1):(N-1);
hk = 2 * nu_c * sinc(2 * nu_c * k* Ts) * Ts;
figure, stem(k,hk);

% Troncature pour ne conserver que 49 points
M = 24
ktronc = -(M):(M);
hktronc = 2 * nu_c * sinc(2 * nu_c * ktronc * Ts) * Ts;
figure, stem(ktronc,hktronc);

% Translation vers la droite
figure, stem(ktronc+M,hktronc);
hold on
stem((2 * M+1):3 * M, zeros(1,M));

% Ŕeponse fr équentielle du filtre RIF
[Hz,F] = freqz(hktronc,1,1000,1/Ts);

figure, subplot(211), plot(F, abs(Hz));
subplot(212), plot(F, angle(Hz));

% Aḿelioration du r ésultat par fen être de Hamming
% Coefficients de la fen être de Hamming
f_k = hamming(2 * M+1);

% Application de la fen être de Hamming aux coefficients
% du filtre RIF
hktronchamming = f_k(:). * hktronc(:);
figure,
subplot(211), stem(ktronc,hktronc),
subplot(212), stem(ktronc,hktronchamming)

% Ŕeponse fr équentielle du filtre RIF fen êtr é
[Hzhamming,F] = freqz(hktronchamming,1,1000,1/Ts);
figure,
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subplot(211), plot(F, abs(Hzhamming));
subplot(212), plot(F, angle(Hzhamming));

Le programmeMatlab ci-dessous permet de calculer les différents filtres de la section 6.3.2.

Ts = 10; % p ériode d’ échantillonnage
nu_c = 1/8/Ts; % fr équence de coupure du filtre passe-bas
nu_s = 1/Ts;

% Nombre total de points échantillonn és sur la r éponse fr équentielle
Mtot = 2ˆ5;

% Echantillonnage de la r éponse fr équentielle
% Pour l’intervalle [-nu_s, +nu_s]
nu_ech = linspace(-nu_s/2,+nu_s/2, Mtot+1);
% On élimine la fr équence nu_s
nu_ech = nu_ech(1:Mtot);
% Dans l’expression ci-dessous
% (-nu_c <= nu_ech) : comparaison terme à terme du vecteur -nu_c
% et du vecteur nu_ech. Le r ésultat est un
% vecteur de m ême longueur avec le ii ème él ément
% qui vaut 1 si -nu_c(i) <= nu_ech(i), 0 sinon
% .* : effectue la multiplication terme à terme de deux vecteurs
X_ech = (-nu_c <= nu_ech). * (nu_ech <= nu_c);
% Repŕesentation de la r éponse fr équentielle échantillonn ée
figure, stem(nu_ech, X_ech,’o’);

% le vecteur X_ech est d écompos é en deux : [X_ech_moins, X_ech_plus]
% avec X_ech_moins qui contient les valeurs de la r éponse fr équentielle
% pour les fr équences n égatives. Les deux vecteurs sont alors permut és :
% X_ech_swap = [X_ech_plus, X_ech_moins]
X_ech_swap = fftshift(X_ech);
figure, stem(linspace(0,+nu_s,Mtot), X_ech_swap,’o’);

% Calcul de la transform ée de Fourier discr ète inverse
xn = ifft(X_ech_swap);
% Permutation des deux moiti és du vecteur xn
xn_swap = ifftshift(xn);
xn_swap = [xn_swap, xn_swap(1)];
% Repŕesentation de la r éponse impulsionnelle obtenue
figure, stem(0:(Mtot),xn_swap,’o’);

% Repŕesentation de la r éponse fr équentielle
[Hzfft,F] = freqz(xn_swap,1,1000,1/Ts);
figure, subplot(211), plot(F, abs(Hzfft));
subplot(212), plot(F, angle(Hzfft));
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L’exécution de ce scriptMatlab permet d’obtenir la figure 6.18.



Chapitre 7

Des signaux d́eterministes aux signaux
aléatoires

La premìere partie de ce chapitre est consacréeà la caract́erisation des signaux déterministes
discrets baśee sur l’́energie et sur la puissance, caractérisation qui avait́et́e pŕesent́ee dans le cas
des signaux continus chapitre 4. Dans les deux cas, cette caract́erisation est importante car elle
s’applique aussi aux signaux aléatoires qui seront introduits dans la seconde partie de ce chapitre.
Le chapitre se termine sur l’intér̂et des signaux aléatoires pour la mod́elisation des signaux réels
avec une applicatioǹa la t́eléphonie mobile.

7.1 Energie et puissance pour les signaux discrets

Energie et puissance ontét́e trait́ees dans le chapitre 4 dans le cas des signaux continus. Le
tableau 7.1 et le tableau 7.2 résument les m̂emes ŕesultats mais pour les signaux discrets.

7.2 Signaux aĺeatoires

Les signaux aĺeatoires sont d́efinis dans le cas continu. Les signaux aléatoires discrets peuvent
être d́efinis de façon similaire.

7.2.1 D́efinition

Un signal continux est ditdéterministesi, à chaque instantt, sa valeurx(t) peutêtre d́etermińee
de façon certaine par un modèle math́ematique. Exemple :

∀t ∈ R, x(t) = A sin(2πt).

Un signalx est ditaléatoireou stochastiquesi à chaque instantt, sa valeurx(t) ne peut paŝetre
détermińee de façon certaine car dépendante du hasard. Cette incertitude provient d’un manque
d’information ou de l’impossibilit́e de mod́eliser un ph́enom̀ene du fait de sa trop grande com-
plexité. Un signal aĺeatoire est aussi appeléprocessus aléatoire. On le notex(t, ξ) :

– t est (ǵeńeralement) la variable de temps ;
– ξ est la variable de l’ensemble des possibles : elle indique qu’ à chaque instantt, x(t, •) est

une variable aĺeatoire (ŕeelle).
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Energie finie Puissance finie

Définition Ex =
+∞∑

k=−∞
|xk|2 <∞ Px = lim

N→∞

(
1

2N + 1

+N∑

k=−N

|xk|2
)

<∞

Echange Exy =
+∞∑

k=−∞
xk.yk Pxy = lim

N→∞

(
1

2N + 1

+N∑

k=−N

xk.yk

)

Densit́e spectrale
∀ν ∈

[
−νs

2
, νs

2

]
, Sx(ν)

d’énergie :

|X∗(ν)|2

de puissance :

lim
N→∞

1

2N + 1
|X(ν,N)|2

X∗(ν,N) = F [x∗. rect(•/(NTs))]

Densit́e spectrale
interspectre

∀ν ∈
[
−νs

2
, νs

2

]
, Sxy(ν)

d’énergie :

X∗(ν)Y ∗(ν)

de puissance :

lim
N→∞

1

2N + 1
X(ν,N)Y ∗(ν,N)

Intercorŕelation

Rxy =
+∞∑

n=−∞
Rxy(n)δnTs

Rxy(n) =
+∞∑

k=−∞
xk+n.yk Rxy(n) = lim

N→∞

(
1

2N + 1

+N∑

k=−N

xk+n.yk

)

F [Rxy] = Sxy F [Rxy] = Sxy

Autocorŕelation

Rx =
+∞∑

n=−∞
Rx(n)δnTs

Rx(n) =
+∞∑

k=−∞
xk+n.xk Rx(n) = lim

N→∞

(
1

2N + 1

+N∑

k=−N

xk+n.xk

)

Rx(0) = Ex Rx(0) = Px

F [Rx] = Sx F [Rx] = Sx

TAB . 7.1 – Signaux discrets

Discret

y∗ = h∗ ⋆ x∗

Syx(ν) = H∗(ν)Sx(ν)

Sy(ν) = |H∗(ν)|2Sx(ν)

TAB . 7.2 – Syst̀emes de convolution discrets et densités spectrales
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FIG. 7.1 – A quoi peut ressembler un signal aléatoire ?

7.2.2 Mod́elisation

7.2.2.1 Rappels sur les variables aléatoires

Une variable aĺeatoire ŕeelleX est une application de l’ensemble des possibles dans un en-
semble inclus dansR. Elle est caractériśee par une fonction de répartitionFX qui est la probabilit́e
pour queX soit inférieure oúegaleà un ŕeelx :

FX(x) = Prob(X ≤ x).

La densit́e de probabilit́e pX mèneà la probabilit́e pour que la variable aléatoireX prenne des
valeurs comprises entrex etx + dx :

pX(x)dx = Prob(x ≤ X ≤ x + dx) = dFX(x)

Elle satisfait la relation :
∫ +∞

−∞
pX(x)dx = 1. Deux densit́es classiques sont la loi uniforme et la

loi gaussienne, voir le tableau 7.3.

Une variable aĺeatoire est caractériśee par ses momentsE[XN ] d’ordreN définis par :

E[XN ] =

∫ +∞

−∞
xNpX(x)dx.

Les deux premiers moments sont importants :
– N = 1 : premier moment oumoyennestatistique1 ;
– N = 2 : second moment : il permet de définir la variance :

V [X] = E
[
(X− E[X])2] .

1La moyenne sur toutes les valeurs possibles de la variable aléatoire.
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Loi uniforme Loi gaussienne

pX(x) = 1
b−a

rect
(

x−(b+a)/2
b−a

)
pX(x) = 1√

2πσ
e−

(x−m)2

2σ2

   a  b    
0

1/(b−a)   

x

Loi uniforme

    m     
0

 

 

 

 

 

x

Loi gausienne

m+σm−σ

TAB . 7.3 – Densit́es de probabilit́e classiques

Loi uniforme gaussienne

pX
1

b−a
rect

(
x−(b+a)/2

b−a

)
1√
2πσ

e−
(x−m)2

2σ2

Moyenne b+a
2

m

Variance (b−a)2

12
σ2

TAB . 7.4 – Premiers moments de lois classiques

On d́emontre que :

V [X] = E[X2]− E[X]2.

Des exemples de moments sont donnés tableau 7.4. On voit qu’une loi gaussienne est complète-
ment d́efinie par ses deux premiers moments. Si deux variables aléatoiresX etY sont ind́ependan-
tes2 alors

E[XN
Y

M ] = E[XN ]E[YM ].

PourN = M = 1, on obtient lacorrélation statistique: ΓXY = E[XY].

7.2.2.2 Signaux aĺeatoires stationnaires

Pour un signal aléatoirex, en notantX(t) la variable aĺeatoirex(t, •), on peut d́efinir :
– l’autocorŕelation comme la corŕelation statistique entre les valeurs du signal en deux ins-

tantst1 et t2 :

Γx(t1, t2) = E[X(t1)X(t2)].

2pX(x|y) = pX(x).
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– l’ intercorrélationcomme la corŕelation statistique entre la valeur d’un premier signalx en
un instantt1 et la valeur d’un second signaly en un instantt2 :

Γxy(t1, t2) = E[X(t1)Y(t2)].

Puisqu’un signal aléatoirex est une variable aléatoire “qui d́epend du temps”, ses différents mo-
ments d́ependent du temps. Par exemple :

E[X(ti)] = mx(ti) et V [X(ti)] = σx(ti)
2.

Si on d́esire d́eterminer une valeur expérimentale des moments, il est alors nécessaire de réṕeter
plusieurs fois la m̂eme exṕerience au cours de laquelle le signalx sera mesuŕe. Le temps représente
ici le tempśecouĺe par rapport au d́ebut de l’exṕerience. Par exemple, la valeurmx(ti) sera estiḿee
en faisant la moyenne des valeursx(ti, ξ) sur l’ensemble des expériences, voir la figure 7.2.

FIG. 7.2 – D́etermination exṕerimentale de la moyenne

Stationnarit é On appelle signalstationnaireun signal pour lequel les moments sont indépendants
du temps. Pour ce signal, toutes les variables aléatoiresX(ti) ont même densit́e de probabilit́epx.
La fonction d’autocorŕelation ne d́epend plus que det1 − t2 :

Γx(t1, t2) = Γx(t1 − t2).

Un signal aĺeatoire est stationnaire au sens large si seules la moyennemx et la varianceσ2
x sont

indépendantes du temps.

Ergodicit é Dans le cas d’un signal réel dont on a proćed́e à une seule acquisition lors d’une
exṕerienceξ0, le probl̀eme est de d́eterminer ses diff́erentes caractéristiques statistiques :mx, σ2

x,
etc.. Une id́ee est que si un signal aléatoire est stationnaire, il est possible d’avoir une estimation de
la moyenne et de la variance en intégrant sur le tempst à partir des valeursx(t, ξ0) correspondant
à cette seule acquisition :

mx ≈ lim
T→+∞

1

T

∫ T

2

−T

2

x(t, ξ0)dt et σ2
x ≈ lim

T→+∞

1

T

∫ T

2

−T

2

(x(t, ξ0)−mx)
2 dt.
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Par suite, par exemple, on remplace l’estimation de la moyenne d́ecrite figure 7.2 par l’estimation
décrite figure 7.3.

FIG. 7.3 – Notion d’ergodicit́e

S’il est légitime de proćeder comme cela, on dit que le signal vérifie l’hypoth̀ese d’ergodicit́e.
Un signal aĺeatoire stationnaire est ditergodiquesi

E[XN ] = lim
T→+∞

1

T

∫ T

2

−T

2

x(t, ξ0)
Ndt

ce qui s’exprime pour un signal discret par :

E[XN ] = lim
n→∞

(
1

2n + 1

+n∑

k=−n

xN
k

)
.

De même :
Γx(τ) = Rx(τ) et Γxy(τ) = Rxy(τ).

De plus, on peut d́emontrer qu’

Un signal aĺeatoire stationnaire et ergodique est nécessairementà puissance finie.

Par suite, la classe des signauxà puissance finie permet donc de traiterà la fois de signaux
déterministes et de signaux aléatoires.

7.2.2.3 Un signal aĺeatoire stationnaire et ergodique important : le bruit blanc

Un bruit blanc3 est le signal aĺeatoire stationnaire et ergodique dont la densité spectrale de
puissanceSx est constante4, ce qui est́equivalent̀a ce que son autocorrélationΓX = Rx soit une

3L’adjectif blancvient de l’analogie avec la lumière blanche dont la puissance est aussi uniformément ŕepartie sur
tout le spectre.

4Cette affirmation est assez contradictoire et même incorrecte puisque, d’un côté, on affirme que le bruit est un
signal à puissance finie (car ergodique) et, de l’autre, on affirme que sa DSP est constante sur tout le spectre ce
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FIG. 7.4 – Bruit blanc

impulsion de DiracΓX = ΓX(0)δ, voir figure 7.4. Puisque son autocorrélation est nulle partout
sauf enτ = 0, la valeur du signal̀a un instant donńe n’a pas de lien avec la valeur du signalà
un autre instant. Par suite,l’ évolution de ce signal est complètement impŕedictible.Un bruit blanc
discret se d́efinit de la m̂eme façon.

Le bruit blanc peut̂etre utiliśe pour mod́eliser des signaux physiques comme les bruits d’ori-
gine thermique qui interviennent dans une chaı̂ne de transmission ou encore les erreurs d’arrondi
dans un système d’́electronique nuḿerique. Cependant, unbruit blanc à bande spectrale limitée
est un mod̀ele de signaux physiques plus plausible. Il est défini par la limitation de sa densité
spectrale de puissance sur une bande de fréquence[−νmax, νmax] :

∀ν ∈ R, Sx(ν) = S0 rect

(
ν

2νmax

)
.

Par suite,
∀τ ∈ R, Rxx(τ) = 2νmaxS0 sinc (2νmaxτ) .

Remarque On associe souvent le terme de gaussien5 à un bruit blanc. Attention, un bruit blanc
peut ne paŝetre gaussien tout comme un signal aléatoire gaussien n’est pas forcément un bruit
blanc.

7.2.3 Quelques applications

Dans la sous section 4.2, page 106, ontét́e pŕesent́ees une application de l’autocorrélationà
l’extraction d’un signal et une application de l’intercorrélation à la mesure d’un temps de pro-
pagation. Dans ces deux applications, un signalb a ét́e introduit pour prendre en compter la

qui implique qu’il està puissance infinie et n’est donc pas pratiquement réalisable ! L’introduction de la notion de
bruit a ét́e motiv́ee par la repŕesentation d’un signal physique qui a la propriét́e d’avoir une densité spectrale de
puissance constante sur une très large gamme de fréquences[−νbig, νbig], tellement large qu’on ne peut pas accéder
physiquement̀a des fŕequences supérieures̀a νbig et que de fait on peut considérer la densit́e de puissance constante
sur l’ensemble des fréquences. C’est pour cela que pour cette première introduction au Traitement du Signal, nous
jetterons un voile pudique sur cette contradiction. Dans l’enseignement d’approfondissement de seconde année de
Traitement du Signal, la définition correcte d’un bruit blanc sera présent́ee.

5c’est-̀a-dire loi de probabilit́e gaussienne.
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dégradation introduite par la transmission, la mesure ou encore la propagation d’un signal. Les
éléments pŕesent́es dans cette section permettent de proposer une représentation plus adéquate de
b : de part la discussion ci-dessus,b est repŕesentable par un bruit blanc.

7.3 Modélisation d’un signal par un filtre générateur

Consid́erons un système de convolutiondiscretdont l’entŕeex∗ est un signal aléatoire station-
naire ergodique. D’après le tableau 7.2,

∀ν ∈ R, Syx(ν) = H∗(ν)Sx(ν).

PuisqueΓx(k) = Rx(k) etΓxy(k) = Rxy(k) et queF [Rx] = Sx etF [Rxy] = Sxy, on a alors :

Γyx(n) =
∑

i

hiΓx(n− i).

Dans le cas òu x∗ est un bruit blanc alors cette relation devient :

Γyx(n) = hnΓx(0).

Par suite,̀a un facteur multiplicatif, la fonction d’intercorrélation entre le signal d’entrée et le
signal de sortie correspondà la ŕeponse impulsionnelle du filtre. Les caractéristiques statistiques
du signal aĺeatoire de sortiey∗ sont donc uniquement détermińees par la ŕeponse impulsionnelle
du filtre discret.

7.3.1 Filtre générateur par la méthode de Yule-Walker

F- -
bruit
blanc

y∗

FIG. 7.5 – Notion de filtre ǵeńerateur

Cette remarque est le fondement d’une méthode de mod́elisation de signaux aléatoires comme
la réponse d’un filtre discret̀a un bruit blanc de variance 1. Un tel filtre est appeléfiltre géńerateur
ou filtre formeur. La question est commentà partir de l’acquisition d’́echantillons d’un signal
discrety∗ déterminer le filtre ǵeńerateur correspondant, c’est-à-dire le filtre tel que pour une
réalisation du bruit blanc appliquée en entŕee, la sortie soity∗. Par simplicit́e, on s’int́eressèa
la recherche d’un filtre causal de fonction de transfertF (z) sans źero de la forme :

F (z) =
b0

1 +

nF∑

i=1

aiz
−i

.
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Il est appeĺe mod̀ele AR (Auto Ŕegressif). L’́equation de ŕecurrence correspondante s’écrit alors6 :

yk +

nF∑

i=1

aiyk−i = b0xk. (7.1)

Lorsque l’on dispose de l’acquisition deséchantillons du signaly∗, il est possible de calcu-
ler l’autocorŕelationΓy(n). Nous allons voir comment̀a l’aide de l’́equation de ŕecurrence il est
possible de relier les coefficientsai du filtre à d́eterminer et l’autocorrélationΓy(n). Pour cela :

yk+n

(
yk +

nF∑

i=1

aiyk−i

)
= b0yk+nxk

Ce qui donne :

E

[
yk+nyk +

nF∑

i=1

aiyk+nyk−i

]
= E[b0yk+nxk]

D’où

E[yk+nyk] +

nF∑

i=1

aiE[yk+nyk−i] = b0E[yk+nxk]

et donc :

Γy(n) +

nF∑

i=1

aiΓy(n + i) = b0Γyx(n).

Or nous avons vu préćedemment que :Γyx(n) = hnΓx(0). D’où :

∀n ∈ Z, Γy(n) +

nF∑

i=1

aiΓy(n + i) = b0hnΓx(0). (7.2)

L’id ée est d’exploiter cettéequation pour calculer lesai. Or leshn ne sont pas connus puisque
ce sont leśechantillons de la réponse impulsionnelle du filtre que l’on recherche. Cependant, on
recherche un filtre causal, ce qui implique que pourn < 0, hn = 0. Par suite, en ne choisissant
que leśequations (7.2) qui correspondentàn < 0, on obtient :

∀n < 0, Γy(n) +

nF∑

i=1

aiΓy(n + i) = 0. (7.3)

Puisqu’il y anF coefficients inconnusai, en utilisant la propríet́e Γy(−n) = Γy(n), enécrivant
sous forme matricielle (7.3) pourn ∈ {−nF , . . . ,−1}, on obtient le système lińeaire denF

équations̀anF inconnues suivant :
Γa = γ

avec

Γ =




Γy(0) Γy(1) Γy(2) · · · · · · · · · · · · Γy(nF − 1)
Γy(1) Γy(0) Γy(1) Γy(2) · · · · · · · · · Γy(nF − 2)
Γy(2) Γy(1) Γy(0) Γy(1) Γy(2) · · · · · · Γy(nF − 3)
Γy(3) Γy(2) Γy(1) Γy(0) Γy(1) · · · · · · Γy(nF − 4)
Γy(4) Γy(3) Γy(2) Γy(1) Γy(0) Γy(1) · · · Γy(nF − 5)
· · · · · · · · · Γy(2) Γy(1) Γy(0) · · · · · ·
Γy(nF − 2) Γy(nF − 3) Γy(nF − 4) · · · · · · · · · · · · Γy(1)
Γy(nF − 1) Γy(nF − 2) Γy(nF − 3) · · · Γy(2) · · · · · · Γy(0)




6Cetteéquation permet d’expliquer pourquoi ce modèle est appelé auto ŕegressif : il vient du fait queyk est obtenu
par ŕegression lińeaire desyk−i, i allant de1 ànF .
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et

a =




a1

a2

a3
...
...
...
...

anF




et γ = −




Γy(1)
Γy(2)

...

...
Γy(nF − 3)
Γy(nF − 2)
Γy(nF − 1)

Γy(nF )




Ce syst̀eme d’́equations lińeaires est connu sous le nom d’équations deYule-Walker7, nom qui
est aussi associé à la ḿethode d’obtention du filtreF (z). Pour les amateurs, la matriceΓ est une
matrice de Toeplitz : dans ce cas-là, l’algorithme de Levinson permet de résoudre efficacement ce
syst̀eme d’́equations lińeaires.

Une fois le vecteura calcuĺe, le filtre ǵeńerateur est donńe par :

F (z) =
b0

1 +

nF∑

i=1

aiz
−i

.

Une estimation de la densité spectrale de puissance est alors donnée par, avecΓX(0) = 1 :

Sy(ν) =
b2
0∣∣∣∣∣1 +

nF∑

k=1

aie
−2kπiνTs

∣∣∣∣∣

2

.

Exemple On a fait l’acquisition d’un signal discret représent́e figure 7.6 avecTs = 1s. L’analyse
spectrale par TFD présente un spectre en amplitude plus important au voisinage de la fŕequence
ν = 0.015 Hz. A partir de cette acquisition, un filtre géńerateur du second ordre est recherché par
la méthode de Yule Walker̀a l’aide de la fonctionMatlab aryule . On obtient :

F (z) =
1.06

1− 1.9670z−1 + 0.9768z−2
.

Cette fonction de transfert admet pour pôles :0.9835 ± 0.0976i. Par la relations = 1
Ts

ln(z), les
pôles en temps continu correspondants sont−0.0118± 0.0989i ce qui correspond8

7 Sir Gilbert Thomas Walker fût entre les deux guerres un mét́eorologue dans les Indes britanniques. Sa
préoccupatiońetait de pŕevoir les pluies de mousson. Pour cela, il s’est intéresśe aux travaux du statisticien bri-
tannique George Udny Yule qui avait dévelopṕe un mod̀ele AR d’ordrenF = 2 pourétudier le ph́enom̀ene des t̂aches
solaires. Sir Walker áetendu son approche au modèle AR d’ordrenF quelconque.

8 Un syst̀eme du second ordre de gain statique unité (sans źero) est d́efini par la fonction de transfert :

Gc(s) =
ω2

0

s2 + 2ξω0s + ω0
2

où quand les deux p̂oles sont complexes conjugués,ξ ∈]0, 1[. ω0 est appeĺe pulsation propre oupulsation naturelleet
ξ coefficient d’amortissement.

La réponse temporellèa unéchelon d’un système du second ordre est définie par deux param̀etres (voir la figure
7.9) qui sont directement liésà la valeur de la pulsation propreω0 et de l’amortissementξ :
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FIG. 7.6 – Acquisition d’un signal discret
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à une pulsation naturelle de0.0996 rad/s soit une fŕequence naturelle de0.0159 Hz. Ce filtre
géńerateur est donc cohérent avec l’analyse spectrale de départ. D’autre part, le spectre en ampli-
tude deF est repŕesent́e figure 7.11. L̀a encore, on ne peut que noter la cohérence9.
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|F(e−2π i ν T
s)|
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FIG. 7.11 – Spectre en amplitude deF (z)

Dépassement :défini par

Dépassement=
Valeur maximale− Valeur finale

Valeur finale

soit

D1% = 100
Valeur maximale− Valeur finale

Valeur finale
,

il est une fonction d́ecroissante deξ (voir figure 7.8) :

D1 = e
− πξ√

1−ξ2 (7.4)

Temps du premier maximum :

tmax =
π

ω0

√
1− ξ2

(7.5)

Temps d’établissement :

te ≈
3− ln(

√
1− ξ2)

ξω0
(7.6)

Ces caract́eristiques sont obtenuesà partir de l’expression de la réponse indicielley(t) en fonction du temps :

y(t) = 1− e−ξω0t

√
1− ξ2

cos
(
ω0t
√

1− ξ2 − φ
)

avecφ = ξ√
1−ξ2

.

La réponse fŕequentielle est représent́ee figure 7.10. Pourξ ≤ 1√
2
, le traće du module pŕesente un maximum de

1

2ξ
√

1−ξ2
à la pulsationω0

√
1− 2ξ2. De plus, on a|Gc(jω0)| = 1

2ξ
.

9 Pour ǵeńerer le signal temporel figure 7.6à partir de la fonction de transfertF , il serait ńecessaire de connaı̂tre
la réalisation du bruit blanc qu’il est nécessaire d’appliquer en entrée du filtre.
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7.3.2 La méthode de Yule-Walker comme solution d’un probl̀eme d’optimi-
sation

Un examen attentif de l’équation de ŕecurrence (7.1) associée au filtre ǵeńerateur permet d’in-
terpŕeter la ḿethode de Yule-Walker comme la solution d’un problème d’optimisation. L’́equation
(7.1) s’́ecrit :

yk +

nF∑

i=1

aiyk−i = b0xk.

Supposons que l’on se placeà l’instant(k−1)Ts et qu’̀a cet instant ainsi qu’aux instants préćedents
(k − 2)Ts, . . . , (k − nF )Ts, on connaisse leśechantillons du signaly∗. L’ équation de ŕecurrence
permet de relier la valeur de la sortieyk à l’instantkTs à ces valeurs :

yk = −
nF∑

i=1

aiyk−i + b0xk.

L’id ée est que l’on peut utiliser cette relation pour,étantà l’instant(k − 1)Ts, prédire la valeur
de la sortiey à l’instantkTs. La difficulté est que l’́echantillonxk n’est pas connùa l’instant
(k − 1)Ts. De plus, le signalx est un bruit blanc et nous avons vu qu’un bruit blanc est un signal
dont l’évolution temporelle est totalement imprévisible. Par suite, il n’y a aucun espoir de prédire
la valeur de l’́echantillon dex∗ à l’instantkTs si on se placèa l’instant(k − 1)Ts. Une pŕediction
à l’instant(k − 1)Ts not́eeỹk de la valeuryk est donc effectúee en ńegligeant le termeb0xk :

ỹk = −
nF∑

i=1

aiyk−i

ce qui engendre l’erreur :ek = ỹk − yk = b0xk. On a ainsi d́efini une variable aléatoireEk. On
peut d́emontrer que les coefficientsai obtenus par la ḿethode de Yule-Walker sont tels que la
variance de l’erreurV [Ek] soit minimiśee10. De plus,V [Ek] = b2

0V [X]. Par suite, la variance du
bruit d’entŕeeétant1, on peut d́eduire deV [Ek] la valeur deb0.

Au-del̀a de permettre le calcul deb0, ce qui semblêetre une simple re-interprétation est en
réalit́e l’idée fondamentale d’un ensemble important de méthodes de filtrages numériques11.

7.3.3 Une application des filtres ǵenérateurs : le codage LPC en traitement
de la parole

La synth̀ese d’un filtre ǵeńerateur par l’approche de Yule-Walker est le fondement théorique
du codage LPC (Acronyme anglais pour “Linear Predictive Coding”)12 utilisé dans des ḿethodes
classiques de traitement de la parole. Le codage LPC est au cœur d’un tr̀es grand nombre de
syst̀emes technologiques “grand public” tels que les systèmes de transmission de la parole en
téléphonie mobile (GSM) ou par satellite. L’idée est de représenter un signal vocal comme la
réponse d’un filtrèa

– Un bruit blanc si le son est non voisé ;

10c’est-̀a-dire tels que la variance de l’erreurV [Ek] soit la plus faible possible.
11Il s’agit des techniqueśevoqúees section 3.6, page 95.
12L’acronyme anglais LPC ne doit pasêtre confondu avec l’acronyme français LPC : “Langage Parlé Compĺet́e”.

Le langage parlé compĺet́e est un langage gestuel utilisé pour communiquer avec les sourds. Ce qui est amusant, c’est
que les deux LPCs sont deux codages différents utiliśes pour la transmission de la parole !
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– Un train d’impulsions si le son est voisé.
Un son voiśe est un son qui est produit par les cordes vocales et qui possède une structure harmo-
nique, voir figure 7.12.

FIG. 7.12 – Son voiśe ou non, source http ://tcts.fpms.ac.be/cours/1005-07-08/speech

La mise en œuvre pour la transmission de la voix consisteà mesurer avec une fréquence
d’échantillonnageνs (8kHZ en t́eléphonie mobile) le signal vocal età proćeder toutes les 10
millisecondes̀a

1. Sur le signal mesuré lors des 30 millisecondesécouĺees sur lesquelles une fenêtre de Ham-
ming a ét́e appliqúee, la mod́elisation par un filtre ǵeńerateur par l’approche de Yule-
Walker13 (calcul des coefficients du filtre géńerateur) ;

2. Transmission des coefficientsai du filtre ǵeńerateur avec l’indication du signal d’entréeà
appliquer14 ;

3. Au niveau du ŕecepteur, reconstitution du signal vocal en calculant la sortie du filtre ǵeńera-
teur.

Pourνs = 8kHz, on utilise des filtres d’ordrenF = 10. En t́eléphonie mobile (GSM), ce qui est
transmis ce n’est donc plus le signal sonore mais par tranchede temps les coefficients du filtre
géńerateur. L’int́er̂et du codage LPC est de permettre lacompression de l’information: la trans-
mission des coefficients du filtre géńerateur engendre un débit d’information beaucoup plus faible
que la transmission du signal lui-même15.

Exercice Essayer d’estimer l’économie ŕealiśee en appliquant cette méthode par rapport̀a une
transmission directe du son.

13Ainsi qu’une analyse spectrale pour déterminer si le son est voisé ou non et si oui la fŕequence du train d’impul-
sions.

14Bruit blanc ou train d’impulsions avec sa fréquence
15Pour plus de d́etails sur le traitement de la parole en géńerale et le codage LPC en particulier, voir par exemple

le site WEB : http ://tcts.fpms.ac.be/cours/1005-07-08/speech

http://tcts.fpms.ac.be/cours/1005-07-08/speech
http://tcts.fpms.ac.be/cours/1005-07-08/speech
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7.4 Annexe du chapitre : exemples de scriptMatlab

Le programmeMatlab ci-dessous permet de traiter l’exemple présent́e dans la sous-section 4.2.1.

% Signal p ériodique sous-jacent
lk = 50000;
k = 1:lk;
ck = cos(2 * pi * k/50);
% Ǵenération du bruit
rd = rand(1,lk); % Calcul d’un vecteur de lk valeurs

% tir ées au sort suivant une loi uniforme
rd = rd - mean(rd); % On retranche la moyenne du vecteur
% Signal bruit é
ckb = 6 * rd+ck;
% Repŕesentation des échantillons en fonction de leur
% indice
figure, plot(ckb(1:400))
% Calcul de l’autocorrelation du signal
corr_ckb = xcorr(ckb, ’unbiased’);
% Repŕesentation de l’autocorrelation
figure,
plot(-(lk-1):(lk-1),corr_ckb)
axis([-500, 500, -1, 4])
grid on
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