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I  G é n é r a l i t é s  

 
1 ° )  -  D é f i n i t i o n s .  
 
 L e  s i g n a l  e s t  l a  r e p r é s e n t a t i o n  p h y s i q u e  d ' u n  p h é n o m è n e  q u i  
é v o l u e  d a n s  l e  t e m p s  o u  d a n s  l ' e s p a c e .  
 
 L e  t r a i t e m e n t  d u  s i g n a l  ( T . S )  e s t  u n e  d i s c i p l i n e  t e c h n i q u e  
q u i  a  p o u r  o b j e t  l ' é l a b o r a t i o n ,  l a  d é t e c t i o n  e t  l ' i n t e r p r é t a t i o n  d e s  
s i g n a u x  p o r t e u r s  d ' i n f o r m a t i o n s .  
 
 C e t t e  d i s c i p l i n e  s ' a p p u i e  s u r  l a  t h é o r i e  d u  s i g n a l  q u i  d o n n e  
u n e  d e s c r i p t i o n  m a t h é m a t i q u e  d e s  s i g n a u x .   C e t t e  t h é o r i e  f a i t  
e s s e n t i e l l e m e n t  a p p e l  à  l ' a l g è b r e  l i n é a i r e ,  l ' a n a l y s e  
f o n c t i o n n e l l e ,  l ' é l e c t r i c i t é  e t  l ' é t u d e  d e s  p r o c e s s u s  a l é a t o i r e s .  
 
 H i s t o r i q u e m e n t ,  l e  t r a i t e m e n t  d e s  s i g n a u x  a p p a r a î t  a u  d é b u t  
d u  XXième s i è c l e ,  e n  m ê m e  t e m p s  q u e  l ' é l e c t r o n i q u e  (  F L E M I N G ,  
1 9 0 5 ,  d é t e c t i o n  e t  a m p l i f i c a t i o n  d e  s i g n a u x  f a i b l e s ) .  O n  p e u t  
c e p e n d a n t  n o t e r  d e s  p r e m i e r s  t r a v a u x  a u  XIXième a v e c  l ' i n v e n t i o n  d u  
t é l é g r a p h e  é l e c t r i q u e  ( M O R S E ,  C O O K E ,  W H E A T S T O N E ,  1 8 3 0 ) ,  
d u  t é l é p h o n e  ( B E L L ,  1 8 7 6 )  e t  d e  l a  r a d i o  ( M A R C O N I ,  P O P O V ,  
1 8 9 5 ) .  
 
 H o r m i s  l a  c o n t r i b u t i o n  a p p o r t é e  p a r  F O U R I E R  ( 1 8 2 2 ,  
T r a v a u x  s u r  l a  p r o p a g a t i o n  d e  l a  c h a l e u r ) ,  l a  t h é o r i e  d u  s i g n a l  
a p p a r a î t  e n  1 9 3 0  a v e c  l e s  p r e m i e r s  t r a v a u x  d e  W I E N E R  e t  
K I N T C H I N E  s u r  l e s  p r o c e s s u s  a l é a t o i r e s ,  e t  c e u x  d e  N Y Q U I S T  e t  
H A R T L E Y  s u r  l a  q u a n t i t é  d ' i n f o r m a t i o n s  t r a n s m i s e  s u r  u n e  v o i e  
t é l é g r a p h i q u e .  
 
 L e s  c o n t r i b u t i o n s  e s s e n t i e l l e s ,  a u  t r a i t e m e n t  d u  s i g n a l  e t  à  
l a  t h é o r i e  d u  s i g n a l  n ' i n t e r v i e n n e n t  q u ' a p r è s  l a  s e c o n d e  g u e r r e  
m o n d i a l e .  I n v e n t i o n  d u  t r a n s i s t o r  e n  1 9 4 8 ,  t r a v a u x  d e  S H A N N O N  
s u r   l a  c o m m u n i c a t i o n ,  d e  W I E N E R  s u r  l e  f i l t r a g e  o p t i m a l  e t  d e  
S C H W A R T Z  s u r  l e s  d i s t r i b u t i o n s .  
 
 L e s  a p p l i c a t i o n s  d u  t r a i t e m e n t  d u  s i g n a l  s o n t  n o m b r e u s e s  (  
T é l é c o m m u n i c a t i o n ,  G é o p h y s i q u e ,  R e c o n n a i s s a n c e  d e s  f o r m e s ,  
B i o m é d i c a l ,  A c o u s t i q u e ,  e t c . . . ) .  
 
E x e m p l e s  
 
*  C o n t r ô l e  R a d a r :  I c i  l ' a n a l y s e  f r é q u e n t i e l l e  j o u e  u n  r ô l e  
f o n d a m e n t a l .  
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*  C o d a g e  d e  l a  P a r o l e :  L a  r e c o n n a i s s a n c e  d e  l a  p a r o l e  n é c e s s i t e  
l e  t r a i t e m e n t  d ' u n e  g r a n d e  q u a n t i t é  d e  d o n n é e s .  L e  c o d a g e  p e r m e t  
d e  r é d u i r e  c e t t e  q u a n t i t é ,  e n  é l i m i n a n t  l e s  r e d o n d a n c e s  e t  e n  
c o n s e r v a n t  l ' i n f o r m a t i o n  u t i l e .  
 
*  L e s  T é l é c o m m u n i c a t i o n s  :  S i  l e s  1 7  M i l l i o n s  d ' a b o n n é s  a u  
t é l é p h o n e  é t a i e n t  r e l i é s  2  à  2  i l  f a u d r a i t  ( 1 7 M ) 2 / 2  c â b l e s .  
H e u r e u s e m e n t  l e s  t r a v a u x  s u r  l a  m o d u l a t i o n ,  l ' é c h a n t i l l o n n a g e  e t  
l a  t r a n s m i s s i o n  p e r m e t t e n t  d ' é m e t t r e ,  s u r  u n e  m ê m e  v o i e ,  d e s  
m i l l i e r s  d e  m e s s a g e s .  
 

2 ° )  -  C l a s s i f i c a t i o n  d e s  s i g n a u x .   
 
I l  e x i s t e  d i f f é r e n t s  m o d e s  d e  c l a s s i f i c a t i o n  :  
 
 a )  M o r p h o l o g i q u e  :  O n  d i s t i n g u e  i c i  l e s  s i g n a u x  q u i  p r e n n e n t  
d e s  v a l e u r s  à  c h a q u e  i n s t a n t  t  ( S i g n a l  c o n t i n u  )  e t  l e s  s i g n a u x  q u i  
n ' o n t  d e  v a l e u r s  q u ' à  c e r t a i n s  i n s t a n t s  t i   ( S i g n a l  d i s c r e t ) .  
 

x(t) x(t)

Continu Discret

t t
t0

t1 0

 
 
 b )  S p e c t r a l e  :  O n  c l a s s e  l e s  s i g n a u x  s u i v a n t  l a  b a n d e  d e  
f r é q u e n c e s  q u ' i l s  o c c u p e n t .  
 

x(t) x(t)

t t

 
 
S i g n a l  à  v a r i a t i o n s  l e n t e s      S i g n a l  à  v a r i a t i o n s  r a p i d e s   
S i g n a l  " B a s s e s  F r é q u e n c e s "      S i g n a l  " H a u t e s  F r é q u e n c e s "  
 
 
 c )  E n e r g é t i q u e  :  L e s  s i g n a u x  p e u v e n t  ê t r e  à  é n e r g i e  f i n i e  o u  
à  p u i s s a n c e  m o y e n n e  f i n i e .  
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L e s  s i g n a u x  à  é n e r g i e  f i n i e  v é r i f i e n t  l a  c o n d i t i o n  :  
 

W x tx =   dt <  +( ) 2 ∞
−∞

+∞

∫
 

 
O n  d i t  a u s s i  q u ' i l s  s o n t  d e  c a r r é  s o m m a b l e .  L e s  s i g n a u x  à  s u p p o r t  
b o r n é ,  c ' e s t  à  d i r e  d e  d u r é e  l i m i t é e ,  s o n t  à  é n e r g i e  f i n i e .  
 
L e s  s i g n a u x  à  p u i s s a n c e  m o y e n n e  f i n i e  s o n t  t e l s  q u e  :  
 

0
1 2

 <  P   =   lim  x(t)   dt   < +x T
T
2

T
2

→∞ −∫
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ ∞

T  

 
L e s  s i g n a u x  p é r i o d i q u e s  s o n t  à  p u i s s a n c e  m o y e n n e  f i n i e .  
 
R e m a r q u e s  :  
 
- U n  s i g n a l  à  é n e r g i e  f i n i e  a  u n e  p u i s s a n c e  m o y e n n e  n u l l e  ( Px = 0) .  
- U n  s i g n a l  à  p u i s s a n c e  m o y e n n e  f i n i e  ( n o n  n u l l e )  p o s s è d e  u n e  
é n e r g i e  Wx i n f i n i e .  
 
O n  d é f i n i t ,  p a r  a i l l e u r s  :  
-  L a  p u i s s a n c e  i n s t a n t a n é e  (  d ' i n t e r a c t i o n  ) .  
 

 
P t x t x t

t x t y t
x( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

*

*

  =       

P   =    xy

 

 
-  L a  p u i s s a n c e  m o y e n n e  ( d ' i n t e r a c t i o n )  s u r  u n e  d u r é e  T .  
 

 
P t

T
x t t

P t
T

x t t

x t

t T

xy t

t T

( , ( ) ( )

( , ( ) ( )

*

*

0

0

1

1
0

0

0

0

  T) =    x   dt

  T) =    y   dt

+

+

∫

∫
 

 
-  L ' é n e r g i e  m o y e n n e  ( d ' i n t e r a c t i o n )  s u r  u n e  d u r é e  T .  
 

 
W t t
W t t

x x

xy xy

( (
( (

0 0

0 0

 ,  T)  =   T P  ,  T)
 ,  T)  =   T P  ,  T)  

 
 d )  T y p o l o g i q u e  :  O n  d i s t i n g u e  i c i  l e s  s i g n a u x  s u i v a n t  q u e  
l e u r  é v o l u t i o n  e s t  d é t e r m i n i s t e  o u  a l é a t o i r e .  
 
S i g n a l  d é t e r m i n i s t e  :  U n  s i g n a l  d é t e r m i n i s t e  p e u t  ê t r e  p r é d i t  p a r  
u n  m o d è l e  m a t h é m a t i q u e  c o n n u .  O n  d i s t i n g u e  d e u x  s o u s  c l a s s e s  :  
 -  L e s  s i g n a u x  p é r i o d i q u e s  x ( t )  =  x ( t  +  T ) .  
 -  L e s  s i g n a u x  n o n  -  p é r i o d i q u e s .  
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S i g n a l  A l é a t o i r e  :  L e  s i g n a l  a l é a t o i r e  a  u n  c o m p o r t e m e n t  
i m p r é v i s i b l e .   O n  l e  d é c r i t  g r â c e  à  d e s  o u t i l s  s t a t i s t i q u e s  (  
d e n s i t é  d e  p r o b a b i l i t é s ,  m o y e n n e ,  v a r i a n c e , . . . ) .  
 

3 ° )  -  Q u e l q u e s  s i g n a u x  i m p o r t a n t s .   
 
-  P o r t e  :  ΠT t

2

( )  

 

Π T t
2

( )  =   1 si t  -
T
2

 ,  
T
2

0  Ailleurs            

∈
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
 

ΠT t
2

( ) 

t
T-T
22

1

 
 
-  E c h e l o n  d ' H e a v y s i d e  :  u ( t )  
 

u t( )  =   
1 si t  0
0 si t <  0

≥⎧
⎨
⎩

  

   

t

u(t)

1

 
 
-  S i g n e  :  s g n ( t )  
 

sgn( )t   =   
1 si t >  0
0 si t =  0

- 1 si t <  0

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪
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-1

1
t

sgn(t)

 
   
-  T r i a n g u l a i r e  :  ΛT t( )  
 

Λ T t( )  =   1 -  
t
T

 si t   <   T
0  Ailleurs            

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
 

ΛT t( )  

t
T-T

 
 
-  G a u s s i e n n e  :  g ( t )  
 

g t
t

y( )  =   
1

 e
yσ π

σ

2

2

22
−

 

 

M =
1

σ 2πy

σy

61 % M

t

g(t)

 
 
-  S i n u s  C a r d i n a l  :  s i n c ( t )  
 

sinc( )
sin( )

t
t

t
=  
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1

t

sinc(t)

 
 
-  R è g l e  d e  l ' H o p i t a l  :  
 
S o i e n t  f ( t )  e t  g ( t )  d e u x  f o n c t i o n s  c o n t i n u e s  e t  d é r i v a b l e s  e n  t 0  e t  
t e l l e s  q u e  :  

{ } { }lim ( ) lim ( )
t t t t

f t g t
→ →

± ∞
0 0

  =     =   0 (resp  )  

A l o r s :  

lim
( )
( )

lim
' ( )
' ( )t t t t

f t
g t

f t
g t→ →

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭0 0

  =    

E x e m p l e  :  
 

{ }lim
sin( )

lim cos( )
t t

t
t

t
→ →

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭0 0

  =     =   1 

 



1 0  

 

 

I I  S é r i e s  e t  t r a n s f o r m é e  d e  F O U R I E R  
 
 
 O n  p r é s e n t e r a  d a n s  c e  c h a p i t r e  l e s  p r i n c i p a u x  o u t i l s  
m a t h é m a t i q u e s  n é c e s s a i r e s  a u  t r a i t e m e n t  d e s  s i g n a u x .  
 

1 ° )  -  S é r i e s  d e  F O U R I E R .  
 
C o n s i d é r o n s  l e s  f o n c t i o n s  g tn ( ) d é f i n i e s  p a r  :  
 

g t e en

j
nt
T jn t( ) = =   avec,   =

1
T

  et   n
+ + ∈

2 2
0

0
π π ν ν Ζ  

 
O n  p e u t  f a c i l e m e n t  m o n t r e r  q u e  c e s  f o n c t i o n s  s o n t  o r t h o g o n a l e s ,  
c ' e s t  à  d i r e  :  
 

g t g t g tn m n mT
( ), ( ) ( )* *

( )
  =   

1
T

  g (t)  dt =   
0 si n  m
1 si n =  m

≠⎧
⎨
⎩

∫  

 
D e m  :     

g t g t en m

j
n m

T( ), ( )*
( )

  =   
1
T

   dt
 t

-
T
2

T
2 2π

−

∫  

 

g t g t e en m
j n m j n m( ), ( ) ( )* ( ) ( )  =   

1
2 j(n - m)

    =   
sin (n - m)

(n - m)
 si n m

1 si n = mπ
π

π
π π− − −− =

≠⎧
⎨
⎩

0
 

 
 S o i t  f ( t )  u n  s i g n a l  p é r i o d i q u e  d e  p é r i o d e  T  ( T > 0 ) .  S i  f ( t )  
p o s s è d e  u n  n o m b r e  f i n i  d e  s a u t s  s u r  u n e  p é r i o d e ,  a l o r s  i l  e x i s t e  
u n e  s u i t e  Cn  t e l l e  q u e  :  
 

f t g t en

j
nt
T( ) ( )  =   C   =  C  n

n = -  

+

n
n = -  

+

∞

∞
+

∞

∞

∑ ∑ 2π
 

 
 C e t t e  s é r i e  c o n v e r g e  v e r s  f ( t ) ,  s i  f ( t )  e s t  c o n t i n u e  e n  t .  E l l e  

c o n v e r g e  v e r s  1
2

f t f t( ) ( )+ − +  ,  s i  f ( t )  p o s s è d e  u n  s a u t  e n  t .  L e s  C n  

s o n t  c o u r a m m e n t  a p p e l é e s  r a i e s ,  c o m p o s a n t e s  o u  h a r m o n i q u e s  d u  
s i g n a l  e t  s e  c a l c u l e n t  p a r  p r o j e c t i o n :  
 

C f t g t f tn n

j
nt
T

T
  =     =   

1
T

  e   dt( ), ( ) ( )*

( )

−

∫
2π
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-  C0 :  c o m p o s a n t e  c o n t i n u e  =  
1
T

f t   dt
(T)

( )∫  

-  C1 :  1ére H a r m o n i q u e  o u  f o n d a m e n t a l e  d u  s i g n a l  f ( t ) .  
-  Cn :  c o n t r i b u t i o n  d e  l a  nième  h a r m o n i q u e .  
 
P r o p r i é t é s  :  
 
-  S i  f ( t )  r é e l l e  a l o r s  C C tn n =         (f (t) =  f *

−
* ( ))  

-  S i  f ( t )  r é e l l e  e t  p a i r e  a l o r s  Cn r é e l     ( ( )f (t) =  f  =  f (-t))* t  
-  S i  f ( t )  r é e l l e  e t  i m p a i r e  a l o r s  Cn i m a g i n a i r e  ( ( )f (t) =  - f (-t) =  f   )* t  
 
N o t e  :  L ' e x p r e s s i o n  e n t r e  p a r e n t h è s e s  e s t  u n e  i n d i c a t i o n  p o u r  l a  
d é m o n s t r a t i o n .  
 
E x e m p l e s  :  
 

1 )  S o i t  Cn  u n e  s u i t e  d é f i n i e  p a r :  C C A C nn1 1 2
=  =    et  =  0 ,   si   (1,-1)− ≠ .  

D é t e r m i n e r  f ( t ) ?  
 

f t C e
A

e
t

Tn

j
nt
T

j
t
T

j
t
T( ) ) cos( )  =     =    (  +  e   =   A 

n = -

+
+

∞

∞
−∑ 2 2 2

2
2π π π π

 

 
2 )  O n  c o n s i d è r e  l e  s i g n a l  c a r r é  p é r i o d i q u e  f ( t )  d é f i n i  p a r  :  
 

t
T-T

2 22 2
τ−τ

f(t)

1

 
 
C a l c u l e r  s o n  s p e c t r e .  

C
T

f t
T T

e

j
n
T

n 

j
nt
T

T

T
j

nt
T

j
nt
T

  =     e   dt  =    e   dt =  
1

 
1 1

2

2

2

2 2

2

2

2

2

2

( )
−

−
−

−

+

−

−

∫ ∫

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

−

π π
τ

τ

π

τ

τ

π
 

)
T
n( sinc 

T
  =  

T
n

T2
n2 sin

 
T
1 = Cn

τ
π

τ
π

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ τ
π
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-  L e  s i n c  c o n s t i t u e  l ' e n v e l o p p e  d e s  Cn  
 

1

1
T T

-1

1-1
ττ

Cn

n
T

 
 
R e l a t i o n  d e  P A R S E V A L  :  
 
 L a  r e l a t i o n  d e  P A R S E V A L  m o n t r e  q u ' i l  y  a  " c o n s e r v a t i o n "  d e  
l a  p u i s s a n c e  P f  l o r s q u e  l ' o n  p a s s e  d ' u n e  r e p r é s e n t a t i o n  t e m p o r e l l e  
à  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  f r é q u e n t i e l l e .  E n  e f f e t ,  o n  a  :  
 

P =< f(t), f (t) >
1
T

   dt =  f
* f t C

T n
n

( )
( )∫ ∑

=−∞

+∞2
2

 

D e m  :  
 

P   =   
1
T

 f(t) f  dt  =   Cf
*

n
m = -

+

n = -

+

(T)
( ) ( ), ( )* *t C g t g tm n m

∞

∞

∞

∞

∑∑∫ < >  

d ' o ù  :  P =f Cn
n

m

= −∞
∑

2

 

 
E x e m p l e  :   

D a n s  l e  c a s  d u  s i g n a l  A 
t

T
cos( )

2π
 l a  p u i s s a n c e  e s t  P =  =  f C

A
n

n = −∞

+∞

∑
2 2

2
 

 
 O n  t r o u v e  s o u v e n t  l a  d é c o m p o s i t i o n  e n  s é r i e s  d e  F O U R I E R  
s u r  u n e  b a s e  d e  f o n c t i o n s  s i n u s  e t  c o s i n u s  :  
 

f t
a

a
n
T

n
Tn n

n
( ) cos( sin(  =    +  t) +  b t)0

12
2 2π π

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥=

+∞

∑  

 
D e m  :  

f t e e e
j

n
T

t j
n
T

t j
n
T

t
( )  =   C  =  C  +   C +  C  n

n =  -

+

n - n
n =  1

+
+

∞

∞
+ −

∞

∑ ∑ ⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

2

0

2 2π π π
 

f t C C n
t
T

C n
t
Tn n n n( ) ) cos( ) ( ) sin( )   C  +  (   +  j  -  C  

n =1

+

= +
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥− −

∞

∑0 2 2π π  

d ' o ù  :  
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a f t
nt

Tn n n T
  =   C  +  C  =  

2
T

    dt− ∫ ( ) cos( )
( )

2π
 

b C f t
nt

Tn n n T
  =  j (  -  C ) =  

2
T

    dt− ∫ ( ) sin( )
( )

2π

C an n n  =  
1
2

(  -  j b )  

 
L e  s p e c t r e  d u  s i g n a l ,  r e p r é s e n t é  p a r  l e s  Cn ,  p e u t  ê t r e  d é c o m p o s é  
e n  :  
 

-  U n  s p e c t r e  d ' a m p l i t u d e  =   C an n n  =    +  b
1
2

2 2  

-  U n  s p e c t r e  d e  p u i s s a n c e  =   Cn

2
  

-  U n  s p e c t r e  d e  p h a s e  =    Arg C
b

an
n

n
( ) ( )  =   Arctg

−
 

 
R e m a r q u e s  
 
-  L a  d é c o m p o s i t i o n  e n  Cn  i n t r o d u i t  l a  n o t i o n  d e  " f r é q u e n c e s  
n é g a t i v e s  " .  C e s  f r é q u e n c e s  n ' o n t  a u c u n  s e n s  p h y s i q u e ,  e l l e s  
p e r m e t t e n t  u n i q u e m e n t  d e  s i m p l i f i e r  l e  c a l c u l .  
 
-  D a n s  l e  c a s  o ù  l e  s i g n a l  f ( t )  e s t  r é e l ,  l e  s p e c t r e  d ' a m p l i t u d e  e s t  
s y m é t r i q u e  c a r  Cn n=  C   −

*  d ' o ù  C Cn n=  − .  
 

2 ° )  -  D i s t r i b u t i o n s .   
 
 N o u s  n o u s  i n t é r e s s e r o n s ,  d a n s  c e  p a r a g r a p h e ,  à  l a  
d i s t r i b u t i o n  d e   D I R A C .  P o u r  d e  p l u s  a m p l e s  r e n s e i g n e m e n t s  s u r  
l a  t h é o r i e  d e s  d i s t r i b u t i o n s ,  o n  p o u r r a  c o n s u l t e r  l e s  o u v r a g e s  L .  
S C H W A R T Z  e t  E .  R O U B I N E .  
 
 L e s  d i s t r i b u t i o n s  g é n é r a l i s e n t  l a  n o t i o n  d e  f o n c t i o n s  
n u m é r i q u e s ,  e n  s i m p l i f i a n t  c e r t a i n e s  o p é r a t i o n s  e f f e c t u é e s  p a r  
l ' a n a l y s e  c l a s s i q u e .  
 
 L a  d i s t r i b u t i o n  d e  D I R A C ,  n o t é e  δ( )t ,  t i e n t  u n e  p l a c e  
p a r t i c u l i è r e m e n t  i m p o r t a n t e  e n  t r a i t e m e n t  d u  s i g n a l .  E n  e f f e t ,  
e l l e  i n t e r v i e n t  d a n s  u n  g r a n d  n o m b r e  d ' a p p l i c a t i o n s  t e l l e s  q u e  
l ' é c h a n t i l l o n n a g e ,  l a  m o d u l a t i o n  o u  l e  f i l t r a g e .  
 
 L a  d i s t r i b u t i o n  d e  D I R A C  e s t  a u s s i  a p p e l é e  P i c  o u  I m p u l s i o n  
d e  D I R A C .  C e r t a i n s  a u t e u r s  p a r l e n t  a b u s i v e m e n t  d e  " f o n c t i o n "  d e  
D I R A C  e t  l a  d é f i n i s s e n t  p a r  :  
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δ

δ

δ

( )
( )

( )

t
t

t

  =   0 si  t    0
  =  +   si  t  =  0

  dt  =   1           
  

-

+

≠
∞

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪ ∞

∞

∫
 

 
C e t t e  d é f i n i t i o n  n ' a  a u c u n  s e n s  c a r  u n e  f o n c t i o n  p r e s q u e  p a r t o u t  
n u l l e  s e r a i t  d ' a i r e  n u l l e .  
 
 U n e  a p p r o c h e  " p l u s  r i g o u r e u s e "  c o n s i s t e  à  c o n s i d é r e r  l a   
d i s t r i b u t i o n  d e  D I R A C  c o m m e  l a  l i m i t e  d e  f o n c t i o n s  f tn ( ) d ' a i r e  
u n i t a i r e  e t  d e  s u p p o r t  b o r n é  :  
 

 [ ]
f t

t f t
n

n
n

( )

( ) lim ( )

  dt  =   1           

  =         
-

+

                      

∞

∞

→+∞

∫⎧
⎨
⎪

⎩⎪
δ

 

 
O n  p e u t  p r e n d r e  p a r  e x e m p l e  u n e  s u i t e  d e  f o n c t i o n s  r e c t a n g l e s  :  
 

t-1 1

n

n n

2

nf (t)

 
 

 I l  e s t  é v i d e n t  q u ' a u  p a s s a g e  à   l a  l i m i t e  o n  o b t i e n t  u n  
" r e c t a n g l e  i n f i n i m e n t  é t r o i t  e t  i n f i n i m e n t  h a u t " ,  m a i s  d o n t  l ' a i r e  
r e s t e  u n i t a i r e .  
 
 S i  l ' o n  c e n t r e  l e s  f o n c t i o n s  f tn ( ) a u t o u r  d ' u n  p o i n t  t 0  
( ( ))f t tn  -  0 ,  l a  l i m i t e  d o n n e  u n  p i c  d e  D I R A C  d é c a l é .  
 

to0

to(t- )

t

(t)

t

δ
δ

 
 
P r o p r i é t é s  
 
-  P r o d u i t  p a r  u n e  f o n c t i o n  f ( t )  :  
 
δ δ( ) ( ) ( ) ( )t f t f t   =    0           
δ δ( ) ( ) ( ) ( )t t f t f t t t− −0 0 0   =    
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C e l a  s i g n i f i e  q u e  l ' a i r e  a s s o c i é e  a u  p i c  d e  D I R A C  n ' e s t  p l u s  
u n i t a i r e ,  m a i s  v a u t  f ( 0 )  o u  f ( t0) .  
  
-  I n t é g r a t i o n  :  
 
D ' a p r è s  l e s  r é s u l t a t s  p r é c é d e n t s  o n  a  :  
 

δ δ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t-  t  f   dt  =  -  t  f   dt  =  f  0 0 0 0− ∞

+∞

− ∞

+∞

∫ ∫  

 
e t  b i e n  s û r  
 

δ δ( ) ( )t t   dt  =  -  t   dt  =   
− ∞

+∞

− ∞

+∞

∫ ∫ 0 1  

 
 P o u r  e n  t e r m i n e r  a v e c  l e s  d i s t r i b u t i o n s ,  o n  c i t e r a  l e  p e i g n e  
d e  D i r a c ,  n o t é   |_ I_ |T ( )t .   C e t t e  d i s t r i b u t i o n  e s t  c o n s t i t u é e  d ' u n e  
s u i t e  d ' i m p u l s i o n s  d e  D i r a c ,  r é g u l i è r e m e n t  e s p a c é e s  d ' u n e  d u r é e  
T .  
 

0 T 2T 3T-3T -2T -T

(t)
T

t
 

 

|_ I_ |T ( )t  =  δ(t −
= −∞

+∞

∑
n

nT)  

 
 L e  p r o d u i t  d e  c e t t e  d i s t r i b u t i o n  p a r  u n e  f o n c t i o n  f ( t )  d o n n e  
u n e  s u i t e  d ' i m p u l s i o n s  d e  D i r a c  d ' a i r e  é g a l e  à  f ( n T )  :  
 

f ( t ) |_ I_ |T ( )t  =  f t t f nT)
n n

( ) ( (δ δ
= −∞

+∞

= −∞

+∞

∑ ∑- nT) =  (t - nT)  

 
O n  p o s e  :  f te ( )  =  f ( t )  | _ I_ |T ( )t  
 
O n  d i t  q u e  f te ( )  e s t  u n e  f o n c t i o n  é c h a n t i l l o n n é e .  
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0 T 2T-T-2T
t

T
(t)

0 T 2T-T-2T
t

 
 

3 ° )  -  T r a n s f o r m é e  d e  F O U R I E R  ( T F ) .  
 
 L a  t r a n s f o r m a t i o n  d e   F O U R I E R  e s t  u n e  e x t e n s i o n  d e  l a  
d é c o m p o s i t i o n  e n  s é r i e  d e  F O U R I E R ,  m a i s  p o u r  d e s  s i g n a u x  
q u e l c o n q u e s .  I n t u i t i v e m e n t  o n  p e u t  c o n s i d é r e r  u n  s i g n a l  n o n  
p é r i o d i q u e  c o m m e  u n  s i g n a l  d o n t  l a  p é r i o d e  T +→ ∞ .   A i n s i  l a  
s o m m e  d i s c r è t e  e t  l e  f a c t e u r  1 / T  i n t e r v e n a n t  d a n s  l a  
d é c o m p o s i t i o n  e n  s é r i e  d e  F O U R I E R  d e v i e n n e n t  r e s p e c t i v e m e n t  
u n e  i n t é g r a l e ,  e t  u n e  p e t i t e  v a r i a t i o n  d e  f r é q u e n c e  d f .  O n  d é f i n i t  
l a  T r a n s f o r m é e  d e  F o u r i e r  ( T F ) ,  n o t é e  X ( f ) ,  d u  s i g n a l  x ( t )  p a r :  
 

{ }

{ }

TF x t f x t

TF X f X f

jft

jft

( ) ( ) ( )

( ) ( )

  =   X   =    e  dt

  =   x(t)  =    e  df-1

−
−∞

+∞

+
−∞

+∞

∫
∫

2

2

π

π
 

 
 X ( f )  e s t  l a  s u p e r p o s i t i o n  d ' u n e  i n f i n i t é  d e  r a i e s  q u i  
s ' é t e n d e n t ,  d a n s  l e  d o m a i n e  f r é q u e n t i e l ,  d e  ∞−  à  ∞+ .  
 
E x e m p l e  :  
 
C o n s i d é r o n s  l a  f o n c t i o n  p o r t e  x ( t ) = ( )tτ

2
∏  

x t( )  =   1 si t  
-
2

 ,  
2

0  Ailleurs              

∈
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

τ τ
 

O n  a  :  

[ ]

X f x t e

X f
e

jf
f

f
f

jft jft

jft

( ) ( )

( )
sin( )

( )

  =   e  dt  =    dt    

  =    =    =     sinc

−

− ∞

+ ∞
−

−

−
−

∫ ∫

−

2 2

2

2

2

2

2

2

π π
τ

τ

π
τ

τ

π
π τ
π

τ π τ
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τ−τ
2

t

x(t)

f

X(f)
τ

τ τ2
-1 1

 
 
N o t a t i o n  :  
 
 D a n s  l a  s u i t e  d u  c o u r s ,  l e s  s i g n a u x  s e r o n t  r e p r é s e n t é s  p a r  
d e s  m i n u s c u l e s  x ,  s ,  f ,  e t c . . . ,  l e s  T F  c o r r e s p o n d a n t e s  p a r  d e s  
m a j u s c u l e s  X ,  S ,  F ,  e t c  . . .  L e  t e m p s  p a r  l a  v a r i a b l e  t  o u  τ  e t  l a  
f r é q u e n c e  p a r  f  o u  ν  
 
D é f i n i t i o n s  :  
 
-  S p e c t r e  d ' a m p l i t u d e  =   X f( )  
-  S p e c t r e  (  o u  d e n s i t é  s p e c t r a l e  )  d e  p u i s s a n c e  =  X f( ) 2  

-  S p e c t r e  d e  p h a s e  =  A r c t g  
{ }
{ }

Im ( )
Re ( )

 
 

X f
X f

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟  =  ϕ( )f  

 
R e m a r q u e s  :  
 
-  I l  e s t  s o u v e n t  p l u s  a i s é  d ' i n t e r p r é t e r  c e r t a i n s  p h é n o m è n e s  
p h y s i q u e s  d a n s  l e  d o m a i n e  f r é q u e n t i e l .  C ' e s t  l ' i n t é r ê t  e s s e n t i e l  d e  
l a  T F  ( E x :  p o u r s u i t e  R a d a r ) .  
 
-  L a  s y m é t r i e  e n t r e  l a  TF e t  l a  TF-1  m o n t r e  l ' e x i s t e n c e  d ' u n e  
d u a l i t é  e n t r e  t e m p s  e t  f r é q u e n c e s .  T o u t e s  l e s  i n f o r m a t i o n s  
c o n t e n u e s  d a n s  l e  s i g n a l  s o n t  c o n t e n u e s  d a n s  l e  s p e c t r e .  
 
-  L a  d i m e n s i o n  d e s  v a r i a b l e s  t  e t  f  e s t  l a  s e c o n d e  e t  l e  H e r t z .  
C e p e n d a n t  o n  p e u t  a u s s i  e x p r i m e r  c e l a  e n  m è t r e  e t  m è t r e -1,  o n  
p a r l e  a l o r s  d e  f r é q u e n c e s  s p a t i a l e s .  
 
C o n d i t i o n s  d ' e x i s t e n c e  d e  l a  T F  
 
 U n e  f o n c t i o n  f ( t )  a d m e t  p o u r  t r a n s f o r m é e  d e  F O U R I E R  l a  
f o n c t i o n  F ( f )  s i  :  
 
 a )  f ( t )  b o r n é e  
 b )  f t( ) dt

-

+

∞

∞∫   e x i s t e  
 c )  l e s  d i s c o n t i n u i t é s  d e  f ( t )  s o n t  e n  n o m b r e  l i m i t é .  
 
 U n e  g r a n d e  p a r t i e  d e s  s i g n a u x  é t u d i é s  r é p o n d e n t  à  c e s  
c o n d i t i o n s .  C e c i  e s t  d û ,  e n  p a r t i e ,  a u  f a i t  q u ' i l s  s o n t  o b s e r v é s  s u r  
u n e  d u r é e  f i n i e .  
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 A t t e n t i o n  c e s  c o n d i t i o n s  n e  s o n t  p a s  n é c e s s a i r e s  l o r s q u ' i l  
s ' a g i t  d e  d i s t r i b u t i o n s .  L e s  f o n c t i o n s  p é r i o d i q u e s  o u  l e s  
d i s t r i b u t i o n s  δ( )t  e t  |_ I_ |T ( )t  o n t  d e s  T F .  
 
P r o p r i é t é s  :  
 
-  L i n é a r i t é  :  TF e t  TF−1 s o n t  d e s  o p é r a t e u r s  l i n é a i r e s .  

 ∀ ∈ ⇔
−

   C ,   x(t) +  y(t)   .  X(f ) +  Y(f )λ λ λ
TF

TF

1
 

 
-  S i m i l i t u d e  :  U n e  d i l a t a t i o n  d a n s  l e  d o m a i n e  t e m p o r e l  c o r r e s p o n d  
à  u n e  c o n t r a c t i o n  d a n s  l e  d o m a i n e  f r é q u e n t i e l  
 

 ∀ ∈ ⇔
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ a  R ,  f(at)  

1
a

 F
f
a

  

D e m  :   
 
E n  p o s a n t  a t  =  t '  

f at a
a

f t dtjft j
f
a( ) ( ) ( ' ) '

'
 e  dt  =   Signe   

1
   e

 t  

-

+
−

−∞

+∞ −
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

∞

∞

∫ ∫2 2
π

π
 =  

1
a

f
a

 F⎛⎝⎜
⎞
⎠⎟  

 
-  T r a n s l a t i o n s  :  
 

 
x t jft f

X f jf t t

TF

TF

( ) exp( ) ( )

( ) exp( ) ( )

-  t      X

-  f    x

0 0

0 0

2

2
1

⇔ −

⇔ +
−

π

π
 

 
D e m  :  
 
E n  p o s a n t   t -  t t'0 =  
 

x t x t dt X fjft jft jft jft( ) ( ' ) ' ( )'-  t  e  dt  =   e  e  =  e0
2 2 2 20 0−

−∞

+∞
− − −

−∞

+∞

∫ ∫π π π π  

 
D é m o n s t r a t i o n  i d e n t i q u e  p o u r  l a  t r a n s l a t i o n  d e  f r é q u e n c e .  
 
-  D é r i v a t i o n  e n  t e m p s  :  
 

 
dx t

dt
f

( )
( )    2 jf  X⇔ π  

 
d x t

dt
f

n

n

( )
( )    (2 jf)  Xn⇔ π  

 
D e m :  
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[ ]

{ }

d x t
dt

d X f

d t
X f

d e
d t

d x t
dt

jf X f

n

n

n jft

n

n jft

n

n

n
n

( ) ( )
( )

( )

( )
( ) ( )

  =  
 e  df

 =   
 

 df

  =  TF  

-

+

-

+
2

2

1 2

π
π

π

∞

∞

∞

∞

−

∫
∫  

 
-  D é r i v a t i o n  e n  f r é q u e n c e  :  
 

 

dX f
df

jt x t

d X f
df

jt t

TF

TF

n

n
n

( )
( )

( )
) ( )

    - 2  

    (-2  x    

⇔

⇔

−1

π

π
 

 
-  P a r i t é  :  
 
S i  x ( t )  e s t  u n  s i g n a l  r é e l  e t  p a i r  a l o r s  s o n  s p e c t r e  X ( f )  e s t  r é e l  e t  
p a i r .  
 
D e m  :  
 

réel    )f(X  )f(X = dte)t(x = )f(X

pair    )f(X  )f(X = )f(X

'dte)'t(x = dte)t(x = dte)t(x = )f(X

*
*+

-

jft2

t)f(j2jft2jft2

t- = t'

→⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

→−

−

∫

∫∫∫

∞

∞

π−

∞+

∞−

−π−
↓∞+

∞−

π−∞+

∞−

π−

 

 
S i  x ( t )  e s t  r é e l  e t  i m p a i r ,  s o n  s p e c t r e  X ( f )  e s t  i m a g i n a i r e  e t  
i m p a i r .  
 
-  S i  x ( t )  e s t  d e  c a r r é  s o m m a b l e  a l o r s  X ( f )  e s t  d e  c a r r é  s o m m a b l e  
 
L e s  t r a n s f o r m é e s  à  c o n n a î t r e  
 
 x  =      X  =  1
 x  =    X  =    
 x  =  e   X  =    -  f
 x  =    -  t   X  =  e

 x  =  +    X  =  
1
2

 -  f  +  e  0

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) cos( ) ( ) ( )

t t f
t f f
t f f 
t t f

t f t f e f 

jf t

jft

j j

δ
δ

δ

δ

π ϕ δ

π

π

ϕ ϕ

⇔
⇔

⇔

⇔

⇔

+

−

−

1

2

2
0

0
2

0 0

0

0

0 0[ ]δ( )f +  f0

 

[ ]x t f t f e f f j j( ) sin( ) ( ) ( ) ( ) =  +    X  =  
1
2j

 -  f  -  e  +  f02 0 0 0
0 0π ϕ δ δϕ ϕ⇔ −  

x ( t )  =  | _ I_ |T ( )t   ⇔ X ( f )  =  
1
T

| _ I_ | 1
T

( )f  =  
1
T

f 
n
Tn

δ -  ( )
= −∞

+∞

∑  

 
C e s  f o n c t i o n s  s e r o n t  u t i l i s é e s  f r é q u e m m e n t ,  p a r  l a  s u i t e .  
 
R e l a t i o n  d e  P A R S E V A L  



2 0  

 

 
 C e t t e  r e l a t i o n  e s t  c o m p a r a b l e  à  c e l l e  q u i  e x i s t e  p o u r  d e s  
s i g n a u x  p é r i o d i q u e s .   
 
 S o i t  x ( t )  u n  s i g n a l  d e  c a r r é  s o m m a b l e  ( o u  à  é n e r g i e  f i n i e  )  e t  
q u i  a d m e t  X ( f )  p o u r  T F ,  o n  a  :  
 

W x t X fx =
−∞

+∞

−∞

+∞

∫ ∫( ) ( )
2 2
  dt  =    df  

D e m  :  
 

[ ] [ ]
[ ]

x t X f e df X f e df

X f X f e dt

jft jf t

jt f f

( ) ( ) ( ' ) '

( ) ( ' ) '

'

* ( ' )

−∞

+∞

−∞

+∞

−∞

+∞

−∞

+∞

− −

− ∞

+ ∞

∞

∞

∞

∞

∫ ∫∫ ∫

∫∫∫

2
2 2

2

  dt  =     dt =

   df df

*

-

+

-

+

π π

π
 

 
L ' e x p r e s s i o n  e n t r e  c r o c h e t s  e s t  é g a l e  à  l a  T F  d e  l a  f o n c t i o n  u n i t é  
, c a l c u l é e  à  l a  f r é q u e n c e  f ' - f ,  s o i t  δ( ' )f f−  :  
 

[ ]x t X f X f f f df

avec :

X f f f df X f

d où :

x t X f df

( ) ( ) ( ' ) ( ' ) '

( ' ) ( ' ) ' ( )

'

( ) ( )

*

* *

−∞

+∞

− ∞

+∞

− ∞

+∞

−∞

+ ∞

−∞

+ ∞

− ∞

+ ∞

∫ ∫ ∫

∫

∫ ∫

−

− =

2

2 2

  dt  =   df

 

  dt  =  

δ

δ  

 
 X f( ) 2  e s t  a p p e l é e  d e n s i t é  s p e c t r a l e  d ' é n e r g i e  o u  p a r f o i s ,  
a b u s i v e m e n t ,  d e n s i t é  s p e c t r a l e  d e  p u i s s a n c e .  O n  p e u t  m o n t r e r  d e  
l a  m ê m e  f a ç o n  q u e ,  p o u r  d e u x  s i g n a u x  x ( t )  e t  y ( t ) ,  l ' é n e r g i e  
d ' i n t e r a c t i o n  Wxy v é r i f i e  l a  r e l a t i o n  :  
 

W x t y fxy  =  (t)  dt  =  X(f)Y  df*( ) ( )*

− ∞

+∞

− ∞

+∞

∫ ∫  
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I I I  C o n v o l u t i o n  e t  C o r r é l a t i o n  
 

1 ° )  -  C o n v o l u t i o n .   
 
 L a  c o n v o l u t i o n  e s t  u n  o p é r a t e u r  f o n d a m e n t a l  e n  t r a i t e m e n t  
d u  s i g n a l .  I l  p r o v i e n t  d e  l a  t h é o r i e  d e s  s y s t è m e s  l i n é a i r e s  e t  
i n v a r i a n t s .  S o i t  h ( t )  l a  r é p o n s e  i m p u l s i o n n e l l e  d u  f i l t r e ,  c ' e s t  à  
d i r e  l a  r é p o n s e  d u  f i l t r e  l o r s q u e  l ' e n t r é e  e s t  u n  i m p u l s i o n  d e  
D i r a c :  
  

h(t)FILTRE(t)δ  
 
 L a  r e l a t i o n  e n t r e  u n e  e n t r é e  q u e l c o n q u e  x ( t )  e t  l a  s o r t i e  y ( t )  
d u  f i l t r e  e s t  l a  c o n v o l u t i o n :  
 

y t h t x u h(t) =  x  =  (t - u)  du ( ) * ( ) ( )
− ∞

+∞

∫  

 

Filtre de réponse

h(t)
x(t) y(t)Impulsionnelle

 
 
I n t e r p r é t a t i o n  
 
 S o i t  h t1( )  l a  r é p o n s e  d u  s y s t è m e  à  u n e  i m p u l s i o n  d e  l a r g e u r  Δt  

e t  d e  h a u t e u r  
1
Δt

.  h t t1 ( )Δ  e s t  d o n c  l a  r é p o n s e  à  u n e  i m p u l s i o n  d e  

l a r g e u r   Δt  e t  d e  h a u t e u r  u n i t é .   
 
 D é c o m p o s o n s  l e  s i g n a l  x ( t )  e n  u n e  s u i t e  d ' i m p u l s i o n s  d e  
h a u t e u r  x ( 0 ) , x ( Δt ) , x ( 2 Δt ) , . . . , x ( k Δt ) .  
 

x(t)

t
k tΔtΔ

x(k   t)x(0) Δ

 
 
 L a  c o n t r i b u t i o n  a p p o r t é e  p a r  c h a q u e  i m p u l s i o n  d e  h a u t e u r  
x ( i Δt )  e s t  :  
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y ( 0 ) = x ( 0 ) h t t1 ( )− 0 Δ ; y ( Δt ) = x ( Δt ) h t t t1 ( )- Δ Δ ; . . . ; y ( i Δt ) = x ( i Δt ) h t t t1 ( )- iΔ Δ .   
 
 E n  a p p l i q u a n t  l e  p r i n c i p e  d e  s u p e r p o s i t i o n ,  l a  s o r t i e  à  
l ' i n s t a n t  t  e s t  d o n n é e  p a r  :  
 

y t x k t t t t( ) ( ) ( ) =   h -  k
k = -

+

Δ Δ Δ
∞

∞

∑ 1  

 
 S i  Δt  d e v i e n t  t r è s  p e t i t  a l o r s  l ' i m p u l s i o n  t e n d  v e r s  u n  p i c  d e  
D i r a c  e t ,  p a r  c o n s é q u e n t ,  l a  r é p o n s e  h1(t)  t e n d  v e r s  l a  r é p o n s e  
i m p u l s i o n n e l l e  h ( t ) .  O n  t r o u v e  p o u r  y ( t ) :  
 
y t x u h t u( ) ( ) ( ) =   du−

−∞

+∞

∫  

 
P r o p r i é t é s  
 
-  C o m m u t a t i v i t é  :    x ( t ) * g ( t )  =  g ( t ) * x ( t )  
-  D i s t r i b u t i v i t é   :   [ x ( t )  +  s ( t ) ] * g ( t )  =  x ( t ) * g ( t )  +  s ( t ) * g ( t )  
-  A s s o c i a t i v i t é    :   [ x ( t ) * s ( t ) ] * g ( t )  =  x ( t ) * [ s ( t ) * g ( t ) ]  
 
-  δ( )t  é l é m e n t  n e u t r e  :  )t(g = du )u-t(g(u) = )t(g*)t(

+

-∫
∞

∞
δδ  

 
-  δ( )t t− 0  é l é m e n t  d e  t r a n s l a t i o n  :  

)t - t(g = du )u-t(g)tu( = )t(g*)tt( 0

+

- 00 ∫
∞

∞
−δ−δ  

 
-  D é r i v a t i o n  :  ( x ( t ) * y ( t ) ) '  =  x ' ( t ) * y ( t )  =  x ( t ) * y ' ( t )  
 
 O n  e n  d é d u i t  q u e  l a  c o n v o l u t i o n  p a r  l e  p e i g n e  d e  D i r a c  
|_ I_ |T ( )t  a  p o u r  e f f e t  d e  p é r i o d i s e r  l e  s i g n a l .  E n  e f f e t  :  
 

[ ]| _ I_ |  =   =    =  T

+

( ) * ( ) ( * ( ) ( * ( ) (t g t t nT) g t t nT) g t g t nT)
n n n

δ δ−
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ − −

= −∞

+∞

= −∞

∞

= −∞

+∞

∑ ∑ ∑  

 
E x e m p l e  :   

S o i t  g ( t )  u n  s i g n a l  d é f i n i  s u r  l ' i n t e r v a l l e  ,  
−⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

T T
2 2

 .  L e  p r o d u i t  d e  

c o n v o l u t i o n  |_ I_ |T ( ) * ( )t g t  r e s t i t u e  u n  s i g n a l  p é r i o d i q u e  :  
 

-T

T
2

2
t t

g(t) g(t)*
T
(t)

 
 
-  P r o d u i t  d e  c o n v o l u t i o n  d e  D i r a c :  
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δ δ δ( ) * ( ) ( )t t t t t t t− − − −1 2 1 2 =   
 
E x e m p l e  :  
 
Soit       =    et  g  =   .  Calculons y(t)x t t t t T)T

T
( ) ( ) ( ) (

2
∏ ∏ − .  

 

t
T-T
22

x(t)

1

t
2T

g(t)

1

 
d ' o ù  :  
 

tt-2T

g(t-u)

1

u

 
 
e t  :  
 

t
T-T
22

y(t)  =  x(t) * g(t)

T

3T
2

5T
2

 
 
T h é o r è m e  d e  P L A N C H E R E L  
 
 S o i e n t  x ( t )  e t  y ( t )  d e u x  s i g n a u x  a y a n t  p o u r  t r a n s f o r m é e  X ( f )  
e t  Y ( f ) .  P L A N C H E R E L  a  d é m o n t r é  q u e  :  
 

TF t y t f Y f
TF t y t f Y f

( x = X
 x  ) =  X

( ) * ( ) ) ( ) ( )
( ( ) ( ) ( ) * ( )  

 
D e m  :  
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{ }

{ }

TF x t y t x u y t u dt x u y t u dt

x t y t x u y d du f Y f

jtf jtf

jf jfu

( ) * ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) * ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

_ _

_

 =   du  e =   e  du

TF  =    e  e =  X

−⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

−⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

∞

+∞

−∞

+∞
− −

∞

+∞

−∞

+∞

−

∞

+∞

−∞

+∞
−

∫∫ ∫∫

∫∫

2 2

2 2

π π

π τ πτ τ
 

 
L a  s e c o n d e  r e l a t i o n  s e  d é m o n t r e  d e  l a  m ê m e  f a ç o n .  
 
A p p l i c a t i o n  :  
 
 C e  t h é o r è m e  e s t  u t i l i s é  d a n s  d e  n o m b r e u s e s  a p p l i c a t i o n s .  
P r e n o n s  l ' e x e m p l e  d u  t é l é p h o n e  o ù  l e  p r o b l è m e  e s t  d e  t r a n s m e t t r e  
s i m u l t a n é m e n t  e t  s u r  u n  m ê m e  c a n a l  d e  t r a n s m i s s i o n  u n  g r a n d  
n o m b r e  d e  m e s s a g e s .   
 
 C o n s i d é r o n s ,  d a n s  u n  p r e m i e r  t e m p s ,  u n  m e s s a g e  x ( t )  q u i  
o c c u p e  l a  b a n d e  [ - 4 K H z ,  4 K H z ]  ( b a n d e  p a s s a n t e  d e  l a  v o i x  
h u m a i n e  d é f i n i e  p a r  l e s  T é l é c o m m u n i c a t i o n s ) .  C o m m e n t  t r a n s l a t e r  
s o n  s p e c t r e  X ( f )  a u t o u r  d e s  f r é q u e n c e s  f o  e t  - f o ? .  P o u r  r é a l i s e r  
c e l a  i l  s u f f i t  d e  m u l t i p l i e r  x ( t )  p a r  cos( )2 0πf t .  D ' a p r è s  l e  t h é o r è m e  
d e  P L A N C H E R E L  o n  a  :  
 

y t t f f f
f f f f

y t t f f
X f f X f f

( ) ( ) cos( ( ) ( ) *
( ) ( )

( ) ( ) cos( ( )
( ) ( )

 =  x  t)  Y   X  

 =  x  t)  Y    +    

2
2

2
2 2

0
0 0

0
0 0

π
δ δ

π

⇔ =
− + +⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥

⇔ =
− +

 

 

-4 KHz 4 KHz
f

X(f)

 
 

f

X(f-fo) X(f+fo)

fo-fo-fo-4 -fo+4 fo+4fo-4

Y(f)

 
 
 C e t t e  o p é r a t i o n  e s t  a p p e l é e  m o d u l a t i o n  d ' a m p l i t u d e  s a n s  
p o r t e u s e  (  M A S P  ) ,  b i e n  q u e  f o  s o i t  a p p e l é e  p o r t e u s e .  I l  e x i s t e  
d ' a u t r e s  t y p e s  d e  m o d u l a t i o n s  ( f r é q u e n c e ,  p h a s e , . . . ) .  O n  p o u r r a  
c o n s u l t e r  s u r  c e  p o i n t  l ' o u v r a g e  d e  A . S P Ã T A R U .  
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 E n  c o n c l u s i o n ,  s i  l ' o n  d é s i r e  t r a n s m e t t r e  s i m u l t a n é m e n t  e t  
s u r  u n e  m ê m e  l i g n e  l e s  s i g n a u x  x t x t x tn1 2( ) ( ) ( ), , .. ,  ,  i l  s u f f i t  d e  
c o n s t r u i r e  l e  s i g n a l  y ( t )  :  
 
y t t f t t f tn n( ) ( ) cos( ) ( ) cos( ) =  x  . .  +  x1 12 2π π+  
 
o ù  f f n1 2,   ,...,  f  s o n t  l e s  p o r t e u s e s  a s s o c i é e s  à  x t x t x tn1 2( ) ( ) ( ),  ,  ..  ,   .  
 

f1 f2 f3-f1-f2-f3

Y(f)

f

X
1(f-f1) X

3(f-f3)

X
2(f-f2)

2

2 2

 
 
 E n  r é c e p t i o n ,  p o u r  r e t r o u v e r  l e  m e s s a g e  x ti ( ) ,  i l  f a u t  f i l t r e r  
y ( t )  p a r  u n  f i l t r e  p a s s e - b a n d e  [ f KHzi − 4 ,  f KHzi + 4 ]  p u i s  d é m o d u l e r  l e  
s i g n a l  d e  s o r t i e  d u  f i l t r e  (  t r a n s l a t i o n  d u  s p e c t r e  a u t o u r  d e  
l ' o r i g i n e  d e s  f r é q u e n c e s  )  a f i n  q u e  l e  m e s s a g e  s o i t  a u d i b l e .  
 
R e l a t i o n  e n t r e  s é r i e  d e  F o u r i e r  e t  T F  
 
 S o i e n t  x ( t )  u n  s i g n a l  p é r i o d i q u e  d e  p é r i o d e  T  e t  x tT ( )  l e  
s i g n a l  t r o n q u é  s u r  u n e  p é r i o d e  d é f i n i  p a r  :  
 

x t x t
T ( ) ( ) =   si  t  

_ T
2

 ,  
T
2

 

0   Ailleurs                     

∈
⎡
⎣⎢

⎡
⎣⎢

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
 

 
O n  a  :   
 
x t t tT( ) ( ) * ( )  =   x  | _ I_ |T  
 
d ' o ù  :  
 

X f
T

X f fT( ) ( ) ( )  =     | _ I_ | 1
T

1
 

 
S o i t  e n c o r e  :  
 

( 1 )  X f
T

X
n
T

f
n
TT

n
( )  =   

1
  ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ −

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟= −∞

+∞

∑ δ  

 
D e  p l u s  l e  s i g n a l  x ( t )  é t a n t  p é r i o d i q u e ,  i l  s ' é c r i t  a u s s i  :  
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( 2 )  x t C en

j
n
T

n
( ) =  

 t2π

= −∞

+∞

∑   e t   X f C f
n
Tn

n
( )  =     

= −∞

+∞

∑ −
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟δ  

 
E n  c o m p a r a n t  l e s  e x p r e s s i o n s  (  1  )  e t  (  2  )  o n  t r o u v e  :  
 

C
X

n
T

Tn

T

  =   

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 

 
 L e  s p e c t r e  d u  s i g n a l  p é r i o d i q u e  e s t  d o n c  o b t e n u ,  à  u n  f a c t e u r  
p r è s ,  a p r è s  é c h a n t i l l o n n a g e  d u  s p e c t r e  d u  s i g n a l  t r o n q u é .  
 

2 ° )  -  C o r r é l a t i o n .  
 
 S o i e n t  x ( t )  e t  y ( t )  d e u x  s i g n a u x  à  é n e r g i e  f i n i e ,  l a  f o n c t i o n  
d ' i n t e r c o r r é l a t i o n  Cxy ( )τ     e s t  d é f i n i e  p a r  :  
 

C x t y txy ( ) ( ) ( )*τ τ =   dt
-

+
−

∞

∞

∫  

 
 C e  p r o d u i t  s c a l a i r e  m e s u r e  l e s  s i m i l i t u d e s  e n  f o r m e  e t  
p o s i t i o n  d e s  s i g n a u x .  C e s  s i m i l i t u d e s  p e u v e n t  é v o l u e r  a u  c o u r s  d u  
t e m p s  τ .  O n  r e m a r q u e  d e  p l u s ,  q u e  Cxy ( )τ  r e s t i t u e  l ' é n e r g i e  
d ' i n t e r a c t i o n  e n t r e  l e s  s i g n a u x  x ( t )  e t  y(t - )τ .  
 
 S i  Cxy ( )τ  = 0  o n  d i t  q u e  l e s  s i g n a u x  x ( t )  e t  y ( t )  s o n t  d é c o r r é l é s  
o u  o r t h o g o n a u x .  
 
E x e m p l e  
 
U n  r a d a r  é m e t  u n e  i m p u l s i o n  s i n u s o ï d a l e  x ( t )  s u r  u n  o b j e t  f i x e  e t  
r e ç o i t  l e  s i g n a l  b r u i t é  y ( t ) .   
 

Objet
x(t) y(t)

Radar

Emetteur - Récepteur  
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1

T

x(t) y(t)

tt

t

C    (t)xy

 
 
 L e  m a x i m u m  τ0  d o n n e  l a  d i s t a n c e  à  l ' o b j e t .  E n  e f f e t  s i  v0 e s t  l a  
v i t e s s e  d e  p r o p a g a t i o n  d e  l ' o n d e  o n  a  :  
 

d  
v

=   0 0

2
τ

  ←  t r a j e t  A l l e r  e t  R e t o u r  

 
 S i  x ( t ) = y ( t ) ,  Cxx ( )τ  e s t  a p p e l é  f o n c t i o n  d ' a u t o c o r r é l a t i o n  d u  
s i g n a l  x ( t ) .  
 
P r o p r i é t é s   
 
-  L a  f o n c t i o n  d ' i n t e r c o r r é l a t i o n  v é r i f i e  l a  r e l a t i o n  :  
 

Cxy yx( ) ( )*τ τ =  C −  
D e m  :  
 

C x t y t x t y txy
t 

( ) ( ) ( ) ( ' ) ( ' ) '* *
*

τ τ τ
τ

 =   dt    dt
-   =  t'

-

+
− = +⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥↑∞

∞

−∞

+ ∞

∫ ∫  

[ ]C y t x txy ( ) ( ' ) ( ' ( )) '*
*

τ τ =   dt− −
−∞

+∞

∫  

 
d ' o ù :  
 
Cxy yx( ) ( )*τ τ =  C −  
 
O n  e n  d é d u i t  q u e  Cxx ( )τ  e s t  à  s y m é t r i e  h e r m i t i e n n e :  
 

Cxx xx( ) ( )*τ τ =  C −  
 
E t  s i  x ( t )  e s t  r é e l  s a  f o n c t i o n  d ' a u t o c o r r é l a t i o n  e s t  p a i r e .  
 
-  L ' é n e r g i e  t o t a l e  Wx d ' u n  s i g n a l  x ( t )  e s t  :  
 

 W x t dt  x xx  =   =   C   0
-

+
( ) ( )

∞

∞

∫ >
2

0  
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- L e  t h é o r è m e  d e  C a u c h y - S c h w a r t z  c o n d u i t  a u x  r e l a t i o n s  s u i v a n t e s  
 

 
C

C C

xx xx

xy xx yy

( ) ( )

( ) ( )

τ

τ

   C                     

   C (0)       
2

≤ ∀τ

≤ ∀τ

0

0
 

 
 
T h é o r è m e  d e  W i e n e r - K i n t c h i n e   
 
 S o i e n t  x ( t )  e t  y ( t )  d e u x  s i g n a u x  à  é n e r g i e  f i n i e .  L a  T F  d e  l a  
f o n c t i o n  d ' i n t e r c o r r é l a t i o n  e s t  é g a l e  à  l a  d e n s i t é  i n t e r s p e c t r a l e  
d ' é n e r g i e  ( o u  d e n s i t é  s p e c t r a l e  m u t u e l l e  ) .  
 

{ }TF C f f Y fxy xy( ) ( ) ( ) ( )*τ  =  S  =  X  
 
D e m  :  
 

{ }TF C C e d S fxy xy
jf

xy( ) ( ) ( )τ τ τπ τ =    =   
-

+
−

∞

∞

∫ 2  

S f x t y t d x t y t e d

S f x t dt  y t dt

xy
jf jf

xy
jft jft

t

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ' ) '

* *

* '

'

 =   dt  e    dt

 =   e  e

-

+

-

+

 =  t -  

−⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

= −
↑

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

∞

∞

−∞

+∞ − −

∞

∞

−∞

+∞

−∞

+∞ −

−∞

+ ∞ +

∫∫ ∫∫

∫ ∫

τ τ τ τπ τ π τ

π π

τ

2 2

2 2

 

 

[ ]S f f y t dt f Y fxy
jft( ) ( ) ( ' ) ' ( ) ( )'

*
* =  X   e  X

− ∞

+∞
−∫ =2π  

 
S i  x ( t ) = y ( t )  a l o r s  S f X fxx ( ) ( )=  

2
 .  

 
S fxx ( )  e s t  l a  d e n s i t é  s p e c t r a l e  d ' é n e r g i e .  C ' e s t  u n e  f o n c t i o n  r é e l l e  
p o s i t i v e .  
 
R e l a t i o n  C o n v o l u t i o n  -  C o r r é l a t i o n  
 
S i  Cxy ( )τ  e s t  l ' i n t e r c o r r é l a t i o n  d e s  s i g n a u x  x ( t )  e t  y ( t )  a l o r s :  
 

C yxy ( ) ( ) * ( )*τ τ τ  =   x −  
 
D e m  :  
 

{ }TF C f f fxy ( ) ( ) ( ) ( )*τ  =  S  =  X   Y  xy  
d ' o ù   

{ } { }C S f t TF Y fxy ( ) ( ) ( ) * ( )*τ  =  TF  =  xxy
− −1 1  

 
a v e c  
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{ } [ ]TF Y f f e df f e dfjf jf−

−∞

+ ∞

− ∞

+ ∞
−∫ ∫ −1 2 2* * ( )( ) ( ) ( ) ( ) =   Y =   Y = y

*
*π τ π τ τ  

 

3 ° )  -  C a s  d e s  s i g n a u x  à  p u i s s a n c e  m o y e n n e  f i n i e .  
 
 D a n s  l e  c a s  o ù  l e s  s i g n a u x  s o n t  à  p u i s s a n c e  m o y e n n e  f i n i e ,  
l a  c o n v o l u t i o n  s ' é c r i t  :  
 

x t y t
T

x u y t u
T

T

T

( ) * ( ) lim ( ) ( ) =    du
→+∞ −

−
⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

∫
1

2

2  

 
D e  m ê m e  l a  c o r r é l a t i o n  e s t  d é f i n i e  p a r  :  
 

C
T

x t y t
T

T

T

xy ( ) =    dtτ τlim ( ) ( )*

→+∞ −
−

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

∫1

2

2  

 
 S i  d e  p l u s  l e s  x ( t )  e t  y ( t )  s o n t  p é r i o d i q u e s  e t  d e  m ê m e  
p é r i o d e  T0 ,  o n  p e u t  s i m p l i f i e r  l e s  e x p r e s s i o n s  p r é c é d e n t e s :  
 

x t y t
T

x u y t u

C
T

x t y t

T

T

T

T

( ) * ( ) ( ) ( )

( ) ( )*

 =    du

( ) =    dtxy

1

1
0 2

2

0 2

2

0

0

0

0

−

−

−

−

∫

∫τ τ

 

 
D e n s i t é  i n t e r s p e c t r a l e  d e  p u i s s a n c e   
  
 L a  T F  d e  l a  f o n c t i o n  d ' i n t e r c o r r é l a t i o n  d e  d e u x  s i g n a u x  à  
p u i s s a n c e  m o y e n n e  f i n i e  e s t  a p p e l é e  d e n s i t é  i n t e r s p e c t r a l e  d e  
p u i s s a n c e  S fxy ( )  

{ }TF C fxyxy ( )  =  Sτ ( )  
 
S o i e n t  x ( t , T )  e t  y ( t , T )  d e u x  s i g n a u x  à  é n e r g i e  f i n i e  d é f i n i s  p a r  :  
 

x t T) x t
T T

t T) y t
T T

( , ( ) , ( , ( ) , =    si t

  Ailleurs                
   et   y  =    si t

  Ailleurs                

∈ −
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

∈ −
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
2 2

0
2 2

0
 

 
x ( t )  e t  y ( t )  s o n t  t e l s  q u e  :  
 

{ } { }x t x t T) t y t T)
T T

( ) lim ( , ( ) lim ( , =       et    y  =   
→+∞ →+∞

 

 
 S o i e n t  X ( f , T )  e t  Y ( f , T )  l e s  t r a n s f o r m é e s  d e  x ( t , T )  e t  y ( t , T ) .  
O n  d é m o n t r e  q u e :  
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S f
X f T) f T)

TTxy  =  
 Y

     ( ) lim
( , ( ,*

→+∞

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

 

D e m  :   
 
L a  p u i s s a n c e  t o t a l e  Pxy e s t  :  
 
( 1 )   P S fxy xy-

+
=    df   ( )

∞

∞

∫  

 
M a i s  a u s s i  :  
 

P
T

x t y t
T

x t T)y t T)
T

T

T

Txy - -
 =   

1
  dt =    

1
  dt  lim ( ) ( ) lim ( , ( ,* *

→+∞ →+∞ ∞

+ ∞

∫ ∫
2

2  

 
d ' o ù ,  e n  a p p l i q u a n t  l a  r e l a t i o n  d e  P A R S E V A L  p o u r  l e s  s i g n a u x  à  
é n e r g i e  f i n i e  x ( t , T )  e t  y ( t , T )  :  
 

( 2 )  P
T

X f T)Y f T)
Txy -

 =   
1

  df  lim ( , ( ,*

→+∞ ∞

+ ∞

∫  

 
E n  i d e n t i f i a n t  ( 1 )  e t  ( 2 )  :  
 

S f
X f T)Y f T)

TTxy  =       ( ) lim
( , ( ,*

→∞

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

 

 
S i  x ( t )  =  y ( t ) ,  l a  d e n s i t é  s p e c t r a l e  d e  p u i s s a n c e  e s t :  
 

S f
T

X f T)
Txx  =       ( ) lim ( ,
→+∞

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

1 2
 

 

4 ° )  -  A n a l y s e  s p e c t r a l e .  
 
 L ' a n a l y s e  s p e c t r a l e  d e s  s i g n a u x  t i e n t  u n e  p l a c e  i m p o r t a n t e  
d a n s  u n  g r a n d  n o m b r e  d ' a p p l i c a t i o n s  (  T é l é c o m m u n i c a t i o n s ,  
G é o p h y s i q u e ,  B i o c h i m i e , . . ) .  O n  p e u t  c i t e r  c o m m e  e x e m p l e ,  
l ' a n a l y s e  s p e c t r a l e  d e  s i g n a u x  d e  p a r o l e  q u i  f o u r n i t  u n e  
i n d i c a t i o n  s u r  l e  s e x e  d u  l o c u t e u r .  E n  e f f e t ,  l e s  s i g n a u x  d e  p a r o l e  
s o n t  e n  g r a n d e  p a r t i e  v o i s é s  ( q u a s i - p é r i o d i q u e s ) .  L a  h a u t e u r  d e  l a  
f r é q u e n c e  f o n d a m e n t a l e  e s t  d ' e n v i r o n  1 0 0 - 1 5 0  H z  p o u r  u n  h o m m e ,  
1 5 0 - 2 5 0  H z  p o u r  u n e  f e m m e  e t  p e u t  a l l e r  j u s q u ' à  4 0 0  H z  p o u r  u n  
e n f a n t .  
 
 U n  a u t r e  e x e m p l e  e s t  c e l u i  d e  l a  p o u r s u i t e  d ' u n e  c i b l e  
m o b i l e .  L e  s i g n a l  r é f l é c h i  p a r  l a  c i b l e  f o u r n i t  d e s  i n f o r m a t i o n s  
s u r  l a  v i t e s s e  e t  l a  p o s i t i o n  d e  l ' o b j e t .  
 
A m b i g u ï t é :  D u r é e  d ' u n  s i g n a l - L a r g e u r  s p e c t r a l e .  
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 E n  t h é o r i e  u n  s i g n a l  d e  d u r é e  f i n i e  (  s u p p o r t  b o r n é  )  p o s s è d e  
u n  s p e c t r e  d e  l a r g e u r  i n f i n i e  (  s u p p o r t  i n f i n i  ) .  C o r r é l a t i v e m e n t ,  
u n  s p e c t r e  à  s u p p o r t  b o r n é  c o r r e s p o n d  à  u n  s i g n a l  d e  d u r é e  
i l l i m i t é e .  
 
 E x p é r i m e n t a l e m e n t ,  l e  p r o b l è m e  e s t  l e  s u i v a n t :  " C o m m e n t  
é t u d i e r  u n  s i g n a l ,  s u r  u n e  d u r é e  l i m i t é e  T  (  d o n c  a v e c  u n  s p e c t r e  
à  s u p p o r t  i n f i n i  ) ,  a v e c  u n  i n s t r u m e n t  q u i  a  u n e  b a n d e  p a s s a n t e  
f i n i e  ? " .  I l  e s t  é v i d e n t  q u e ,  s i  l a  p u i s s a n c e  d u  s i g n a l  d é c r o î t  
r a p i d e m e n t  e n  f o n c t i o n  d e  l a  f r é q u e n c e ,  o n  a  i n t é r ê t  à  u t i l i s e r  u n  
i n s t r u m e n t  d o n t  l a  b a n d e  p a s s a n t e  e s t  t r è s  s u p é r i e u r e  à  l a  b a n d e  
u t i l e  d u  s i g n a l .  L ' e f f e t  d u  f i l t r a g e  (  p a s s a g e  d u  s i g n a l  d a n s  
l ' i n s t r u m e n t  )  e s t  a l o r s  r é d u i t .  
 
 L a  n o t i o n  d e  b a n d e  u t i l e  e s t  l i é e  à  l ' a p p l i c a t i o n .  S o i t  x ( t )  u n  
s i g n a l  d ' é n e r g i e  t o t a l e  Wx e t  d e  d e n s i t é  s p e c t r a l e  d ' é n e r g i e  S fxx ( ) .  
O n  d é f i n i t  l a  b a n d e  u t i l e  Bu  p a r  :  
 

 ΔF =   dfxx

1 2

W
f S f

x
( )

−∞

+∞

∫  

e t  
 B Fu =    2 α Δ    a v e c  α c h o i s i  a r b i t r a i r e m e n t .  
 

f

Sxx(f)

Bu

FΔ

 
 
D e  m ê m e  o n  d é f i n i t  l a  d u r é e  u t i l e  Du  d ' u n  s i g n a l  x ( t )  p a r  :  
 
 D Tu  =  2β   a v e c  β   c h o i s i  a r b i t r a i r e m e n t .  
e t  :  

 T 
W

t x t
x

=   dt
1 2 2 ( )

−∞

+∞

∫  
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t

x

Du

T

2 (t)

 
 
E n  u t i l i s a n t  l a  r e l a t i o n  d e  C a u c h y - S c h w a r t z  o n  e n  d é d u i t  l a  
r e l a t i o n  d ' i n c e r t i t u d e  :  
 

Bu u  D   Cte≥  
 
 C e t t e  r e l a t i o n  m o n t r e  q u ' u n  s i g n a l  ( r e s p .  u n  s p e c t r e )  à  
f l u c t u a t i o n s  r a p i d e s  p o s s è d e  u n  s p e c t r e  ( r e s p .  u n  s i g n a l )  l a r g e .  
 
D e m  :   
 
E n  u t i l i s a n t  l a  r e l a t i o n  d e  C a u c h y - S c h w a r t z  :  
 

t x t
dx t

dt
t x t dt 

dx t
dt

dt( )
( )

( )
( )

  dt   
-

+

-

+

−∞

+∞

∞

∞

∞

∞

∫ ∫ ∫≤
2

2
2 2

 

 
E n  i n t é g r a n t  p a r  p a r t i e ,  o n  t r o u v e  :  
 

[ ]t x t
dx t

dt
t x t t

Wx( )
( )

( ) ( )  dt =     x  dt =  -
− ∞

+ ∞

− ∞

+ ∞

− ∞

+ ∞

∫ ∫−
1
2

1
2 2

2 2  

 
d e  p l u s  :  
 

dx t
dt

S W Fx

( ) 2
2

xx
2 dt =  4  f (f) df =  4

−∞

+∞

−∞

+∞

∫ ∫π π2 2Δ  

 
d ' o ù  :  
 
W
4

  W  T  4

       d'  où    D  B   

x
2

2

u u

≤

≥ ≥

x xW F

T F  

2 2

4
1

π

π
αβ
π

Δ

Δ
 

 
F e n ê t r e s  d ' o b s e r v a t i o n .  
 
 L ' a n a l y s e  d ' u n  s i g n a l  n e  p e u t  s ' e f f e c t u e r  q u e  s u r  u n e  d u r é e  
f i n i e  t t0 1 ,  .  S i  x ( t )  e s t  l e  s i g n a l  i n i t i a l ,  l e  s i g n a l  o b s e r v é  s ( t )  
s ' é c r i t  :  
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 s ( t )  =  x ( t ) f ( t )  
 
o ù  f ( t )  e s t  n u l l e  e n  d e h o r s  d e  t t0 1 ,  .  f ( t )  e s t  a p p e l é e  f e n ê t r e  
d ' o b s e r v a t i o n  o u  f o n c t i o n  d e  p o n d é r a t i o n .  
 
E x e m p l e  :  F e n ê t r e  r e c t a n g u l a i r e  
 

[ ]f t
t

( ) =  
  si t   ,  t
0  Ailleurs        

1 0 1∈⎧
⎨
⎪

⎩⎪
 

 

t t

x(t) s(t) = x(t) f(t)

1

t0
t1

 
 
 L a  f e n ê t r e  i d é a l e  e s t  c e l l e  q u i  n e  m o d i f i e r a  p a s  l e  s p e c t r e  
X ( f )  d u  s i g n a l  x ( t ) ,  c ' e s t  à  d i r e  t e l l e  q u e  :  
 
S f f F f f( ) ( ) * ( ) ( ) =  X  =  X  
 
o n  e n  d é d u i t  :   
 
F f f f t( ) ( ) =  ( )   = 1δ ⇒  
 
 L a  f o n c t i o n  u n i t é  ( f t( ) = 1)  d é f i n i e  s u r  ] [−∞ +∞,  n ' e s t  p a s  u n e  
f e n ê t r e .  O n  e n  d é d u i t  c e p e n d a n t  q u e  l a  t r a n s f o r m é e  d e  F o u r i e r  
d ' u n e  f e n ê t r e  " s a t i s f a i s a n t e " ,  c ' e s t  à  d i r e  m o d i f i a n t  p e u  X ( f ) ,  d o i t  
s ' a p p r o c h e r  d u  p i c  d e  D i r a c .  
 
L a  f o n c t i o n  P o r t e  ( )tT

2
∏ ,  a p p e l é e  a u s s i  f e n ê t r e  n a t u r e l l e  f u t  l a  

p r e m i è r e  u t i l i s é e .  S a  t r a n s f o r m é e  P ( f )  e s t  :  
 

P(f) =  TF   =   T sinc( ) (t fT)T
2

∏⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

π  

 
 P ( f )  e s t  c o n s t i t u é  d ' u n  l o b e  p r i n c i p a l  e t  d e  l o b e s  
s e c o n d a i r e s .  C o m m e  o n  l e  v e r r a ,  t o u t e s  l e s  t r a n s f o r m é e s  d e  
F o u r i e r  d e  f e n ê t r e s  d e  p o n d é r a t i o n  p o s s è d e n t  u n  l o b e  p r i n c i p a l  e t  
d e s  l o b e s  s e c o n d a i r e s  .  
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f

P(f)

1
T

Lobe principal

f1

Lobes secondaires  
 
 P o u r  r e s t i t u e r  a u  m i e u x  l e  s p e c t r e  X ( f ) ,  i l  f a u t  q u e  l e  l o b e  
p r i n c i p a l  s o i t  l e  p l u s  é t r o i t  p o s s i b l e .  D e  p l u s  p o u r  é v i t e r  u n e  
d i s p e r s i o n  ( l e a k a g e )  d e  l ' é n e r g i e  v e r s  d e s  f r é q u e n c e s  é l o i g n é e s ,  
i l  f a u t  q u e  l e s  l o b e s  s e c o n d a i r e s  s o i e n t  f a i b l e s .  
 
 P o u r  c o m p a r e r  l e s  d i f f é r e n t e s  f e n ê t r e s  o n  u t i l i s e  
e s s e n t i e l l e m e n t  d e u x  c r i t è r e s :  
 
 -  L a  l a r g e u r  d e  B a n d e  à  m i - h a u t e u r  :  B  
 -  L ' a m p l i t u d e  r e l a t i v e  d u  1er  l o b e  s e c o n d a i r e  :  Q  

 

Q 
P f
P

=  20 Log10 

( )
( )

1

0
 

O ù  P f( )1  e s t  l ' a m p l i t u d e  m a x i m a l e  d u  1er  l o b e  s e c o n d a i r e .  

D a n s  l e  c a s  d e  l a  f e n ê t r e  n a t u r e l l e  o n  t r o u v e  B
T

 =  1  e t  Q =  - 1 3  d B .  

 B  d é f i n i t  l a  r é s o l u t i o n  o u  p o u v o i r  s é p a r a t e u r  d u  s p e c t r e .  S i  
X ( f )  e s t  c o n s t i t u é  d e  d e u x  r a i e s  a u x  f r é q u e n c e s  t r è s  p r o c h e s  f1 e t  
f2 ( f f1 2−  <  B) ,  i l  n e  s e r a  p a s  p o s s i b l e  d e  l e s  d i s t i n g u e r .  
 

f

S(f)

f1 f2

 
 
 L a  f e n ê t r e  n a t u r e l l e  e s t  p e u  u t i l i s é e ,  e n  a n a l y s e  s p e c t r a l e ,  
c a r  e l l e  p r é s e n t e  d e s  l o b e s  s e c o n d a i r e s  d e  f o r t e  a m p l i t u d e .  U n  
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t r è s  g r a n d  n o m b r e  d e  f e n ê t r e s  o n t  é t é  p r o p o s é e s .  C e l l e s  c i  s o n t  
g é n é r a l e m e n t  c h o i s i e s  e n  f o n c t i o n  d e  l ' a p p l i c a t i o n .  
 
F e n ê t r e  d e  B a r t l e t t  ( 1 9 5 0 ) :  E l l e  c o r r e s p o n d  à  l a  f o n c t i o n  t r i a n g l e   
ΛT t

2

( ) :  

Λ T t
2

1( ) =   -  2
t
T

    si  t -
T
2

 ,  
T
2

0     Ailleurs                          
    ∈

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
 

a v e c :  
 

Λ T t
2

( ) =   
2
T

 (t) *  (t)       T
4

T
4

∏∏  

 
d ' o ù :  
 

TF t f
T

TΛ
2

2
( )

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ =  

T
2

 sinc2 π  

 

O n  a :   B =
2
T

  et  Q = -26 dB  

 
F e n ê t r e  d e  H a n n i n g  :  ( J .  V A N  H A N N )  
 
E l l e  e s t  d é f i n i e  p a r  :  
 

H t
t

T
T T

H t
N

N

( ) ( cos ) ,

( )

  =    +    si t  -

  =   0   Ailleurs                                      

1
2

1
2

2 2
π

∈
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
 

 

B = 2
T

  et  Q = -32 dB 

 

-T T
2 2

H   (t)

t

N

 
 

H f f f
T

f
T

f TF tN T( ) ( ) ( ) ( ) =   P +  P  +  P  ,   avec:   P =
1
2

1
4

1 1
4

1
2

+
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ −

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

∏  
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F e n ê t r e  d e  H a m m i n g  :  R . W .  H A M M I N G  a  é t u d i é  u n e  f a m i l l e  d e  
f o n c t i o n s  d é f i n i e s  p a r :  
 

H t
t

T
T T

H t
m

m

( ) cos( ) ,

( )

  =     +  (1 -  )   si t  -

  =   0   Ailleurs                                               

α α
π2

2 2
∈

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
 

 

L a  v a l e u r  d e  α q u i  m i n i m i s e  Q  e s t  α= 0 , 5 4 .  O n  a  a l o r s  B = 2
T

 e t   

Q = -52 dB.  P o u r  α = 1
2

 ,  o n  r e t r o u v e  l a  f e n ê t r e  d e  H A N N I N G .  

 

5 ° )  -  F i l t r a g e .  
 
 S o i t  S  u n  f i l t r e  d e  r é p o n s e  i m p u l s i o n n e l l e  h ( t ) .  S o i e n t  x ( t )  
l ' e n t r é e  d e  c e  f i l t r e  e t  y ( t )  l a  s o r t i e  :  
 

y ( t ) = h ( t ) * x ( t )   e t   Y ( f ) = H ( f ) X ( f )  
 
 O n  a p p e l l e  r é p o n s e  i n d i c i e l l e ,  l a  r é p o n s e  d u  f i l t r e  à  u n  
é c h e l o n .  

y   =   h(t) *  u(t)   avec  u(t) =  
1 si t  0
0  ailleurs    ind ( )t

≥⎧
⎨
⎩

 

 L a  r é p o n s e  i n d i c i e l l e  s ' o b t i e n t  e n  i n t é g r a n t  l a  r é p o n s e  
i m p u l s i o n n e l l e .  E n  e f f e t  :  
 

y t u t t

t h t

ind

ind

t

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ' ) '

=   
  
 

 h  d  =   h  d    

 y =
  
 

 dt

-

+ +

-
t'  =  t -  

∞

∞ ∞

↑ ∞

∫ ∫

∫

− −τ τ τ τ τ

τ

0

 

d ' o ù  :  

 y   =  
  
 

 dt
-ind

t
t h t( ) ( ' ) '

∞∫  

 
 H ( f )  e s t  l a  f o n c t i o n  d e  t r a n s f e r t  e t  H ( 0 ) ,  l e  g a i n  s t a t i q u e  d u  
f i l t r e .  
 U n  f i l t r e  e s t  d i t  r é a l i s a b l e  s i  s a  r é p o n s e  i m p u l s i o n n e l l e  e s t  
c a u s a l e  ( h(t)  =  0  ,   t <  0 )∀ .  C e c i  t r a d u i t  l e  f a i t  q u ' i l  n e  p e u t  y  
a v o i r  d ' e f f e t s  a v a n t  l a  c a u s e .  
 
 O n  a p p e l l e  r é p o n s e  h a r m o n i q u e ,  l a  r é p o n s e  d u  f i l t r e  à  u n e  
e n t r é e  d e  t y p e  :  
 
 x t jf t( )  =   e2 0π  
a l o r s  :  
 y t tjf t( ) ( )  =   e  *  h2 0π  
d ' o ù  :  
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 Y ( f )  =  δ ( f - f o ) H ( f )  =  H ( f o )  δ ( f - f o )  
 
s o i t ,  a p r è s  t r a n s f o r m a t i o n  i n v e r s e  :  
 
 y t e f tjf t( ) ( ) ( )  =  H(f )  =  H  x0

2
0

0π  

 y t H f tj f( ) ( ) ( )( )  =   e  x0
0ϕ  

  
 C e t t e  r e l a t i o n  e s t  i n t é r e s s a n t e  p o u r  l ' i d e n t i f i c a t i o n  d e s  
s y s t è m e s .  E n  e f f e t ,  l o r s q u e  l e  f i l t r e  e s t  i n c o n n u  (  B o i t e  N o i r e  ) ,  
i l  s u f f i t  d e  f a i r e  v a r i e r  f 0  e t  d ' o b s e r v e r  l a  s o r t i e  y ( t )  p o u r  

c o n n a î t r e  l e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  f r é q u e n t i e l l e s  d u  f i l t r e  ( )H f f( ) , )0 0  (ϕ .  
 
D é r i v a t i o n  :  
 
S o i t  y ( t )  l a  s o r t i e  d ' u n  f i l t r e ,  d e  r é p o n s e  i m p u l s i o n n e l l e  h ( t ) .  
 

y' (t) =  x' (t) *  h(t)  =   x(t) *  h' (t)  
 
D e m  :  
 

{ }
[ ] }{
[ ] }{

TF y t f jf  jf X f H f

TF jf X f f t h t

TF jf H f f t x t

' ( ) ( ). . ( ). ( )

. ( ) ( ) ' ( ) * ( )

. ( ) ( ) ' ( ) * ( )

 =  Y =  

et  
 H  =  x

 X  =  h

2 2

2

2

1

1

π π

π

π

−

−

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

 

 
S t a b i l i t é  :   
 
 U n  f i l t r e  e s t  s t a b l e  s i  p o u r  t o u t e  e n t r é e  b o r n é e ,  l a  s o r t i e  
r e s t e  b o r n é e .  O n  p e u t  m o n t r e r  q u ' u n e  c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  e t  
s u f f i s a n t e  p o u r  q u ' u n  f i l t r e  s o i t  s t a b l e  e s t  q u e  s a  r é p o n s e  
i m p u l s i o n n e l l e  s o i t  a b s o l u m e n t  i n t é g r a b l e  :  
 

h( )τ τ
−∞

+∞

∫   d     existe .  

 
F i l t r e s  c a s c a d e s  :  
 
 C o n s i d é r o n s  N  f i l t r e s  F F FN1 2 ..,, ,  d e  r é p o n s e  i m p u l s i o n n e l l e  
h t h t h tN1 2( ) ( ) ( ) ,   ,  ..  ,  .  
 

x(t) y(t)h  (t) h  (t) h  (t) h  (t)1 2 3 N

 
 

y t t h t h t tN( ) ( ) * ( ) * ( ) * ( ) =  x  . . .  *  h1 2   e t   Y f f H fi( ) ( ) ( ) =  X  
i =  1

N

∏  

 
F r é q u e n c e  d e  c o u p u r e  :  
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 L a  d é f i n i t i o n  d e  l a  f r é q u e n c e  d e  c o u p u r e  Fc e s t  :  
 
E n  T r a i t e m e n t  d u  s i g n a l  :  
 
 Fc  e s t  t e l l e  q u e  :    ∀ f >  F  ;  H  =  0 .c f( )  
 
E n  A u t o m a t i q u e  :   
 
 Fc  e s t  t e l l e  q u e  :  H Fc( )   =  1 . 
 
E n  E l e c t r o n i q u e  :  

 F c  e s t  t e l l e  q u e  :  
( )

H F
H f

c( )
( )2

2

  =  
Max 

 .
2
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I V  E c h a n t i l l o n n a g e  
 

1 ° )  -  E c h a n t i l l o n n a g e  i d é a l .  
 
 L ' é v o l u t i o n  c o n s t a n t e ,  o b s e r v é e  d e p u i s  1 5  a n s  d a n s  l e  
d o m a i n e  d e s  c i r c u i t s  i n t é g r é s ,  a  t r a n s f o r m é  l e  m o n d e  d e s  
a p p l i c a t i o n s .   E n  e f f e t ,  l a  p u i s s a n c e  d e s  c a l c u l a t e u r s ,  e t  p l u s  
p a r t i c u l i è r e m e n t  d e s  p r o c e s s e u r s  s p é c i a l i s é s  e n  t r a i t e m e n t  d u  
s i g n a l ,  p e r m e t  d e  t r a i t e r  n u m é r i q u e m e n t  u n  g r a n d  n o m b r e  d e  
p r o b l è m e s .  R e n d a n t  o b s o l è t e s  c e r t a i n s  t r a i t e m e n t s  a n a l o g i q u e s .   
D e  p l u s  l e  n u m é r i q u e  a u t o r i s e  d e s  o p é r a t i o n s  i n t e r d i t e s  e n  
a n a l o g i q u e  ( F i l t r a g e  N o n - C a u s a l ,  m o d u l a t i o n  t e m p o r e l l e ,  . . . ) .  
 
 C e t t e  n u m é r i s a t i o n  d u  s i g n a l  n é c e s s i t e  d a n s  u n  p r e m i e r  
t e m p s  l ' é c h a n t i l l o n n a g e  d u  s i g n a l  p u i s  s a  q u a n t i f i c a t i o n  .  
 
 -  L ' é c h a n t i l l o n n a g e  c o r r e s p o n d  à  u n e  d i s c r é t i s a t i o n  e n  t e m p s  
d u  s i g n a l .  
 -  L a  q u a n t i f i c a t i o n  p e r m e t  d ' a s s o c i e r  u n e  v a l e u r  n u m é r i q u e  à  
l ' é c h a n t i l l o n  p r é l e v é .  C ' e s t  u n e  d i s c r é t i s a t i o n  e n  a m p l i t u d e .  L e s  
v a l e u r s  d i s c r è t e s  o b t e n u e s  s o n t  c o d é e s  s u r  u n  o u  p l u s i e u r s  b i t s .  
 

T-T 2Te ee

x(t)

t

 
 
 L ' o b j e c t i f  d u  t r a i t e m e n t  n u m é r i q u e  d u  s i g n a l  e s t  d ' e x t r a i r e  
l e s  i n f o r m a t i o n s  c o n t e n u e s  d a n s  l e  s i g n a l  a n a l o g i q u e  i n i t i a l  x ( t ) .  
I l  e s t  d o n c  i m p é r a t i f  d e  c o n s e r v e r  c e s  i n f o r m a t i o n s  a p r è s  
é c h a n t i l l o n n a g e .  P o u r  c e l a  n o u s  é t u d i e r o n s  l e s  d i f f é r e n t e s  
o p é r a t i o n s  t e m p o r e l l e s  e t  f r é q u e n t i e l l e s  e f f e c t u é e s .  
 
 S o i e n t  x ( t )  l e  s i g n a l  a n a l o g i q u e  e t  xe ( )t  l e  s i g n a l  
é c h a n t i l l o n n é .   S o i e n t  Te l a  p é r i o d e  d ' é c h a n t i l l o n n a g e  e t  F = 1 Te e  l a  
f r é q u e n c e  d ' é c h a n t i l l o n n a g e .  L e  s i g n a l  xe ( )t  e s t  o b t e n u  p a r  
m u l t i p l i c a t i o n  d e  x ( t )  p a r  u n  p e i g n e  d e  D i r a c .  
 

x t t t t t n Te e( ) ( ) ( ) ( ) ) =  x  | _ I_ |  =  x ( -T
-

+

δ
∞

∞

∑  
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d ' o ù  :  

x t x nT t n Te e e( ) ( ) ) =  ( -
n = -

+

δ
∞

∞

∑  

 
 P o u r  n e  p e r d r e  a u c u n e  i n f o r m a t i o n ,  i l  f a u t  q u e  c e t t e  
t r a n s f o r m a t i o n   ( )x t te( ) ( )  x  →  s o i t  r é v e r s i b l e .  
 
D é t e r m i n o n s  l e  s p e c t r e  X fe ( )  d u  s i g n a l  x te ( )  :  
 

{ } { }

{ }

∑

∑
∞+

−∞=

∞+

−∞=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−δ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−δ

n ee
e

n ee
Tee

Teee

T
nf*)f(X

T
1 = )f(X

T
nf

T
1*)f(X = )t(|_I_|TF*)f(X = )f(X

)t(|_I_| )t(xTF = )t(xTF = )f(X

 

 

X f
T

X f
n
Te

e en
( ) =

1
−

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

= −∞

+∞

∑  

 
 C e t t e  r e l a t i o n  m o n t r e  q u e  X fe ( )  e s t  o b t e n u e ,  à  u n  f a c t e u r  p r è s  
( 1 Te ) ,  p a r  u n e  s i m p l e  p é r i o d i s a t i o n  e n  f r é q u e n c e  d u  s p e c t r e  X f( ) .  
L e  s p e c t r e  e s t  r e p r o d u i t  t o u s  l e s  F Te e= 1 .  C e t t e  p é r i o d i s a t i o n  p e u t  
s ' e f f e c t u e r  s u i v a n t  t r o i s  c a s  d e  f i g u r e s :  
 
1 ° ) :  X f( )  e s t  à  s u p p o r t  b o r n é ,  s a  f r é q u e n c e  d e  c o u p u r e  e s t  Fc  e t  
F Fe c >  2 .  
 

Fc Fc-Fc -Fc Fe 2Fe-2Fe -Fe

X(f) Te Xe(f)

f f
 

 
 O n  c o n s t a t e  q u ' a u  p r i x  d ' u n  s i m p l e  f i l t r a g e  p a s s e - b a s  i d é a l ,   
d e  f r é q u e n c e  d e  c o u p u r e  Fe / 2 ,  o n  r e t r o u v e  X f( ) ,  d o n c  x ( t ) :  
 

L e s  i n f o r m a t i o n s  i n i t i a l e s  n e  s o n t  p a s  p e r d u e s .  
L a  t r a n s f o r m a t i o n  ( )x t te( ) ( )  x  →  e s t  r é v e r s i b l e .  

O n  a  c o r r e c t e m e n t  é c h a n t i l l o n n é  l e  s i g n a l .  
 
2 ° ) :  X f( )  e s t  à  s u p p o r t  b o r n é ,  s a  f r é q u e n c e  d e  c o u p u r e  e s t  Fc   e t  
F Fe c <  2  
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Fc-Fc Fe-Fe

X(f) Te Xe(f)

f f2Fe-2Fe  
 
I l  e s t  c l a i r  q u e  l e  s p e c t r e  i n i t i a l  X f( )  e s t  d é f o r m é .   O n  n e  p e u t  p a s  
o b t e n i r  X f( )  à  p a r t i r  d e  X fe ( ) ,  d o n c  :  
 

L e s  i n f o r m a t i o n s  i n i t i a l e s  s o n t  p e r d u e s .  
L a  t r a n s f o r m a t i o n  e s t  i r r é v e r s i b l e .  
O n  a  m a l  é c h a n t i l l o n n é  l e  s i g n a l .  

 
R e m a r q u e  :  
 
 S i  a p r è s  l ' é c h a n t i l l o n n a g e  l e s  s p e c t r e s  t r a n s l a t é s  X f( )  s e  
c h e v a u c h e n t ,  o n  d i t  q u ' i l  y  a  r e p l i e m e n t  s p e c t r a l ,  r e c o u v r e m e n t  
s p e c t r a l  o u  e n c o r e  " a l i a s i n g " .  
 
3 ° ) :  X f( )  e s t  à  s u p p o r t  n o n - b o r n é .  
 
D a n s  c e  c a s ,  i l  e s t  é v i d e n t  q u ' i l  y  a u r a  r e p l i e m e n t  s p e c t r a l .  
 

X(f)

f f

Te Xe(f)

 
 
I l  a p p a r a î t  d o n c  i m p o s s i b l e  d ' é c h a n t i l l o n n e r  u n  t e l  s i g n a l .  
 
 E n  p r a t i q u e ,  o n  f i l t r e r a  l e  s i g n a l  x ( t )  p a r  u n  f i l t r e  p a s s e  b a s  
d e  f r é q u e n c e  d e  c o u p u r e  Fc,  p u i s  o n  é c h a n t i l l o n n e r a  l e  s i g n a l  d e  
s o r t i e  d u  f i l t r e  à  u n e  f r é q u e n c e  Fe c> 2 F .  
 

Filtre
Passe-Bas

Fc Echantillonneur Fe

x(t) y(t) ye (t)

 
 
 T H E O R E M E  D E  S H A N N O N  :  " U n  s i g n a l  x ( t )  à  s p e c t r e  X f( )  
b o r n é  s u r  l ' i n t e r v a l l e  [ - F c , F c ]  e s t  c o r r e c t e m e n t  é c h a n t i l l o n n é  s i  
F Fe c >  2  . "  
 
E x e m p l e  :  
 
 x t F t Fo o e o( ) cos( )= ⇒ =2π   F   et  F > 2 Fc .  
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2 ° )  -  R e c o n s t r u c t i o n  d u  s i g n a l .  
 
 P o u r  r e t r o u v e r  x ( t )  à  p a r t i r  d u  s i g n a l  é c h a n t i l l o n n é  xe ( )t ,  o n  
s u p p o s e r a  q u e  l e  s i g n a l  a  é t é  c o r r e c t e m e n t  é c h a n t i l l o n n é  (  F Fe c> 2  
) .  D é t e r m i n e r  x ( t )  r e v i e n t  à  i s o l e r  X f( )  d a n s  X fe ( ) .  C e c i  e s t  
p o s s i b l e  e n  m u l t i p l i a n t  X fe ( )  p a r  u n e  p o r t e  e n  f r é q u e n c e  ( )fFe

2
∏  d e  

h a u t e u r  Te :  
 

X f f fe e Fe( ) ( ) ( )  =  T  X  
2

∏  

 

Fe 2Fe-2Fe -Fe

Te Xe(f)

fFe-Fe
22

1
Fe

2

(f)

 
 

{ }x t X f X f f

x t x t TF f

x t x nT t nT t

e e F

e e F

e
n

e e e e

e

e

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) * ( )

( ) ( ) ( ) )

  =   TF  =  T  TF  

  =  T

  =  T   *  F  sinc (  F

− −

−

= −∞

+ ∞

∏

∏

∑

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

−

1 1

2

1

2

δ π

 

( )x t x nT t nT t
n

e e e( ) ( ) ( ) )  =    *  sinc (  F
= −∞

+∞

∑ −δ π  

d ' o ù  :  

( )x t x nT t nT
n

e e e( ) ( ) ( )  =   sinc   F  
= −∞

+∞

∑ −π  

 
C ' e s t  l a  f o r m u l e  d ' i n t e r p o l a t i o n  d e  S H A N N O N .  
 
R e m a r q u e s  :  
 
1 ° )  C e t t e  f o r m u l e  n ' e s t  p a s  u t i l i s a b l e  e n  t e m p s  r é e l  c a r  e l l e  
n é c e s s i t e  l a  c o n n a i s s a n c e  à  l ' i n s t a n t  t  d e  t o u s  l e s  é c h a n t i l l o n s  
(−∞ → ∞   + ).  
2 ° ) S u r - é c h a n t i l l o n n e r  n ' a p p o r t e  a u c u n e  i n f o r m a t i o n  
s u p p l é m e n t a i r e .  
3 ° )  L e s  f o n c t i o n s  ( )s t t nTn e e( ) ( ) =  sinc   F  π −  s o n t  o r t h o g o n a l e s .   O n  e n  
d é d u i t  q u e  t o u t e  f o n c t i o n  à  s p e c t r e  b o r n é  [ - F c , F c ]  p e u t  ê t r e  
d é c o m p o s é e  s u r  l a  b a s e  { }s tn ( ) .  
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4 ° )  E n  s u p p o s a n t  s tn ( ) t r è s  p e t i t  l o r s q u e  n  c r o î t ,  o n  a p p r o c h e  l a  
f o r m u l e  d ' i n t e r p o l a t i o n  e n  t r o n q u a n t  l a  f o r m u l e  à  u n  p e t i t  n o m b r e  
d ' é c h a n t i l l o n s .  

( )x t x nT t nT
n

N

N

e e e( ) ( ) ( )    sinc   F  ≈ −
= −

∑
2

2

π  

 
F o r m u l e  d e  P O I S S O N   
 
 S o i t  X f( )  l a  T F  d e  x ( t ) .  S o i t  T  u n  r é e l  q u e l c o n q u e ,  o n  a  :  
 

x pT)
T

X
q
Tp q

(   =    
1

= −∞

+∞

= −∞

+∞

∑ ∑ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟  

D e m  :  
 

{ }

{ }

x pT) X f df

x pT) X f e

I f e I f t pT) t

I f t f

p

jfpT

p

p

jfpT

jfpT

( ( )

( ( )

( ) ( ) ( ( )

( ) ( ) (

  =    e

  =     df

avec

 =     TF  =   =   | _ I_ |

Par suite

 =  TF | _ I_ |  =  
1
T

 | _ I_ |

p =

p = p =
T

T T

= −∞

+∞

− ∞

+ ∞

= −∞

+∞

= −∞

+ ∞

−∞

+ ∞

− ∞

+ ∞

−∞

+ ∞
−

−∞

+ ∞

∑ ∫∑

∑ ∑∫

∑ ∑

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⇒ +

2

2

2 1

π

π

π δ

)

( ( )

(

 =  
1

d ' où :

  =      df

Soit 

                       =    

q =

+

q =

+

T
f

q
T

x pT)
T

X f f
q
T

x pT)
T

X
q
T

q

p

p

δ

δ

−
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= −∞

+ ∞

= −∞

+ ∞

− ∞

+ ∞

−∞

∞

= −∞

+ ∞

−∞

∞

∑

∑ ∫∑

∑ ∑

1

1  

 

3 ° )  -  S o u s - é c h a n t i l l o n n a g e .   
 
 O n  a p p e l l e  s o u s - é c h a n t i l l o n n a g e ,  l ' é c h a n t i l l o n n a g e  d ' u n  
s i g n a l  à  u n e  f r é q u e n c e  i n f é r i e u r e  à  c e l l e  d e  S H A N N O N ,  c ' e s t  à  
d i r e  t e l l e  q u e  F Fe c< 2 .  C e c i  n ' e s t  p o s s i b l e  q u e  d a n s  l e  c a s  
s u i v a n t .  
 
 S o i t  x ( t )  u n  s i g n a l  d o n t  l e  s p e c t r e  e s t  n u l  e n  d e h o r s  d e s  
b a n d e s  [ ] [ ]− − − −F B , F B F B 0 0 0 0 +    B ,  F +∪ .  ( E x :  M o d u l a t i o n  d ' a m p l i t u d e  
d e  p o r t e u s e  F0) .  
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X(f)

fFoFo-B Fo+B-Fo-B -Fo+B-Fo

XX +_

 
 
 O n  s u p p o s e  q u e  F B0 >> ,  l e  s i g n a l  e s t  d i t  à  b a n d e  é t r o i t e .  
S e l o n  S H A N N O N ,  o n  d e v r a i t  é c h a n t i l l o n n e r  x ( t )  a v e c  u n e  
f r é q u e n c e   F F Be >  2 (  +   )0 .  C e p e n d a n t ,  o n  p e u t  e x p l o i t e r  l a  n u l l i t é  
d e s  s p e c t r e s  e n t r e  l e s  b a n d e s  [ ]− − −F B , F B 0 0 +  e t  [ ]F B , B 0 0−  F + ,  e n  
t r a n s l a t a n t  l e s  m o t i f s  X+  e t  X−  d a n s  c e t t e  b a n d e  e t  e n  p r e n a n t  s o i n  
q u e  X+  e t  X−  n e  s e  c h e v a u c h e n t  p a s .  
 
 S u p p o s o n s  q u e  l a  kième  t r a n s l a t é e  d e  X−  p r é c è d e  X+ ,  s a n s  
r e c o u v r e m e n t ,  e t  q u e  l a  k +1ième  t r a n s l a t é e  s u i v e  X+ ,  t o u j o u r s  s a n s  
r e c o u v r e m e n t  :  
 

X(f)

fFoFo-B Fo+B-Fo-B -Fo+B-Fo

XX +_

kFe Fe

kFe-Fo+B (k+1)Fe-Fo-B  
 
L e s  b o r n e s  d e  c e s  t r a n s l a t é e s  d o i v e n t  v é r i f i e r  l e s  r e l a t i o n s  :  
 

 
k F F B  B

k F B  B
e

e

− + < −
+ − − > +

⎧
⎨
⎩

0 0

0 01
  F

 F   F( )  

 
S o i t  p o u r  Fe,  l a  c o n d i t i o n  :  
 

2
1

20 0  ( ) ( )F B
k

F
F B

ke

+
+

< <
−

 

 

I l  f a u t  d e  p l u s  q u e  :  
2

1
20 0 

   
 ( ) ( )F B

k
F B

k
+
+

<
−

 

 
O n  o b t i e n t  l a  c o n d i t i o n  s u i v a n t e  s u r  k :  
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k
F B

B
<

−0

2
    a v e c  k N∈  

 
E x e m p l e  :   
 

S i  F0 = 10  Hz  et  B = 5 10  Hz6 3   a l o r s   k < 9 9 , 5  e t  
2

1
1, ,01 10  99 106 6

k
F

ke+
< <  .  

 
Si  k =  99             20 ,  100 KHz <  F  <  20 ,  101 Khz
Si  k =  24             80 ,  04 KHz <  F  <  82 ,  9 Khz

e

e

⇒
⇒

  

 

4 ° )  -  E c h a n t i l l o n n a g e  p r a t i q u e .  
 
 E n  p r a t i q u e ,  l ' é c h a n t i l l o n n a g e  n e  p e u t  ê t r e  r é a l i s é  p a r  u n e  
i m p u l s i o n  d e  D i r a c .  L ' é c h a n t i l l o n  x kTe e( )  e s t  d o n c  o b t e n u  p a r  
i n t é g r a t i o n  d u  s i g n a l  x ( t )  m u l t i p l i é  p a r  u n e  i m p u l s i o n  d e  l a r g e u r  
θ  a u t o u r  d e  kTe .  
 

 x kT t t kTe e ekT

kT

e

e
( ) ( ) ( ) =    x  h  dt−

−

+

∫ θ

θ

2

2  

 
o ù  h ( t )  e s t  u n e  i m p u l s i o n  d e  f o r m e  q u e l c o n q u e  e t  n u l l e  e n  d e h o r s  

d e  l ' i n t e r v a l l e  −
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

θ θ
2 2

  ,  :  

 

t

2 2
θ−θ

h(t)

 
d ' o ù  :  
 x kT x t t kT C kT x he e e xh e( ) ( ) ( ) ( ) ( ) * ( ) =   h  dt = = = kTe

− −
−∞

+∞

∫ τ τ
τ

 

 
 C e t t e  r e l a t i o n  i n d i q u e  q u e  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  x kTe e( )  s o n t  
p o r t é e s  p a r  l a  f o n c t i o n  g ( t ) = x ( t ) * h ( - t ) .  L e  s i g n a l  d i s c r e t  x e ( t )  e s t  
o b t e n u  p a r  é c h a n t i l l o n n a g e  i d é a l  d e  g ( t ) :  
 
 [ ]x t x t h t te ( ) ( ) * ( ) ( ) =       | _ I_ |Te−  
 
 g ( t )  p e u t  ê t r e  c o n s i d é r é  c o m m e  l a  s o r t i e  d ' u n  f i l t r e ,  d e  
r é p o n s e  i m p u l s i o n n e l l e  h ( - t ) ,  e x c i t é  p a r  x ( t ) .  L a  t r a n s f o r m é e  d e  
F o u r i e r  d e  x te ( )  s ' é c r i t  :  
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X f X f H f

T
f

n
T

X f
T

X f
n
T

f
n
T

e
e en

e
e en e

( ) ( ) ( ))

( )

*

*

 =  (  *  

 =     H

1

1

δ −
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

−
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ −

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

= −∞

+∞

= −∞

+ ∞

∑

∑
 

 
L e  s p e c t r e  X fe ( )  e s t  o b t e n u  p a r  p é r i o d i s a t i o n  d u  p r o d u i t  X f H f( ) ( )* .  
 
R e m a r q u e :  S i  h t( ) =  (t)δ ,  o n  r e t r o u v e  l ' é c h a n t i l l o n n a g e  i d é a l .  
 
 C o m m e  θ  e s t  p e t i t ,  h ( t )  a  u n  s p e c t r e  H ( f )  é t e n d u .  I l  s u f f i t  
d o n c  q u e  l a  v a r i a t i o n  d e  H ( f )  s o i t  f a i b l e  p o u r  q u e  X ( f )  s o i t  p e u  
m o d i f i é .  
 

-Fc Fc

X(f)
H(f)

X(f) H(f)

f

 
 
C a s  d e  l ' é c h a n t i l l o n n e u r  m o y e n n e u r  
 

D a n s  c e  c a s  h t t( ) ( ) =  
1

 
θ

θ
2

∏   e t   H f c ( ) sin ( )=  f π θ .  

P o s o n s  :  [ ]θ λ λ =  T    avec   0  ,  1e ∈  e t  F Fe c= 2    avec   > 1  α α  
 
 O n  v e u t  q u e  l a  d i s t o r s i o n  s u r  X ( f )  d u e  à  H ( f ) ,  s o i t  i n f é r i e u r e  
à  1  % ,  p o u r  l a  f r é q u e n c e  Fc.  C ' e s t  à  d i r e  :  
 

 
X F X F F

X F
c c c

c

( ) ( ) ( )

( )

 -   H  
  1 %<  

S o i t :   

 
1 1

1 1 1

−

− −
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

H Fc

c

( )

( )

<  %

sinc  F  = sinc
2

<  %π θ
πλ
α

 

d ' o ù  sinc 
2

 >  0,99
πλ
α

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟  

 
o u  e n c o r e  p a r  d é v e l o p p e m e n t  l i m i t é  :  
 

   1 -  
1
6

 
2

 >  0,99     <  0,16
2πλ

α
λ
α

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ ⇔  
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E x e m p l e  :  S i  o n  é c h a n t i l l o n n e  à  l a  l i m i t e  d e  S H A N N O N   o n  a  :  
 
 α λ= 1    soit   < 0,16 
 
L ' o u v e r t u r e   θ  d e  l a  p o r t e  n e  p e u t  d o n c  ê t r e  s u p é r i e u r  à  λ Te,  s o i t  
0,16  Te .  

 θ < ,16 T    et   T =
1

2
0 e e

cF
 

 

Te< 0,16 Teθ  
 

S i  p a r  c o n t r e ,  o n  a  λ α
λ

max
max

,
= 1  alors  =  

0 16
et  T

Fe e
c

θ =   avec  T =
1

13,2
 

A p p l i c a t i o n    
 
 U n e  a p p l i c a t i o n  d e  l ' é c h a n t i l l o n n e u r  m o y e n n e u r  e s t  l a  
M o d u l a t i o n  p a r  I m p u l s i o n s  C o d é e s  ( M I C ) .  P o u r  d i m i n u e r  l e s  c o û t s  
d e  l a  t r a n s m i s s i o n  t é l é p h o n i q u e  d e  s i g n a u x  n u m é r i q u e ,  o n  u t i l i s e  
u n  m ê m e  é c h a n t i l l o n n e u r  p o u r  p l u s i e u r s  v o i e s .  O n  p r o c è d e  d e  l a  
f a ç o n  s u i v a n t e  :   
 
 -  s o i e n t  Te l a  p é r i o d e  d ' é c h a n t i l l o n n a g e ,  θ  l e  t e m p s  
d ' o u v e r t u r e  d e  l a  p o r t e  e t  m t m t t1 2( ), ( ), ( )..., mN  l e s  s i g n a u x  à  
t r a n s m e t t r e .  
 

m
1(t) 2

m (t)

t t
0

Te

θ

+

Te

θ

 
 

3
m (t)

t
2θ  
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 A  c h a q u e  f i n  d ' a c q u i s i t i o n  d ' u n  é c h a n t i l l o n  d u  m e s s a g e  mi ( t )  
l ' é c h a n t i l l o n n e u r  c o m m u t e  s u r  l e  m e s s a g e  mi+1( t ) .  O n  u t i l i s e  a i n s i  
l ' é c h a n t i l l o n n e u r  d u r a n t  t o u t e  l a  p é r i o d e  Te ( = 1 2 5  μ s ) .  S i  θ = 4  μ s  

a l o r s  l e  n o m b r e  d e  s i g n a u x  t r a n s m i s  e s t  N Te= = +
θ

30 1.  C e  s y s t è m e  

e s t  a p p e l é  M I C  3 0  V o i e s  (  +  1  v o i e  d e  s y n c h r o n i s a t i o n  ) .  
 
R e c o n s t i t u t i o n  p r a t i q u e  d u  s i g n a l  :  
 
 D e  m ê m e  q u e  l ' é c h a n t i l l o n n a g e  i d é a l  e s t  i r r é a l i s a b l e ,  l a  
r e c o n s t i t u t i o n  d u  s i g n a l  x ( t )  à  p a r t i r  d e  l a  f o r m u l e  d ' i n t e r p o l a t i o n  
d e  S h a n n o n  e s t  i m p o s s i b l e .   O n  u t i l i s e  d o n c  d e s  i n t e r p o l a t e u r s  
p l u s  s i m p l e s .  A p p e l o n s  y ( t )  l e  s i g n a l  r e c o n s t i t u é .  
 
I n t e r p o l a t e u r  d ' o r d r e  0  o u  " B l o q u e u r  " .  
 
y ( t )  e s t  c o n s t a n t  p a r  m o r c e a u x .  
 

Te

y(t)
x(t)

t

 
 
 [ [y t kT kT ke e e e( ) ( ) ) =  x     pour    t   ,  (  T∈ + 1  
 
o u  e n c o r e  :  

 y t x kT t kT
T

e e
k

e
e

Te( ) ( ) =   
= −∞

+∞

∑ ∏ − −
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟22

 

 
P o s o n s    

 h t t
Te

Te( )  =  −
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟∏ 22

 a l o r s  :  

 

y t x kT t 

y t x kT t t

y t t t

e e
k

e

e e
k

e

e

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) * ( )

 =    h  kT  

 =      kT  *  h

 =  x   h

= −∞

+∞

= −∞

+ ∞

∑

∑

−

−δ  

d ' o ù  :  
 Y f f fe( ) ( ) ( ) =  X  H  
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 C o m m e  p o u r  l ' é c h a n t i l l o n n a g e  p r a t i q u e ,  o n  r e m a r q u e  q u e  
X fe ( )  e s t  m o d i f i é  p a r  H ( f ) .  L a  d i s t o r s i o n  s e r a  d ' a u t a n t  p l u s  f a i b l e  

q u e  l e  s p e c t r e  ( )H f e( )   = sinc (   f T  π  s e r a  é t e n d u ,  c ' e s t  à  d i r e  q u e  Te  
s e r a  p e t i t .  O n  a  d o n c ,  d a n s  c e  c a s ,  i n t é r ê t  à  s u r - é c h a n t i l l o n n e r  l e  
s i g n a l  (  F e > > 2 F c  ) .  
 
R e m a r q u e  :  P o u r  a v o i r  Y ( f ) = X ( f ) ,  i l  f a u t  q u e  H ( f )  s o i t  u n e  p o r t e  
d e  d e m i - l a r g e u r  F e / 2 .  P a r  c o n s é q u e n t ,  h ( t )  d o i t  ê t r e  u n  s i n u s  
c a r d i n a l .  O n  r e t r o u v e  l a  f o r m u l e  d ' i n t e r p o l a t i o n  d e  S H A N N O N .  
 
I n t e r p o l a t e u r  d ' o r d r e  1 .  
 
L e s  p o i n t s  s o n t  r e l i é s  p a r  u n e  d r o i t e .  
 

 y t kT
x k kT

T
t kTe e

e e e e

e
e( ) ( )

(( ) ) ( )
( ) =  x  +  

 T   x
 

+ −⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ −

1
 

 

x(t)
y(t)

t
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 V  T r a n s f o r m é e  d e  F o u r i e r  D i s c r è t e  ( T . F . D )  
 

1 ° )  -  T r a n s f o r m é e  d e  F o u r i e r  d ' u n  s i g n a l  
p é r i o d i q u e  e t  d i s c r e t .  

 
 S o i t  x ( t )  u n  s i g n a l  d é f i n i  a u x  i n s t a n t s  kTe ,  p é r i o d i q u e  e t  d e  
p é r i o d e  T =  NTe :  
 

 x t

x t 

( ) ) )

( )

 =   x(kT  (t -  kT

+  NT  =  x(t)                
e e

k = -

+

e

δ
∞

∞

∑⎧
⎨
⎪

⎩⎪
 

 
L e  s i g n a l  t r o n q u é  s u r  u n e  p é r i o d e ,  x tT ( ) ,  s ' é c r i t :  
 

 x (t) =   x(kT  T e
k =

) ( )δ t kTe

N

−
−

∑
0

1

 

d ' o ù  

 x(t) =  x  *   (t) =   x(kT   (t - nT)T e
k = n = -

+

( ) ) ( ) *t t kTT e

N

⎣⊥⎦ −
−

∞

∞

∑ ∑δ δ
0

1

 

A l o r s  

 
X(f) =  x(kT  e   -

 =  
1

NT
 x(kT  e  f -

n
NT

e
- 2 jfkT

k = 0

N -1

n = -

+

e n = -

+

e

- 2 j
nk
N

k = 0

N -1

e

e)

( ) )

π

π

δ

δ

∑ ∑

∑ ∑

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

∞

∞

∞

∞

1
NT

f
n

NT

X f

e e
 

 

S o i t  X n( ) ) =   x(kT  ee

- 2 j
kn
N

k = 0

N -1
π∑  

  

X f( ) =  
1

NT
 X(n) f -  

n
NTe en = -

+

δ
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

∞

∞

∑  

 
 C o m m e  p r é v u ,  l e  s p e c t r e  n ' e s t  d é f i n i  q u ' a u x  f r é q u e n c e s  

m u l t i p l e s  d e  
1

NT
=

1
Te

 (  c a r  l e  s i g n a l  e s t  p é r i o d i q u e  ( T )  ) .  D e  p l u s  

l e  s i g n a l  x ( t )  é t a n t  d i s c r e t  (  Te ) ,  l e  s p e c t r e  e s t  p é r i o d i q u e  e t  d e  

p é r i o d e  
1
Te

= Fe  

 
D e m  :  
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X f
T NT

f
N n
NTe e e

+ =   X(n) +
n = -

+1 1⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

−⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

∞

∞

∑ δ
( )

 

 
S i  N - n = - n '  
 

X f 
T NT

f 
n

NTe e e
+   =    X(n'+N)   -  

n' = -

+1 1⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

∞

∞

∑ δ
'

 

 
A v e c  

X n N( ' ) ) )+ ∑ ∑ =   x(kT  e  =   x(kT  ee

- 2 j(n'+N)
k
N

k = 0

N -1

e

- 2 j
n' k
N

k = 0

N -1
π π

 

d ' o ù  
 

X n N( ' )+ = X(n' )  
e t  

X f
Te

+
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

1
 =  X(f)  

 
C o n c l u s i o n  :  L e  s p e c t r e  X ( f )  e s t  e n t i è r e m e n t  d é f i n i  p a r  l e s  r a i e s  
X ( n ) ,  p o u r  n  v a r i a n t  d e  0  à  N - 1 .  
 

0 1 N-1 N

X(f)

n
NTe

 
 

2 ° )  -  T r a n s f o r m é e  d e  F o u r i e r  D i s c r è t e  ( T F D ) .  
 
D é f i n i t i o n  :  L a  t r a n s f o r m é e  d e  F o u r i e r  d i s c r è t e ,  s u r  N  p o i n t s ,  d u  
s i g n a l  d i s c r e t  x ( k )  e s t  d é f i n i e  p a r  :  
 

{ }T F DN N
- nk

k = 0

N -1

 x(k)  =  X(n) =  x(k) W∑  

a v e c   WN = e
2 j
N
π

 =  F a c t e u r  d e  R o t a t i o n .  
 
R e m a r q u e  :   L e s  n o t a t i o n s  x ( k )  ( é c h a n t i l l o n n a g e  t e m p o r e l )  e t  
X ( n )  ( é c h a n t i l l o n n a g e  f r é q u e n t i e l )  s o n t  a b u s i v e s .  O n  d e v r a i t  
é c r i r e :  
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x kT

X n f
e( )

( )Δ
⎧
⎨
⎩

  a v e c  Δf =
1

NT
=

1
Te

  

 
 Δf  e s t  l ' é c a r t  e n t r e  d e u x  r a i e s  d u  s p e c t r e .  Δf  e s t  a p p e l é  
r é s o l u t i o n  o u  p a s  e n  f r é q u e n c e  
 
P r o p r i é t é s  

.  WN
N k = 1;  WN

N
2 = -1 

.  WN

N
2

 k k= (-1) ;  WN
α

α

 k
N
k= W  

-  L a  { }T F D x kN ( )  e s t  p é r i o d i q u e  s u r  N  p o i n t s .  
-  L a  f o r m u l e  d ' i n v e r s i o n  e s t  d o n n é e  p a r  :  
 

{ } { }x k X n X n X n( ) ( ) ( ) ( ) =  T F D  =  T F D I  =  
1
N

   WN
-1

N
n = 0

N -1

N
+ nk∑  

 
O n  e n  d é d u i t  q u e  x ( k )  =  x ( k + N ) .  
 
-  S i  x ( k )  e s t  r é e l  a l o r s  :  
 

X

X

(

(
*

N - n) = X(-n) =  
 
x(k) W

N - n) =
 
x(k) W

k = 0

N -1

N
+ nk

k = 0

N -1

N
- nk

∑

∑⎡
⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

 

 
X( *N -  n) =  X(n)  

 
 C e t t e  p r o p r i é t é  e s t  p a r t i c u l i è r e m e n t  i m p o r t a n t e  p o u r  l e s  
a p p l i c a t i o n s ,  c a r  e l l e  p e r m e t  d e  d i v i s e r  p a r  2  l e  t e m p s  d e  c a l c u l .  
E n  e f f e t ,  l a  c o n n a i s s a n c e  d e  X ( n )  p o u r  n  a l l a n t  d e  0  à  N / 2  s u f f i t  à  
c a l c u l e r  X ( n ) ,  p o u r  t o u t  n .  
 
L i e n  e n t r e  T F  e t  T F D  
 
 H é l a s ,  l e s  s i g n a u x  p h y s i q u e s  n e  s o n t  p a s  a u s s i  c o o p é r a t i f s  
( d i s c r e t s  e t  p é r i o d i q u e s ) .  I l s  s o n t  l e  p l u s  s o u v e n t  q u e l c o n q u e s  
( c o n t i n u s  e t  a p é r i o d i q u e s ) .  P o u r  é t u d i e r  c e s  s i g n a u x ,  à  l ' a i d e  
d ' u n e  T F D ,  i l  f a u t  p r o c é d e r  à  u n  é c h a n t i l l o n n a g e ,  u n e  t r o n c a t u r e ,  
p u i s  u n e  p é r i o d i s a t i o n  d u  s i g n a l .  O n  p e u t  a l o r s  a p p l i q u e r  l a  
T . F . D .  C e s  t r o i s  o p é r a t i o n s  o n t  p o u r  e f f e t  d e  m o d i f i e r  l e  s p e c t r e  
X ( f )  d u  s i g n a l  x ( t ) .  
 
E x  :   S i  x t e u tat( ) ( )= −  ,  a v e c  a > 0  e t  u ( t ) =  é c h e l o n ,  a l o r s  :  
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 X f( ) =
1

a +  2  j fπ
  e t   X f

f
( ) =

1
a 2 + 4 2 2π

  

 
     
 
   S i g n a l                                                S p e c t r e  

x(t)

t

X(f)

f

 
A p r è s  é c h a n t i l l o n n a g e  à  u n e  p é r i o d e  Te  :  
 

t

(f) = X(f)*

f

x (t) = x(t)e (t)
Te

0 Te

(f)
Te
1

Te
1Xe

Recouvrement spectral

Fe-Fe

 
A p r è s  t r o n c a t u r e  d u  s i g n a l  s u r  N  p o i n t s  :  
 

t

(f) = X

f

x (t) = xeTr (t) NTe

0 Te

eXeTre
2

( t - NTe
2

) * sinc

(N-1)Te
" Clapotis " dû à la convolution par le sinus cardinal

(f)

 
 
A p r è s  p é r i o d i s a t i o n  d u  s i g n a l :  
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t

(f)

f

x (t) *eTr
(t)

0 Te

XeTr

NTe 0 1
NTe

(N-1)Te

NTe

NTe (f)1
NTe

1
NTe

 
 
R e m a r q u e s  :   
 
-  S i  l e  s i g n a l  e s t  d é j à  à  d u r é e  l i m i t é e  a l o r s ,  l e  c l a p o t i s  d i s p a r a î t ,  
s e u l  l e  p h é n o m è n e  d e  r e c o u v r e m e n t  s u b s i s t e .  
-  P o u r  a t t é n u e r  l e s  c l a p o t i s  o n  u t i l i s e  e n  p r a t i q u e  d e s  f e n ê t r e s  d e  
p o n d é r a t i o n  d i s c r è t e s  ( C f  C h . I I I - 4 :  A n a l y s e  s p e c t r a l e )  t e l l e s  q u e :   
 

 .  H a n n i n g  =  w k( ) =
1
2

 1 - cos
2 k
N
π⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ ,   k  0,  N -1∈  

  

 .  B a r t l e t t   =   w k( ) = 1 -
k - N / 2 

N / 2
,   k  0,  N -1∈  

 
L a  t r a n s f o r m é e  X np ( ) d u  s i g n a l  x ( k )  p o n d é r é  e s t :  
 

X np ( ) =   w(k) x(k) WN
- nk

k = 0

N -1

∑  

 
C a s  d e s  s i g n a u x  c o n t i n u s  p é r i o d i q u e s  
 
P r e n o n s  l ' e x e m p l e  d u  s i g n a l  x ( t )  d é f i n i  p a r  :  
 

  x t t( ) ) =  cos(2  f0π  a l o r s  [ ]X f( ) ) ) =  
1
2

 (f -  f  +  (f +  f0 0δ δ .   

 
 A p r è s  t r o n c a t u r e  d u  s i g n a l ,  s u r  u n e  d u r é e  T =  N Te,  l e  s p e c t r e  
X ( f )  e s t  l a  s o m m e  d e  d e u x  s i n u s  c a r d i n a u x  c e n t r é s  e n  f0 e t  −f0 .  
A p r è s  é c h a n t i l l o n n a g e  à  u n e  f r é q u e n c e  Fe,  l e  s p e c t r e  d e v i e n t   
p é r i o d i q u e .  X ( f )  e s t  f i n a l e m e n t  r e p r é s e n t é ,  s u r  l a  b a n d e  d e  
f r é q u e n c e  [ 0 ,  Fe] ,  p a r  :  
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X(f)

Fe-FoFo

Fo - Fo +
NTe
1

NTe
1

N
2

f

 
 
D e u x  c a s  s e  p r é s e n t e n t  p o u r  l e  c a l c u l  d e  l a  T . F . D .  
 

c  S i  f0 =
p

N Te
,  a v e c  p  e n t i e r  [ ]∈  0,  N - 1 ,  a l o r s  l e  s p e c t r e  X ( n )  e s t  

d o n n é  p a r  :  
 

 X n( ) =  
N

  si  n = p  ou  n = N - p
       Ailleurs                       

2
0

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
 

 
 D a n s  c e  c a s  l a  pième c o m p o s a n t e  c o r r e s p o n d  e x a c t e m e n t  à  l a  

f r é q u e n c e  f0.  L e s  r a i e s  é l o i g n é e s  d e  
n

N Te
 c o r r e s p o n d e n t  a l o r s  a u x  

z é r o s  d u  s i n u s  c a r d i n a l .  
 

d S i  f0 ≠
p

N Te
 ,  ∀ ∈ p  N .  

 D a n s  c e  c a s  X ( n )  c o r r e s p o n d  à  u n  é c h a n t i l l o n n a g e  d e  X ( f ) ,  
t e l  q u e  :  
 

X(n)

Fo

NTe
p-1

NTe
p

N
2

n
NTe

 
 
C o n c l u s i o n :  L a  T F  e t  T F D  d e  c e  s i g n a l  p é r i o d i q u e  s o n t  

i d e n t i q u e s ,  à  u n  t e r m e  d ' a m p l i t u d e  p r è s ,  s i  f0 =
p

N Te
.  C ' e s t  à  d i r e  s i  
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l ' o n  t r o n q u e  l e  s i g n a l  s u r  u n  n o m b r e  e n t i e r  d e  p é r i o d e s  ( T  =  
N T = p Te 0 ) .  
 

3 ° )  -  C o n v o l u t i o n  d i s c r è t e .  
 
 C o m m e  n o u s  l e  v e r r o n s ,  d a n s  l e  c h a p i t r e  s u i v a n t ,  i l  e x i s t e  u n  
a l g o r i t h m e  d e  c a l c u l  r a p i d e  d e  l a  T F D  a p p e l é  T r a n s f o r m é e  d e  
F o u r i e r  R a p i d e  ( T F R ) .  N o u s  a l l o n s  e s s a y e r ,  d a n s  c e  p a r a g r a p h e ,  
d e  d é t e r m i n e r  u n e  r e l a t i o n  e n t r e  c o n v o l u t i o n  e t  T F D .  C e t t e  
r e l a t i o n  p e r m e t  d e  c o n s i d é r a b l e m e n t  d i m i n u e r  l e  t e m p s  d e  c a l c u l  
d e  l a  c o n v o l u t i o n ,  s i  l ' o n  u t i l i s e  l a  T F R .  
 
C a s  d e s  s i g n a u x  p é r i o d i q u e s .  
 
 S o i e n t  x ( k )  e t  y ( k )  d e u x  s i g n a u x  p é r i o d i q u e s  e t  d e  p é r i o d e  
N .  L e  p r o d u i t  d e  c o n v o l u t i o n  d e  c e s  s i g n a u x  e s t  d o n n é  p a r  :  
 

z k( ) =  x(k) *  y(k) =   x(i) y(k -  i)
i = 0

N -1

∑  

 
O n  p e u t  m o n t r e r  q u e  l a  T F D  d e  z ( k )  e s t  :  
 

{ }Z n( ) =  T F D z(k)  =  X(n) Y(n)  
D e m  :  

{ }Z n

Z n

( )

( )

 =  T F D z(k)  =   x(i) y(k - i)  W

 =   x(i)  y(k - i) W

i = 0

N -1

k = 0

N -1

N
- n k

N
- n k

k = 0

N -1

i = 0

N -1

∑∑

∑∑

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

 

 
P o s o n s  k  -  i  =  k '  
 

Z n( ) =   x(i)  y(k' ) W  WN
- n k'

k' = -i

N -1- i

i = 0

N -1

N
- n i∑∑ ⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  

 
s o i t  S  :  
 

S =   y(k' ) W  =   y(k' ) W   y(k' ) W  N
- n k'

k' = -i

N -1- i

N
- n k'

k' = -i

-1

N
-1

k = 0

N -1- i

∑ ∑ ∑+  

 
C o m m e  y ( k ' )  e s t  p é r i o d i q u e  s u r  N  p o i n t s  
 

S =   y(k' ) W  +   y(k' ) W  N
- n k'

k' = N - i

N -1

N
- n k'

k' = 0

N -1- i

∑ ∑  

 
d ' o ù  
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S =   y(k' ) W  =  Y(n)N
- n k'

k' = 0

N -1

∑  

 
P a r  s u i t e  :  
 

Z n( ) =   x(i) W   Y(n) =  X(n)  Y(n)N
- n i

i = 0

N -1

∑  

 
 O n  p e u t  d o n c  c a l c u l e r  l e  p r o d u i t  d e  c o n v o l u t i o n  à  p a r t i r  d u   
c a l c u l  d e  t r o i s  T F D ,  d o n t  u n e  i n v e r s e :  
 

{ } { }{ }z k T F D x k y k( ) ( ) ( ) =  T F D  T F D-1  
 
C a s  d e s  s i g n a u x  à  d u r é e  f i n i e .  
 
 S o i e n t  x kT ( )  e t  y kT ( )  d e u x  s i g n a u x  d é f i n i s  r e s p e c t i v e m e n t  s u r  
Nx  e t  Ny  p o i n t s .  P o u r  c a l c u l e r  l e  p r o d u i t  d e  c o n v o l u t i o n ,  à  l ' a i d e  
d e  l a  r e l a t i o n  p r é c é d e n t e ,  i l  f a u t  p é r i o d i s e r  x kT ( )  e t  y kT ( )  s u r  u n e  
m ê m e  p é r i o d e  N .  O n  p o u r r a  a l o r s  c a l c u l e r  l e s  T F D  s u r  l e s  s i g n a u x  
p é r i o d i q u e s  e t  e n  d é d u i r e  z ( k ) .  L e  p r o b l è m e  e s t  :  " C o m m e n t  
c h o i s i r  N ? " .  
  
P r e n o n s  l ' e x e m p l e  d e  d e u x  s i g n a u x  d é f i n i s  p a r :  
 

 
[ ]

x kT ( ) =  
2    si   k  0,5
0    Ailleurs         

∈⎧
⎨
⎩

  ;   
[ ]

y kT ( ) =  
1    si   k  0,5
0    Ailleurs         

∈⎧
⎨
⎩

 

 
A v e c  Te =  1  e t  Nx  =  Ny  =  6  
 

0 1 5 6

(k)

2

0 1 5 6

(k)

1

x yT T

k k
 

e t  :  

0 1 5 6

(k) *

12

(k)

10

x yT T

k

(k) =zT

 
 
z kT ( )  e s t  d é f i n i  s u r  N  ( = 1 1 )  p o i n t s .  C ' e s t  à  d i r e  a v e c  N = Nx+ Ny - 1 .  
S o i e n t  x ( k )  e t  y ( k )  l e s  s i g n a u x  p é r i o d i q u e s .  
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-  S i  N  =  1 1  
 

0 1 5 6

x(k)

2

y(k)

11
k

0 1 5 6

1
k

11  
 
d ' o ù  :  

0 1 5 6

12

10
k

z(k) = x(k) * y(k)

 
 

A v e c  z k( ) =   x(i) y(k -  i)
i = 0

10

∑  

 
-  S i  N  =  6  
 
 

0 1 5 6

x(k)

2

y(k)

11
k

0 1 5 6

1

k
11  

 

d ' o ù  z k( ) =   x(i) y(k -  i) =  12
i=0

5

∑  

 

0 1 5 6

z(k) = x(k) * y(k)

12

k
11  

 
- A  l ' é v i d e n c e  l e  p r o d u i t  d e  c o n v o l u t i o n  e s t  b i a i s é  s i  N < N + N -1x y  
- S i  N > N + N -1x y   a l o r s  z ( k )  e s t  n u l l e  p o u r  k  N + N ,  Nx y∈  
 
E n  c o n c l u s i o n  p o u r  c a l c u l e r  l e  p r o d u i t  d e  c o n v o l u t i o n  d e  s i g n a u x  
à  d u r é e  f i n i e  i l  f a u t :  
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 c P r o l o n g e r  x kT ( )  e t  y kT ( )  p a r  d e s  z é r o s  j u s q u ' à   
  k = N - 1 = N + N - 2x y .  
 d C a l c u l e r  l e s  T F D  d e s  d e u x  n o u v e a u x  s i g n a u x .  
 e  C a l c u l e r  l a  T F D  i n v e r s e  d u  p r o d u i t .  

f E n  p r i n c i p e  l e  s i g n a l  z ( k )  e s t  r é e l ,  m a i s  l a  T F D  i n v e r s e  
r e s t i t u e ,  l e  p l u s  s o u v e n t ,  u n  s i g n a l  c o m p l e x e  d o n t  l a  p a r t i e  
i m a g i n a i r e  e s t  n o n - n u l l e  ( t r è s  p e t i t e ) .  C e c i  e s t  d û  a u x  
e r r e u r s  d ' a r r o n d i s  d u r a n t  l e  c a l c u l .  

 
C a s  d e s  s i g n a u x  à  é n e r g i e  f i n i e  .  
 
 S o i e n t  x ( k )  e t  y ( k )  d e u x  s i g n a u x  à  é n e r g i e  f i n i e .  L e  p r o d u i t  
d e  c o n v o l u t i o n  z ( k )  e s t  d o n n é  p a r  :  
 

z k( ) =  x(k) *  y(k) =   x(i) y(k -  i).
i = -

+

∞

∞

∑  

 
O n  p e u t  s e  r a m e n e r  a u  c a l c u l  p a r  T F D  s i  l ' u n  d e s  s i g n a u x  e s t  à  
d u r é e  f i n i e .  O n  u t i l i s e  a l o r s  l a  t e c h n i q u e  d i t e  d e  c o n v o l u t i o n  
s e c t i o n n é e  ( C f . K U N T ) .  
 

4 ° )  -  C o r r é l a t i o n .  
 
 L e s  r e l a t i o n s  e t  p r o p r i é t é s  d e  l a  c o r r é l a t i o n  s o n t  a n a l o g u e s  à  
c e l l e s  é t a b l i e s  p o u r  l a  c o n v o l u t i o n .  S i  x ( k )  e t  y ( k )  s o n t  à  é n e r g i e  
f i n i e  :  
  

Cxy
*

i = -

+

(k) =   x(i) y (i -  k).
∞

∞

∑  

 
S i  x ( k )  e t  y ( k )  s o n t  p é r i o d i q u e s  e t  d e  m ê m e  p é r i o d e  N  
 

C
N

xy
*

i =
(k) =   x(i) y (i -  k).

0

1−

∑  

 
O n  p e u t  m o n t r e r  d a n s  c e  c a s  q u e  :  
  

{ }S n C k X n Y nxy xy( ) ( ) ( ) ( )* =  T F D N =  
 
 S i  l e s  s i g n a u x  x ( k )  e t  y ( k )  s o n t  à  d u r é e  f i n i e ,   
l ' i n t e r c o r r é l a t i o n  C kxy ( )  s ' o b t i e n t  e n  c a l c u l a n t  l e s  T F D  d e  x ( k )  e t  
y ( k )  s u r  N  p o i n t s ,  a v e c  N = N + N -1x y  .  
 

{ } { }S n x k y kxy ( ) ( ) ( ) =  T F D  T F DN N
*  
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