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CHAPITRE |

TRANSFORMEE DE FOURIER ET TUTTI QUANTI

A TRANSFORMEE DEFOURIER! est I'un des outils, sinon I'outil fondamental du traiteur de signaux. Elle
permet d'associer a laforme d’onde habituelle, la représentation d'un signal en fonction de sa variable

d’évolution, une autre représentation, complémentaire, dans le domaine fréquentiel.

L'utilisation de cette description fréquentielle permet en outre de caractériser simplement les filtres li-
néaires, et faciliter leur étude. Aprés avoir présenté la transformé®drIER et ses principales propriétés,
nous nous intéresserons au filtrage des signaux et introduirons les notion de convolution et de fonction de trans-
fert, qui permettent la caractérisation des filtres, puis nous examinerons les notions de corrélation, pour des
signaux déterministes, qui permettent quant-a-elles I'étude des propriétés énergétiques des signaux. Les prin-
cipaux éléments seront alors en place pour aborder, dans la suite du cours, le probléme de I'échantillonnage,
la caractérisation des signaux aléatoires, puis quelques éléments d'introduction au traitement numérique des
sighaux.

1 Premieres définitions autour de la transformée de Fourier

On s'intéresse a une fonction de la variablet, x(t). Cette fonction peut étre a valeurs complexes, et
dépend d’'une variablg qui, éventuellement, pourrait étre une variable vectorielle. Dans le cadre de ce cours,
on s'intéressera essentiellement au cas d’'une vartabbalaire, et il sera souvent commode de considérer
comme le temps, la fonction(t) représentant alors I'évolution temporelle d’un signal. Notons cependant que
t ne représente pas nécessairement le temps, et que I'on peut étudier le comportement de signaux suivant une
variable d’espace, suivant une concentratitn, . .

Une fonctionz(t) quelconque, non périodique, peut se décomposer sous la forme d’une intégrale-de F
RIER, selon

o) = [ X eIy,

X(f) = / T () eIt g,

—00

On dit quez(t) et X (f) forment une paire de transformées dBURIER, ce qui est noté par
2(t) = X (f).

La transformée de GURIER existe si les trois conditions deiRCHLET sont vérifiées (il s’agit de condi-
tions suffisantes mais pas nécessaires) :

1. z(t) possede un nombre fini de discontinuités sur tout intervalle fini,

2. z(t) posséde un nombre fini de maxima et de minima sur tout intervalle fini,

1. Joseph Jean@URIER, mathématicien, physicien et préfet francais (1768-1830), établit entre 1807 et 1811 la louaeER
sur la conduction thermique. En 1822, ses études sur la conduction thermique, le conduisent a développer la technique de I'analyse
harmonique, et en particulier un développement de fonctions en série harmonique, développement qui porte aujourd’hui son nom.
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3. z(t) est absolument intégrable, c’est-a-dire

“+o0
/i|mmm<+m
— 00
En effet, sixz(¢) est absolument intégrable, alors
+00 . +00
/ kwpﬂ%mW</‘yﬂmm<+m
—00 —00

(carfa(t) /™| = |z (t)] [/ < Ja(t)]).

Il est important de noter que tous les signaux d’énergie finie, c’est-a-dire tous les signaux de
+o0 .
/ () 9272 dt < oo
—00
admettent une transformée deRIER.

La transformée de BURIER est une fonction complexe, qui pourra étre exprimée sous la forme

X(f) = [X(£)le’D = A(f) + jB(f),

ou|X(f)|etd(f) sont respectivement les module et phas&d¢), avec

(XNl = VAU + B()?
B(f)

0(f) = arctg a0

Exemple 1 Impulsion rectangulaire.
On noterectr(t) 'impulsion rectangulaire définie par

1 site[-T/2,T/2],
0 ailleurs.

rectp(t) = {

On cherche alors a calculer la transformée lBeurRIER dex(t) = Arecty(t). Il suffit d’écrire la définition
de la transformée dEOURIER:

T/2 .
X(f) =TF {Arectp(t)} = A/ eIty
-T/2

soit
X A 6_j2ﬂft % A 1 g fT —jnfT
() =4l—57 Ty [T — eI
2
et enfin
s fT) A
X(f)=AT e = ATsinc (7 fT).

ou sinc (.) est la fonctionsinus cardinalOn notera que la transformée d@URIER obtenue est purement
réelle, et paire (nous verrons plus loirf) §ue ceci est vérifié pour tous les signagéels et pairs Par ailleurs,
cette transformée s’annule pourfT = km, soit tous lesf = k/T'; sauf pourk = 0, puisquesinc (z) = 1
pourz — 0.
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I I I I rectTEx)
A _
Al2 - —
0 | | | | |
-3T/2 -T -T/2 0 T/2 T 3T/2
| | | | | | | | | | |
AT L ATsinc (7 fT) |
AT/2 - —
O _
| | | | | | | | | | |

T 2/T 3/T 4T 5/T 6/T

o

-6/T -5/T -4IT -3/T -2/T -1T

Exemple 2 Exponentielles.
Soit les fonctions:; (t) = exp (—at) u(t) etxa(t) = exp (at) u(—t), aveca un réel positif, ets(t) 'échelon.

Alors

1

+o00 .
Xi(f) = TF{z1 ()} = /0 e~ letiEigh — P

De la méme fagon, on obtient

Xo(f) = TF {z2(t)} = g
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0.8 -
0.7F -
0.6 -
05 -
041 -
0.3 -
0.2 -
0.1 -

09 -
0.8 il
0.7F -
0.6 il
0.5 -
0.4 -
0.3 i
0.2 -
0.1 -

2 Principales propriétés de la transformée de BURIER

Propriété 1 La transformée dEOURIER est ungransformation linéairesi

1‘1(75)
za(t)

X1(f)
Xo(f)

111

alors,Vey, co € C,

crn(t) + cowa(t) = 1 X1 (f) + 2 Xa(f)
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Exercice 1 :En vous servant des résulats donnés dans I'exebelde la propriété de linéarité, montrez
gue les transformées deBRIER de

g1(t) = exp (—alt]) = exp (—at) u(t) + exp (at) u(—t)
92(t) = exp (~alt])sign() = exp (~at) u(t) — exp (at) u(~1)

valent respectivement

2a
Gi(f) = 21 (27f2

—j4m
Ga(f) = #27:;)2

Représentez les module et phase#léef) etGa(f), et examinez ce que deviennent ces paires de trans-
formées de BURIERlorsquea — 0.

1 | | | | |
0.9 —
0.8 —
0.7 —
0.6 -
05 —
04+ —
0.3F —
0.2 —

0.1 -
0 I I I I I I I
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

1 I I I I I I I
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Propriété 2 Propriété d’échelle
Lorsque I'on effectue une contraction ou une dilatation temporelle, on a

x(at) - ﬁX (g) .
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Cette propriété se montre directement a partir de la définition de la transforméedrIER.

Propriété 3 Retard temporel
Cette propriété permet de donner la transforméd-d@RIER d'une fonction retardée en fonction de la trans-
formée dd-OURIER du signal initial et d’'un terme de retard :

x(t —tg) = X(f)e_j%fto.
A nouveau, cette propriété s’obtient directement en utilisant la définition de la transformée :
+o00 .
TF {a(t — t)} = / ot — to) e 27T di;
—0o0

En notant que: 727/t = =327/ (t—to) =327 fto_j| vient alors

+o0 ) )
TF {a(t — to)} = / 2t — to)e—I2nI(t—10) =2 fto gy
soit .
TF{z(t —tog)} = e—J2m fto / z(t — to)e_j27rf(t_t0)dt — 6_j27rft0X(f),

—00

Propriété 4 Déplacement fréquentiel
Cette propriété est analogue a (ou plutét duale de) la propriété du retard temporel : on effectuenodela-
tion » du signal temporel, a la fréquendgg, cette modulation entrainant alors un déplacement (retard) dans le
domaine fréquentiel :

2ol (t) = X (f — fo).

Application: modulation d’amplitude
On considére le signal modulé en amplitudg),

x(t) = Acos (27 fot)m(t),

oum(t) estlemessage
En décomposant le cosinus en la somme de deux exponentielles complexes de frégeenggs.e., on
a

Ar . )
.%'(t) — 5 {eJQWfotm(t) + e—]27rf0tm(t)} ’
et en utilisant la propriété de déplacement fréquentiel, il vient immédiatement

A

X(f)zg[M(f—fo)JrM(erfo)]’

ou M (f) est la transformée dEOURIER du messagen(t).

Propriété 5 «Moyennes .
On appelle icikmoyennes les intégrales des fonctions sur tout leur domaine d’existence. On a alors les deux
relations suivantes :

X(0) = / " w,

—0o0

“+00
20) = [ X(dr,
—00
Pour se convaincre de ces deux relations, il suffit d'écrire les définitions des transformEes REER directe
et inverse, dans lesquelles on prendra, respectivenfeat0 ett = 0. A partir de I'expression de la TF, on a
ainsi trés simplement I'intégrale de la fonction considérée. NotonsXi@g a une signification précise : c’est
la composante fréquentielle a la fréquence nulle, c’est-a-dire la composante continue du signal.
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Propriété 6 Différentiation dans le domaine temporel.

Il est intéressant de pouvoir relier la transformée [EB@URIER de la dérivée d'un signal a la transformée de
FOURIER du signal initial : ceci permet en effet d’obtenir élégamment certain résultats(t$iadmetX ( f)
pour transformée dEOURIER, et en supposant quer¢t)/dt existe et admet une transformée EIBURIER,

alors de()
= = j2nf X(f).

Pour s’en convaincre, il suffit, comme souvent, de revenir a la définition :

| xi ey,

8
S

~
~—

d d [too .
20 - 2 _X(p) eIy,
+o0 .
= [ s X() iy,

= TF'{j2rf X(f)}.
Plus généralement, et sous réserve d’existence de la dérivée considérée et de sa TF,

d"ac(t)4 ) n
G = (g2 )" X(f).

Propriété 7 Intégration dans le domaine temporel.
En supposant qu& (0) = 0, on montre (exercice) que

Propriété 8 Propriété de dualité.
La propriété de dualité permet d'obtenir facilement de nouvelles paires de transformées)aeER a partir
des paires déja connues. Cette propriété s’exprime comme suit: si

z(t) = X (f),

alors

X(t) = a(=f).
Ceci se montre en débutant avec 'expressiorr@det) en fonction de sa T (f):

+oo .
z(—t) = X(f) e df,
en échangeant maintenant les variabtest f, on obtient
2(—f) = / X (t) e 9277 dt 2 TF (X (1)}.
Exemple
On avu que
Arecty(t) = AT sinc (7 fT).

Sil'on amaintenant a calculer la transformée BeuRIERInverse d’'une fonction porte en fréquendeectz (f),
il suffit d’'invoquer cette propriété de dualité pour écrire

AB sinc (—7tB) — Arectp(f),

et la fonction sinus cardinal étant paire, on en déduit
AB sinc (ntB) — Arectp(f).

Ceci montre que la transformée BeURIER d’'un sinus cardinal, en temps, est une fonction porte en fréquence.
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Propriété 9 Propriétés de conjuguaison et symétries.
Comme précédemment, on considére une paire de transforméesigeER:

£(t) = X(f).

Lorsquez(t) est une fonctions a valeurs complexes, on a

7 (6) = X ()]

Ceci se vérifie en partant de la définition de la transformé&deRrIER:

TF {2*(t)} — /mx*(t) eIt gt

—00

+o0 . *
= </ x(t) 2 dt) ,

= X*(=/)

Par ailleurs, pour tout signak(t), on a

(1) = X(—1)]

Cette derniére relation se vérifie directement en écrivant la transformé®deiERde x(—t):
400 .
TF {a(—1)} = / o(—t) eIt .
—0o0

et en effectuant le changement de variable— ¢, on obtient

TF {w(—t)} — /mx(t) 27 gt

—0o0

= X(-f)

En utilisant les deux derniéres relations encadrées, on obtient enfin

a*(=t) = X* ()}

1

En résumé,

(f)
(=/)
“(=f)
f)

SECEES

(
“(

TLTLTLTL

Ces différentes relations permettent de donner toutes les relations de symétrie de la transfoFroée de
RIER. Pour commencer, on notera la propriété siamétrie hermitienngérifiée par la transformée deoUuRIER
dessignaux réels:

| X(f) = X*(-)]

on en déduit que, si(t) est réel, alors

la partie réelle deX ( f) estpaire

la partie imaginaire deX (f) estimpaire

le module deX (f), | X (f)| estpair,

la phase deX (f), 6(f) estimpaire
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D’autre part, siz(t) est pair ou impair £(¢) n’est pas ici nécessairement réel), on peut écrire

[pair] x(t) = z(—t)
[impair] x(t) = —z(-t)

X(f)=X(=f) [pair
X(f) = —-X(=f) [impair]

111

Le tableau suivant résume enfin les différentes propriétés de symétrie :

[ z(t) | symétrie | temps | fréquence | conséquence su¥ (f) |
réel quelconqud z(t) = z* () X(f)=X*(-f) Re. paire, Im. impaire
réel pair x(t) = x*(t) = z(—t) X(f)=X*(-H=X(-f) réelle et paire
réel impair x(t) =2*(t) = —x(—t) | X(f)=X*(—f)=—-X(—f) | imaginaire pur etimpai
imaginaire| quelconque z(t) = —z*(t) X(f)=-X*(-f) Re. impaire, Im. paire
imaginaire| pair x(t) = —a*(t) =x(—t) | X(f)=-X*(—f)=X(—f) |imaginaire et pair
imaginaire| impair x(t) = —x*(t) = —x(-t) | X(f) = = X*(—f) =—-X(—f) | réel etimpair

Enfin, on a

Réel pair + imaginaire impair — Réel
_

Réel impair + imaginaire pair — Imaginaire
_

3 Impulsion de DIRAC

La transformation de GURIER ne s’applique strictement qu’aux signaux qui vérifient les conditions de
DIRICHLET. |l serait agréable d’'étendre le formalisme afin de pouvoir définir une transformée weER
pour les signaux de puissance moyenne firééde retrouver la série deoBRIER comme cas particulier de la
transformée de BURIER.

Cette extension est possible en utilisant la théorie des distributions, et en particulier la distribution de D
RAC. La distribution de DRAC est une distribution, et nous devrions faire alors appel aux résultats de la théorie
des distributions. Ceci sort du cadre de ce cours, et peut-étre du cadre d'un coisedeentdu signal, et
nous nous contenterons ici d'une approche heuristique. Pour une approche rigoureuse, on pourra se reporter &
I'ouvrage de L. 8HWARTZ®

On appelle impulsion de IRAC la fonctiond(t)

~J 0 sit# 0,
ot) = { +o00 pourt =0,

et telle que

/+°° S(t)dt = 1.

Limpulsion de DRAC est ainsikune impulsion infiniment fine, d’amplitude infinie, et d’aire unité

Conséquence
Limpulsion de DRAC joue le rble d’'une fonction indicatrice lorsqu’elle intervient dans une intégration. En

2. Les signaux d'énergie finie sont les signaux tels que
—+oo
E, = / |z(t)2dt < 400,
— 00

ou E,, désigne I'énergie du signal. L'ensemble des signaux d'énergie finie est 'efpace
Les signaux de puissance moyenne finie sont les signaux qui vérifient

1 T/2
P, = lim — / lz(t)?dt < 400,
T—+oo T T2
ou P, désignda puissance moyenn®n notera que ces signaux ne sont pas nécessairement absolument intégrables. L'ensemble des
signaux de puissance moyenne finie est souvent atg).
3. L. SCHARTZ, « THEORIE DES DISTRIBUTIONS
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effet, 'impulsion de DRAC est nulle sauf lorsque son argument est nul, auquel cas, son amplitude est infinie,
mais sorkaire» unité. Ainsi, on peut écrire que(t)d(t — ty) = x(to)d(t — to). Par conséquent,

+o0o
/_OO 2(0)5(t — to)dt = 2(to).

On en déduit alors que I'on a, d’'une fagcon générale,

2(t) = /_ :x’ 2(r)5(t — 7)dr,
+oo

aveca(r) — / 2(0)5(t — 7)d.

— 00

L'ensemble des fonction$s, : o(t — 7)}, paramétré par forme une base orthonormale (infinie et non
dénombrable), et I'on peut comprendrér) comme une composante du sigaabkur cette base. En effet,

(1) =< X,0; >,

etx(t) s’obtient comme la somme infinie des vecteurs de base pondérés par les composahtes de

2(t) = / T Bt — ).

—00

A l'aide des résultats précédents, il est facile d’exprimer la transforméeod®IER de I'impulsion de
DIRAC, qui vaut simplement :

+o0 .
TF {5(t)} = / 5(t) =92t iy,
/20 = 1.

La transformée de GURIER de I'impulsion de DRAC est donc une fonction constante, quelque soit la
fréquence :

5(75): 1 Vf.

On peut voir (interpréter) I'impulsion de IRAcC comme la limite d’une fonction porte. A cet effet, consi-
dérons la fonction porte de largeuet d’amplitudel /e (afin que son aire soit unité)] /e)rect (¢). nous avons
vu que la transformée deduRIER de cette fonction vaut

% e sinc (7 fe) = sinc (7 fe).

Lorsquee — 0, (1/€) recte(t) — 6(¢), etsinc (7 fe) — 1.

3.1 Applications et conséquences

Munis de ces quelques résultats, on peut rechercher les transforméesri€Rde quelques fonctions qui
n'admetteraient pas de TF au sens habituel. Ce faisant, on pourra donner un nouvel éclairage a la transformée
de FOURIER.

3.1.1 Transformée de ®URIER d’'une impulsion retardée

Par simple application de la proprié€iéretard temporel), on peut écrire que

§(t —7)— e 2T,

—

La transformée de ®URIER d’une impulsion de IRAC placée ent = 7 est une exponentielle complexe.
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3.1.2 Transformée de ®URIER d’un signal continu

On recherche la transformée deW#RIER d'un signal constant, c’est-a-dire d’un signal continu (au sens
«€lectroniquer, pas au sens mathématique). Nous avons vulgués(¢)} = 1. En utilisant la propriété de
dualité — propriéte3, on en déduit que

TF{1} = 6(=f) = &(f)-

La transformée de ®URIER d’un signal constant est donc une raie, ou une masse, a la fréquence nulle.

3.1.3 Transformée de BURIER d’'une exponentielle complexe
La propriété de modulation, propriétgé
P20 () = X(f — fo).
implique alors, en prenant(t) = 1, que

el fot = 6(f = fo),

c'est-a-dire une impulsion deiRAc dans le domaine fréquentiel, a la fréquerfce: f*. Cette relation, que
nous réécrivons en terme de TF

TF {0} = 5(f - fo),

est trés importante : elle indique en effet que les exponentielles complexes sont orthogonales deux a deux

+oo A
et it = 5(f o),
—0o0
c'est-a-dire que les exponentielles complexes forment une base orthdganadens du produit scalaire habi-
tuel
o
<ay>= / 2(t)y* ().
—00
Rappelons qu’alors, si les(t) = e?27ft sont les vecteurs de base, on peut exprimer tout sigftalpar la
décomposition
oo
2(t) :/ < z,e5(8) > ep(t)cl,
—0o0
ou < z,ef(t) > est lacomposantele z(¢) pour le vecteurs(t) dans le développement, soitpeojectionde
x(t) sures(t). La transformée de GURIER consiste donc simplement a calculer les composantes du dévelop-
pement dex(t) sur cette base:

X(f) =<z, ep(t) >= /+oo z(t) e 2™t dt,

—0o0

et la décomposition du signal sur la base des exponentielles complexes est la transforméeide Fverse

x(t) = /_;OOX(f) S It df.

On dispose ainsi de deux bases de représentation pour les signaux : la base des impulsiens die D
retard croissant, et la base des exponentielles complexes de fréquence croissante. On vérifie aisément que le:
vecteurs de base sont liés par une transforméeadRFER! Plus exactement, la transformée deURIER est
la transformation qui permet de passer d’'une base a 'autre. Par ailleurs, comme nous le vérifierons plus loin,

4. Notons que I'on peut aussi établir simplement ce résultat en utilisant la propriété de dualité a partir de

5(t—1) NP ELE A

5. Une autre base: on a déja noté que I'ensemble des impulsionsrade Mécalées forme une base orthogonale de I'espace des
sighaux.
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le produit scalaire se conserve dans ces deux représentations, c'est-a-dire que I'on a, en désighahdpar
deux signaux, indépendamment de leur base de représentation,

o0 [e.°]

sty (Wt = [ XY (Hdf,

—0o0

<X,y>:/

—00

Cette derniére relation est la relation derRBEVAL-PLANCHEREL.

3.1.4 Transformée de BURIER des fonctions trigonométriques
Pour déterminer la TF des fonctions sinusoidales, il suffit d’appliquer les formules HE

J2m fot —j2m fot
cos (2w fot) = ‘ +2€ )
oi2mfot _ g—j2rfot
sin (27 fot) =
in (2 fot) 5 ;

et il vient alors

cos(2nfof) = 5187 ~ fo) +5(F + fo)l
sin (27 fot) - %[Mf — fo) = 6(f + fo)].-

3.1.5 Transformée de BURIER de la fonction Signe

On montre €f Exercices) que

TF {Signe(t)} — ﬂif

3.1.6 Transformée de BURIER de I'échelon unité
L'échelon unité peut étre exprimé comme la somaie) = 1/2[Signe(t) + 1], ou I'on a supposé que
u(0) = 1/2. Dans ce cas,
1 ) 1
TF {u(t)} = ETF{Szgne(t)} + §TF {1},

1 1

Cette transformée est utile pour définir la notion de signal analytique et la transforméesg&H

3.2 Relation entre série et transformée de BURIER
Soitz(t) une fonction périodique de périodg. On a alors
—+o00
x(t) = Z xr, (t — mTp),

m=—0oQ

ou z7, (t) est le«motif de base, de duréely. Le signalz(t) étant périodique, de périodg, il admet une
décomposition en série deoBRIER, sous la forme :

+00 ]
x(t) = Z cped 2ot
n=—o00
ou fo= 1/T0 et
o = / oz (t)e—92mIot g,
(To]
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On déduit immédiatement de cette relation que

1
Cp = TOXTO (nfO))

ou X, (f) est la transformée deduRIERdexr, (t). On a alors

= 1 |
x(t) = Z xr, (t —mTp) = = Z XTO(nfO)eﬂwnfot .
m==00 TO n=-—00

On en déduit donc que la transformée deURIER de x(t) s’écrit alors

1+°°

TF {z(t)} = Z X, (n fo) TF { /20t ],

n=—oo

soit

X(f)=TF {z(t)} Z Xr1,(nfo)o(f — fo) |

n=—oo

La transformée de GURIER d’'un signal périodique de périodg est donc une constituée d'impulsions de
DIRAC, situées tous les multiples dg, et dont le poids est la transformée deURIER du motif de base,
a la fréquence considéréea périodicité dans le domaine temporel conduit a une transforméecldeRIER
constituée de raies.

Y

11

T " > T f

En prenant enfin z7,, (¢) = d(t), on obtient les formules de POISSON:

Y

+oo 1 2
mnfot | .
E o(t —mTy) = i E el<mnlot |

m=—0oQ n=—oo

puis, en écrivant et en égalant les transformées de FOURIER de chacun des deux membres:

+00 )
Z e]27rfmT0t Z 5 _nfo :

m=—0oQ n=—oo

soit enfin

Z 5t—mTO Z (5 —’rlfo .

m=—0oQ n=—oo

Cette relation montre que la transformée de FOURIER d'un peigne de DIRAC est également un peigne de
DIRAC, ces deux peignes éant de pas inversement proportionnel.
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3.3 Relations d’'incertitude pour les signaux d’énergie finie

Nous avons vu que la TF d'une porte est d’ autant plus large que la porte est étroite. En fait, on voit ains
gu'a un signal de durée limitée correspond une TF a support infini, et réciproquement (exemple des fonctions
sinusoidales). On ne peut pas trouver de fonction qui soit a support limité simultanément dans les deux do-
maines. Mieux encore, plus une fonction est « concentrée » dans un domaine, plus elle est « étalée» dansle
domaine dual. Ces constations sont quantifiées par les relations d’incertitude, appelées ainsi en référence aux
relations d'incertitude de GABOR-HEISENBERG.

L'énergie d’'un signal est définie par

+oo
B = [ e,

et I’on montrera plus loin dans le cours, que |’ on a (relation de PARSEVAL)

+oo +oo
o= [ P [ x(Par.

P o X(P
E; Ey
comme des densités de probabilité et définir les moments de ces densités:

On peut alors considérer

+oo
= EL/ tlz(t)?dt  «temps moyen»,
T
= EL/ fIX(f)?df «fréquence moyenne»,
et on définit alors les «variancesy par
1 [t
(At)? = —/ (t — ©)%|z(t)|?dt «temps moyen»,
(Af)? = o / (f — 21X (f)2df «fréquence moyenney,

Sans perte de généraité, on choisit une origine des temps et des fréquences telles quet = 0 et f = 0.
On considére maintenant lafonction de A positive suivante:

2

dz(t)

I()\):/J:o‘)\ " ta()] de>o,
soit, apres dével oppement,
() = A2 /m da(t)|* i dd<t>dt+/+ (1) P,
ou
() = A2 [ ;OO df’;it) e O(It)' d + / :o (1) .

Lesrelations sur latransformée de FOURIER d' une derlvee et larelation de PARSEVAL fournissent :
1.
“+o0
/.

/::O t%?'th = [t\x(t)ﬂjz + /;OO |z ()2t =

en supposant que t|z(¢)> — 0 quand t — +o0;

dz(t) |?
dt

@t = [ jn X ()RS = an(APE




4. Convolution Page 21

/ " 210 (0) 2ot = (A)2E,.

oo

Il reste donc
I(\) = N4 (Af)? + A+ (AD?] B, > 0.

Lafonction considérée étant toujours de méme signe, le discriminant doit donc étre négatif, ce qui conduit a

1
AtAf > —.
47

Le produit durée moyenne bande moyenne est ainsi borné inférieurement, ce qui induit une relation d'in-
certitude, du type GABOR-HEISENBERG entre les deux domaines. || n’est pas possible de trouver de signal
gui soit a support limité simultanément dans les deux domaines. Qui plus est, larelation précédente permet de
guantifier cette remarque et d' exhiber les signaux «limitesy.

En effet, les signaux qui sont conjointement les plus « compacts» sont ceux qui permettent d’ atteindre la
borne, ¢’ est-a-dire les signaux telsque At A f = 1 /4. ce sont les signaux tels que

(o) = [MAm(Af)? + 2o + (A1) B, =0,

soit ()
X
A tx(t) = 0.
0 g +tz(t) =0
Ce sont les signaux gaussiens:
2
x(t)eriQtTO,

dont latransformée de FOURIER est également gaussienne:

X(f) = Ae 20/,

4 Convolution

4.1 Filtres et convolution

A I’aide des ééments précédemment introduits, nous pouvons maintenant commencer & nous intéresser a
I'étude des systémes linéaires invariants dans le temps, ou filtres. Un filtre est un instrument, ou un modéle
physique, associant (linéairement) une excitation, ou signal d’entrée, aun signal de sortie.

() y(t)
h(t)

Y

Y

Un systéme est linéaire s'il justifie du principe de superpositionla réponse a une somme pondérée d’ ex-
citations est égale ala somme pondérée des réponses aux excitations individuelles:

Z aizi(t) — Z a;yi(t).

Le systéme est invariant dans le temps si laréponse ne dépend pas del’instant d’ application : si y(t) est lasortie
correspondant aune entrée z(t), laréponse associée ax(t — 1) est y(t —tp). On appelle réponse impulsionnelle
(RI), souvent notée h(t), laréponse du systéme al’ application d’ une impulsion de DIRAC 6(¢) :

5(t) h(t)
h(t)

Y
Y




Page 22 Chapitre I. Transformée de Fourier et tutti quanti

Le systéme étant linéaire et invariant, alors laréponse associée ax(7)d(t — 1) est x(T)h(t — 7).
z(1)o(t — 1) — x(7)h(t — 7).

Or, nous avons vu que I’ on peut écrire tout signal =(t) comme une somme infinie de « composantesy» x(7) sur
une base d impulsions de DIRAC :

—~

2(t) = / T B8t — 7y

—00

On en déduit alors que laréponse globale du systéme s'écrit, par linéarité:

y(t) = / T Bt — F)dr = [z B)(2).

—00

Cetterelation est appel ée convolutionentre z et 1, et |’ opération est notée [z xh|(t), pour montrer que le résultat
de la convolution est évalué al’instant ¢ et que la variable 7 est simplement une variable muette qui disparait
lors de I’intégration. L’ intégrale précédente est appelée intégrale de convolutionelle permet d' associer atoute
entrée x(t) lasortie du sytéme y(t), celui-ci étant caractérise par saréponse impulsionnelle h(t).

On peut encore illustrer I’ opérateur convolution de la fagon suivante: on décompose I’ entrée x(¢) en une
somme d’impulsions rectangulaires d amplitude = (7) et de largeur A :

Y

-

Y

Y

S x(kAT)par(t — KAT)AT

()

Y

Y

()

i

On note pa - I'impulsion de largeur A7 et d’amplitude 1/Ar. L’ entrée peut ainsi étre approchée par

+o0
Z x(EAT)par(t — KAT)AT.

k=—o00
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Notons maintenant ha - laréponse du systéme al’impulsion pa .. Alors, la sortie, al’instant ¢, Sécrit comme
la superposition de toutes les réponses:

+oo
y(t) = Z x(kAT)har (t — EAT)AT.

k=—00

En faisant enfin tendre At vers0, on a
pAT(t) — 5(t), hAT(t) — h(t).

On retrouve alors larelation de convolution précédente:

y(t) = / T (Pt — )

— 00

On notera que I’ opération de convolution est commutative

(b 2)(t) = [w = h)(1) |

En effet, s onpose 7’ =t — 7, alors

4.2 Causalité et stabilité

Un filtre est dit causal s la sortie ne dépend que des valeurs de I’ entrée précédent la sortie. En d autres
termes, «I’ effet ne précéde pas la cause» . Dans ces conditions, il est clair que h(t) = 0 pour t < 0. Alors,

+oo
y(t) = [z % () = / h(r)x(t — 7)dr
0
t
= / x(T)h(t — T)dr.
pour un systéme causal.
Il est clair qu’un systéme opérant en temps réel doit étre causal. Lorsgu’ un systéme peut travailler en temps
différé, al’aide d’' une entrée stockée, il n’ est pas nécessaire gque le systéme soit causal.
Unfiltre est dit stable si atoute entrée bornée correspond une sortie bornée. On parle aors de stabilité BIBO
(pour «Borned Input Borned Outpw). Si z(t) est borné, |z(7)| < M, VT, et

vl < | [ het - nar].
< /jmmx(t—ﬂmn
< [T ihldn

et lasortie est bornée si lefiltre est stable, ¢’ est-a-dire

—+o00
/ Ih(7)| dr < 400
0

On notera que cette condition nous permettra de définir |la transformée de FOURIER de A (t), notée H(f), que
nous identifierons alafonction de transfertlu filtre.
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4.3 Interprétation graphique de la convolution

Laconvolution entre deux signaux z(t) et y(t) Sécrit

el = [ (e - wdu

—0o0
Lecalcul delaconvolution consiste donc & calculer la surface du produit z(u)y(t — u). Le signal y(t — u) est
simplement le signal initial y(u), retourné dans le temps pour donner y(—u), puistranslaté de ¢.
En calculant alors I’ ensemble des surfaces obtenues en faisant «glissers» vy, ¢’ est-a-dire pour tous les déca-

lages de t, on obtient e produit de convolution pour tout ¢ :
u
y(u)
u
ﬂ r\u
y(t —u) ﬁ\/( )
z e
[ % y](t)
U:
t
A
o

4.4 Réponse en fréquence

Laconvolution permet de décrire lasortie d’ un filtre caractérisé par saréponse impulsionnelle. Un filtre peut
également étre caractérisé dans le domaine fréquentiel, ce qui nous aménera a retrouver la notion de fonction
detransfert et a donner lesrelations liant |es descriptions temporelles et fréquentielles d’ un systéme linéaire.

Considérons un systeme de réponse impulsionnelle h(t) et d entrée

z(t) = Xo /¥t
La sortie est donnée par

+o0 .
ut) = [ h(r)Xo R0 dr,

—0oQ
: +00 .
= Xoeﬂ’rfot/ h(T)e 92 foTdr,
—00
Onreconnait lal’ expression delatransformée de FOURIER de h(7) : legain complexeu lafonction de transfert
H(f) du systéme

Hfo) = [ ) ey |

—00
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Lasortie s'écrit alors simplement
y(t) = Xo &> H ( fy).

Pour un systeme linéaire excité par une exponentielle complexe de fréquence f;, on obtient en sortie le méme
signal, au facteur H(f) complexe prés. Ceci donne I’intérét de la transformée de FOURIER : |es exponentielles
complexes sont les fonctions propresles systémes linéaires invariants, et H( f)) joue leréle de lavaleur propre
associée.

Considérons maintenant un signal x(¢) quelconque. On peut exprimer z(t) comme une somme infinie
d’ exponentielles complexes (il s agit simplement de latransformée de FOURIER inverse) :

o) = [ X eI

A chacune des composantes X ( f) ¢/27/* correspond alors une sortie X (f)H (f) €127/, et, par superposition,
too j27 ft
y(t) = X(NH(f) ™" df.

—00

On en déduit que la transformée de FOURIER de lasortie, Y (f), vaut ssmplement :

Ladescription temporelle, en terme de produit de convolution, se transforme donc en un produit simple dans le
domaine de FOURIER. Encore une des richesses de la description fréguentielle;

[ yl(t) = X(NY ()]

On vérifie facilement que réciproquement,

z()y(t) = X« Y](f) |

—\
—

En effet, si on exprime la transformée de FOURIER inverse du produit de convolution [ X x Y](f),
1 +o0o +o0 .
TR Y]} = | X(u)Y (f - u) &2/ dfd.

En décomposant 727/t en 727 (f—w)tei2mut | intégrale double devient

400 . +o0 .
X(u) eﬂmt/ Y (f —u) 27Ut fdu,

—00

et en reconnaissant que
400 .
yt)= [ Y(f —u)*VUTIdS,
il vient
TF{[X «Y](£)} ! = 2(t)y(?).

Latransformation du produit de convolution en produit simple par transformée de FOURIER, €t réciproquement
constituent le théoréme de PLANCHEREL

X(HY (),
X+ Y](f)-

B
£
111

Ce théoréme a plusieurs conséquences importantes.
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4.4.1 Conséquences

Latransformée de FOURIER de z(t)y*(t) vaut

w0y = [ X @Y )

—00

car TF {y*(t)} = Y*(—f). On en déduit que

/+oo z(t)y*(t) e It dt = /J:o X(w)Y*(u— f) du,

[e.o]

soit, pour f =0,

+oo +oo
/ Oy dt= [ X(u)Y*(w) dul

—00 —00

Cette relation indique que le produit scalaire se conservdans les différentes bases de représentation des
signaux. Cette propriété est appelée théoréme de PLANCHEREL-PARSEVAL. En utilisant cette relation avec
y(t) = =(t), on obtient

[ tora= [ xR o

qui est quant-a-€lle une relation de conservation de I'énergidl s agit de larelation de PARSEVAL.
En posant enfin y(t) = (¢ — 7), on obtient

“+00 “+00 .
/ ()" (t—7)dt = X (u)X*(u) 2™ duy

+o0 .
= [ IX(P iy,
Lafonction
A [T
Ryu(r) 2 / 2(D)z*(t — 7) dt

—00

est appel ée fonction d'autocorrélation On avu ci-dessus que

+o0 .
Reor) = [ XD 7 af,

C'est-a-dire que la transformée de FOURIER de R, (7) est simplement le module carré de la TF de z(t). On
peut vérifier aisément que s
+oo
Ryy(r)2 / ety (t — 1) dt

est lafonction d'intercorrélationentre x(t) et y(¢), aors,

TF (Ruy(7)) = [ Ray(r) 2707 b = X(1)Y(1)

Ainsi,

R 2 [ attre-md o XV

R [Teri-na = X

Les fonctions de corrélation sont utilisées dans nombre d applications de traitement du signal. Les deux
définitions que nous avons données ci-dessus sont |es définitions des fonctions de corréation pour les signaux
déterministest d’énergie finie Nous verrons plus loin dans ce cours I’ utilité des fonctions de corrélation pour
I"analyse des signaux aléatoires. Pour le moment nous allons analyser les principales propriétés des fonctions
de corrélation et leurs conséquences, pour des signaux déterministes.
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5 Fonctions de corrélation

Lesfonctions de corrélation, ou d' intercorrélation, permettent de comparer des signauix distincts en fonction
du «retard» entre les signaux. Latransformée de FOURIER des fonctions de corrélation est le spectre (I'inter-
spectre) de d'énergie ou puissance du ou des signawix considérés. Lesfonctions de corréation soont donc utiles
pour étudier la « ressemblance» de différents signaux (dans le domaine temporel), et la répartition de I'éner-
gie ou de la puissance en fonction de la fréquence. Les principales applications des fonctions de corrélation
prennent place dans le cadre des signaux aléatoires.

5.1 Définitions et propriétés
5.1.1 Définitions
Pour des signaux d'énergie finie, on définit

Ruy(r) 2 / R

—00

Rxm(T) é /Jroo .T(t)CC* (t — 7') dt.

— 00

Pour des signaux de puissance moyenne finie, on définit, de maniére analogue,

A 1 .

Roy(r) = lim - z(t)y"(t — ) di,
A 1 ‘

Ry (T) _TEToo — /[T] x(t)x*(t — 7) dr.

5.1.2 Propriétés
Propriétés de symétrie

Par simple application des définitions, on pourra (exercice) vérifier les propriétés de symétriguivantes:

Ry (—7) = R;,(r), Symétriehermitienne
sz(—’i') = R;ksx(T)

Pour des signaux réels, on aura aors

Ryy(—7) = Rya(7),
Ryy(—7) = Ryy (7).

Distributivité
La propriété de distributivité permet de simplifier notablement certains calculs: s

xz(t) = Zaixi(t)
i=1
y(t) = D By;(t)
j=1
aors

Rg() = 323" 48 Ry, (7).

i=1j=1
Par linéarité de latransformée de FOURIER, on aura également

TF { Ry (1)} = 30D i TF { By (7) }.
i=1j=1
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Maximum
L'inégalité de SCHWARTZ
| <z,y>|? <<z, ><y,y >,

entraine que
| Ry (7) |2 < Ry (0)Ryy (0).

On en déduit que
| R (T)] < Raa(0).

Lavaleur R, (0) constitue donc un maximum maximorunye lafonction d  autocorrélation.

Signification de R, (0)
Pour le retard nul,

Rya(0) = /_ ;OO ()2 dt

représente I’ énergie du signafpour des signaux a énergie finie) ;

~ im o 2
Real0) = lim o [ (o) o

représente la puissance du signdpour des signaux de puissance moyenne finie).

5.2 Densités spectrale d’énergie et de puissance

On appelle densité spectral e de puissance (pour les signaux de puissance moyenne finie) ou densité spectrale
d'énergie (pour les signaux d'énergie finie) la transformée de FOURIER des fonctions de corrélation

Say(f)
Sza(f)

Dans le cas des signaux déterministes étudiés jusqu'a présent, nous avons vu gque
Say(f) = TF{Rey(7)} = X(f)Y™(f),

si les signaux considérés sont des signaux d'énergie finie. Dans le cas des signaux de puissance moyenne finie,
on montre que (exercice)

TF {Rgy(7)}, interspectre

e 1

TF{R..(7)}, spectre, ou autospectre.

Se(f) = T Xn(F)VE(P)

ou X7(f) représente la transformée de FOURIER définie sur une durée T'. Ces deux relations ne sont valables

gue pour des signaux certains. Pour des signaux a éatoires, les densités spectrales, seront des quantités positives
différentes. |l s'agit 1a de densités spectrales de puissance, puisgue

oy = [y o= [ s

—00 —00

Pox= [ P di= [ s dr.

—0o0

5.3 Relation corrélation-convolution

L’intercorréation sécrit .
Ray()2 / 2(t)y*(t — ) dt.
Pour ne pas jeter trop de trouble, remplagons la variable muette ¢ par « et exprimons I’ intercorréation pour un
retard ¢ : oo
Ruy () = / 2(u)y* (u — t) du.

— 00
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La convolution entre x et y Sécrit quant-a-€lle

+oo

oeylt) [ awly(t — w) du.
—0o0

On voit donc que lacorréation n'est autre qu’ une convolution danslaquelle y(¢) a été «retourné dansle temps»

€t conjugué. Si on pose alors

on aalors simplement

Ryy(r) = |2 %y (7).

Pour lafonction de corrélation, on parle alors de carré de convolutionA |’ aide de cette constatation, on peut
retrouver laplupart des propriétés des corrélations a partir des celles delaconvolution. Par exemple, lethéoréeme
de PLANCHEREL fournit

Suy(f) = TF {[z+yO] (1)} = X(HY*(f).

Remarquons encore que S y(t) est une fonction réelle et paire, i.e. 3f)*(t) = y(t), alors convolution et
corrélation sont confondues

5.4 Filtrage
Soit y(t) lasortie d'u filtre de réponse impulsionnelle h(t), excité par une entrée x(t)
z(t) y(t)
On aalors
y(t) = [z h] (D).

Il est clair quel’on aalors

et on vérifie que
y () = )« h(0).

L’ autocorrélation de la sortie vaut alors

Ryy(1) = {x s how ) s h(f)*} (1),
Ryy(t) = [h sk ()% % h(_)*} (1),
Ry (1) = {h k Ry % h(_)*} (1),

en utilisant la commutativité de la convolution. On retiendra la derniére relation, qui lie |’ autocorrélation de la
sortie d’ un filtre al’ autocorrélation de son entrée

Ry, (1) = [h * Ry * h(_)*} (1) |

Par transformée de FOURIER, on en déduit que

Syy(f) = H(f)sma:(f)H*(f)v

soit

Syy(f) = 1H()?Sza(f) |

La densité spectrale de la sortie est donc égale a la densité spectrale de I’ entrée, mise en formepar le module
carré de lafonction de transfert. De la méme maniére, on peut vérifier que

Rye (1) = [hx Ry (1),

soit
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EXERCICES ET PROBLEMES

Exercice 1 :0n considére le signal x(t) périodique de période 7' suivant :

a) Développer x(t) en série de FOURIER.
b) Tracer le module du spectre de z(t) (7' = 0.1 sec)

C) Soity(t) = x(t —T/2) — z(t). Dessiner y(t). Quel est le développement en série de FOURIER de y(t)?

Exercice 2 :0On considére le systeme [> >y (1),

avec x(t) = cos(2m fot) avec fo=100Hz.

a) Quel est le développement en série de FOURIER de z(t)?

b) Quel est le développement en série de FOURIER de y(t)?

) Tracer les spectresde x(t) et y(t).

d) Quel pourcentage de la puissance de y(t¢) est compris dans la bande [-100,+100] (Hz)?

Exercice 3 :Soit z(t) = exp(—at)ech(t) (ech(t) est I'échelon unité (fonction de Heaviside) et a > 0)

a) Calculer latransformée de Fourier de (). Tracer son spectre.

x(t) 4+ z(—t). Dessiner y(t), calculer la TF de y(t), tracer le spectre correspondant. Etudier
) et lim(Y'(f)) lorsque a ~ 0
)-
)

Dessiner z(t), calculer la TF de z(t), tracer le spectre correspondant. Etudier
lorsque a ~ 0.

c) 2(t) = () w(—t
lim (z(¢) et lim(Z(f)

Exercice 4 :On considére x(t) suivant :

\4

a) Calculer laTF de x(t)
b) soit y(t) = fy =(u)du. Tracer y(t). Calculer Y (f) =TF(y(t)) en utilisant la propriété sur I’ intégration .

¢) Donner I’ expression du signal 7 (t) obtenu par périodisation de z(t). Quelle est la TF de xp(t) ? Com-
parer le resultat acelui obtenu pour I’ exercice 1 ).
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Exercice 5 : On considére le filtre passe bas de réponse impulsionnelle h(t) = exp(—at)ech(t). On met a
I’entrée de cefiltre le signa z(t) suivant (étudié précédemment)

A

\4

a) Comment sécrit y(t), le signal obtenu par filtrage de =(t) par h(t).
b) Quelleest laTF du signal y(t).
c) Tracer le module du spectre de y(t) (7'=1,a=10).

Exercice 6 :(modulation d amplitude)
Soit z:(t) = cos(27 f1t) + 2 cos(2m fot), avec f1 =100 Hz et f, =200 Hz

a) QuelleestlaTFdex(t)?

b) On module la porteuse f,=1000 Hz en amplitude par x(t): y(t) = x(t) cos(27 fot). (modulation AM
sans porteuse). Que vaut Y (f)? Tracer les spectres de z(t) et y(t).

¢) On démodule y(t) en le multipliant par la porteuse cos (2 fyt) €t en filtrant le signal résultant z(t) par
un filtre passe bas. Quel est le spectre du signal z(t) ? Quelle doit étre la fréquence de coupure de ce
filtre pour récupérer le spectre du signal modulant x(¢) ? Interpréter les opérations de modulation et
démodulation par des convolutions dans |e domaine fréquentiel.

Exercice 7 :(signal analytique)

On considére lesignal z(t) réel et satransformée de FOURIER X (f). On cherche aconstruire lesignal z(t)
sous laforme z(t) = x(t) + jy(t) dont le spectre soit nul pour les fréquences négatives et égal a2.X (f) pour
les fréguences positives, i.e. Z(f) = 2X (f)ech(f) (avec ech(f) I'’échelon de Heaviside en fréquence).

a) Trouver I’expression de Y (f) enfonction de X (f) (on écriraech(f) en fonction designe(f) lafonction
signe).

b) Trouver I’expression de y(t) en fonction de x(t). Cette relation (liant y(t) & x(t)) s appelle la Transfor-
mée de Hilbert , on lanote Hi : y(t) = Hi(z(t)).

c) Calculer laTransformée de Hilbert de z(t) = cos(27 fyt) et le signal analytique correspondant.

Exercice 8 : (autocorrélation)
Soit x(t) réel, de fonction d autocorrélation Rx x (7) et de densité spectrale Sx x (f). Soit y(t) = z(t +
t0) — z(t — t0).

a) Calculer lafonction d’ autocorréation de y(t).

b) Calculer sadensité spectrale.
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) Traiter I'exemple z(t) = recty(t) et to = T'/2.

Exercice 9 : (autocorrélation) :

Montrer que I autocorrélation de z(t) = exp(jrat?), Rxx () est nulle pour T différent de 0.

Lesignal Re(z(t)) = cos(mat?) est appelé chirp et est utilisé comme signal radar en raison de la propriété
Vue ci-dessus.

Exercice 10 :(intercorréation)
Soient deux signaux réels z(t) et y(t) identiques aun retard et un affaiblissement prés: y(t) = ax(t — §).
On connait I'énergie de x(t) ; £, = Rxx(0). Comment déterminer |’ affaiblissement « et le retard ¢, ?

Probléme | : (Transformée de Hilbert)
On rappelle que:

Echelon(t) = % [Mf) - FLf}
Signe(t) = =4

%, {5(75) + %} - Echelon( f) ’
i — Signe(f)

ou — désigne le fait que les deux fonctions mises en relation forment une paire de transformées de Fourier.
"On note
Xu(f) = —jSigne(f) X (f).
1 - Montrez graphiquement que

2(1) = 3 [X(f) + iXu(f)

est un signal qui ne posséde pas de fréquences négatives.
2 — Montrez que
zp(t) = TF{Xp(f)},

peut étre vu comme la sortie d’ un filtre, dont vous donnerez laréponse impulsionnelle A(t).
On appelle transformée de Hilberta transformation reliant x (¢) et z(t):

r(t) = TH{z(¢)}.

3 — Donnez I’expression de z(t) en fonction de z(t) et de TH{x(t)}. En raisonnant a partir des transformées
de Fourier, montrer que
TH{TH{z(t)}} = —z(t).

Donnez aors I’ expression de la transformée de Hilbert de z(¢). Déduisez en I’ expression de z(t) en fonction
de z(t) et de TH{z(¢)}.
On considére maintenant un systéme de réponse impulsionnelle ¢(t). Si ce systéme est causal, alors

g(t) = g(t)Echelon(t) = % [1 4 Signe(t)] g(t).

4 — Montrez que dans ces conditions,
G(f) = —JTH{G(f)}-
En décomposant G(f) en ses parties réelle et imaginaire, notées respectivement Gr(f) et G (f), montrez que

{ Gr(f) = TH{G1(f)},
Gr(f) = =TH{GRr(/)}-

Ces relations sont les relations de Bayard et Bodélles indiquent que la TF d’'un systéme causal n'est pas
guelconque, et qu'il suffit de connaitre la partie réelle ou la partie imaginaire pour caractériser complétement
le systéme.



CHAPITRE ||

ECHANTILLONNAGE ET QUANTIFICATION

UJOURD’ HUI de plus en plus souvent, le traitement des signaux se fait sous forme numérique. Le numé-
A rique présente en effet un grand nombre d’ avantages tels que:

— lareproductibilité des systémes,

— |"absence de dérive en temps ou en température,

— |"absence de réglages compliqués,

— lapossibilité de traitements adaptatifs . ..

D’ autre part, les performances des processeurs numériques s améliorent trés rapidement :
— augmentation de leur vitesse

— diminution de leur consommation

— diminution de leur codt

A lafrontiere entre le traitement numérique et le traitement analogique, les circuits a capacités commutées
opérent sur des signaux échantillonnés, mais non numérisés. L'intérét de ces systémes, en plus de leur faible
consommation est leur grande densité d’ intégration.

L’ingénieur a donc a choisir entre 3 types de réalisations techniques:
— analogique
— échantillonné
— numeérique

et son choix se fera sur des critéres de:

co(it de développement

consommation

colt des composants

performances souhaitées : en particulier rapport signal abruit exigé

Dans le cas d’ une solution échantillonnée ou numérique, il faut répondre aux questions suivantes:
— aquelle fréquence échantillonner les signaux ?
— quel type de quantification choisir?
— sur combien de bits numériser ?

Répondre a ces questions est le but de ce chapitre.
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1 Echantillonnage

Théoréme 1 Théoreme de Shannon
Lorsqu’un signalz(t) a un spectre & support born& (f) = 0 pour |f| > fnaz), il €St possible d’échan-
tillonner ce signal sans perdre d'information : il suffit pour cela de choisir une fréquence d'échantillonnage

fe > 2fmax - On pourra alors reconstruire(¢) parfaitement a partir des échantillongnT,), avecT, = 1/ fe.

1.1 Premiere démonstration du théoréme de Shannon

Cette premiére démonstration ne nécessite pas |’ utilisation de la notion de distribution mais €elle est assez

lourde.
Soit un signal z(t) dont le spectre est a support borné, ¢’ est-&-dire que sa transformée de Fourier X (f) est

telleque X (f) = 0 pour |f| > finaz-

(1) TIX()

N N t 'f max fmax f

On fabrique le signal Xx(f) apartir de X (f) enrépétant X (f) avec lapériode F' > 2f,45-

Xe(0)

'F 'fmaxo fmax F f
Xr(f) éant périodique de période F', on peut calculer sa série de Fourier.
400 ) ;
Xr(f)= D, Che?7"F, (11.2)
g
1 j2r nL
avec C”_F Xgr(f)e? T Fdf
F
-3z
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et en remplagant C,, par savaeur dans |’ expression (I1.1) :

Xr(f) = JFXO:O %x (%) ¢ I

Ains X(f) :{ S(R;IfI?eurS; rel-%%

X (f) est donc parfaitement défini par laconnaissance des valeursde z(t) aux instants ¢t = 4. Il en est de méme
de z(t). Le théoréme de Shannon est ici démontré.

Explicitons larelation liant z(t) et les valeurs z(%) :
F
2

+oo
0= [ xperia = [ XR<f>eﬂ”ftdf—%

(5]

o w0~ 4 8% (1)

|
+ +
“hj\mlﬁj “'”’\mlﬁj

+o00
z(t) = & n_zoox (%) sinc (F (t — %))
Oul’on note: '
sinc(z) sin(mx)
X

Enrésumé, si F' > 2 f,,,42, laconnaissance de lasuite z(n/ F') est suffisante pour déterminer parfaitement z(t)
ou X(f) et

o) = £ o(F)since(F - $))
S ke e s ffl<g
X(f) =9 n2=c 7 F -
0 ailleurs

1.2 Seconde démonstration du théoreme de Shannon

Cette démonstration utilise la notion de distribution.

7X(®) T IX()I

N N t 'f max fmax f

Lesignal z(t) échantillonné alafréquence f, = 1/7, peut étre représenté par la distribution () :

+oo
ze(t) = Z x(nTe)d(t — nTy) Z o(t —nT,)

Latransformée de Fourier de cette distribution est X, (f):

X.(f)=X *TF<Z 5t—nT>

n=—oo
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Lathéorie des distributions (lemme de Poisson) permet de montrer que:

00 1 +o0 n
TF( > 6(t—nTe>>=7 > (- 7)

n=—0o € n=—00
(voir démonstration au paragraphe suivant) ce que I’on formule généralement par : la transformée de Fourier
d’un peigne d’impulsions de Dirac est un peigne d'impulsions de Dirac.

UTe
L LT
Te t UT, f

LRSS X(h«s (£-7) =7 5 x(r-7).

€ n=—c0 € n=—o0

Latransformée de Fourier deladistribution X, (¢) est donc une distribution X, (f) périodique, de période 1/7..
Xl

1T, UT. 2T, f
Deux cas peuvent se présenter suivant lavaleur de7; :
e 1" cas: )
T S 2fmax

e

On aalorsrecouvrement de spectre, "aliasing" dans lalittérature anglo-saxone, et il est généralement impossible
de recontruire le signal de départ sans erreur :

40
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e 2™M€ cas:
- > 2fmax

X eg) |

-UTe Frax O Frmax VT,

Il n'y apas de recouvrement de spectre, 7. X.(f) et X (f) coincident entre —1/27; et 1/27,.
Pour reconstruire x(t) a partir de z.(t), il suffit alors de faire passer z.(t) dans un filtre passe-bas idéal de
fonction de transfert H(f):

H(f)=T.rect (i)

Je
H(f) 4
Te
-1/2T, 1/2T, M
T '
e

Lasortie y(t) de cefiltre passe-bas vérifie:

Y(f)=H(f)Xe(f) = X(f),
c'est-a-dire:
y(t) = (1)
Le théoréme de Shannon est ici démontré, on peut reconstruire parfaitement x(¢) a partir du signa échan-
tillonné z. ().
Explicitons larelation liant () et les échantillons z(n1}) :

y(t) = =(t)
y(t) = z(t)*h(t)
h(t) = TFI((H(f)) = feTesinc (fet) = sinc (fet)
+oo
y(t) = Z x(nTe)d (t — nT,) * sinc (fet)
+o0
y(t) = Z x(nTe)sinc (fe (t —nTe))
+o0
x(t) = y(t) = Z x(nTe)SinC (fe (t - nTe))

Exercice 1 :Soit z(t) = 2cos(2n fyt) échantillonné a f, = 4f,. Calculer la transformée de Fourier du
signal échantillonné x.(t).
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Corrigé :
X(f) = 500~ fo) +3(7 + fo)
+oo
X(f) = 4fo > (6(f = fo(1+4k)) + 6 (f + fo(1+4k)))
k=—o00

Exercice 2 :Calculer latransformée de Fourier du méme signal échantillonné aj = %

Corrigé :

+oo
Xf) = 22 sk

k=—o00

Exercice 3 : Soit x(t) & support spectral borné et f,,,,. 1afréquence maximale. On échantillonne x(t) a
fe = 2fmaz € on blogue chague échantillon pendant une durée 7; = fi Ecrire le signal y(t) échan-
tillonné bloqué et calculer satransformée de Fourier.

Corrigé :
+00
yt) = > x(kT.)recty, (t — kT.)
k=—o00
+o00
y(t) = recty, (t)*(x(t) > 5(f—kfe))
k=—o00

+o0
Y(f) = sinc(fTe) Z X(f —kfe)

k=—o00

1.3 Rappel sur le lemme de Poisson

Lasérie de Fourier de ladistribution peigne de Dirac

P(t) = fjo 5 (t —nT,)

est un peigne de Dirac:
PH=L 3 s (r-7)
T T,
P(t) est une distribution périodique, de période T.. Sa série de Fourier est formée des coefficients , tels que:

1 ; ¢ 1
=T <5t:0’6 - > T,



2. Quantification Page 39

Latransformée de Fourier de P(t) est donc:

PH-L % s (r-7)

e

n—=—0oo
En conclusion :
RESS = 1 j27rnL
P(t) = _z: d(t—nT,) = _z: ie Te
n=-—oo n=—oo
TF |
P — —j2rnlef _ "
f) = 3 e - X s(r-7)

n=—oo n=—oo

2 Quantification

On se limite ici a la quantification scalaire, c’'est a dire a la quantification d'un échantillon isolé. On dis-
tingue plusieurs types de quantification scalaire, en particulier

— laquantification uniforme,

— laquantification non uniforme, comme la conversion de type logarithmique.

2.1 Définition de la quantification

Quantifier une valeur z réelle appartenant a un intervalle [— %42, Tmaz], CONSiste & remplacer cette valeur
x par lavaleur Q(z) = z, laplus proche de x choisie dans un ensemble fini (ou dénombrable) de N valeurs
réelles notées x,,, (avec n entre 0 et N — 1).

X —» Q L Q(X)=Xn

T Xn+3

T Xn+2

T Xn+1

Lavaleur quantifiée de z : Q(x) est donnée par :

Vo € [Ty, Tni1]

Q(z)

Si |z —zp| > |z —xpy1] Q) = Tpia
Q(x)

Si xzixnzxnﬂ (

Si | — x| < |z — Tpy] = z,

= I, 0Ux,+1 Seonlessystemes.

8
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2.2 Quantification Uniforme

Si tous les intervalles [x;,, x,,+1] ont méme longueur, la quantification est dite uniforme et la constante ¢
définie par ¢ = |z, — z,+1| st appelée pas de quantificatiolou quantum
L e pas de quantification ¢ peut s exprimer en fonction des valeurs extrémes +x,,,.. par:

_ meax
q= oN

ou N est le nombre de valeurs de quantification.

2.3 Caractéristique de quantification

C’est la courbe donnant Q(z) en fonction de x. Dans le cas d' une quantification uniforme, cette courbe a
I’alure suivante:

QW)

2] g2 392

La quantification uniforme est, de ce fait, parfois appel ée quantification linéaire.

2.4 Caractéristique de I'erreur de quantification, cas de la quantification uniforme

On s'intéresse dans ce paragraphe uniguement au cas de la quantification uniforme.
On appelle erreur de quantification e la différence entre x et Q(x).

e =1 Q)

Lors de la quantification, deux sortes d' erreur peuvent étre commises: I'erreur de granulation et I’ erreur de
saturation.

Une erreur de saturation se produit lorsgue I’ amplitude de I'échantillon & convertir est supérieure en valeur
absolue a ... Cette erreur est d' autant plus génante qu’ elle n’ est pas bornée, on cherche donc aminimiser la
probabilité de saturation. On définit |e facteur de surcharge, noté I, comme le rapport entre lavaleur maximale
du convertisseur z,,., €t I'écart type des échantillons a convertir, noté o, :

Tmax
[ — Tmax
Oz

La probabilité de saturation pp dépend delavaleur deT'.
Pour des échantillons z gaussiens:

['=2= pp=0.045
I =4 = pp = 0.00006

Lorsgue les échantillons sont d’amplitude inférieure a x,,,,. en valeur absolue, I’ erreur de quantification est
appelée erreur de granulation. Cette erreur est bornée. Si la quantification s effectue par arrondi au plus proche
voisin, I'erreur de granulation ¢, en valeur absolue est inférieure ag/2.

€g :x_Q(x)
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q
< 1

legl < 5
Sous |’ hypothése, relativement générale, que ¢, est uniformément répartie entre —q/2 et ¢/2*, on peut calculer

la valeur moyenne et I'écart type de cette erreur. La densité de probabilité de ¢, (notée p(e,)) est dessinée
Ci-dessous:

p(ey) 1
1/q
/2 /2 (;g
—
q
Sous cette hypothése:
+4 +%
1
E(eg) = egp(eg)deg = — / eqgdeg =0
a 17
2 2
+4 +4 ,
1 q
E (eg) = 03 = eﬁp(eg)deg = - / egdeg =13
3 "
2 2
. 2 q _ 1 Tmaz
Etenﬂn O'g = E—g 22N

Avec les mémes hypotheses, Lerapport (noté RS B, ) entre lapuissance du signal o2 et lapuissance de |’ erreur
de granulation o—g, peut s exprimer en décibels par la relation suivante ou NV représente le nombre de bits du
convertisseur :

2

RSBgp = 10log;, <%> et en remplagant ag par savaleur en fonction de x4, €t N
g

RSBap ~ 10log;e (02) + 6N — 10logyg (22, ) +1010go(3)
RSBy =~ 6N +10log;((3) —20logo(T")

Lerapport signal sur bruit en dB dépend donc de fagon linéaire de la puissance du signal en dB. Il est d’ autant
plus grand que la puissance du signal est grande.
2.5 Dynamique d’un quantificateur uniforme N bits

Appelons codeur un systéme effectuant une quantification uniforme (arrondi au plus proche voisin) puis
une numérisation sur N bits. Ladynamique D du codeur est définie par :

S
Den dB — 10 loglo (E)

— S est la puissance de créte du codeur , ¢’ est-a-dire puissance de la sinusoide d’ amplitude maximale co-
dable sans écrétage,

1. Cette hypothése est réaliste si le pas de quantification est faible devant la dynamique du signal et si le signal occupe relativement
uniformément cette dynamique
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— B est lapuissance du bruit de quantification: B = %

Calcul de S la puissance créte du codeur :
Un codeur N bits peut convertir sans saturation des valeurs x comprises entre — 4. € Tmazr &VEC 2Tpmas =

(2N — 1)q. De cefait:
2
1 (2N —1 _
S = 5( 5 q) ~ 92N 342

S 92N—3 2
10logy (E) ~ 10log, <Tq

12
3
Dgp =~ 10log;q(2%Y) 4 101ogy, (5)
RSByz ~ (6N + 1.76)dB

-

R

S
%

Rajouter 1 bit au convertisseur revient argjouter 6 dB ala dynamique. 1l s agit |a d' une formule bien connue
des concepteurs de systéemes d' acquisition.

Conclusion : choix du pas de quantification et du nombre de bits de codage

On choisira le pas de quantification ¢ en fonction de la précision désirée lors de la conversion et le nombre de
bits IV en fonction de la dynamique du signal a coder.

Exercice 4 :Quel est lafréquence d'échantillonnage et le nombre de bits nécessaires pour numeériser un
signal audio avec un convertisseur uniforme, sachant que I’ oreille humaine percoit les sons jusqu’a 20
Khz, et que I’ on souhaite une précision de 0,5% sur les amplitudes comprises entre 0, 5% Vi €t Vg oU

Vg représente I’ amplitude pleine échelle du convertisseur®? On supposera qu'il n’'y ajamais écrétage .

On note N le nombre de bits du convertisseur uniforme.

FS= Full Scale
Corrigé :
fmaz = 20Khz:>f6240KhZ
< 251010 Ves @ Vis=2""g
=
oV > 0,410°
=
N = 16

Il faut donc numeériser le signal a une fréquence d'échantillonnage de 40 Khz sur 16 bits, ce qui donne
un débit de 640 Kbps (Kilo bits par seconde).

2.6 Quantification Non-Uniforme, quantification logarithmique

Avec une quantification uniforme, la précision absolue est la méme pour les petites et les grandes valeurs.
Il est parfois plus intéressant de travailler avec une précision relative a peu prés constante. C'est le cas pour les
signaux de parole, I’ oreille ayant une sensibilité logarithmique.

Quantification logarithmique La quantification de type logarithmique permet d’ obtenir un rapport signal
sur bruit de quantification a peu prés constant quel que soit la puissance du signal.

L’écart entre les valeurs de quantification n’est pas constant. Il croit logarithmiquement en fonction de
I"amplitude du signal a quantifier.

Une quantification logarithmique peut se réaliser par une compression des amplitudes suivie d’ une quanti-
fication uniforme, puis d' une expansion des amplitudes.
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2.6.1 Loi de compression expansion

Expansion

y=C(x) ,Quantification

uniforme . Qx=C'(2)

X —>|Compression

Laloi de compression est notée C'(z). Laloi d’ expansion est I’ opération inverse.
—Zmax < T < Trmax Yy = C(.’IJ) T = Cil(y)

Laloi de compression doit approcher une fonction logarithme. Deux lois sont utilisées en pratique: laloi A et
laloi u. Ces deux lois sont appliquées dans les codecs: circuits de conversion ana ogigque numérique pour la
téléphonie. Laloi A est appliquée en Europe, laloi 1 aux USA et au Japon.

Lafigure suivante représente les deux fonctions de compression ainsi obtenues. On s apercoit qu’ elles sont
pratiquement superposées. Sur lafigure, on anormalisé .. a 1.

C(x)
1

0.9, )
0.8 |
0.7, ]

06 Lois de compression A et

05 / ]
04 | ]
0.3 |
0.2,‘3’ ]

0.1 i

0 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Laloi A est définie par larelation suivante:

Ax
1 - -
Pour lz| < C(x) T+ log(4)
1+ log(Ax
Por 2k Ol = e

Avec A =876

2.6.2 Approximations par segments deslois de compression A et u

Pour leur réalisation matérielle les lois A et ;. sont approchées par des segments de droite. Laloi A est
approchée par une courbe a 13 segments, et laloi p par une courbe a 15 segments. Elles sont appliquées dans
ce cas la avec une numérisation sur 8 hits.

En ce qui concerne laloi A, lapente du premier segment passant par I’ origine, est de 16. Puis|es pentes des
segments successifs sont obtenues par divisions successives par deux. La pente du dernier segment vaut donc
4.
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La courbe suivante représente laloi A a 13 segments. Laencore ;.. est normalisé al.

1

0.9L
0.8}
0.7,
0.6[
0.5L
0.4 Loi A 13 segments
Cadran positif
0.3f
0.2[]
0.1
O L
d \ s 14 12
132 116
1/64
Lanumérisation est faite sur 8 bits:
S A B C 1 2 3 4
1 bit 3 bits donnant 4 bits donnant la position
designe lenumérodu sur le segment
segment

Le rapport signal sur bruit de quantification obtenu avec laloi A est constant sur une large plage de signal.
Dans le cas de la conversion sur 8 bits, on peut remarquer que les petits signaux sont amplifiés par un facteur
16 avant d'étre convertis, ce qui revient a diviser par 16 le pas de quantification, ¢’ est-a-dire a utiliser 12 bits
de quantification (gain de 4 bits). Par contre pour les grands signaux, le pas de quantification est multiplié par
4 par rapport aun convertisseur 8 bits uniforme, on perd donc 2 bits.

Cette méthode donne des résultats qualitatifs (notion subjective) comparables a une quantification linéaire sur

12 bits.

Le signa téléphonique étant échelonné a8 KHz, une conversation téléphonique correspond a un débit binaire

de: 8000 x 8 = 64 Kbs~! (Kilo bits par seconde).
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EXERCICES ET PROBLEMES

Exercice 1 : Quelle est |a capacité mémoire nécessaire pour stocker une trame d'images vidéo, sachant que
la largeur de bande du signal est de 6 Mhz, que I’ on transmet 50 trames par seconde et que |’ on souhaite une
image noir et blanc a 256 niveaux de gris?

Exercice 2 : Quelle est la capacité mémoire nécessaire pour stocker une minute de signal téléphonique, sa-
chant que ce signa a une fréquence maximale de 4KHz et qu’ on le mémorise en respectant le théoréeme de
Shannon et en utilisant laloi A a8 bits par échantillon?

Exercice 3: On considére un signal x(t) de transformée de Fourier X(f).

lére question:

Calculer la transformée de Fourier du signal obtenu en échantillonnant x(t) ala fréguence £ et en bloguant
chague échantillon pendant 7;. (T, = fl période d'échantillonnage) (sortie d’un Convertisseur Numérique
Analogique par exemple).

1.2

0.8
0.6 "
0.4r

0.2

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

2éme question:

Calculer latransformée de Fourier du signal z(t) obtenu & partir de x(t) de la maniére suivante: toutes les 7,
secondes pendant % secondes on laisse passer le signal et pendant I&% secondes suivantes on force azéro la
sortie:

1.2

0.8
0.6
0.4
0.2

20 30 40 50 60 70

0 10 80 90 100

3éme question:
Quelle est lafonction de transfert du filtre de lissage idéal dans |e premier cas?

Exercice 4 : Calculer la puissance du bruit de quantification (appelé €) dans le cas d’'une quantification uni-
forme sur NV bits. On appellera g le pas de quantification, Vig : latension pleine échelle du quantificateur. Le
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signal aquantifier x étant un signal de valeur maximale .. (IX|< Vinas) de densité de probabilité uniforme.
N.B. Ne pas faire d' hypothése simplificatrice.

Exercice 5: On échantillonne le signal z(t) = cos(27 f,t) (avec f, = 1 KHz) ala fréquence f. = 500 Hz.
Puis on filtre le signal échantilloné par un filtre passe bas idéal de fréquence de coupure égale & 700 Hz, de
fonction detransfert H(f) = rectzoo (f). On appelle y(t) le signal de sortie du filtre.

Calculer y(t).

Problémel :
1) Enoncez la condition de Shannon sur I’échantillonnage d’ un signal & bande limitée.
2) On considére le signal réel x(t) de type passe-bande: X (f) existe pour |f| €|F, — B, F, + B].

a) A quelle fréquence peut-on échantillonner ce signal en respectant la condition de Shannon?

b) Si on échantillonne a la fréquence limite de Shannon et si les échantillons sont codés sur 8 hits, quel est le
débit (en bits/s) nécessaire pour latransmission de ce signal ?

3) On échantillonne finalement alafréquence Fp = F, /2.

a) Donnez |’ expression du signal échantillonné zg(t).

b) Donnez I’ expression de latransformée de Fourier Xz (f)

¢) Quelle condition doit respecter B pour qu’'il n'y ait pas de recouvrement ?

d) En supposant cette condition vérifiée, représentez le module de Xz (f).

€) Quél est maintenant le débit nécessaire (toujours en codant sur 8 bits) ?

4) Onpose F, = KB, o K est un nombre entier >1. A quelle fréquence minimale peut-on alors échantillon-
ner? Combien obtient-on alors de «motifs» entre 0 etF, ? Représentez Xy (f) pour K = 6.

5) On suppose que z(¢) a une transformée de Fourier passe-bande, centrée sur F et de largeur 2B, avec

(K 4+ 1)B > F, > K B. Enoncez un théoréme de Shannon généralisé pour ces signaux.

6) On isole le motif passe-bas, f € [—Fg/2, Fg/2], al’aide du filtre passe-bas idéal de réponse en fréquence
rectr, (f). Représentez le module de la transformée de Fourier X (f) du signal ainsi obtenu xp(t). Calculez

laréponse impulsionnelle h(t) dufiltre.

7) Montrez que I’ on retrouve le signal initial en filtrant 2 (¢) par un filtre de réponse impulsionnelle / (¢) =

2 cos(2mF,t)h(t). Représentez |le module de latransformée de Fourier de cette réponse impulsionnelle.
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TRANSFORMEE DE FOURIER DISCRETE: TFD
ET TFR

ORSQU’ON désire calculer la transformée de Fourier d’'une fonction z(¢) & 1’aide d'un ordinateur, ce
dernier n"ayant qu’un nombre fini de mots de taille finie, on est amené a:

— discrétiser lafonction temporelle,
— tronquer lafonction temporelle,

— discrétiser lafonction fréquentielle.

—+00
X(f) = / 2(t)e 92Tt gy
En approchant I’ intégrale par une somme d' aires de rectangles de durée 7, et en limitant la durée d'intégration
al’intervale [0, (N — 1)T;], on obtient :

~T, Z (nT,)e —g2mfnTe

Ce qui donne pour les valeurs defrequences fo =kfe/N:

(N-1)
~ T, Z (nT,)e 72" N feTe ~ T, Z nTe)e_ﬂ’rnWlC
n=0

Ce n'est pas une approximation sophistiquée de X (f), mais elle est trés utilisée en pratique sous le nom de
TFD car il existe un agorithme de calcul efficace appelé FFT (Fast Fourier Transform) ou TFR (Transformée
de Fourier rapide).

La TFD est par ailleurs utilisée, lorsque I'on travaille avec des suites numériques sans lien avec un signal
physique, pour définir une représentation de la suite sur une base de fonctions fréquentielles.

1 TransforméedeFourier Discrete: TFD

1.1 Définition dela TFD

On appelle transformée de Fourier discréte d'une suite de N termes z(0), z(1),...,z(N — 1), lasuite de
N termes X (0), X (1),..., X (N — 1), définis par

n)e—j27r an

!

S

gl
8

En pratique, les N termes z(n) peuvent ére N échantillons d'un signal analogique échantillonné:

xn, = z(nT,), et les N termes X (k) correspondre a une approximation (& un facteur multiplicatif 7. pres) dela
transformée de Fourier de ce signa aux N points de fréquence f, = kf./N, aveckentre0 et N — 1, C'est a
dire f entreQ et f..



Page 48 Chapitre lll. Transformée de Fourier discréte: TFD et TFR

1.2 InversondelaTFD

1 Nl nk
z(n) = N X (k)™ N
k=0
En effet, calculons:
A = N X(k)e?™ N = N (Z x(z)e_ﬂ”W) 2N
k=0 k=0 \i=0
1 N1 NoL
A= 5> () (Z e’?
i=0 k=0
o , o (i
§ i £ n Zeﬂwwzﬂzo
1 _ 27 %5
k=0
N-1 , N-1
s ¢ = n ejzﬂ(n;\’l)kzzlzN
k=0 k=0
1 N1 NoL 1
A = — J2m = —a(n)N
vE0(Ze v

1.3 Lienentrelatransforméede Fourier et la TFD
Soit z(¢) un signal analogique continu.
1. On échantillonne z(t) & fo = 1/T.
z(t) —  z(t)= Z x(nTe)d (t —nT.) = z(t)P(t)

ou P(t) est la «fonction peigne» :

+00 too n
Pty=Y o(t-nT,) = P(f):Tie > 6<f—i>

n=—oo

L'échantillonnage rend le spectre périodique et peut entrainer un phénoméne de «recouvrement de spectre» ou
aliasing

X(1)1 X ()]

N

Xe(t) 9 IXe(F)l
T,

ﬁTTM

t R AR

2. On tronque la suite z.(nT,) en ne conservant qu’un nombre fini N de termes pour obtenir le signal . (t)
formé des échantillons: z(0) ... z((N —1)7¢):

T (t) = w(t)F(t) = Z x(nT,)d (t —nTy)

w(t) = 2()POF)
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ou F'(t) est une fonction fenétre de durée N'1;

1 _ I _ L

F(t):{l S t e 2,T‘Q 5
0 snon

0Ty = NT.,.

Rt T IFOI

1
:;jhﬂﬂn;

-Td2 ToTe2 t f

X(® P Xl
TTTTT?@@.. { W f,

La convolution avec un sinus cardinal introduit des ondulations sur le spectre. Elles sont appelés «ripples» en
anglais.

N—
Xo(f) =Y x(nT.)e ?mInTe

n=0

=

3. On échantillonne X;,.(f) &1/Ty
On obtient alors N valeurs différentes espacées de 1/7 entre O et 1/7,, car Ty = NT,. Cette derniére
opération rend périodique la «fonction» dans le temps. Appelons x.(t) lafonction résultante.

=0 £ s(i5) - ¥ % (7)s ()

—+o00 N-1
_ —jom nk _n
X = ¥ (kzzoocm)e N> 5(r-7)
“+o0o
z(t) =Tp Z xy (t —nTp)
x.(t) et X.(f) sont deux distributions échantillonnées reliées par la transformation de Fourier.
x(1) XD
[y CAD [y A
) - DT I I I
5 UNT,
(s (- 3 <
— > — g
To=NTe t fe=1/Te f

On obtient donc une correspondance entre N points dans le domaine temporel z.(n7.) et N points dans le
domaine fréquentiel X.(n/Ty), pour n entreOet N — 1. Deplus:

ze(nT,) = Toxz(nT.) pour ne[0,N —1]

k N—1 i2 nk
X (=] = T,)e 7*™'N
() = Zeomes®
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c'est-a-dire que lasuite X.(k) = X.(k/Tp) est précisément la TFD de lasuite z(n) = z(nT;).

1.4 Comparaison entrelatransformeée de Fourier et laTFD

Soit un signal z(t) et satransformée de Fourier X (f) .
alasuite z(nT¢) pour n € [0, (N — 1)] correspond lasuite TFD X (k) pour k € [0, (IV — 1)] avec:

N— N
X (k)= Z ac(nTe)e_ﬂ7TW

n=0

Quel est lelien entre X (f) et X (k) pour k € [0, (N — 1)]?

[y

OnposeTy = NT..
Danslecasou:
— xz(t) est périodique de période T,

— 2(t) est abande limitée [~ fonaz, finaz),

lalargeur de lafenétre F'(t) est égale aun multiplede 7, Iy = k,

et lafréquence d'échantillonnage f, = 1/7, est supérieure a2 f,4,-

II'y a coincidence aun facteur multiplicatif présentre X (k) et X(f = k/1):
X0 = p2x (1) =~ x (1)
T.” \Tp, Ty

En effet, (¢) étant périodique de période T a un spectre formé de raies distantes de 1 /7. De plus, ce spectre est
limité af,q4z.

X (M)l
1¢ 1
AIAEE
F oo frmax f

Lestrois opérations qui conduisent ala suite X (k) auront les conséquences suivantes:

1. L’échantillonnage de x(t) a f. rend périodique le spectre et le multiplie par 1/7¢.

(1)

:UTeu :UT

ANAEEENANE

'fmax fmax fe f

v
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2. Latroncation de z.(t) par une fenétre de largeur T; a pour effet de convoluer le spectre avec un sinus
cardinal qui s annuletousles1/Ty avec Ty = k.

|Xtr(f)|
To/Tel

v

3. L'échantillonnage du spectre & la frégquence 1/7; a pour effet de ne conserver que des valeurs ou X;, et
X coincident au facteur Tp/T. = N prés. C'est le seul casou il y aidentité entre la TFD et la TF au
facteur N pres, aux N points de calcul k/1y avec k € [0, (N — 1)].

Dans tous les autres cas, la TFD différe dela TF aux points k/1y. L’ erreur est introduite :

— par recouvrement de spectre si X (f) n’est pas a support limité, erreur que I’ on minimise en augmentant

Je-

— par lesondulations dues alatroncature par lafonction fenétre si z(¢) n’est pas périodique ou adurée limi-
tée: erreur que I’ on peut chercher a atténuer en choisissant une fenétre autre que la fenétre rectangulaire
(fenétre de Hanning par exemple) et en augmentant autant que possible lalargeur de lafenétre.

— pour les deux premieres raisons alafois s z(t) n'est ni adurée limitée ni a bande limitée

— mémesi x(t) est périodique et & bande limitée, on introduit une erreur si la fenétre de troncature n’a pas
une durée égale a un multiple de la période car latroncature introduit alors de fortes discontinuités (voir
la figure suivante).

X(t) X(t) 4

G ‘% |

1.5 Fenétresdepondération

De nombreuses fenétres de pondération ont été proposées pour |I'analyse spectrale. Ces fenétres sont uti-
lisées pour limiter (tronquer) la durée temporelle du signa =(t) & analyser. En notant x(¢) le signal, F(t) la
fenétre, et x,,.(¢) le signal tronqué, on obtient larelation suivante:

x4 (t) = x(t)F(t)

et dans le domaine fréquentiel :

Xir(f) = X(f) = F(f)
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Pour une méme durée temporelle N'T.,, on compare les différentes fenétres essentiellement par leurs propiétés
fréguentielles. Idéalement, on aimerait que latroncation du signal en temps ne modifie pas son contenu fréquen-
tiel, c'est- &direque X (f) = X3, (f), cequi suppose que F'(f) = §(f = 0). En pratique, ce n’est pas possible
et les fenétres F'( f) présentent un lobe principal de largeur non nulle centré autour de la fréguence nulle et en
général des lobes secondaires de hauteur non nulle. On peut caractériser une fenétre par des paramétres tels
que:

— Lalargeur du lobe principal, mesurée a3 dB d atténuation par rapport al’amplitude en f = 0, ou bien a
mi-hauteur.

— Lahauteur maximale des lobes seconadaires (quand ils existent).

Ces paramétres influencent respectivement larésolution et ladynamique de |’ analyse spectrale.

Larésolution est la capacité adistinguer 2 fréquences proches. La dynamique est |a capacité amesurer des
composantes fréguentielles d' amplitudes trés différentes sans que la plus forte ne masque la plus faible.

De maniére générale, lalargeur du lobe principa est inversement proportionnelle ala durée temporelle de
lafenétre.

15.1 Fenétresrectangulaires, triangulaires et paraboliques

— Fenétre rectangulaire F;.(t)
Une fenétre rectangulaire F,.(t) centrée de durée N'T; Sécrit en temps et en fréquence:

FT (t) = rectNTe (t)
_ sin2nfNT./2
Fr(f) - 27TfN %

La transformé de Fourier de la fenétre rectangulaire, présente des lobes secondaires importants qui ne
décroissent qu'en % Le lobe secondaire le plus haut n'est qu'a -13 dB en dessous de |’amplitude en

f=o.

— Fenétre triangulaire F;(t) et fenétre parabolique Fy,(t)
Lafenétre triangulaire F;(t) (appelée aussi fentre de Bartlett) et |afenétre parabolique F, () se déduisent
simplement de la fenétre rectangulaire par élévation au carré ou au cube de F.(f). Les transformées de

Fourier ainsi obtenues décroissent donc en # eten % elles sont respectivement égales a:

2 3
sin NwZL N sin EwZle
Fi(w) = ( Nw&“) ouar,(w) = ( Nw&b‘)
4 6

De plus, I’amplitude maximum des lobes secondaires est & -26 db en dessous du lobe principa dans le
casde F(w), et a-39 db dans le cas de F},(w). Par contre, le lobe principal est, dans les 2 cas, plus large
gue pour lafenétre rectangulaire.

Déterminons les expressions temporelles de £ (w) et de Fj,(w):

Fiw) = Fw) x Frw)
donc
R = R« B0 =1 - (2L21)
et
Fp(w) = Fi(w) x F(w)
donc
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Lafigure suivante représente la fenétre triangulaire.

F(t) IFOI

A
A

NTe t f
Lafigure suivante représente la fenétre parabolique.

A IFO)|

R
— 3

NTe

15.2 Fenétres Fenétres détruisant par addition algébrique, les lobes secondaires de la fenétre rectan-
gulaire

D’ autres fenétres intéressantes s obtiennent en détruisant les lobes secondaires de la fenétre rectangulaire,
par addition algébrique. On peut citer dans cette catégorie lafenétre cosinusoidale, |es fenétres de Hanning, de
Hamming, de Blackman.

— Fenétre cosinusoide F;.(t)
L’ expression algébrique de la fenétre cosinusoide est :

Fe(f) = %(FR (f_gz\}Te)JrFR(fJFNITe))

F.(t) = F.(t)cos (7r NtTe)

Les lobes secondaires de F..(f) sont plus faibles que ceux de F;.(f); ainsi I’amplitude maximum de ces
lobes est 34 db en dessous de I’ amplitude en f = 0 et leur décroissance est en 1/ 2. Par contre, e lobe
principal est pluslarge.

— Fenétre de Hanning Fiy
Nous avons vu précédemment comment, par une combinaison algébrique de deux fonctions déduites
de F,.(f) par des décalages en fréquence, on pouvait diminuer I’amplitude des lobes secondaires mais
en augmentant la bande de transition. On peut encore diminuer I’amplitude des lobes secondaires en
augmentant le nombre de fonctions combinées algébriquement. C'est le cas pour la fenétre de Hanning
(voir lafigure suivante).

2y IF(f)| -

NT.  t
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L’ expression algébrique de lafenétre de Hanning est (en notant Iy = NT,):

Fulf) = 3Falf)+Fn (7= 7 )+3Fn (543
Fu(t) = %(HCOS <2wTi0)> pour ¢ € [=T3/2, Ty /2]
Fp(t) = 0 ailleurs,

L amplitude maximum des lobes secondaires est alors égale a-44 db (en dessous du lobe principa); ils
décroissent en = . Lelobe principal est presque 2 fois plus large que pour la fenétre rectangulaire.

Fentre de Hamming F},,,,
On peut améliorer les résultats obtenus par |afenétre précédente en modifiant les pondérations de £( f),
Fr(f - 1/NT€) etFr(f + 1/NTe):

Fum(f) = 056 F.(f) + 0.22[F.(f — 1/NT.) + F.(f + 1/NT,)]

Dans ce cas, la décroissance des lobes secondaires est toujours en 1/ mais I’amplitude maximum de
ces lobes est &-60 db sous le lobe principal.

L’ expression temporelle F},,,, (t)de lafenétre de Hamming sécrit :

Fum(t) = 0,56 + 0,44 x cos(2rt/NT.) —Me < ¢ < NL
= 0 ailleurs

Fenétre de Blackman Fi(t)
Pour diminuer encore I’ amplitude des |obes secondaires, on peut combiner :

E.(f), F.(f — 1/NT,), F.(f — 2/NT.), F.(f + 2/NT.), F.(f + 1/NT,) selon laloi suivante:

Fp(f) = 0,42F.(f) + 0,25 [F.(f — 1/NT.) + F.(f + 1/NT.)]
+0708[Fr(f - Q/NTe) + Fr(f + 2/NT6)]

La décroissance des lobes secondaires est en - ; I’amplitude maximum des lobes secondaires est -87
db en dessous du lobe principal; Le lobe principal est 2 fois plus large que pour la fenétre rectangulaire.
L’ expression temporelle de la fenétre est :

Fp(t) = 0,42 + 0,5cos(2mt/NT.) + 0,08 cos(4rt/NT.) - N < < N
ou 0 ailleurs

Autresfenétres: Gauss, Kaiser, Dolph-Chebychev

Fenétre de Gauss Fy (t)
Pour supprimer totalement les lobes de la transformée de Fourier de la fenétre rectangulaire, on peut
utiliser une fenétre telle que sa transformée de Fourier F;( f) soit une exponentielle

wT./2)?
o) = o |- O

Le paramétre k est lié ala dispersion o de I'exponentielle en prenant comme variable réduite u =
NwT, /2. o est dlors égal a+/2k. On pourradonc régler ladispersion de F;(f), ¢ est-a-dire lalargeur de
la bande de transition en faisant varier k.

Cherchons I’ expression temporelle de cette fonction: Fy(t) = exp [—4k(t/NT.)?], & une constante
prés puisque latransformée de Fourier conserve laloi gaussienne:
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2 —w2
[exp (-2) — exp<7>]

Lafenétre gaussienne adonc pour expression :

y(t) = exp [~4k(t/MT)?| si|t| < NT./2
Fy(t) = 0 si|t]| > NT,/2

Le paramétre k permet de réaliser un compromis entre |’ ondulation en bande atténuée et la largeur de la
bande de transition, ce que ne permettaient pas de faire les fenétres décrites précédemment.

— Fenétre de Kaiser Fi ()
Cette fenétre est une des plus efficaces: sa transformée de Fourier Fi (f) apour expression

9  sin [m/V2 — Vaﬂ
(Va)  mw V2 - V2

ouV = fNT,,V, = fuNT., /V? — V2 peut ére complexe et I)(x) est lafonction de Bessel modifiée
de premiére espéce.

Fr(V) = To

Cette fonction dépend d’ un parametre 1/, qui permet de diminuer I’ amplitude des lobes secondaires mais
qui augmente la largeur du lobe principal. Dans la plupart des applications, une valeur de 1/ comprise
entre4/w et 9/ conviendra.

4/ < Vo < 9/m
L’ expression temporelle de |a fenétre de Kaiser, transformée de Fourier inverse de Fi (f) est

I |7 Va yT= (2t/NT. ]
I()(TF Va)

Fx(t) = si|t]| < NT,/2

Fr(t) = 0 ailleurs

Comparaison avec lafenétre de Hamming:

Pour obtenir une bande de transition égale a celle de la fenétre de Hamming, il suffit d’imposer que le
premier zéro de lafonction F (f) corresponde &V = 2, ¢’ est-a-dire d' imposer que 1, = /3 puisque le
premier zéro est solution de I’équation V2 — V2 = 1. Dans ces conditions, la fenétre de Kaiser a2 99,8
% de son énergie dans le lobe principal alors que lafenétre de Hamming n’a que 96,3 % de son énergie
dans ce lobe; par conséquent, I’ ondulation en bande atténuée sera meilleure dans le cas de |a fenétre de
Kaiser.

Comparaison avec lafenétre de Blackman:

On peut obtenir la méme largeur de lobe principal avec la fenétre de Kaiser, en positionnant le premier
zéro &'V = 3, C'est-a-dire en faisant V, = 21/2. A nouveau, I’ ondulation en bande atténuée est inférieure
dans le cas de la fenétre de Kaiser.

— Fenétre de Dolph-Chebychev Fp
Lafenétre de Doph-Tchebychev est celle qui est réalise le meilleur compromis largeur du lobe principal,
hauteur des lobes secondaires.

L’ expression mathématique de cette fenétre exprimée dans le domaine fréquentiel est:

cos [Pcos™(Acos mfT,)]
ch [P arg ch()\)]

Fp(f) =
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ou P=N-1, N impair.
Le paramétre \ permet de régler |I'amplitude des ondulations.
les fonctions cos(z) et cos™!(z) sont des fonctions complexes.

L amplitude maximum ¢ des ondulations est liée au paramétre \ par larelation

1

0= ch[ P arg ch(\)]

L’ expression temporelle de cette fenétre n’a pas une forme simple; la meilleure fagon de I’ obtenir étant
de calculer latransformée de Fourier inverse de Fp( f) en utilisant la transformée de Fourier discréte.

Dans tous les cas, a nombre N de coefficients constant, on devra réaliser un compromis entre I’ amplitude
des ondulations et la largeur du lobe principal. Il faudra choisir entre une moins grande dispersion ou une
meilleure résolution.

1.6 Problemesdevisualisation dela TFD

Quand on lui présente un graphe discret, I'ceil réalise une interpolation entre les points du dessin. Cette
interpolation est d’ autant plus réussie que les points sont rapprochés.

Pour observer alafoisun «beau» signal x(n) et un «beauy» spectre, on ne peut visualiser le méme «buffers.

Pour le graphe temporel, on aintérét ace que T, << Ty maissi T, << Ty alors1/T, seratrop grand par
rapport &1/7; et I'ceil auradu mal ainterpoler le graphe fréquentiel

. Pour améiorer e graphe fréguentiel on peut rajouter des 0 a la suite z(n), on ne change rien au résultat
mais on augmente Ty /1.
On appelle cette opération «zero-padding» en anglais.
Exemple: soit z(t) dont la fréquence de Shannon (2;,,..) est 128 Hz =fs

1. pour visualiser en «temps», on échantillonne unedurée T 21024 Hz=8 fsy

2. pour visualiser le spectre, on échantillonne a 128 Hz une durée égale a8 T en rgjoutant des 0 a la suite

On aura alors le méme nombre de points sur une période de signal et de spectre et les deux graphes seront
bien visualisés.
1.7 Propriéésdela TFD et convolution circulaire

Elles sont analogues a celles de la Transformée de Fourier, mais il faut prendre en compte une notion de
périodicité des séquences.
1.7.1 Théorémede Parseval

Le théoréme de Parseval, sous sa forme discréete, Sécrit :

N-1 ) 1 N-1 )
Y T2 =+ 3 IX(R)]
n=0 k=0

Démonstration :

N-1 1 N—-1 /N-1 L N-1 -
lz(nT,)> = w2 ( Xpe¥™N Zx*éﬂfv")

n=0 n=0 \k=0 =0

N-1 , 1 N-1N-1 . N-1 -
]w(nTe)] = m Xle Z e

n=0 k=0 1=0 n=0
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Or: Vot ‘
. g pntemn 11— e2mk-D
S k#l ;_:Of” Y= TaiRGn/N =0
N-1 . n(k=1l)
Ets k=1 » ¢’ ~ =N
n=0
On en déduit :

N-1 ) 1 N—-1N-1 N-1 ) 1 N-1 )
Z |x(nTe)| = m Z [Xle* <Z e JWT>‘| = N Z |Xk|
k=0

n=0 k=0 I= n=0

1.7.2 Théorémedela convolution discréte

Avant de présenter les résultats concernant la convolution discréte, on a besoin de définir les notions de
convolution circulaire et de convolution linéaire.

Convolution circulaire :
Soit 2 suites périodiques (z(n)) et (y(n)) de période N. La convolution circulaire de ces 2 suites donne la
suite (z(n)) de période N définie par :

(2(n)) = (z(n)) @ (y(n)) = <z_: z(@)y(lIn - iH)) pour n e [0, N —1],

=0

ou lanotation ||n — i|| signifie (n — i) modulo N.
Convolution linéaire :

Laconvolution linéaire d' une période de (x(n)) et d’ une période de (y(n)) conduit quant-a-€elle aune suite
(u(n)) delongueur 2N — 1 valant:

N—-1
(u(n) = (2(n)) * (y(n)) = <Z x(z’)y(n—w) pour n € [0,2N — 1]

=0

EXEMPLE:

Soit les suites (z(n)) et (y(n)) périodiques de période N = 3, telles que
z(n) =y(n) =1 pournentreO et 2.

La suite (z(n)), convolution circulaire des suites (z(n)) et (y(n)) est périodique de période N = 3, et vaut
z(n) = 3 pour n entre 0 et 2. La suite (u(n)), convolution linéaire des suites (z(n)) et (y(n)) est de durée
2N —1 =5, etvaut:

2(0) =1,2(1) =2,2(2) =3,2(3) =2,2(4) = 1.

Lasuite (z(n)) peut s obtenir en répétant périodiquement la suite (u(n)) avec lapériode N.

Unepériodedex, Une périodey,

v
v

Une période z, Suite up,

v

Y
»
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Suite z, obtenue en rendant u, périodique

+ + + 1+ »

Théoréme dela convolution discréte circulaire LaTFD delasuite (z(n)) convolution circulaire de 2 suites
périodique (z(n)) et (y(n)) de période N, est le produit des TFD des suites (z(n)) et (y(n)) :

z(n) =z(n) @ y(n) = TFD(z(n)) =TFD(x(n))TFD(y(n)) (111.2)
ou le symbole ® représente la convolution circulaire.

Réciproguement, la suite p(n) produit des suites z(n) et y(n), apour TFD une suite P(k) qui est la convolu-
tion circulaire des suites X (k) et Y (k) :

p(n) = z(n)y(n) = P(k) = X (k) ® Y (k)
avec P(k) = TFD(p(n)), X (k) = TFD(z(n)),Y (k) = TFD(y(n)).

Démonstration deli|.1)

N-1
(2(n)) = (z(n)) @ (y(n)) = < z(i)y([[n —i||)> pour n € [0,N —1]
N

N-1 . N-1 o
Z(n) = 2(i)e TN = <Z z(k)y(lli — k||)> e IHN
i=0 i=0 \ k=0

n(i—k)

N-1 /N-1 N . L N—1 /N—1 o R
Z(n) = < x(k)e—ﬂﬂwy(”i —_ k”)e—]Qﬂ N ) — (Z x(k.)e—]%rwy(ui o k”)e—_]Qﬂ'T>
1

1=0 \k=0

Relation entre convolution discréte linéaire et convolution continue

Soit z(t) et y(t) de durées finies. La convolution de x(t) avec y(t) Sécrit u(t):
“+00
u(t) = / x(T)y(t — 7)dr
Echantillonnons z(t) et y(t) & f, = 1/T,. On obtient alors P échantillons pour z et () échantillons pour y.

On peut approcher I'intégrale u(t) par la méthode de I’ intégration rectangulaire (de pas 7). La suite v,
ainsi obtenue (au terme multiplicatif 7, prés) correspond a une convolution discréte linéaire (et non circulaire)
des suites z(n) et y(n).

P+Q-1

v(n) =Y a(k)y(n—k)

k=0

1.7.3 Théorémedu retard circulaire
Soit la suite z(n) périodique, de période N.
Soit la suite yn obtenue en retardant z:(n) de k, échantillons. La suite y(n) est périodique de période NV et
saTFD Y (k) se déduit de celle de z(n) par :
Y (k) = X (k)e 72mkke/N
ou Y (k) et X (k) sontlesTFD de z(n) et y(n).
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2 Transforméede Fourier Rapide TFR, Fast Fourier transform FFT

LaTransformée de Fourier Rapide (notée par la suite FFT) est simplement une TFD calculée selon un algo-
rithme permettant de réduire le nombre d' opérations et, en particulier, le nombre de multiplications a effectuer.
Il faut noter cependant, que la réduction du nombre d' opérations arithmétiques a effectuer, n’est pas synonyme
de réduction du temps d’ exécution. Tout dépend de I’ architecture du processeur qui exécute le traitement.

Pour calculer une TFD, on doit calculer N valeurs X (k) :

et ceci pour k € [0, N — 1].
Si on effectue le calcul directement sans algorithme efficace, on doit effectuer :

N? multiplications complexes
N(N —1) additions complexes

Il existe différents algorithmes de FFT. Le plus connu est slirement celui de Cooley-Tukey (appelé aussi a
entrelacement temporel ou & «decimation in time) qui réduit a

N C
5 logo(N)  le nombre de multiplications.

Il existe deux versions de I’ agorithme:

— FFT avec entrelacement temporel,

— FFT avec entrelacement fréguentiel.

L’ algorithme nécessite que IV soit une puissance de 2. Le principe de I’ algorithme consiste a décomposer le
calcul delaTFD d'ordre N = 2! en [ étapes successives.

2.1 FFT avec entrelacement temporel

[llustrons tout d’ abord la méthode par un exemple pour N = 4.

Les données sont notées =:(n) et lasuite TFD X (n).

Lanotation w représente e 727/N | ¢’ est-& dire e 727/4. On peut remarquer que w” = 1 et w™/2 = —1.
Pour N =4, w*=1 e w?=-1.

lasuite TFD sécrit :

X(0) = z(0)+z(1) +2(2) + z(3) = (x(0) + z(2)) + (=(1) + z(3))

X(1) = z(0) +w'z(l) +w?z(2) + w?z(3) = (2(0) — 2(2)) + w' (z(1) — z(3))
X2) = 2(0) +w’z(1) + w'z(2) + w’2(3) = (2(0) + 2(2)) — (x(1) + z(3))
X3) = z(0) +w?z(1) +wlz(2) + wz(3) = (2(0) — 2(2)) — w' (z(1) — z(3))

Lesdonnées (x(0), z(1),...,z(N — 1)) sont regroupées en 2 paquets : un paquet formé des données d’indices
pairs (z(0),z(2),...,z(N — 2)) etun paquet formé desdonnées d’indicesimpairs (z(1), z(3), ...,z (N — 1)).
Soit pour N = 4, un paquet (z(0), z(2)) et un paquet (z(1), z(3)).

Puis sur chaque paguet on effectue une DFT d’ ordre N/2 et on combine les résultats de ces 2 DFT pour obtenir
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celled’ ordre N. Ce qui donne, toujours pour N = 4:

Xg — TFD _YO = XotXo —_ X0:Y0+ZOZX0+X1+X2+X3

__|ordre —y. =
S\ R

— X1=Y 1 W Z =X P WX - XWX

X1 — TFD -—-ZO = X1+X3 — Xo=Y - Zo=Xg- X1+Xp - X3

ordre
X3 INf2=2 Z1=X1- X3 D — Xa=Y1 - WZ1=X0 - WiXg - Xp +W'Xg

Pour obtenir les 4 valeurs X (k), il suffit donc de calculer 2 DFT d’ordre N/2 = 2 et de combiner les résultats
2 a2 al’ade d'une addition et d’une multiplication au maximum, pour chaque valeur X (k). Cette étape est
appel ée étage de «papillonsy , pour des raisons évidentes liées a la forme du schéma de calcul. Ce résultat se
généralise atoute valeur valeur de N multiple de 2. En effet :

N—-1
X(k) = Z:JU(n)e*jz’TnW]C

n=0

N/2—1 N/2—1 ik
X(kj) — x( _]271’2]7(] + Z 21+ _]271'%

=0

N/2—1 N/2—1 "
X(k) = Y 2(20)e IR 4 o2 S w(2i+ 1)e TN

=0 =0

N/2—-1 N/2-1
X(k) = y(D)e TV f k3 a(i)e TR

=0 =0

Onnotey(i) = x(2i) et z(i) = x(2i 4+ 1), pour ¢ € [0, (IN/2 — 1)]. On remarque que les 2 termes de la somme
donnant X (k) se déduisent directement des 2 TFD d’ ordre N/2 des suites y(i) et z(i) de N/2 points. On note
cesTFD Y (k) et Z(k).

Ainsi pour k < N/2 — 1, les 2 termes de |la somme se déduisent destermes derang k de Y (k) et Z (k) :

N/2-1 N/2-1 N
X(k)= Y yli)e *r 7 N4k 3 2(i)e TRE = Y (k) + wPZ (k)
=0 =0
Pour k& € [N/2,(N —1)], on peut écrire k = k' + N/2, avec k' € [0, (N/2 — 1)]. De plus, comme quelque soit
i entier e=72™ = 1, on peut déduire X (k) destermesderang k — N/2 des2 TFD Y (k) et Z (k) :

N/2—1 ' N/2—-1 i
X(k) = 3 y@e N7 4k N z(i)e TN

=0 =0

N/2—1 , N/2—1 .

B i(k+N/2) o i(k+N/2)

X(k) = Y y@e TR 4wk Y z(i)e TR

=0 =0

N/2—1 o N/2—1
X(k) = Z y(i)e *TVE 4k Z z(i)e 927 73

=0 =0

X(k) = Y(k—-N/2)+w"Z(k— N/2)

En conclusion, pour tout N multiple de 2, on peut calculer chague terme X (k) de la TFD d’ordre N en
combinant, al’aide d’au plus 1 multiplication et 1 addition, 2 termes des TFD d’ ordre N/2 des 2 suites y(7) et
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z(i) de longueur N/2, formées respectivement des termes d’indices pairs et des termes d'indices impairs de la
suite z(n). Ennotant Y (k) et Z (k) lesTFD d’ ordre N /2 de ces suites on peut écrire:

Pour k € {o, % - 1] X (k) =Y (k) +w* Z(k)
Pour k € g N - 1} X(k) =Y (k- N/2) + wFZ(k — N/2)

On appelle «papillony , I'étape de calcul consistant acalculer 2 points dela TFD d'indices distants de N/2, par
exemple X (k) et X(k + N/2) avec k € [0, N/2 — 1]. Le calcul de ce couple de valeurs dela TFD d ordre N
utilise le couple de valeurs Y (k) et Z(k) des TFD d’ordre N/2:

N X(k) =Y (k) +wFZ(k)
Pour k€ [0’ 2 1} { X(k+ N/2) = Yy, + w*N2Z(k) = Y (k) — w* Z(k)

Chague papillon nécessite 1 multiplication et 2 additions ou soustractions.

Ainsi tout TFD d'ordre N multiple de 2, peut se calculer al’aide de 2 TFD d'ordre N/2 et d’'un étage de
N/2 papillons.

La complexité de calcul, pour la TFD d ordre N est donc égale a celle de 2 TFD d'ordre N/2 plus celle
de N/2 papillons. Si on suppose que les TFD d’ordre N/2 sont calculées directement (sans algorithme effi-
cace), on peut dire que:

Lecacul dune TFD d ordre N pair, avec cet algorithme, demande:

2 2 .
2 (&) =4 multiplications complexes
Lecalcul de2 TFD d'ordre N/2: ( 2 ) 2 P -p.
24 (% - 1) =N (% - 1) additions complexes

5 multiplications complexes

Lecalcul de N/2 papillons: { N additions/soustractions

Soit un total de )
N+ N multiplications complexes
NTQ additions complexes

au lieu de:
{ N2 multiplications complexes

N(N —1) additions complexes

pour le calcul direct.
Ainsi pour N = 4, on abesoin de 10 multiplications et de 8 additions/soustractions complexes au lieu de
16 multiplications et de 12 additions/soustractions complexes.

Si N/2 est un multiple de 2, on peut réitérer la méthode pour le calcul des 2 TFD d'ordre N/2. Chaque
TFD d'ordre N/2 est aors calculée al’aide de 2 TFD d'ordre N/4 et de N/4 papillons, ce qui donne au total
4 TFD d ordre N/4 plus 2 étages de N/2 papillons.

D’ une maniére plus générale si V est une puissance de 2, N = 2, on peut réitérer laméthode [ fois et calculer
laTFD d’'ordre N al’aide de !l éages de N/2 papillons, avec I = log,(N). Lacomplexité de calcul d'une TFD
d ordre N devient alors celle de [ étages de N/2 papillons, soit :

15 = log,(N)4 multiplications complexes
I N = logy(N)N additions complexes

Cet agorithme est I’ algorithme de FFT avec entrelacement temporel (base 2) de Cooley-Tukey.
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Ainsi pour N = 1024 = 2'0, le calcul direct demande: 1024x1024 multiplications et 1024x1023 additions,
aors que le calcul avec I’agorithme de FFT demande: 10x512 multiplications et 10x1024 additions. Dans ce

cas, I’ algorithme divise environ par 200 le nombre d’ opérations a effectuer. L' efficacité de la FFT augmente
avec N.

Pour N = 4, le schéma complet de I’ algorithme est le suivant ;

Xo — Yo = XotXo — Xo=Y o+ Zg=Xot X1+ X X3

—_— — 1- _ 1 1
X2 - Yl = Xo- X2 — X =Y tw Zl—X0+W X1-X2-W™X3

X1 —Zo=X1+X3 — Xo=Yo - Zo=Xp- X1+Xz - X3

X3 — D71 =X1- X3 P— X3=Y1 - WZ1=Xg - WXy - Xo +W'X3

On remarque sur ce schéma que les données z(n) en entrée sont désordonnées, alors que celles de sortie X (k)
sont dans |’ ordre naturel. De cefait cet algorithme de FFT s appelle FFT avec entrelacement temporel. On verra
par lasuite qu'il existe un algorithme symétrique appelé FFT avec entrelacement fréquentiel.

Pour I'algorithme de FFT en base 2 avec entrelacement temporel, un papillon éémentaire, a I'étage ¢ (en
numérotant de 1 &l = logy,(IV)), alaforme suivante:

Uk > @ » Vk
Ui ns 2D —»@ _,@ b Vies o000
Entrée de I'étage i wed Sortie de I'étage i

A I'étape i, les indices des termes associés dans un papillon sont séparés de N, N; éant la taille des DFT
intervenant al'étape i, ¢ est adire N; = 201 = 2! /2(=i+1) — /o(l—i+1),
Le terme w*(“*) vaut :

. o k
wa(lvk) = e J 7r2Ni —

—jor £ N l—i
eI NG — k2

2.2 FFT avec entrelacement fréquentiel

Cet agorithme est symétrique du précédent. Les données temporelles x(n) restent dans I’ ordre naturel,
mais les résultats X (k) sont désordonnés.

Le principe consiste encore & décomposer le calcul dela TFD d ordre N = 2 en [ étapes successives. Mais
le regroupement de données se fait différemment.

Illustrons la méthode par un exemple pour N = 4.

Les données fréquentielles (X (0), X (1),...,X(N — 1)) sont regroupées en 2 paquets: un paquet formé
des données d'indices pairs (X (0), X (2),..., X (N —2)) et un paquet formé des données d'indices impairs
(X(1),X(3),..,.X((N —1))). Soit pour N=4, un paguet (X (0), X (2)) et un paquet (X (1), X (3)).

Pour N = 4, on peut écrire:

X(0) = z(0)+z(1) +x(2) + 2(3) = (z(0) + 2(2)) + (x(1) + z(3))
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X2) = z(0) +w?x(1) +whz(2) + wOz(3) = (2(0) + 2(2)) — (z(1) + z(3))
X(1) = 2(0)+w'e(1) + wle(2) + w'z(3) = (2(0) - 2(2)) + [w' (x(1) - 2(3))]
X@3) = 2(0) +wiz(1) + w'w(2) + w’x(3) = (2(0) - 2(2)) - [w! (2(1) - 2(3))]

Pour obtenir chagque paquet de résultats fréquentiels, on effectue une DFT d’ ordre N/2 sur des données résultant
d’'une étape de papillons sur les données z(n).

+
8

1

Xo TFD |— Xo

Xy ordre o x
N/2=2 2

X2 TFD [, X1
ordre

X3 N/2=2[—> %3

On adonc un étage de 2 papillons suivi d'un étage de 2 DFT d'ordre N/2 = 2.

Cerésultat se généralise atout valeur de NV multiple de 2. En effet :

N-1

X(k) = Zx(n)e_ﬂ’rnﬁk
n=0
N/2-1 o N-1 N
X(@2i) = > an)e TV + Y a(n)e W
n=0 n=N/2
N/2—1 N/2—1 .
X@) = Y am)e TV 4 Z (m + NJ2)e 727 3
n=0
N/2—1 o
X20) = Y (aln) +a(n+ Nj2)) e R
n=0

Ainsi les N/2 termes X (k) de rang pair sont égaux aux termes de la TFD d'ordre N/2 de la suite de N/2
vaeurs (z(n) + z(n + N/2)), avecnentreOet N/2 — 1.

De méme pour les termes X (k) de rang impair :

X(k) = Y an)eTw

n

N2 2i+1 N-l 2i+1
X@2i+1) = 3 am)e T 4 Y an)e T
n=0 n=N/2
N/2—1 . N/2-1 . ;
X@2i+1) = Y an)e RN - 3T p(m 4 Nj2)e IR IR
n=0 m=0
N/2-1 o
X(2i+1) = Z w" (x(n)—x(n+N/2))e_j27rN_/2
n=0

les N/2 termes X (k) derang impair sont égaux aux termes de laTFD d’ ordre N/2 de lasuite de N/2 vaeurs
w™(z(n) —z(n+ N/2)), avecn entreO et N/2 — 1.

D’une maniére générale st N est une puissance de 2: N = 2, on peut réitérer la méthode [ fois et calcu-
ler laTFD d’'ordre N al’aide de [ étages de N /2 papillons., avec [ = log, (V). La complexité de calcul d’'une
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FFT avec entrelacement fréquentiel est identique a celle de la FFT avec entrelacement temporel.

Pour I'algorithme de FFT en base 2 avec entrelacement fréguentiel, un papillon élémentaire, a I'étage ¢ (en
numérotant de 1 &l = log,(IV)), alaforme suivante:

Uk =@ > Vi
Uksn/2 :@ :@ » Vica nJ2
Entrée de I'étage i whkD Sortie de I'étage i

A I'étape i, Les indices des termes associés dans un papillon sont séparés de N, N; étant la taille des DFT
intervenant al'étape i, ' est adire N; = N/2°. Et le terme w?("F) vaut :

) _iom —k_ o k2! i—1
wﬁ(z,k) —e Jjom 3N, — 67]27TW _ ,wl~c2Z

2.3 Bitreversal

On remargue que dans les 2 cas précédents: FFT avec entrelacement temporel et FFT avec entrel acement
fréguentiel, I’ ordre entrelacé est obtenu a partir de I’ ordre naturel en appliquant une technique dite du « bit

reversal ».
Cette technique consiste a érire en binaire I'indice dans |’ ordre naturel puis a retourner I’ ordre des bits

pour obtenir lareprésentation binaire de I’indice correspondant dans I’ ordre entrelacé.
Par exemple pour N = 4:

indices représentation représentation indices

ordre naturel  binaire retournée ordre entrelacé
0 00 00 0

1 01 10 2

2 10 01 1

3 11 11 3

2.4 Formulation matricielle del’algorithme de Cooley-Tukey

On utilise les mémes notations que précédemment :

N =2

w = e~ . On utilise lefait que w” = 1 et que w™/2 = —1

Oniillustre I’ algorithme pour le cas N = 8, I = 3. Et on présente I’ agorithme avec entrelacement frégquentiel.
— OncaculelaTFD delasuite x(n) avec n € [0, 7]

— On note la suite transformée X(n) avec n € [0, 7]

On décompose lesindices n et k (qui sont comprisentre O et 7) enbase 2:

n = n222 + n121 + n020
k= k2% + ky2' + ko2°
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On effectue le produit nk en développant selon k&, (11 suffirait de développer selon n pour obtenir | algorithme
avec entrelacement temporel) :

wnk — wnkg 22 wnkl 21 wnko

wnk — w(n222+n121+n0)k222w(n222+n121+n0)k121w(n222+n121+n0)k0
wt = 1=

wnk‘ — wnok‘QQQw(TLlQl-l—no)lelw(n222+n121+n0)k0

7
X(n) = Zx(k)w”k
k=0
1

1 1
X(n) = Z {Z (Z -T(k’Q,kilakl)wnokﬂg) w(2”1+”0)k121] w(An2t2n1+n0)ko

ko=0 |k1=0 \k2=0
On aainsi décomposé la sommation unique sur k en 3 = log,(8) sommations sur ko, k1, k.

Si on effectue la sommation sur k», on obtient un terme:

1

w1(no ki ko) = . w(ka, by, ko)w™ke?
k=0

z1(no, k1, ko) = 2(0,k1, ko) + z(1, k1, ko)w'™

Si I’on considére I’ ensemble des valeurs x; que I’ on peut obtenir en donnant aux indices ny, k1, ko toutes les
valeurs possibles, on obtient 8 valeurs z; (n) avec n € [0, 7] qui vérifient lesrelations:

(i) = x()+uwlz(i+4) pour <3
r1(i+4) = z(i) —wz(i +4)
avec 1 = n022+k12+k0

On peut regrouper les valeurs de z; 2 par 2 pour former des paires duales que |’ on calcule a partir de 2 noeuds
de méme indice de I'étape précédente. Les indices de 2 noeuds duaux étant espacés de4 = N/2 . L’ ensemble
des relations précédentes peut s'écrire sous laforme matricielle:

(29007 [1 00 0 «® 0 0 0 ][ =(0) ]
r1(1) 0100 0 w 0 0 z(1)
71(2) 0010 0 0 w0 z(2)
z13) ] |0 001 0 0 0w z(3)
r(4) | |1 000 —w 0 0 0 z(4)
71(5) 0100 0 —-w 0 0 z(5)
71(6) 0010 0 0 —w’ 0 z(6)
| z(7)] [0 001 0 0 0 —w || z(7)

Cesrelations peuvent aussi se représenter sous la forme graphique de «papillonsy :

x(0) W Wy,:@ X1(0)
X(1) - D x1(1)
@) =<0 X0
x(4) >4(><><Mé Xi(4)
x(5) *D X1(5)
X(6) X1(6)

X(7) T~ x(7)
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La deuxiéme étape est la sommation sur k; :

1

za(no,ni ko) = Y. ai(ng, ki, ko)w o)k
k1=0

x2(no,n1, ko) = x1(no,0,ko) + z1(no, 1, ko)w4n1+2n0

avec w'™ = (_1)n1

En donnant aux indices ng, n1, ko toutes les valeurs possibles on obtient les relations duales:

xo(i) = x1(i) +w?™x(i+2) pour i<3
(i +2) = z1(i) — w?™z (i + 2)
aveC ¢ = 4ng+ky Cestadire n; =0

Lesvaleurs de x5 se calculent 2 par 2 & partir des 2 valeurs de 2; de mémes indices de |'étape précédente. Les
noeuds duaux étant espacés de N/2> = 2. Lesrelations précédentes correspondent alaforme matricielle:

(220007 [1 0 «w* 0 00 O 0 17 21(0) ]
xo(1) 01 0 w 00 0 0 x1(1)
72(2) 10 -’ 0 00 O 0 x1(2)
z23) | |01 0 —w® 00 0 0 z1(3)
z(4) | |0 0 O 0 1 0 w?> 0 x1(4)
x2(5) 00 O 0 01 0 w? x1(5)
72(6) 00 0 0 1 0 —w? 0 71(6)
L 2(7) | [0 0 0 0 01 0 —w?||zi(7) |

Ces relations peuvent auss se représenter sous la forme graphique de papillons:

x1(0) D X;(0)
K(l) e ® (1)
X1(2) D X2
x() B S
X1(4) \/V=@ Xo(4)
X1(5) :@ X2(5)
x1(6) >N$@ X2(6)
x1(7) \_‘@ x2(7)

%

L’ exposant de w dans les relations précédentes est obtenu en divisant logiquement ¢ par 2 et en retournant le
résultat.

Enfin latroisiéme étape est la sommation sur &, qui conduit alarelation:

1

z3(ng,ni,ng) = Z xz(no’nl’ko)w(4n2+2n1+no)ko
k=0
z3(no,n1,m9) = wa(no,n1,0) + T2(ng, ny, 1)winzt2ntno)
avec w'™ = (-1)™

Ce qui conduit aux relations duales:

x3(1) = xo(i) + w™ T 0xy(i 4 1)
z3(i+1) = x9(i) — w?™T0gy(i 4 1) pour i pair
avec 1 = 4n0 + 2n4

Les valeurs de x3 se calculent 2 par 2 a partir des 2 valeurs de 2, de mémes indices de I'étape précédente.
L es noeuds duaux étant espacés de N/2° = 1. L’ exposant de w s obtient en divisant logiquement i par 1 et en
retournant le résultat.
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Les relations précédentes correspondent alaforme matricielle:

- - - 0 - -

23(0) 1 w° 0 0 0 0 0 O x2(0)
r3(1) 1 —w® 0 0 0 0 0 0 xo(1)
73(2) 0O 0 1 w2 0 0 0 0 72(2)
z33) | |0 0 1 —w*> 0 0 0 O 72(3)
z3(4) | |0 0 0 0 1 w' 0 0 xo(4)
23(5) o 0 0 0 1 —wt o0 o0 x2(5)
73(6) o 0o 0 O 0 0 1 wd 22(6)
| 23(7) | 0 0 0 0 0 0 1 —w || z(7) |
Relations qui se représentent graphiquement par :
X2(0) ——D X3(0)
%(1) — 0 %)
X2(2) ————>®D X3(2)
X2(3) 5 x(3)
X2(4) D X3(4)
Xo(5) ——————=p x3(5)
X2(6) w——D X3(6)
xa(7) —— 0 x(7)

Cette derniére suite de valeurs est égale ala suite cherchée X(n) mais dans le désordre:

X(na,n1,n0) = x3(ng, n1,n2)

En résumé:
[ X0)] [a30)] [1 «* 0 0 O O 0 0O ]
X (4) r3(1) 1 -« 0 0 0 0 0 O
X(2) 73(2) 0 0 1 w* 0 0 0 0
X6 | @B | |0 0 1 —w0 0 0 0
X | " |a@ |~ lo 0o 0o 0o 1 w o o |F
X(5) z3(5) 0 0 0 0 1 —wt 0 o0
X (6) 73(6) o 0o 0o 0 0 0 1 w
x| =@ |0 0 0 0 0 0 1 —w |
(10 » 0 00 O 0] [1 000 w 0 0 0 ] [ z(0)]
01 0 w 00 0 0 0100 0 w 0 0 z(1)
1o —w 0 00 0 0 0010 0 0 w® 0 z(2)
01 0 —-w” 00 0 0 0001 0 0 0 x(3)
00 0 0 10 w 0 |[“|1000 - o0 0 0 z(4)
00 O 0 01 0 w? 0100 0 —-w 0 0 z(5)
00 O 0 10 —w? 0 0010 0 0 —uw’ 0 z(6)
|00 0 0 01 0 —w*] [0O0O01 0 0 0 —w’ | [ x(7)
x(0 2D D o o
3 = e W ———=o =0
wSe=———tu — % —=0 35
X N
— A== U =
x(6) D X1(6) _ X2(6) wi—p® X3(6)
x(7) S x1(7) O %o(7) — 7 % (7)

Laméthode illustrée pour N = 8 se généralise pour tout /N puissance de 2.
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2.5 Autresalgorithmesde FFT

Il existe de nombreux autres algorithme de FFT, qui S appliquent par exemple au cas ol N n’est pas une
puissance de 2.

Lorsgue N est une puissance de 4, on peut appliquer un algorithme de FFT en base 4, plus efficace que
I” algorithme en base 2. Le nombre d’ opérations nécessaires éant alors de:

log, (V)2 multiplications complexes
log,(N)N additions complexes

2.6 Utilisation dela FFT pour la convolution rapide
Soit la suite (u(n)) convolution de lasuite (z(n)), de durée P, et dela suite (y(n)), de durée Q.:
P—

un) = 3 a(i)y(n )

=0

[y

lasuite (u(n)) apour durée P + @ — 1.

On peut calculer directement les (P+Q-1) valeurs de la suite (u(n)). Ce calcule nécessite P(Q + 1) multi-
plications pour () > P). Si P et () sont grands, il peut étre efficace de faire ce calcul par FFT.

Pour cela, on compléte par des zéros les suites (xz(n)) et (y(n)) de fagon qu’ elles aient toutes les deux N
points, ou N est une puissancede 2 telleque N > P + @ — 1.
Appelons (z;(n)) et (y;(n)) les suites prolongées par des zéros.
Lasuite (z;(n)) = (z;(n)) ® (y;(n)) coincide avec lasuite (u(n)) sur ses P + @ — 1 premiers points.
Pour calculer lasuite (u(n)), il suffit donc de:

1. compléter les suites (z(n)) et (y(n)) par des zéros pour qu’elles aient N points,avec N > P+ @ — 1.
2. Calculer par FFT les suites X;(k) et Y;(k) : DFT des suites (z;(n)) €t (y;(n)).

3. Calculer lasuite Z;(k) produit des suites X; (k) et Y;(k) :Z;(k) = X;(k) x Y;(k)

4. Cdculer lasuite z(n) par FFT inverse de Z;(k)

5. Identifier (u(n)) avecles P + @ — 1 premiers points de z(n).

Le nombre d’ opérations a effectuer est de:
3 FFT (directes ou inverses) de IV points + N multiplications complexes, ¢'est adire:

3 Nlogy (N) + N multiplications complexes
N log,(N) additions complexes

Cequ'il faut comparer au calcul direct: P(Q + 1) multiplications et additions réelles.

Exemple numérique: P = @ = 500

On choisirait N = 1024.

Le calcul direct demanderait 500 x 501 multiplications et additions réelles.

Lecalcul par FFT demanderait environ 1500 x 10 + 1000 soit 16000 multiplications complexes. Une multipli-
cation complexe demandant 4 multiplications réelles, on constate que le gain de calcul par FFT serait de:

500 x 500
16000 x 4
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2.7 Calcul deconvolution par section d’une des suites

Souvent |" une des suites est beaucoup plus courte que I’ autre. Le calcul peut alors se faire en sectionnant la
suite la plus longue en sous-suites.

Appelons (z(n)) lasuite courte de longueur P et (y(n)) la suite longue de longueur Q.

(y(n)) est coupée en suites de longueur M > P.

Laconvolution totale de (x(n)) et (y(n)) est obtenue en sommant correctement les convolutions de (z(n))
avec les sous-suites de (y(n) ). Ces petites convol utions sont cal culées par exemple par FFT. Lerésultat coincide
sur P+ M —1 premiers points avec les bonnes valeurs. Les petites convol utions se superposent 2a2 sur (P —1)
points.

o

ya(n)

u(n)

y2(Nn)

uz(Nn)

y3(Nn)

us(n) : , , , ,
u(n) = x(n) * y(n) : S —

Cette méthode permet de limiter lataille de la mémoire nécessaire.
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EXERCICES ET PROBLEMES

Exercice 1 : Calculer latransformée de Fourier discréte de la suite (%;,) formée de N = 8 points (n € [0,7]),
obtenue en échantillonnant alafréquence f. = 16 Hz le signal x(t) :

x(t) = 2sin(8nt) + 8 cos(4nt)

Exercice 2 : Cdculer laTFD delasuite z,, suivante:
x, est formée de N = 24 points obtenus en échantillonnant le signal x(¢t) = 3sin(8nt) + 4 cos(67t) ala
fréquence f, = 24 Hz.

Exercice 3 : Comparer le résultat de la convolution linéaire et de la convolution circulaire des 2 suites s,
et y,, suivantes:

z,=1 pour 0<n<3
x, =0 pour n¢]0,3]

Yp=2 pour 0<n<3
yn =0 pour n ¢ [0,3]

On appellera z, le résultat de la convolution linéaire:

3
Zn = Z TpYn—k
k=0

et ¢, lerésultat de la convolution circulaire:
3
tn = ) Tk
k=0

ou ||n — k|| signifie n-k modulo N = 4.

Exercice4: Pour N = 4, laTFD delasuite: xg, x1, z2, z3 S€crit: Xo, X1, Xo, X3 avec:

3
_iopnk
Xk:Z:cne 32

k=0
g Xo

1) Ecrire lamatrice de passage du vecteur 2 au vecteur ?g .Onnoteraw = e %1,
x3 X3

2) Quel est le nombre de multiplications et d' additions a effectuer pour effectuer le calcul dela TFD sans algo-
rithme particulier?

3) Chercher & décomposer le calcul en 2 étapes pour diminuer le nombre d' opérations globales. Par exemple,
commencer par grouper les indices pairs et les indices impairs séparément.



CHAPITRE |V

SIGNAUX ALEATOIRES

E LA MEME MANIERE gu’une variable aléatoire est un ensemble de valeurs caractérisé par une loi de
probabilité, on appellera signal aléatoire ou processus aléatoiren ensemble de fonctionsauquel on
adjoint une loi de probabilité.

Existe-il des signaux naturels qui soient intrinsequement aléatoires? La plupart des phénomeénes non-
guantiques peuvent étre décrits a I’aide d'équations de la physique: le jeu de pile ou face, s I'on connait
les caractéristiques physiques de la piéce, I'impulsion donnée, la densité et la composition de I’ air, la tempé-
rature, la pression atmosphérique, la gravité locale, est un jeu dont le résultat est parfaitement prévisible. De
méme pour le tirage du loto. Simplement le systéme dépendant d’un trop grand nombre de variables et de
paramétres devient trop compliqué adécrire. D’ autres exemples sont le signal de parole, I'électromyogramme
ou la mesure de I’ activité cérébrale, dont on peut espérer qu'ils ne résultent pas de «tirages au hasard », sont
caractérisés comme des signaux al éatoires. D’ autres signaux sont impossibles acaractériser «a priorix». Il s agit
en particulier d’un message transmis sur une ligne téléphonique (ou autre) : du point de vue du récepteur, ce
signal est aléatoire jusqu'a saréception. En effet si ce signal était déja connu du récepteur, son contenu informa-
tionnel serait nul et il serait inutile de le transmettre. Ainsi, on pourra modéliser comme des signaux aléatoires
les signaux dont le processus de production est trop compliqué adécrire, ou méconnu, ou des signaux pour
lesquels I aléa provient de la propre incertitude de |’ observateur. A partir d’ un modéisation probabiliste, il faut
alors espérer que I’ on pourra aboutir a une caractérisation intéressante et a des outils de traitement qui pourront
permettre d’ extraire de I’information des signaux aléatoires.

Notation :

On notera X (¢,w) un signal aéatoire X. Il s'agit d’un ensemble de fonctions de lavariable ¢, cet ensemble
étant indexé par lavariable w. Un signal aléatoire est une quantité bivariée, dépendant alafois du temps et de
I’épreuve w. Lorsque I'épreuve est fixée, par exemple w = w;, on obtient une réalisationdu processus aléatoire
que I’on notera X (t,w;) ou plus simplement x;(¢). Lorsgque la variable ¢ est fixée, le processus aléatoire se
réduit alors a une simple variable aléatoire. En considérant le processus pour ¢ = %, on obtient ains une
variable aléatoire X (¢;,w), quel’on notera X;(w), ou X;. Enfin, on notera z; les valeurs prises par la variable
aléatoire X;.

1 Description d’un signal aléatoire
Les signaux aléatoires pourront étre caractérisés par le biais de deux types de description : une description

compléte qui permet de caractériser complétement le processus, mais qui nécessite une connaissance énorme,
€t une caractérisation partielle, a partir des moments du processus al éatoire.

1.1 Description compléte

X(t,w) est connu si Vty,ta,. .., 1, € Yk, on connait laloi conjointe
Pxiy,Xo,..., Xk(90179027---7$k)7
ou X1, Xo, ..., X} sont les variables aléatoires associées aux k instants: X (4,w), X (t2,w), ..., X (tx,w). En

fait, ceci est équivalent adire que I’ on connalt X (¢,w) s I’on connait les lois de toutes les variables aléatoires
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X (t;,w), @nsi que toutes les interactions entre ces variables, et ceci Vi...La connaissance a avoir est donc
gigantesque, et le plus souvent inaccessible, et I’ on devra se contenter d’une description partielle

1.2 Description partielle

1.2.1 Description aun instant

On dit que X (¢,w) est connu aun instant, si, V¢, on connalt laloi de lavariable aléatoire X (t,w). Celle-
Ci est simplement une variable aléatoire au sens habituel, que I'on peut en général (si ceux-ci existent et hors
guelques cas de figures exceptionnels) caractériser al’ aide des moments

Moments: on notera

x(t1) =E{X(t1,w)} = /$1PX1(901)d$1 (IV.2)

() =E{X (W)} = [ afpx(a)dn (v

Rappelons avec force que E {} désigne I’ espérance mathématique, que I’intégrale est prise sur le domaine
de variation de |’ «xamplitude» de Xj, c'est-&-dire de X (¢,w) considéré al’instant fixé ¢;. L'écriture

E{X(tw)} = [ XOp(X(tw)dt

(trop) souvent rencontrée dans des copies, indigue une incompréhension attristante et constitue une erreur
impardonnable.

1.2.2 Description a deux instants

On dit que X (¢, w) est connu a deux instants, i, Vi, to, on connait laloi conjointe des variables aléatoires
X(tl,w) et X(tg,w) .
Px1, X, (21, 22)  estconnue Vi, to.
La connaissance a deux instants nécessite donc de connéitre le lien statistiqueentre X (4,w) et X (t2, w).

Notion de covariance:
On appelle

Cx(tl,tg) =E {X(tl)X(tQ)*} = //1‘1.%'5]9)(17)(2(1‘1,%‘2)(1%1(1%2

fonction de covariance." 11 S agit dans le cas général d’ une fonction bivariée qui permet de quantifier un certain
«lien statistique» entre les variables aléatoires X; et X,. Dans la mesure ou I’ argument de |’ espérance mathé-

matique fait intervenir le produit de deux variables aléatoires, et est donc homogéne aun «carré», on parlera
de caractérisation a I'ordre 2.

Remarque: En général, on ne peut pas exprimer la distribution conjointe px, x, (z1, z2) en fonction des dis-
tributions px, (z1) et px, (x2), sauf dans le cas ou les variables sont indépendantesOn aaors
Px1, %, (71, T2) = px, (71)px, (22),
et lafonction de covariance s'écrit simplement
Cx(t1,t2) = E{X (1) X (t2)"} = E{X(t1)} E{X(t2)"},
soit Cx(tl,tg) = mx(tl)mx(tg)*.

Lorsqu’'un tel signa est centré ¢’ est-&-dire de valeur moyenne nulle, alors C'(4,t2) = 0, pour t; # to. Cetype
de signal aléatoire est appelé bruit blanc (au sens strict).

1. Entouterigueur, il faudrait réserver le terme de covariancealaformule précédente appliquée ades signaux centrés pour lesquels
on a aors simplement une extension de la notion de variance d' une variable & deux variables aléatoires. Il s agit ici d’une fonction
puisque ces deux variables dépendent respectivement de t; et ¢2. Lorsque les signaux ne sont pas centrés, on pourrait parler de moment
d ordre 2 croisé.
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2 Propriétésfondamentales

2.1 Stationnarité

La stationnarité est une propriété particuliérement importante pour |’ analyse des signaux aléatoires.

Définition 1 On dit qu’un signal aléatoire est stationnaire si ses propriétés statistiques sont invariantes par
translation dans le temps.

En ce qui concerne la description compléte, ceci se traduit par

PX(t1),X(t2),...X (ty) = PX(t1—7),X(ta—7),...,. X (t,—7)>

ets =t
pX(tl),X(tg),...,X(tk) = pX(tl —t),X (t2—tg),...,X (0)*
Ladistribution conjointe ne dépend plus alors que de k — 1 paramétres, au lieu des k paramétres initiaux. Ceci
vase prolonger aladescription partielle: les moments, qui dépendent dans le cas général del’ instant considéré,
deviennent des quantités indépendantes du temps dans | e cas stationnaire. Lafonction de covariance Gy (¢4, t2)
devient quant-a-€lle une quantité dépendant uniquement de I'écart entre 4 €t ¢s.
Pour la description partielle aun instant, on aainsi

Px(t1) = PX(t1—7) = - — PX(0)-

Toutes les variables X (¢;,w) possédent ainsi laméme loi aun instant. Par suite,
E{X(t)"} =E{X(t; —7)"}=...=mP.

On en déduit donc gue tous les moments sont indépendants du temps
A deux instants, la distribution conjointe ne dépend que de I'écart entre les deux instants et non des instants
eux-mémes:

PX(t1),X(t2) = PX(t1—t2),X(0)-

On en déduit donc que
Cx(t1,t2) = E{X(t1)X(t2)"} = E{X(t1 — t2)X(0)"} = E{X(0)X (t2 — t1)"} = E{X ()X (t — 7)"},

avec ¢ quelconque et = = ¢; — 9. La covariance devient une fonction de corrélationqui ne dépend que de
I'écart de temps. On pose

Rx(1)=E{X({t)X({t—-7)"}.

On peut vérifier la stationnarité en calculant tousles moments, a tous les ordres. Ceci n'est pas forcément
utilisable, et on se contentera souvent d’étudier une stationnarité au sens faiblépar opposition alastationnarité
stricte), en définissant une stationnarité al’ordre 1 — le moment d' ordre 1 est indépendant du temps, et une
stationnarité al’ ordre 2— moment d'ordre 1 et fonction de covariance invariants par translation dans le temps.

Exercicel: Si
X(t,w) = A(w) cos (2 fot),

ou A(w) est une variable gaussienne centrée et de variance o2, vérifiez que X (t,w) est stationnaire a
I’ordre 1 maispas al’ordre 2.
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2.2 Ergodisme

L’ ergodisme est une propriété trés souvent employée, mais non vérifiable, &I’ exception de quelques do-
maines de la physique. En traitement du signal, I’ ergodisme sera |e plus souvent un postulat nécessaire pour
travailler.

On considére un signal aéatoire X (¢, w). On note x;(t) les différentes réalisations de ce signal. On définit

(a7) = lim — / (1),
7

T—+oco T

la moyenne temporellgrise sur laréalisation 4, durant toute son histoire. De la méme maniére, on définit les
moyennes temporelles signal aléatoire X (¢, w) par

n\ __ : l n
(X (¢, w) >_TETOOT/[T}X@,W) dt.

Dans le cas général, cette moyenne est une variable aléatoire, /(™ (w) dont les réalisations sont les (27'). Dela
méme fagon, on définit des moyennes temporelles croisées, comme

. 1
(X(tw)X(t—7,w) = lm = /m X (t,w) X (¢ — 7, w)dt.

Définition 2 Le signalX (¢, w) est dit ergodique si les moyennes temporelles sont des nombres certains.

Cette propriété entraine donc, puisgue (.) est une variable certaine, que toutes les «réalisations» prennent la
méme valeur. En ce qui concerne les moments, on aains (X (¢, w)") qui est un nombre certain, ce qui entraine
() = (z5) = ... = (z%). On notera ;.(™) ce nombre.

Il est d’ une grande importance pratique d avoir alafois stationnarité et ergodisme. En effet, dans ce cas de
figure, les moyennes d’ ensemble (les espérances mathématique) et les moyennes temporelles sont égales.

Exemple (moments).
Ona

n _ . 1 n
(X(t,w) >_TETWT/[T]X(t,w) dt.

Si le signal aléatoire est ergodique, alors (X (t,w)") est un nombre certain et
E {(X(t,w)")} = (X(t,w)") = u™.

Par conséquent,

1
P = (X)) = dim o[ B (X (@)

1 n
= w7 BAX e

= E{X(t,w)"} = mg?),

ou la derniére ligne a été érite en utilisant le fait que E { X (¢,w)"} ne dépend pas du temps si X (¢,w) est
stationnaire.
Dans le cas stationnaire et ergodique, on adonc

E{X(tw)} = Jim - /m X (¢, w)"d,
ce qui signifie que |’ on peut calculer les espérances mathématiques en effectuant des moyennes temporelles sur
des réalisations quelconques du signal. Ceci est d’ une grande importance pratique, car il est rare que I'on dis-
pose de plusieurs réalisations du processus (et encore moins d’ une infinité), et de sa distribution de probabilité.
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Notons cependant qu’il est au moins aussi rare que |’on dispose de réalisations du signal de —oco @ +o0; on
ne pourra donc pas calculer exactement la valeur des moyennes par la formule précédente. On se contentera
d’approcherle résultat par des moyennes temporelles sur la durée ou est connu une réalisation du processus.
On parle alors d’ estimation

Exemple (covariance).
Ona

. 1
(X(tw)X(t—7w) = lm = /m X (t,w) X (¢ — 7, w)dt.

Si le signal est ergodique, il vient

(X(t,0)X(t ~7w)) = lim_ % /m E{X(t,w)X(t — 7,w)} dt,
et par stationnarité,
E{X(t,w)X(t —T,w)} = Rx(1)

est indépendant du temps ¢. Dans ce cas, on obtient
<X(t’ w)X(t - T, w)> =E {X(t’ w)X(t -7, w)} = RX(T)’
soit finalement

. 1
Rx(r) =E{X(tw)X(t - myw)} = lim /m X (t,w) X (¢ — 7, w)dt.

2.3 Lesyndromegaussien

Le signal aléatoire gaussien est déduit de la variable aléatoire gaussienne. Le signal aléatoire gaussien est
trésimportant en traitement du signal en raison de safacilité d’ emploi, de |’ optimalité des méthodes du second
ordre pour les signaux gaussiens, et par son omniprésence liée au(x) théoréme(s) central limite.

On rappelle que X (¢,w) est connu, au sens de la description compléte, si I’on connait la distribution
conjointe

DX ()X (), X (1) (X1, T2, x) Vi, ta, ...ty € VE.

Le signal est un processus gaussien s tous les X (#;,w) sont des variables aléatoires gaussiennes. Or on sait
gu’ une variable aléatoires gaussienne est entiérement caractérisée par ses deux premiers moments. La descrip-
tion & un instant nécessitera donc de connaitre my (t) Vt, tandis que la description & deux instants impose
de connaitre Cx (t1,t2) Vt1,t2. dans le cas d’'un processus stationnaire, ceci se réduit ala connaissance de la
moyenne mx et de lafonction d' autocorrélation Rx (7).

Enintroduisant |e vecteur X (w) de dimension &

X(w) = [X(t1,w), X(t2,w), ..., X (tg,w)],

ladistribution du vecteur gaussien X (w) est

—;ex - 1ac—7n ‘R x—m
pxiw) = b det R {2( X X)}’
ou
mX:E{X(w)} = [mX(tl)va(tQ)v"'7mX(tk)]t7
= mx[l, 1, ...,1]" dansle cas stationnaire,
et
E{X.(t1,w) X (t1,w)*} E{X (t1,w)Xc(t2,w)*} ... E{X.(t1,w)Xc(tg,w)*}
} EA{ X (t2,w)Xc(tg,w)*}

R=E{X . (w)X!w)} = E{Xc(tQ,W?Xc(tl,w)*} E {X.(t2,w) X (to,w)*

c

E{Xc(tk,ijc(tl,w)*} EA{ X (tg,w) X (to,w)*} E{Xc(tk,ijc(tk,w)*}
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ou X . désigne lesignal centré: X, = X — mx. On obtient finalement

Rx(O) Rx(tg—tl) Rx(tk—tl)
| Bxli—) Rx(®) .. Rx(te—t)
Rx(ti—ty) Rx(ta—te) ...  Rx(0)

dans e cas stationnaire. Leterme mx est lamoyenne du vecteur gaussien X (w), et R est lamatrice de corréla-

tion. Ladistribution p(X (w)) n’est autre que ladistribution conjointe des k variables aléatoires X (4, w), X (t2,w), ..., X (¢
Par conséguent, si |I’on connait lamoyenne my (t) et lafonction de covariance Cx (1, t2), ou lamoyenne mx

et lafonction de corrélation Ry (7) du processus (dans le cas stationnaire), on est capable d'écrire la distribu-

tion conjointe, et ceci quelque soient les ¢; et pour n'importe quelle dimension k. Ainsi, dans le cas gaussien,

la connaissance de la moyenne et de la fonction de covariance suffit a caractériser entierement le processus

Une autre définition du processus gaussien est

Définition 3 Le processus( (¢, w) est un processus gaussien si, quelque soit la fongtion

Z(w) = / g()X (¢, w)dt
est une variable gaussienne.

On peut déduire de cette définition une propriété fondamentale des processus gaussiens: le caractére gaussien
se conserve par transformation linéaiien d autres termes, si I’ entrée d'un filtre linéaire est gaussienne, aors
la sortie du filtre est également gaussienne.
Supposons donc que Y (¢, w) est la sortie d'un filtre de réponse impulsionnelle h(t) et d entrée X (t,w).
Cette sortie s’ exprime donc sous la forme du produit de convolution
+o0
Y(t,w) = (X  h)(t,w) = / h(t — )X (r,w)dr.

—0o0

A partir de lasortie Y (¢, w), on forme lavariable aléatoire Z selon

7z = / g (¢, w)dk.

En écrivant Y (¢,w) en fonction de X (¢,w) et h(t), il vient dors

Z - / [ ;OO gt — 7)X (7, w)dtdr,

et en intégrant par rapport at et en posant alors

wry = [ gt - ot

il reste simplement
Z = /w(T)X(T,w)dT.

Si X (1,w) est, par hypothése, un signal aléatoire gaussien, alors Z est une variable gaussienne, par définition et
d aprés larelation précédente. Z ayant été introduit comme une transformation de Y (¢, w), avec g quelconque,
on en déduit que Y (¢, w) est un processus al éatoire gaussien.

Ainsi, puisque lefiltrage d’ un processus gaussien conserve le caractére gaussien, il nous restera a examiner
comment se transforment la moyenne et la fonction de corrélation, ces deux quantités suffisant a décrire un
processus gaussien stationnaire. Nous examinerons ces points dans quel ques paragraphes.

L’ importance des signaux aléatoires gaussiens, outre leur facilité d' utilisation liée a la manipulation de
seulement deux moments, provient également de I'importance quantitative des signaux gaussiens, liée au(x)
théorémes(s) central limite. |l existe en effet un certain nombre de théorémes qui indiquent qu’un mélange de
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variables aléatoires, tend, lorsque le nombre de variables dans e mélange augmente, vers une distribution gaus-
sienne. Ces théorémes se distinguent par les hypothéses faites sur les lois des variables, leurs liens statistiques
ou des hypotheses sur les conditions de mélange. Une formulation simple est la suivante:

Théoréme 2 Soit
1 N
YN = ~ Z'E:1 Xi,

ou X; sont des variables aléatoires indépendantes et de méme loi. Alors, lodsgue+oo, la variable Y3
tend vers une variable aléatoire gaussienne de moyeneede variance? /N, sim eto? sont les moyenne
et variance commune des variabl&s

Ceci indique, que comme c’est souvent le cas en pratique, lorsqu’un signal aléatoire est composé par la super-
position d' un grand nombre de «signaux élémentaires», alors le signal résultant est bien approximé par une
distribution gaussienne. Rappelons qu’il existe d’ autres théorémes limite qui prennent en compte des combinai-
sons linéaires quelcongues de variables, qui peuvent étre liés, et dont les distributions peuvent étre différentes.

2.4 Signaux aléatoires atempsdiscret

A partir des signaux aléatoires précédemment définis «atemps continuy , ¢’ est-a-dire que lavariable d'évo-
lution ¢ prend ses valeurs dans R, on définit des signaux aléatoires «atemps discret» , ou lavariable d'évolution
n prend ses valeurs dans un ensemble discret, N, par exemple. Rappelons que s'il est commode d appeler ¢ et
n des variables temporelles, celles-ci ne sont pas nécessairement homogenes a un temps: ¢ et n peuvent repré-
senter une distance, un évolution d’ une intensité de stimulation ou autre.

On note X (n,w) un signa aéatoire X, un ensemble de fonctions de la variable n, cet ensemble étant
indexé par la variable w. On notera z(n) une réalisation du processus aéatoire et on désignera par (n) ou
X (n,w;) une réalisation particuliére, obtenue pour w = w;. Lorsgue n est fixé, le processus aléatoire se réduit
alors dune simple variable aléatoire. Le processus al éatoire a temps discret ne se réduit pas a une collection de
variables aléatoires indépendantes ; ces variables aléatoires peuvent étre liées les unes aux autres, par le biais
d’une fonction de lavariable d'évolution n.

Un signal aléatoire atemps discret peut étre construit directement atemps discret, ou étre intrinséquement
de nature discréte, ou peut résulter de I'échantillonnage d'un signal aléatoire atemps continu.

Les notions de description compléte et partielles, les définitions des moments et covariance, les propriétés
de stationnarité, d’ ergodisme se transposent directement & partir du cas continu, a un trés faible aménagement
de notation prés. Nous poursuivrons donc la présentation en donnant les résultats pour ces deux classes de
signaux aléatoires, et en donnant les argumentations et exemples en se plagant tantt dans un cas, tant6t dans
I’ autre.

3 Propriétés énergétiques des signaux aléatoires stationnaires de puissance
moyenne finie

Les propriétés énergétiques des signaux aléatoires stationnaires sont décrites al’ aide des moments d’ ordre
deux, c'est-a-dire des fonctions d'auto et d’intercorréation, dans le domaine temporel, et al’aide des densités
spectrales de puissance, dans le domaine de Fourier.

3.1 Analysedansledomainetemporel

L es notions importantes sont ici les notions de fonctions de corrélation et leurs propriétés.

3.1.1 Définitions et propriétés
Définition 4 Si X (t,w) et Y (t,w) sont deux processus aléatoires conjointement stationnaires, les fonctions
d’intercorrélation et d’autocorrélation sont définies par

Ry (1) 2B {X(£,0)Y*(t — 7,0)} — lim ~

Soim /[T] X(t,w)Y*(t — 7,w)dt,
1

A * _ _ . - * _
Rxx(r) SEAX(Lw)X"(t— 1)} o T~ /[T]X(t,w)X (t — 7, w)dt,
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et, & temps discret, par

N

ny(k)éE{X(n,w) Y*(n—k w)}e?gN—H—oo Z n,w)Y*(n — k,w),

N
A . »
Rxx(k)=E{X(n,w)X*(n — k,w) e?gNl—lg-looN g X(n,w)X*(n —k,w).

Notons que si on note Ech | opérateur d'échantillonnage et Corr |’ opérateur de corréation, alors on a

Corr[Ech[ X (¢, w)]] = Ech[Corr[ X (¢, w)]];

et ¢'est bien heureux, car les corréateurs anal ogiques ne courent pas les rues.

Lesfonctions de corréation jouissent d’ un certain nombre de propriétés que nous rappelons ci-dessous.

1

(Symétrie hermitienne)

Ryx (1) =E{Y({t,w)X*(t —1,w)} = E{Y(t + 7,w) X (t,w)} = E{X(t,w)Y*(t + T,w)}" = Ry (-

Ondit que I'intercorrélation est a symétrie hermitienne.

(Parité). En appliquant la propriété de symétrie hermitienne a |’ autocorréation, on obtient
Rxx (1) = Rxx(—7).

(Centrage). Si mx est la moyenne de X (¢,w), en définissant par X.(t,w) = X (t,w) — mx le signa
centré, on a
Rxx(7) = Rx.x.(7) + mk.

(Autocorrélation et puissance). Pour un retard 7 nul, on a
Ryx(0) = E {|X(t,)P e?ngiTooT/ X (¢, w)[2dt =

Lafonction d’ autocorrélation prise pour le retard nul, Rxx (0), est simplement la puissance du signal.
On en déduit d'ailleurs que Rx x (0) > 0.

(Maximum).A partir de I’inégalité de Schwartz,
| <zy> P <<ax><y,y>,
et en utilisant < x1,x2 >= E {X;(¢)X;(t)} comme produit scalaire, on déduit que

@ |Ryx(1)]? < Rxx(0)Ryy(0), Vr,
(b) |[Rxx(7)] < Rxx(0), Vr,

Exercice 2 : Au sensdu produit scalaire défini ci-dessus, démontrez I’inégalité de Schwartz en dévelop-
pant E {|X + AY'|?} en un polyndme en \ et en notant que ce polyndme est toujours positif. A partir de
cette inégalité, retrouvez les deux propriétés de maximum.

Lafonction d’autocorréation est définie non négative

> ANRxx(mi— 1)\ >0, Vi, j.
(2

Ceci sétablit en développant E {| 3=, \; X (7:)|?}, qui est une quantité positive.

7).
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En reprenant cette démarche, on peut étudier

B {| /X(t,w) exp(—jQWft)dtQ},

expression qui nécessiterait quelques précautions d'écriture (la transformée de Fourier d’un processus
aléatoire stationnaire n’a pas de sens). En développant tout de méme, on a

E {/X(t,w) exp(—jQWft)dt/X*(t’,w) exp (jQWft’)dt'}
_ //E (X (6, W)X (#',w)} exp (—j2m f(t — ¢'))ded?
://RXX(t—t’) oxp (—j2m f(t — t'))dtdt’,

soit, enposant t — ¢ = T,

Sxx(f) é/RXX(T) exp (—j2n fr)dr > 0.

On en déduit donc que la transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation est toujours posi-
tive. On dit aussi que le caractére défini non négatif se conserve par transformée de Fourier. Ce résultat
constitue le théoréme de Bochner.

7. (Mémoire). Onavu que |Rx x (7)| < Rxx(0). On appelle

A Rxx(T) _ E{X(t,w)X*(t —1,w)}
Rxx(0)  VE{IX(t,w)P}E{X*(t - 7,0)]’}

pe(T)

le coefficient de corrélation, dont on vérifie aisément qu’il est compris entre -1 et 1. Il s agit en fait de
la fonction d’ autocorrélation normalisée par rapport a son maximum. Lorsqu’au bout d’'un temps ¢ le
coefficient de corrélation devient nul, le processus est dit a mémoirefinie.

3.1.2 Notion de bruit blanc

Un bruit blanc est un modéle de signal aléatoire «limite» que |’ on rencontrera trés souvent. Le bruit blanc
est un bruit & corrélation microscopiquec’ est-a-dire qu’ entre deux instants, si proches soient-ils, p(7) = 0.
On posg, par définition,

Ryx(r) 2 525(r),

ou §(7) est ladistribution de Dirac. On peut noter dés a présent que la transformée de Fourier de cette fonction
d autocorréation, que |’ on a déanotée Sx x (f), est une constanted amplitude Ny /2.

Sxx(f) = TF[Rxx(M)] = 2.
Par ailleurs, en se souvenant que Ry x (0) représente la puissance moyenne du signal, on constate que le bruit
blanc posséde une puissance moyenne infinie. .. 1l s'agit donc d’un modéle délicat & manipuler.

On peut distinguer plusieurs types de bruit blanc: s toutes les variables aléatoires que I’ on peut extraire
du signal sont indépendantes, le bruit est blanc, puisgque I'indépendance entraine la décorréation. Par contre,
toutes les variables peuvent étre décorrélées sans étre nécessairement indépendantes. On parlera alors de bruit
blanc au sensfort (ou au sens strict), dans le premier cas et de bruit blanc al’ ordre deux dans le second. Notons
gu'il existe un certain nombre de situations intermédiaires.

Exercice 3: Montrez qu’ un bruit blanc est nécessairement de valeur moyenne nulle.
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Exercice 4 : On considére un signal aéatoire U (¢, w) n’existant que sur I'intervalle de temps [0, 77 ; et
on s'intéresse au signal périodique

X(t,w) = Repp[U(t,w)] = U(t — kT, w

1. Montrez que Ry (7) = 0 pour 7 ¢ [T, T.

2. Montrez que Ry x (1) est une fonction périodique de période T et exprimez Ry x () en fonction
de Ryy (7’)

Exercice 5: On considére le signal aéatoire atemps discret X (n,w), d’ autocorrélation Ry x (k), et on
définit
Z(n,w) = X(n,w) + aX(n —ng,w).

Calculez lafonction d’ autocorrélation de Z (n, w).

3.2 Transformation desfonctions aléatoires par filtrage

On étudie ici comment sont transformés les signaux aléatoires, ou plus exactement leurs caractéristiques,
lorsd’ unfiltrage linéaire. On s'intéressera d’ abord alareprésentation temporelle, transformation de lamoyenne
et des fonctions de corrélation, et établirons laformule des interférences et ses conséguences, puis nous exami-
nerons la transformation des caractéristiques du signal dans le domaine fréguentiel.

321 Rappd
On rappelle qu’ un filtre est un systéme linéaire invariant dans le temps (stationnaire), que I’ on peut décrire
par une équation différentielle a coefficients constants ou par une intégrale de convolution. A temps continu, si
X (t,w) est I"entrée du filtre de réponse impulsionnelle i(t), on a
Y(t,w) = (X xh)(t,w) = /X(u,w)h(t —u)du = /h(u)X(t — u,w)du.
A temps discret, s X (n,w) est I’entrée du filtre de réponse impulsionnelle h(n), on a

Y(n,w) = (X xh)(n Zme ):Zh(m)X(n—m,w).

3.2.2 Transformation dela moyenne

On note my lamaoyenne de la sortie du filtre, et on effectue le calcul atemps discret.

my:E{Y(n,w)}:E{Zh(m)X(n—m,w } Zh JEA{X(n m,w)}:mXZh(m

Lamoyenne de la sortie est donc simplement la moyenne du signal d’ entrée affectée du facteury ", , h(m). Or
s |’on considére latransformée de Fourier H(f) de h(m),

f)=>_h(m)exp {j2mfm}

(transformée de Fourier afréquence continue), on note que pour lafréguence nulle, on retrouve

:Zh(m
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Ainsi, lamoyenne en sortie Sécrit

my =mxH(0) =mx Z h(m

La moyenne de la sortie du filtre est la moyenne de I’ entrée, multipliée par le gain complexe (la fonction de
transfert) pour la fréquence nulle.

Exercice 6 : Montrez que pour un signal aléatoire atemps continu, on ales formules analogues:

my =mxH(0) = mX/h(u)du

3.2.3 Théoréme, ou formule desinterférences

La trés importante formule des interférences permet de relier I’intercorrélation entre les sorties de deux
filtres, aux intercorrélations des entrées de cesfiltres. Lafigurel V.1 décrit le dispositif expérimental.

Yiln,w) = (X1x*hi)(n,w),
Yo(n,w) = (Xaxho)(n,w),

Xa(n) Yi(n)
h1 (n)

h2 (n)

FiG. IV.1- Dispositif pour la formule des interférences
Calculons I'intercorrélation entre Y (n) et Ya(n) :
Ryyy,(m) = E{Y1(n,w)Ys (n —m,w))} = E{(X1 % h1)(n,w)) (X3 * h3)(n —m,w))} .

Les deux produits de convolution s'écrivent

(X1 % h1)(n,w)) = ZXl(u,w)hl(n—u) = Zhl ) X1 (n —u,w),
(Xa % hy)(n —m,w)) = ZXQ(U,w))hg(n—m—v) = Zhg ) Xo(n —m —v,w),
et
Ry,y,(m) = E{ZXl n—u,w)hi(u ZXQ n—m—v,w)hs(v)}

= E{ZZXI n—u,w hl( )X2 (n_ _va)h;(v)}
= ZZM JRx (M + v — u)hy(v).
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En effectuant la somme sur «, on voit apparaitre un produit de convolution entre i et Rx, x,, eXprime en
(m+wv):

Ry,y,(m) = > (hi* Rx,x,)(m+v)hs(v)

(2

= Y (h xRy (m + 0 (<v),
ou I’on a posé h(_)(v) = hy(—v). Dans cette relation apparait & nouveau un produit de convolution, cette
fois-ci entre (hy * Rx, x,) et hi )

Ryyvy(m) = Y (h1* Rx,x,)(m + o)k ) (—v)

v

= Z(m * Rx, x,)(m — U’)h;(f)(v’)

U/

= (h* Ry, #1300 (m).

On en déduit donc laformule des interférences:

RleQ(m) = (h1 * RXng * h;(_)) (m) .

Exercice 7 ; Etablir laméme relation en continu.

Conséquences

1. Considérons non plus deux filtres, mais un filtre unique (voir figurelV.2). On peut appliquer laformule
des interférences, en prenant

X1 =X, = X,
hi = he = h.

X(n,w) . Y (n,w)

FIG. IV.2 - Filtre unique

Les deux sorties sont évidemment égales, Y, = Y, = Y/, et I’on obtient

Ryy(m) = (h * Rxx * h*(*)) (m) |

2. On cherche maintenant & éablir |’ expression de |’ intercorrélation sortie-entrée d’ un filtre R x (m). Pour
cela, on peut appliquer la formule des interférences avec un premier filtre d’ entrée X (n, w), de réponse
impulsionnelle h(n) et de sortie Y (n,w), et un second filtre unitaire, ¢’'est-a-dire d entrée X (n,w) de
réponse impulsionnelle §(n) et donc de sortie X (n,w). On considére ainsi :

X=X, = X,
Y=Y,
}/QZX)hlzh)

ha = 4.
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Dans ce cas, I’ application de laformule des interférences fournit :

| Ryx(m) = (h Rxx) (m)|

L'intercorrélation sortie-entrée s'exprime donc comme un filtrage de I’ autocorrélation de |’ entrée, ce
filtrage étant analogue a celui-qui lie la sortie et |” entrée du filtre.

Application :identification de réponse impulsionnelle

La maniére classique d'identifier une réponse impulsionnelle consiste a recueillir la sortie du filtre a une
impulsion de Dirac...Ceci nécessite donc d'étre capable de générer une impulsion de Dirac; or il n'est évi-
demment pas possible de générer une telle impulsion, qui devrait étre de largeur nulle et d’ amplitude infinie.
Par ailleurs, si la sortie du filtre est bruitée, laréponse impulsionnelle ains identifiée serainexploitable.

X(t,w) Y (t,w) Z(t,w)
h(t) {+)

B(t,w)

FIG. IV.3- Mesure de la réponse impulsionnelle d'un filtre bruité

Si I’on prend pour X (¢, w) un bruit blanc, il est possible d’identifier laréponse impulsionnelle: en effet, s
X(t,w) est blanc, RX)((T,LU) = N0/25(7'), et

Ryx(r) = (s 526 (r) = Sh(r)
Lorsgue la sortie est bruitée, par exemple par un bruit B(t, w) tel que

Z(t,w) =Y (t,w) + B(t,w),

ou I’on supposera B(t,w) non corrélé al’entrée X (¢,w) (ces deux quantités n’ont pas de raison particuliére
d'étre corrélées entre elles, d' autant plus qu’ on est maitre de I’ entrée), on peut appliquer la méme démarche:

Rzx(t) = E{Z{t,w)X*(t—1,w)} =E{(Y(t,w) + B(t,w))X*(t — 1,w)}
= Ryx(r)+ Rpx(7) = (h* %5) (1) = Joh(r);

puisque Rpx (7) = 0 (non corrélation). Les résultats restent donc inchangés en dépit de la présence d’ un bruit
additif non corrélé al’ entrée. Laméthode d’identification de réponse impulsionnelle par intercorrélation sortie-
entrée est insensible a un bruit d’ observation. Par ailleurs, elle ne nécessite pas I’ application d'une impulsion
de Dirac impossible aréaliser. |l restera cependant a générer un bruit blanc, ce qui peut étre aussi difficile (i.e.
impossible) que la génération d’une impulsion de Dirac. 1l est possible de se contenter d'un bruit blanc dans
la bandedu filtre (nous donnerons plus loin la signification de cette expression), ou on peut travailler atemps
discret, ou, comme nous le verrons également, il est possible de générer un bruit blanc discret.

Exercice 8 : Considérez |le probléme de I'identification d’un filtre dans lequel |a sortie et |’ entrée sont
perturbées par un bruit additif : si on applique X (¢,w) au filtre, I’entrée réelle est X; (t,w) = X (¢,w) +

B (t,w) , et lasortie observée est Z (t,w) = Y (t,w) + Ba(t,w), 00 Y (¢t,w) est lasortie liée & X; (¢, w)

et By(t,w) est un bruit d’ observation. Vous supposerez que X (¢, w) est blanc, que X (t,w), B (t,w) et

Bs(t,w) sont non corrél és. Dans ces conditions, montrez quel’ identification delaréponse impulsionnelle
par intercorrélation est possible.
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3.3 Analysedansle domaine fréquentiel
En repartant de laformule des interférences
Ryyvy(m) = (h1 % Ry, by 7)) (m),

on obtient simplement, aprés transformée de Fourier,
‘Syln(f) = H1(f)Sx,x, (f)H5(f)

ou Sy, v, (f), Sx,x,(f), Hi(f) et Ha(f) sont respectivement lestransformées de Fourier de Ry, y, (m), Rx, x,(m),
hl(m) et hg(m).z

)

Conséquences:

1. EnprenantY; = Y, =Y, X; = Xo = X et H, = Hy = H, c'est-&dire que |’on considére un seul
filtre, il vient

Syy (f) = Sxx(f)IH(f)*|

2. S Hy(f) et Hy(f) sont deux filtres disjointsen fréquence, aors

SY1Y2 (f) =0.

On en déduit que
Ryiy,(7) = TF[Syiv, (f)]_l = TF[O]_l =0.

s lesfiltres sont digoints en fréquence, I’ intercorrélation des sorties est nulle.

Application Considérons deux filtres parfaits autour de deux fréquences pures f et fo, de méme entrée
X(t,w). OnaYi(t,w) = X(f1,w)exp (—j27fit), &t Ya(t,w) = X(fo,w)exp (—j2m fot)>. Dans ces
conditions,
Ryiv;(0) = E{X(f1,w)X"(f2,w)} exp (—j27(f1 — f2)t) =0,
soit
E {X(flvw)X*(f27w)} =0.
On dit que les composantes spectrales sont décorrél ées.

Notion de densité spectrale de Puissance

La densité spectrale de puissance représente la répartition de la puissance du signal dans le domaine fréquen-
tiel. 1l sagit exactement de la méme notion que celle de densité de probabilité: lorsque I'on veut calculer
probabilité qu’ une variable aléatoire X appartienne aun certain intervalle [x, 2], il suffit d’intégrer ladensité
de probabilité de la variable entre ces deux bornes:

T2

Pr(X € [z, z2]) :/ px(x)dz.

1

Si on appelle Dx x (f) la densité spectrale de puissance d’'un signal aléatoire X (¢,w), aors la puissance du
signal portée par |es composantes fréquentielles comprises entre f et f, Sécrit

f2
Pxx(f € [f1, fo]) = /f Dxx(f)df.

Deslors, lapuissance totale du signal s'écrit

Pex = [ Dyx(f)df.

— 00

2. Latransformée de FOURIER de h* (—t) vaut H* (f).
3. Cette écriture n’est pas rigoureuse, car la transformée de Fourier n’est pas définie pour des signaux aéatoires stationnaires. Il
faudrait ici utiliser lareprésentation de CRAMER — voir §83.4.
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Or on sait que, pour un signal stationnaire et ergodique,

Pxx = B{IX(tw)2} = Rxx(0) = lim

+T 9
X(t dt.
TH+OOQT/7T| (t,w)]

Par ailleurs,
Rxx(r) = [ Sxx(f) exp (j2r f7) df,

soit, pour 7 = 0,
Rxx(0) = Pxx = / Sxx(f)df.

Latransformée de Fourier Sx x (f) de lafonction d autocorrélation est ainsi une bonne candidate pour étre la
densité spectrale de puissance. Notons cependant, cette derniére relation ne prouve pas qu’elle le soit.

Considérons un filtre parfait, dont le module de lafonction de transfert est d’amplitude un dans une bande
A f centrée sur une frégquence fy, et nul ailleurs:

{ |H(R)| =1 pour f e [fo— AL, fo+ 5L
|H(h)| =0 alleurs.

NotonsY (t,w) = (h*X)(t,w) laréponse de cefiltreaune entrée X (¢, w). Lapuissance de lasortie est donnée
par

Pyy = Ryy(0) = /jo Syy (f) df,

or laformule des interférences fournit

Syy (f) = Sxx(£)H(f),

avec les conditions sur le module de H ( f) données précédemment. On obtient donc

A A fo+ 5t
Prv(felfo- Sl s+ S = [, swx(par,
fo—5-
ce qui correspond bien ala définition de la densité spectrale de puissance : |a puissance pour les composantes
spectrales comprises dans un intervalle est bien égale a I'intégrale de la densité spectrale de puissance sur
cet intervalle. Si A f est suffisasmment faible, on pourra considérer la densité spectrale de puissance Sy x (f)

comme approximativement constante sur I’intervalle, et

%,fo + %D ~ Sxx(fo)Af.

Pyy(f € fo—
Cette derniére relation indique que la densité spectrale de puissance doit s'exprimer en Watts par Hertz. Par
ailleurs, lorsque A f tend vers O, la puissance recueillie est de plus en plus faible. Pour A f = 0, la puissance
obtenue est ainsi normalement nulle, sauf si la densité spectrale elle-méme est constituée par une «masse» de
Dirac (de largeur nulle mais d’ amplitude infinie) alafréguence considérée.

Notons que le filtre que nous avons défini ci-dessus n’est défini, par commodité de présentation, que pour
les frégquences positives. Sa fonction de transfert ne vérifie donc pas la propriété de symétrie hermitienne des
signaux réels: laréponse impulsionnelle associée est donc complexe et la sortie Y (¢, w) également complexe.
En restaurant cette symétrie, ¢’ est-a-dire en imposant H(f) = H*(— f), ce qui entraine (notez le module de f)

{ |H(f) =1 pour |f| € [fo— &L fo+ 4L
|H(f)] =0 ailleurs,

la puissance en sortie est

Af
2

PYY:/_;:OJ;f SXX(f)df+/

-t fO_

Sxx(f)df.

Af
f0+7
Af
2
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Ladensité spectrale de puissance d’un signal aéatoire réel est une fonction paire, ce qui conduit enfin a
fo+%
Py =2 [ 7 Sxx(f) df.
fo—5-

relation qui indique gque la puissance se partage équitablement dans les fréquences positives et négatives.
Exemple:

Considérons le cas d' une sinusoide a amplitude et phase aléatoire
X(t,w) = Aw)sin(2m fot + $(w)),
ou A(w) est une variable aléatoire centrée de variance o et ¢(w) uniformément répartie sur [0, 2], indépen-
dante de A(w). Lafonction d’ autocorrélation de ce signal vaut
02
Rxx(1) = 5 cos (27 foT).
Par transformée de Fourier, on obtient la densité spectrale:
0_2
Sxx(f) = z[é(f + fo) +6(f — fo)l-
Enfin, en intégrant la densité spectrale

2

0'2 g
[ 2060 + o)+ 607 = for = 2,

on retrouve la puissance de lasinusoide, o° /2, comme il se doit.

Les fonctions de corrélation et les densités spectrales de puissance forment des paires de transformées de
Fourier :

Sxx(f)
Sxy (f)

Rxx (1),
Rxy (1),

111

ouSxx(f), Sxy(f) sont lesdensités spectrale de puissance et de puissance d’ interaction, respectivement. Ces
relations constituent e théoreme de Wiener-Kintchine-Einstein.

3.4 Lareprésentation de Cramer

Un processus al éatoire stationnaire X (¢, w) n’admet pas de transformée de Fourier. En effet, si le processus
est stationnaire, il est défini sur tout R, et [*2° | X (¢,w)|dt ne converge pas. Il est ainsi impossible de définir
latransformée de Fourier d’ un processus stationnaire au sens habituel. 11 est cependant possible d’ associer aux
signaux aléatoires stationnaires au sens large une représentation spectrale: c'est la représentation de Cramér.
Cette représentation fait intervenir lathéorie de la mesure. On peut représenter un processus aléatoire selon la
transformée de Fourier inverse

+oo
X(t,w):/ exp (727 f1) dZ(f,w).
Laquantité dZ(f,w) est appelée incrément spectralOn noteraqu'il s agit d’'un signal aéatoire dépendant de
lavariable f. Lorsgue le processus est stationnaire au sens large, I'incrément spectral posséde les propriétés
suivantes:

1. I'incrément est moyenne nulle
E{dZ(f,w)} =0,
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2. lesincréments a des fréquences différentes sont décorrélés
E{dZ(fl,W)dZ(fQ,&))*}:O S fl#f?a
3. ladensité spectrale de puissance est liée ala valeur moyenne du module carré de I’ incrément spectral

E{|dZ(f.)]"} = Sxx(f)df.

L’incrément spectral dZ(f,w) est ainsi un processus de moyenne nulle et décorréé. On peut le considérer
comme un bruit blanc (al’ ordre 2) dans le domaine fréquentiel (pasde corrélation, sauf pour le «retard» nul). La
seconde propriété constitue la formulation rigoureuse indiquant la propriété de décorrélation des composantes
spectrales.

On retrouve le lien entre puissance et densité spectrale de puissance en calculant E{| X (t,w|?} en terme
des incréments spectraux :

+o0

B{ix(eP} = B[ ewznnndzii [ ew(imnn 2w}

= /_:O /_J:O exp (527 (f1 — fo)t) E{dZ(f1,w)dZ(fa,w)*}.

En tenant compte de la propriété de décorréation, I'intégrande n’est non nul que pour f = f = fo, €t
+oo +o0
E{IxtwP} = [ E{dz( .0} = [ sxx(f)er.

3.5 Bruit blanc a temps discret

Nous avons déja noté I'impossibilité de disposer d’'un bruit blanc théorique a temps continu, puisqu’un
tel signal devrait étre a corréation microscopique, présenter une densité spectrale de puissance constante pour
toutes les fréguences, et par suite une puissance infinie. Notons aussi que ce signal serait aussi a variance
infinie.. .l s'agit donc d’ un modé e mathématique commode mais irréaliste.

Il est par contre possible de générer sans difficulté un bruit blanc atemps discret. Pour illustrer ceci (ce n’est
pas une méthode de construction), considérons un signal aléatoire dont la bande est constante sur |a zone de
fréquence [—B/2, B /2] et nulle ailleurs. Ce sera par exemple un signal de bande suffisamment large que I’on
aura limité entre —B/2 et B/2. Notons N, I’amplitude de |a densité spectrale de puissance. Ce signal a pour
fonction de corrélation la transformée de Fourier inverse de la densité spectrale de puissance que nous venons
de définir, soit
sin(mBT)

TBT
Lesignal X (¢,w) étant & bande limitée par construction, il est possible de I’échantillonner, ce que I’ on effectue
alafréguence de Shannon, ¢'est-a-dire avec F, = B. Dans ces conditions, lafonction de corrélation du signal
aprés échantillonnage X (n,w), est la fonction de corrélation du signal a temps continu, échantillonnée au
rythme Fe:

Rxx(1) = TF_I[%rectB(f)] = NyB

sin(k)
kr
Il est aisé de voir que cette fonction de corrélation n’est non nulle que pour k£ = 0, et quel’on a

Rxx(kT.) = NoB

Rxx(0) = NyB.

On notera aussi
Rxx (k) = NoBd(k),

ou (k) représente cette fois-ci le symbole de Kronecker, le « Dirac a temps discret », qui vaut un lorsque
son argument est nul, et est nul sinon. Le signal que nous venons de définir possede donc des échantillons
décorrélés, présente une variance finie Ny B. Du point de vue spectral, I'échantillonnage a périodisé le spectre
initial tous les F'e = B. Le spectre de départ étant constant dans la bande [—B/2, B/2], cette périodisation,
alalimite du recouvrement, conduit a un spectre constant pour toutes les fréquences. Ce signal présente ainsi
toutes les caractéristiques du bruit blanc.
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4 Un exempled’ application : lefiltrage adapté

41 Contexte

En sonar ou en radar, on cherche a localiser une «cible» (vocabulaire consacré) — cette cible peut étre le
sol, un batiment, une interface (en sismique réflexion) ou un avion ennemi (pour les guerriers). Pour cela, on
procéde de la fagon suivante: on émet un signal s(t), qui parcourt la distance d jusqu'a la cible, sur laguelle
il est réfléchi en direction d’'un récepteur. Le récepteur est souvent couplé al’émetteur, et recoit alors le signa
atténué, retardé et bruité

Y(t,w) = as(t — tg) + B(t,w).

L’ atténuation a est supposée connue; le bruit additif est en général supposé gaussien, pas nécessairement blanc,
et il s'agit de déterminer le retard ¢, correspondant au temps d’ aler-retour, {y = 2d/c.

4.2 Maximisation du rapport signal-a-bruit

Considérons simplement pour le moment le modéle
Y(t,w) = z(t) + B(t,w).

L’ approche habituelle consiste & rechercher a minimiser I’ effet du bruit d observation. On cherche aors a
construire un filtre h(t) tel que le rapport signal-a-bruit en sortie soit maximal, aun instant 7', appel é instant de
décision. Cet instant 7" devra étre défini pour que I’ observation ait été effectuée et que lefiltre ait agi.

Notons Z (¢, w) la sortie du filtre de réponse impulsionnelle i (t). On aalors

Z(t,w)=(h*Y)(t,w) = (hxx)(t) + (h* B)(t,w).

On écrit ainsi la sortie comme la somme de la sortie non-bruitée et de la contribution du bruit. Le rapport
signal-a-bruit vaut ainsi
o) = B DOF
E{|(h = B)(t,w)[*]}
ou le numérateur représente la puissance instantanée de la sortie non bruitée et le dénominateur la puissance
liée au bruit. On évalue ce rapport signal-a-bruit al’instant de décision T'.

|(h o+ 2)(T)?

M) = E (= B) (T )P}

En développant les produits de convolution, on obtient

A hw)a(T —
| J23 h(w)B(T — u,w)dul?]}

p(T) = E{

En ce qui concerne tout d abord le dénominateur, il s agit |a de la puissance d’'un signal aéatoire a la sortie
d’un filtre, et I'’on adonc

E{lth+ B)t.w)} = [

—00

+o0

+o0
Swp(f)df = [ " H(DPAL,

—00

ol o est la puissance du bruit d entrée.
L’ inégalité de Schwartz permet de magjorer |le numérateur :

|/_;°° hw)2(T — u)dul? < /m

— 00

400
b [ (T - ) du

—00

avec égalité lorsgque les vecteurs h(u) et 2*(T — u) sont colinéaires. L'égalité de Parseval-Plancherel, qui
exprime la conservation du produit scalaire entraine que

[ mtpdi= [ jaoor.
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On en déduit donc que le rapport signal-a-bruit est majoré selon

S - wPde B,

T ==
p(T) < p 5

ou E, estI'énergie du signal z(t). L'égalité est atteinte lorsque h(u) et 2 (T — u) sont colinéaires, ' est-a-dire

| h(u) = ka*(T — u)

)

ou k est une constante arbitraire. Le filtre optimal maximisant le rapport signal-a-bruit en sortie, al’'instant T,
est ains le filtre dont la réponse impulsionnelle la copie retournée et décalée dans le temps du signal quel’on
cherche aretrouver. En ce sens, lefiltre est adapté au signal.

Larelation defiltragede Y (¢, w) avec une «copie retournées équivaut en fait aeffectuer uneintercorrélation
(au sens déterministe). En effet,

z(t) = /+oo h(u)y(t — u)du = /+oo (T — uw)y(t — u)du

+oo Foo
= / (T +v)y(t +v)dv = / (T —t+v)y(v)dv,

soit

2(t) = Rye (T — t).
Le récepteur optimal consiste donc a calculer I'intercorréation entre le signal regu y(t) et le signa attendu
x(t). On parle aors souvent de récepteur a corrélation.

Application en Sonar-Radar

Dans |le développement précédent, on a supposé connaitre x(t). Or, dans |le contexte sonar-radar, le signal
adétecter est as(t — ty), OU a €t ¢y sont inconnus. On utilisera alors comme filtre adapté le filtre adapté as(t),
soit

h(t) = ks*(T —t).

Dans ce cas, la sortie du filtre est, en terme d'intercorrélation, R,(7" — t). En reprenant avec
y(t) = as(t — to) + b(t),

on obtient
2(t) = RyS(T —t) =aRss(T +tg —t) + Rps(T — t).

L’ effet du filtrage est alors de minimiser leterme de «bruits Rys(7'—t). Par ailleurs, on sait que I’ autocorrél ation
est maximale en 0. Dans notre cas de figure, la sortie z(t) sera maximale pour ¢t = T + #. A partir de ce
maximum, on peut alors déduire la valeur du retard #, et la valeur du facteur d'échelle a. Le choix du signal
s est important : on cherchera a ce qu'il présente un pic d’autocorrélation R, tres prononcé, afin de localiser
facilement le maximum et permettre éventuellement la détection simultanée de plusieurs échos.

4.3 Approche probabiliste

Il ' est pas forcément nécessaire de rechercher une maximisation du rapport signal-a-bruit pour faire appa-
raitre lefiltre adapté. On peut poser |e probléme en termes probabilistes et rechercher ladistribution a posteriori
du retard ¢, compte tenu des observations.

L es données du probléme sont alors I'équation d’ observation

y(n) = as(n — ng) + b(n). (IV.3)

et lesigna émis s(n).
Onrappelle larégle de BAYES qui lielaprobabilité a priori p(x), lavraisemblance p(y|z) et ladistribution
a posteriorip(x|y) :
p(zly) o< p(ylz)p(z). (Iv.4)
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Dans ce probléme de réception, on s'intéresse a déterminer le retard r & partir des observations y(n) et de
la connaissance du signal émis s(n). On cherchera donc & éablir I’ expression de la distribution a posteriori
p(rly(n)).

On suppose que le bruit additif est gaussien, centré, de variance o*. La probabilité d observer y si le retard
T est connu (C'est-a-dire alors que s(n — r) est connu), est aors donnée par

exp (— (y(n) — s(n —1)"(y(n) —s(n - T)) : (IV.5)

202

(ylr) = —
P = V22

En prenant pour » une distribution uniforme entre 1 et IV, la distribution a posterioriest simplement

n) —s(n—r)(y(n) —s(n—r
p(rly) o exp <_<y< )= st (ytm) = of )) | W)
avecy(n) = [y(n),y(n —1),...,y(n = N + 1)]".
Il ne reste plus qu'a développer I’ argument de I’ exponentielle pour obtenir le résultat que nous souhaitons
établir :

(y(n) = s(n —r)(y(n) — s(n —r) =y (My(n) = 2y"(n)s(n —r) + s'(n—r)s(n—r);  (IV.7)

Les termes y*(n)y(n) et s*(n — r)s(n — r) représentent I'énergie du signal recu et du signal émis, et ne
dépendent par du retard r (sous réserve qu’on ait une durée d observation N suffisante pour avoir un motif
complet de s dans les deux vecteurs y(n) et s(n — r)). Développons le troisiéme terme:

N—

y'(n)s(n —r) = Z yn—i)s(n —i—r). (1v.8)

[y

1=

On reconnait dans cette derniére relation I expression de I'intercorrélation entre y et s, pour le retard r.
Ladistribution a posterioridu retard s exprime donc comme

p(rly) oc exp (RZ—QW) : (IV.9)

Ladistribution du retard, compte tenu des observations, est donc I’ exponentielle de I’ intercorrélation, pondérée
par I'inverse de la variance du bruit additif gaussien. Pour tracer cette distribution a posteriorj il faudra donc
calculer cette intercorrélation pour tous les retards possibles, puis en prendre I’ exponentielle.

On peut aller un peu plus loin. En effet, dans une expérience de sonar, on répéte I'émission avec une
période T' = MT,, ou M est le nombre de points abtenus sur la durée T' avec un échantillonnage ala période
T,. En collectant les données sous la forme de K vecteurs de M points, on peut penser intuitivement que I’ on
améliorera le résultat de I’ estimation en moyennant les intercorrélations calculées sur les différentes tranches.
Ceci seformule ains :

P(Y1, Y25 Yr|T) = p(Y1|m)p(Yalr) - - D(YKT), (V.10

en supposant que les «bruitsy sont indépendants de tranche atranche. On en déduit alors que

p(rly1, Y2, Yx) < p(y1|r)p(yalr) ... p(yglr)p(r) (Iv.11)

Compte tenu de la forme exponentielle de p(y; |r), on obtient finalement

K
p(rly1:Yas - Yx) o< exp <Z Ry—j”) : (IV.12)

-1 9

relation qui indique bien que I’ on aintérét a moyenner, ou plus exactement sommer les intercorrélations calcu-
Iées sur les différentes tranches. Le processus est constructif, et ladistribution a posterioridevient alors de plus
en plus piquée.



4. Unexemple d'application : le filtrage adapté Page 91

4.4 Notessur lechoix du signal test, signaux pseudo-aléatoires

Il n’est pas possible, al’ aide d’ un ordinateur, de générer une suite aléatoire Méme avec lamontée en puis-
sance des processeurs, etg un ordinateur n' en reste pas moins fonciérement déterministe, et heureusement. . . I
est cependant possible de générer des suites pseudo-aléatoires, qui présentent en pratique, du point de vue de
I utilisateur, les caractéristiques d'un signal aléatoire.

Un tel générateur peut étre réalisé en utilisant un registre a décalage bouclé sur lui méme. ce générateur
fournit alors des suites pseudo-aléatoires de 0 et de 1. On définit les bouclages du registre de maniére a ce que
la suite obtenue soit de longueur maximale. Pour un registre de n bits, on obtient ainsi une suite de longueur
2" — 1.

Les bouclages optimaux sont donnés par des polynomes particuliers. Le polyndme P(x) = # 4+ 2 + 1
est I"un de ceux-ci. Les suites obtenues sont périodiques, et permettent de parcourir tous les états possibles du
registre. Lavaleur initiale du registre a décalage est la «graine» . Les coefficients des premiers polyndmes sont
donnés ci-dessous:

(1,0)
(2,1,0)
(3,1,0)
(4,1,0
(5,2,0)
(6,1,0)
(7,1,0)
(8,4,3,2,0)
(9,4,0)
(10,3,0)
(11,2,0)
(12,6,4,1,0)
(13,4,3,1,0)

On montre que la corrélation calculée sur une période compléteaut R,,.(0) = AWQ, et Ry, (k) = vatl A2,
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EXERCICES ET PROBLEMES

Exercicel:

On considere le processus aéatoire z(t) défini par x(t) = B(w)+A(w) cos (27 fyt + ¢(w)) ou A(w), B(w),
et ¢(w) sont des variables aéatoires indépendantes, ¢(w) est une variable uniformément distribuée entre O et
2m, etonnote E {A} = my, E {A%} = €4, E{B} = mp, E {B?} = ¢%. Calculez lamoyenne et lafonction
d autocorréation de z(t). Le signal x(t) est-il faiblement stationnaire al’ ordre 2?

Exercice2:
Soit zz(n) un signal aéatoire & temps discret faiblement stationnaire du second ordre. On définit

2(n) cos (27 fon + 6(w)),
2(n) = o(n) cos (2 (fo + Mn + $(w))

ol ¢(w) est une variable uniformément distribuée entre 0 et 27, indépendante de z(n). On note my et Rx x (k)
lamoyenne et lafonction d’ autocorrélation de z:(n).

Montrez que y(n) et z(n) sont faiblement stationnaires d’ ordre deux, et que y(n) + z(n) n'est par contre
pas stationnaire d’ ordre 2.

Exercice 3:

On cherche & prédire I’évolution d'un signal stationnaire discret z(n) & partir de ses valeurs précédentes
xz(n — 1), en formant I’estimation &(n) = ax(n — 1).

Déterminez la valeur optimale de a qui minimise I'erreur quadratique moyenne E{|2(n) — z(n)|?}?.
De la méme maniére, on pourra chercher & prédire z(n) a partir de p valeurs précédentes selon i(n) =

P aiz(n —1).

Exercice 4 : Soit un filtre RC passif passe-bas du premier ordre, avec R larésistance et C la capacité. L’ entrée
du filtre est un signal aléatoire blanc, centré, de densité spectrale de puissance No/2. Calculez la moyenne,
la densité spectrale de puissance, et la puissance du signal de sortie y(¢). Donnez également la bande de bruit
équivalente.

On utilisera le fait que laprimitive de 1/(a? + 2?) est Larctg(z/a).

Exercice5:
Soit un processus al éatoire discret (n) blanc et centré, de variance ¢*. On définit deux nouveaux signaux
aéatoires y(n) et z(n) par lesrelations

aveca < 1. Calculez lesmomentsd ordre 1 et 2 de y(n) et z(n). On pourraadmettreque E {z(n)z(n — k)} =
0 pour k& > 0.
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Exercice 6 : Soit un filtre passe-bas idéal de fonction de transfert H(f), H(f) = 1 pour |f| < B/4 et 0
alleurs. L' entrée du filtre est un processus aléatoire gaussien x(¢) de moyenne myx et de densité spectrale de
puissance Sx x (f), avec Sxx(f) = 1 pour |f| < B/2 et O ailleurs. Calculez lavariance de z(t), lamoyenne,
lavariance et lafonction d’ autocorréation de la sortie du filtre y(¢). Donnez laloi de y(t).

Probléme | : Soit le signal, défini pour n € [0, N — 1]
z(n) = Acos(2rmen/N + ¢),
ou
— A est une variable aléatoire gaussienne, centrée, de variance o,
— ¢ est une variable aléatoire distribuée uniformément sur [0, 27|
— A et ¢ sont indépendantes.

1) Montrez que
TED {2 men/NY = 5(m — m,),

oud(u) =18 u=0,et0snon.

2) Calculez lamoyenne de z:(n).

3) Calculez lafonction d’ autocorrélation Rx x (k) de x(n).

4) Calculez latransformée de Fourier discréte X (m) de z(n).

5) Lesigna X (m) est-il certain ou aléatoire? Calculez lamoyenne de X (m).
6) Donnez | X (m)*.

7) Calculez lamoyenne de | X (m)[2.

8) Calculez laTFD de Rx x (k), et comparez la au résultat précédent.

9) On considére maintenant le signal

z(n) = g(n) cos(2rmyn/N + ¢),

avecn € [0, N — 1], et ou g(n) est une fonction aléatoire, indépendante de ¢.
a) Calculez I’ autocorréation de z(n),
b) déduisez en sa densité spectrale de puissance, en fonction de la densité spectrale de puissance de g, g4(f).

Rappels:
cosacosb = 3[cosa + b+ cosa — b]
_ eIt qeTI
cos x = S
1 N

N—-1 n _ 1—q
Zn:() q = 1—¢q

Problémell :

On considere leschémadelafigure 1, ou X (¢, w) est un signal aléatoire stationnaire et ergodique, f-(¢) une
fonction déterministe (certaine), et h(t¢) la réponse impulsionnelle du systéme. On notera Xr (¢, w) le produit
fr)X(t,w).

Question 1:

1-a Donnez I’ autocorrélation de lasortie, Ryy (7), et I'intercorrélation sortie-entrée Ry x () en fonction de
I’ autocorrélation de |’ entrée Rx x et de laréponse impulsionnelle h.
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X(t,w) X (t,w) Y(t,w

) Z(t,w)
© {0 O

By (t,w) By (t,w)

FIG. IV.4 - Filtre bruité en entrée et en sortie
1-b Danslecasou h(t) = exp (527 fyt), donnez I’ expression delasortie Y (¢, w), et montrez que Y (0, w) =
Xr(fo,w), latransformée de Fourier de Xr(¢,w) alafréquence fj.

1-c Toujours dans le cas ou h(t) = exp (j2m fyt), donnez I’ expression de |’ autocorrélation de la sortie,
Ryy () et montrez que Ryy (0) = E {| X1 (fo)|*}.

Question 2:

En notant toujours Xr(t,w) = fr(t) X (t,w), et en définissant
Rxx(r) = / Xo(t,w) X5 (t — 7 w)dt,

2-a montrez que
E{Rxx(r)} = g(r)Rxx(7),
ou g(7) est unefonction dont vous donnerez |’ expression. Représentez g(7) lorsque fr(t) = rectp(t/T).

2-b En utilisant I'égalité de Plancherel-Parseval, montrez que

/oo z(t)y*(t —7)dt = /°° X(F)Y*(F)e>I7df,

—00 —00

et déduisez en que latransformee de Fourier de R, (7) vaut X (f)Y™*(f), ou X (f) et Y (f), sont respec-
tivement |es transformées de Fourier de z(t) et y(t).*

2-c Déduisez en que
Sxx(f) = TF [Rxx(r)] = [ Xz (/)
2-d Montrez que
E{Sxx(f)} = TF [E{Rxx(r)}] = G(f) * Sxx(f),
ou G(f) est latransformée de Fourier de g(7) et Sxx (f) ladensité spectrale de I’entrée X (¢, w).

Question 3:
Danslecasou fr(t) = rectr(t/T"), donnez G(f), et représentez Syy (f), S

— X (t,w) est un bruit blanc de densité spectrale de puissance N /2,
— X (t,w) est une sinusoide a phase aéatoire, uniforme sur [0, 27|, de fréquence f.

Question 4:

4-a Donnez ladensité spectrale delasortie, Syy (f), en fonction deladensité spectrale de |’ entrée, Sy x (f),
de G(f), et delafonction de transfert H(f).

4. Les z et y donnés dans les deux derniéres relations sont des signaux «généraux » : ce ne sont pas nécessairemed (¢, w) et
Y (t,w).
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4-p Considérons maintenant
fr(t) = recty(t/T) exp (j2m f1t) .

On notera dans la suite X7 ( f,w) latransformée de Fourier du produit recty(t/T) X (¢, w).

Montrez que Syy (f) = Sx,;x,(fo — f1), (cf 1-b)
exprimez Syy (f) enfonction de Sx x (f),

donnez Y (t,w) et Y (0, w),

montrez enfin que Syy (f) = | X7 (fo — f1,w)|> = [Y (¢, w)|?, (cf 2-¢)

5 A quoi peut servir le dispositif

X(t, w)/X\ ht)

T

fr(t)

FIG. IV.5- Systéme considéré

dans lequel on peut faire varier la fréquence f; ? Quel serait I'intérét d’ gjouter une intégration supplé-
mentaire en sortie?

Probléme lll : (Séquence aéatoire binaire)

Soit une série de variables aéatoires binaires indépendantes {q, }, pour k = —c0..00. Ona

Pr(a; =0) =1/2,
Pr(ax =1) =1/2,

' est-&-dire une densité de probabilité

[6(ak) + 0(ax — 1)],

DO =

plag) =

ou §(e ) est I'impulsion de Dirac.

1- Cadculez
E{a}
Var{ay}

ou E {e } désigne I’ espérance mathématique, et Var{e } la variance.
2— On définit un signal aléatoire z(t) selon

[e.o]

z(t) = Z aid(t — kTy),

k=—o00

ou T, est la «période bit» . On supposera que les g, sont indépendants entre eux.
Représentez une réalisation (quelcongue) de ce signal aléatoire.

3 — On considére un filtre de réponse impulsionnelle s(t), ou s(t) est une fonction déterministe définie sur
[0, T3). On note y(t) la sortie de ce filtre soumis al’ entrée x(t).
Donnez I’ expression générale de y(t).
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A titre d'illustration, on considérera s(t) = recty, /(¢ — Tp,/4) — recty, jo(t — 3T},/4), € est-&dire

s(t) =1 pour t€[0,7;/2]
{ s(t)=—1 pour te€ [T:/Q’T] (IV.13)

Représentez graphiquement la sortie du filtre pour laréalisation
{...ap=1,a1=0,a2=0,a3=0,a4=1, ...}.

4 — Calculez la moyenne statistique de y(¢), E {y(¢)} (on demande ici I’ expression générale en fonction de
s(t)). Représentez E {y(t)} dansle cas particulier (1V.13). Cesignal est-il stationnaire? Dans le cas particulier,
donnez également |la moyenne temporelle de y(t).

5— Lorsgu on le systéme n'est pas synchrone, on ne connait pas les instants d' apparition du signal, et on
modélise le signal comme

o0

y(t) = > aps(t — KTy +90),
k=—00
ou 6 est une variable aéatoire uniforme sur [0, 7;]. On considérera que les {a;} et 6 sont indépendants. On
notera qu’ une somme infinie d'intégrales définies sur des intervalles consécutifs est une intégrale définie sur
[—00, 00], et on noteram, = E {ax}, et ms = [ s(u)du. Calculez lamoyenne statistique de x(t). Ce signal
est-il stationnaire?

6 — En utilisant le méme modéle de signal que pour la question précédente, montrez que

1 oo
Ryy (1) = T Raa(k)Rss(T — kTy),
k=—o00

ou R, (k) représente lal’ autocorrélation éventuelle des g;. Cette expression de la fonction de corrélation pour
un «code en ligne» rendu stationnaire par I’introduction de lavariable 0, est appelé formule de BENETT.



CHAPITRE V

INTRODUCTION AU FILTRAGE NUMERIQUE

E CHAPITRE définit la notion de filtrage numérique et présente les propriétés générales des filtres numé-
C riques. Il étudie par ailleurs les cellules de filtrage & émentaires d’ ordre 1 et 2.

On appelle filtre numérique un systeme discret linéaire et invariant en temps, opérant sur des signaux
discrets.

Un signal discret (,,) est une suite prenant ses valeurs dans R, le plus souvent, parfois dans C.

Les premiers filtres numériques ont servi asimuler des filtres analogiques sur ordinateurs. Les suites d’ en-
trée et de sortie du filtre sont alors dépourvues de tout support physique.

Xn Yn
— " Filtrenumé&ique [ *

Puis on aréalisé des systémes discrets travaillant sur des signaux physiques échantillonnés et numérisés. Dans
ce cas, en notant 7. la période d'échantillonnage, les valeurs de la suite (x;,) valent: z,= z(nT).

fe
X(t) |Filtre l Clx, Vi c| |Filtre |y
—anti — A , - N |5 de ,
repliement N Filtre numérique Al lissage

Il faut alors que les performances attendues du filtre numérique soient cohérentes avec la précision de la conver-
sion analogique numérique.

Si f. est peu supérieure a 2 4. (fimaz €ant la fréquence maximale du signal x(t)), le filtre antireplie-
ment de spectre peut étre assez difficile aréaliser. |l pourra aors étre intéressant de suréchantillonner I’ entrée
analogique, ce qui simplifie le filtre antirepliement ana ogique en élargissant sa bande de transition. On sous-
échantillonnera ensuite le signal numérique en lui appliquant un filtre antirepliement numérique.

Les principaux avantages des filtres numériques sont les suivants:

I1s sont reproductibles sans réglages,

IIs sont programmabl es,

Ils ne dérivent pas, ni en temps ni en température,

On peut les rendre facilement adaptatifs (dans ce cas |, le systéme n’est plusinvariant en temps),

Ils permettent de réaliser des filtres a phase parfaitement linéaire,
Leurs principaux inconvénients sont :
— Leur consommation (par comparaison aux circuits analogiques passifs),

— Leur limitation en fréquence: ils sont limités par |a fréquence des convertisseurs anal ogiques numériques
et par la vitesse des opérateurs de calcul numérigue comme les multiplieurs.
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— Leur co(t (mais ce dernier point n’est pas toujours vrai).

Lesfonctions des filtres numériques sont anal ogues a celles des filtres anal ogiques. On les utilise en général
dans le but d' atténuer une ou plusieurs bandes de fréquences. On parle de:

— filtres passe-bas quand on atténue | es hautes fréquences,

— filtres passe-haut quand on atténue les basses fréguences,

— filtres coupe-bande quand on atténue une bande de fréguences,

— filtres passe-bande quand on favorise une bande de fréquences.

Un autre réle desfiltres est de corriger lafonction de transfert d’ un canal qui introduit de ladistortion. Dans

ce cas le canal est dit dispersif et lefiltre est appelé é&aliseur.

1 Systemeslinéairesdiscretsinvariants en temps

Xn Yn
— " Filtrenumé&ique [ *

1.1 Définition

Un filtre numérique est un systéme discret linéaire invariant en temps. |l associe ala suite d’ entrée (z;,) une
suite de sortie (y,,).
1.1.1 Linéarité

Soit 2 suites 1 (n) et xo(n) avec les sorties correspondantes v, (n) et y2(n). Dire que le systéme est linéaire
signifie que:

YA\ ER

{ 1 )\11‘1(1”&) + )\gxg(n) — )\1y1 (n) + )\ng(n)

Y € R
1.1.2 Invariance en temps
Soit la suite z(n) et la sortie correspondante y(n), dire que le systéme est invariant en temps signifie qu'a
lasuite x(n — ng) correspond lasortie y(n — ng), et ceci quelque soit ny.

1.2 Réponseimpulsionnelle

La réponse impulsionnelle d' un systéme discret linéaire invariant en temps est la réponse du filtre & une
entrée impulsion w,,. Cette réponse impulsionnelle est généralement notée h,,.
Lasuite impulsion wu,, est définie par :

Vn<0 u,=0
’LLO=1
Yn>0 u,=0

Un h
n
: i >
n=0 Filtre numérique
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1.3 Relation entrée-sortie, convolution discrete

Soit une entrée quelconque x,,, 0n vamontrer que la sortie correspondante y, peut s’ exprimer comme une
convolution discréte de I’ entrée z,, et de laréponse impulsionnélle A, .
Toute suite x;,, peut sécrire al’ aide de suites impulsionnelles u,_;, sous laforme:

+oo
Tn = Z LpUn—k

k=—o00

Xn

=-1 ‘n:O ‘nzl n=2

X-1Un+1

n=-1 n=0 n=1 n=2 +
XoUn

n=-1 n=0 n=1 n=2 +
X1Un-1

+

n=-1 n=0 ‘n=1 n=2

XoUn-2

n=-1 n=0 n=1 n=2

D’ aprés |'invariance en temps du filtre, la sortie correspondant & une entrée v, ;. (notée sortie(u,,_x)) est la
suite h,,_j.
D’ aprés lalinéarité du filtre, la sortie du filtre y, pour une entrée z,, vaut :

400 “+o00
Yo=Y apsortie(u,_p) = Y zphn_k
k=—00 k=—o00
D’ou:
+o0 +o0
Yn= > Tphpp= > hpTp_g
k=—0oc0 k=—o00

Lareation liant h,, et x,, est appelée convolution discréte de la suite z;, avec lasuite h,,.

La sortie d’un filtre est donc le produit de convolution de I’ entrée du filtre avec la réponse impulsionnelle
du filtre.

En anaogique, la convolution n’avait pas d' utilité pratique pour la réalisation d'un filtre. En numérique,
cette relation sera, dans certains cas, mise en oavre explicitement pour laréalisation du filtre.

1.4 Réponseen fréguence
1.5 Réponse aune entrée fréguence pure
Soit une entrée x,, ne contenant qu’ une fréguence f; (soit une seule pulsation wy = 27 f).

J"’n — e]wo nTe

On asupposéici que z,, éait la suite obtenue par échantillonnage ala période 7. du signal analogique x=(t) =
e/“ot ‘'mais on pourrait raisonner de méme sur une suite numérique z,, = e/«o",
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Lasortie y,, correspondante se calcule par larelation de convolution :

+oo +o0o +o0 ) ) +oo )
Yn = Z Trhp_k = Z hpXp_p = Z hkeJ“’O("*k)Te — pJwonTe Z hye~IwokTe
k=—00 k=—00 k=—o00 k=—00

Yn = an(WO)

Avec:

400 .
H(w) = 3, hye 7«okTe

k=—o00

Pour une entrée ne contenant qu’ une fréquence, la sortie est proportionnelle a I’entrée, c'est a dire que I’on
retrouve la méme fréquence ala sortie du filtre. Le coefficient de proportionnalité H (w) est complexe. Son
module est le coefficient qui multiplie I’amplitude réelle de I’ entrée, et son argument est I’ angle de déphasage

del’entrée. | |
H(wo) = |H (wo)| & 8HE0) = A(wp)el o)

Et pour z,, = e/“0"Te | |asortie Sécrit y, = A(wg)el WonTet®(wo))
Les suites x,, = e7“0"Te sont |es fonctions propres des filtres numériques.

Lafonction H(w) est la transformée de Fourier a temps discret de la suite h,. Elle est appelée la fonction
de transfert en fréquence du filtre.

H (w) est une fonction périodique de période 27 /7. On notera f, = UT,.

L'inverse d' une transformée de Fourier atemps discret H() est donnée par :

1 mfe '
=g | H@)o
—rf

1.5.1 Reation entrelestransformées de Fourier del’entrée et dela sortie

Soit une suite d'entrée x,, quelcongue et sa transformée de Fourier X (w). La sortie y, a pour transformée
de Fourier Y (w).

+o0
Yn =Y hpTn_

k=—o0
X(u)): Z xnefjwnTe Y(w): Z ynef]r.unT8
n=-=00 n=-—00

“+o00 ] +o0o +oo ' +00 400 ' '
Y(w) = Z yneijwnTez Z Z hkxn_keijwnTe: Z Z hkxn_kefj("*k)Tee*JWkTe

n=-o0 n=-—00 k=—00 n=—00 k=—00

+o0 ) +00 '
Y(w) = Z hye Ik Te Z &,y pe I =k — H(w)X (w)

k=—o0 n—k=—o0

| V(w) = Hw)X(w) |

On peut donc caractériser un filtre numérique soit par sa réponse impulsionnelle /, soit par sa fonction de
transfert en fréquence H (w), qui est latransformée de Fourier de la suite h,.

En pratique on S'intéressera souvent au module de la fonction de transfert H, ce module caractérisant |’ at-
ténuation ou le gain du filtre pour chague fréquence.
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L e déphasage introduit par le filtre pour chague fréquence seranoté:
®(w) = arg (H ()

Lorsque ce déphasage est proportionnel dw: ®(w) = kw1 aors lefiltre ne déforme pas les signaux dans la
bande passante.
En effet soit par exemple:

Xy, = ay cos(2m finT, + ®1) + ag cos(2m fanT, + Py)
En supposant que f; et f> soient dans la bande passante avec un gain unité pour lafonction de transfert, on peut
écrire:

Yn = a1 COS(27Tf1’rZTe + ®; + @(fl)) + a9 COS(QWfQTLTe + &5 + (I)(fg))

Yn = a1cos(2mfinTe + @1 + 2knf1Te) + ag cos(2m fonT, + ®o + 2k foT)

Yn = arcos(2mfile(n + k) + 1) + agcos(2m foTe(n + k) + P2) = z(n + k)
Lasortie est donc égale al’ entrée retardée de -k échantillons.

On appelle regard de groupe cette valeur —k1;.
Dansle cas général, on définit le retard de groupe 7(w) par :

0P (w)
ow

T(w) = —

Leretard de groupe représente un retard introduit par le filtre pour chague fréquence.
Lorsgue la phase est linéaire, le retard de groupe est constant.

Dans de nombreuses applications, en particulier en transmission de données il est important de ne pas
déformer le signal utile et on utilisera des filtres a phase linéaire.

Dans d' autres cas, on cherchera a obtenir un retard de groupe aussi petit que possible.

1.6 Fonction detransfert en z
1.6.1 Définition

On étudie les propriétés d'un filtre analogique a I’aide de H(p), sa fonction de transfert en p, qui est la
transformée de L aplace de sa réponse impulsionnelle.

De méme, on étudie les propriétés d un filtre numérique, al’aide de H(z), safonction de transfert en z, qui
est latransformée en z de saréponse impulsionnelle h,,.

+o0
H(z)= Z hpz™"

n=—oo

On remarquera que H (w) est larestriction de H(z) au cercle unité (|z|=1) :

400 )
Hw)= Y hne " = H(2)|,_gor

n=—oo

1.6.2 Relation entrelestransformées en zdel’entrée et dela sortie d’un filtre

On rappelle que la trasnformée en z d'une suite z;,, est définie comme la limite d’' une série de Laurent
lorsgque cette série converge.

On notera respectivement X(z), Y (z) et H(z) les transformées en z de |’ entrée z;,, de la sortie y,, €t de la
réponse impulsionnelle h,,.

+oo +oo +oo
X(z) = Z xpz " H(z) = Z hpz™" Y(z)= Z Ynz "

n=—oo n=—oo n=—oo



Page 102 Chapitre V. Introduction au filtrage numérique

+oo
Yn= Y hpTn_

k=—o00

oo too +o00 +00
Y(z) = > (Z hkxn_k) = (Z hk%_k) Lk —(n—k)

k=—o00

En résumé pour un filtre numérigque, on peut écrire:

k=-+oc0 k=400
Yn= >, Trhp—r= >, hpxn_k

k=—o00 k=—o00

2 Quelquesrappelssur latransforméeen z

2.1 Domaine de convergence

Le critere de Cauchy permet d'étudier |’ existence de latransformée en z:

+o0
>
n=0

+00 1

< E:O|xn| <4oo 8 lim |zp | <1
n=

Séquences causales:

Une séquence z,, est dite causale si €elle est nulle pour n < 0.
Pour une séquence causale, latransformée en z est monolatérale:

+oo
X(z) = Z Tz "
n=0
X(z) existe s :
1 N . i, - . . 1
lim |2,z "|" <1 Cestadires lim |z,|" |z] '<1 soit |2/ >Ry = lim |z,|»
n—oo n—oo n—oo
Latransformée en z d’ une suite causale est donc définie al’ extérieur d un cercle de rayon R, .
Séquences anticausales:

Une séguence z,, est dite anticausale si elle est nulle pour n > 0.
Pour une séquence anticausale, latransformée en z s'écrit:

X(z)

I
(]
8
3
N
:
I
(]
8
!
NS

X(2) existe si:
lim ]x_nz"\% <1 cestadires lim \x_n]% |z] <1 soit|z| < R- = lim \x_ny—%
n—o0 n—oo n—oo

Latransformée en z d’ une suite anticausale est donc définie al’intérieur d’un cercle derayon R_.

Suite quelconque
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Une suite quelconque z,, est lasomme d’ une suite causale =+ et d’ une suite anticausale z~ :

8

p, S n>0 x,
. e n
0 s n<0 )

8
S3sF

Latransformée en z d' une suite quelconque est donc définie dans une couronne: Ry < |z| < R_, quand cette
couronne existe.

2.2 Linéarité
VA e Vi TZ()\lxl(n) + )\2%2(71)) = )\1TZ(£C1(TL)) + )\QTZ(ZCQ(TZ))

2.3 Théoréemedu retard

+00
Casdelatransforméeen zbilatérale X(z) = > z,27"

n=—oo

TZ(xp) = X(2) = TZ(xn_) = 2 ¥ X (2)

“+o00o
Casdelatransforméeen zmonolatérale X (z) = Y. 2z~ "
n=0

Il faut alors tenir compte des conditions initiales.

TZ(xy) = X(z)=
TZ(xp_t) = 27F (%O xn_kz_(”—k)> =z < 4—20:0 xmz_m> =27FX(2) + 27" < i xmz_m>
n=0 m=—k m=—

TZ(xp_1) = 27%X(2)+ <Zk: x_nz"k>
n=1

2.4 Théoreme dela convolution

Soit z,, |a suite obtenue par convolution de 2 suites z;, et v, @ 2z, = xn * Yn

onutiliselesnotations: X (z) = TZ(x,) Y(2) =TZ(yn) Z(z)=TZ(z,) OuTZsignifietransformée
en z monolatérale.

Et on montre facilement que:

2.5 Théoréme de Parseval

“+00 1 1 f_ze

Y ll=gn [ X@XENar= o [ IXO0PY
— JT™ L, e

n=-00 Cercle unité —Le

2.6 Théoremedelavaleur initialeet delavaleur finale

limz, = lim X (z)pour une suite causale
n—0 z—+00
lim z, = lim(l—2z"YX(2)
n—-+oo z—1
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2.7 Intégration et dérivation

1=—00

TZ< 3 ac) = L X(2)
TZ (2 —2p1) = (1-2"HX(2)

2.8 Inversion delatransforméeen z

L’inverse de latransformée en z est donnée par :

Ty = 2]% Ik X(z)z""tdz
Cercle unité

Pour montrer cette relation, on calcule d’abord I’intégrale:

/ 2z~ "dzou C représente |e cercle unité.
C
En remplacant z par z = re’?, avec r=1, et dz par dz = /%d6, I'intégrale devient :
2
/zfndz =3 / e 10619 qp
C 0

Sin#14dors:
27 .
o —j(n=1)2m _ 1
j/e_jngejedﬁ = j—e - =0
) j(1—n)

Ets n=1
27

27
j/e’joeﬂ’de — /d@ .
0 0

En conclusion:

[z"dz = 2jm 9 n=1
C
[z"dz = 0 s n#l
C
D’ ou pour X(2):
+oo +oo
X(2)z" tdz = / Z zpz k2 ldz = Z Tk / 2Rl = 25w,
cercle unité Cercle unité == k== Cercle unité
D’ou:
1 n—1
297 o
cercle unité

3 Fonctionsdetransfert rationnellesen z, FIR, IR

En général, on utilisera des filtres dont la fonction de transfert est rationnelle. H(z) s'écrit alors comme le
rapport o’ un numérateur N(2) et d’ un dénominateur D(z) polynémesen 7.
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Onanormalisé ag al.

Dans la suite de ce polycopié, on se limitera, sauf exception, a cesfiltres.

Ces filtres sont simples a réaliser. La sortie 1, sécrit en fonction des entrées et des sorties précédentes a
I"aide d’ une équation de récurrence a coefficients constants.

En effet :

2

H(z)=

)

& =38 = Y(2)D(z) = X(2)Nz)

D’ou par transformée en z inverse:

P Q
Yn + D QpYn—k = D biTpn_;
i=1 i=0

Q P
Yn = D biTpn_i— > apYn—k
=0 k=1

Cette éguation de récurrence a coefficients constants permet de réaliser ssimplement le filtre. 1l y a bien sOr
d’ autres structures de réalisation possibles, mais elles utilisent, de méme, des multiplieurs, des additionneurs et
des mémoires.

Lafigure suivante représente une cellule defiltrage d’ ordre 2 (P=Q=2). Sur lafigure, lesrectangles entourant
2~ représentent un retard d’ un échantillon.

Yn

On aurait pu considérer, de fagon plus générale des fonctions de transfert H(z) rationnelles contenant des puis-
sances de z positives, ce qui correspondrait & des filtres non causaux (voir définition ci-dessous).

On distingue 2 types de filtres: les filtres RIl a Réponse Impulsionnelle Infinie et les filtres RIF a Réponse
Impulsionnelle Finie.

Lesfiltres RII ont laforme générale H(z) = ggz; avec D(z) # 1.

Les filtres RIl sont dits récursifs car le calcul de la sortie 3, a I'instant n fait intervenir les valeurs de P

sorties précédentes v, _x.
Lesfiltres RII sont caractérisés par les poles et les zéros de |leur fonction de transfert H(z).

Lesfiltres RIF ont un dénominateur D(z) égal a 1. Ils sont caractérisés par leurs seuls zéros.
Laréponse impulsionnelle des filtres RIF est de longueur finie (d’ ot leur nom) puisgue:

Q B +00 . v 0,Q—-1] h,=0
H(z):ZbiZ = Z hnz j{vzz%o’g_l} h,, = b,

=0 n=-—o00

Laréponse impulsionnelle h,, d’'un filtre RIF n’a donc qu’ un nombre fini de valeurs non nulles, et i, coincide
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avec les coefficients b,, de I’équation de récurrence. En conclusion, pour un filtre RIF:

Q
H(z) = Z:Obizz

Q
Yn = Z bixn—i
1=0

3.1 Calcul delaréponseimpulsionnelled’un filtre RI|
On peut, quand lefiltre est de type RII, calculer sa réponse impulsionnelle de différentes fagons:
— soit en appliquant laformule de latransformée en z inverse et utilisant le théoréme des résidus,
— soit en effectuant une division polynomiale de N(z) par D(2),

— soit, quand les pdles de D(z) sont simples, en utilisant |la somme de la série géométrique
“+o0o
n 1
> q =1 pour gl <1
n=0 q

3.1.1 Rappd sur lethéoréme desrésidus

L’ intégrale sur un contour fermé C d' une fonction complexe holomorphe F(z) rationnelle vaut :

/ F(z)dz=2jx Y Résidu(x)
C pbles z; dans C

Ou z; est un pole de F(z2).

Et pour F(z) = gfjg = )

H (1—z;2—1)

=1

Si z; est un pole simple:

résidu(z;) = lim (z — z;)F(2)

z—2z;

Si z; est un pdle multiple d’ordre k :

g 1 (- Re)
residu(z) = i 57T

Exemple:

i _ 1
Soit H(Z) = W
Calcul de h,, par identification avec une série géométrique
Lorsgue |a1| < 1 (on verra par la suite que cette condition est nécessaire pour que le filtre soit stable) on peut
écrire:

1 = -1\" = -n
1) = g = R tae) = X e

Et par identification :
h,=0 pourn <0
hp = (—ap)" pourn >0

Calcul de h,, par transformée en z inverse
Pour cet exemple, laformule de latransformée en z inverse nous donne:

z——aj

1
hn = 2 /H(z)z”_ldz = Résidupour—a, (H(z)z”_l) = lim (z+a)H(2)2" ! = (—ay)"
T
C
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4 Causalitéet stabilité

4.1 Causalité

Un filtre numérique est dit causal, si saréponse impulsionnelle h, est nulle pour n < 0.
Satransformée en z converge alors al’ extérieur d'un cercle.

Un filtre numérique est dit anticausal, si saréponse impulsionnelle h, est nulle pour n. > 0.
Satransformée en z converge alors al’intérieur d’ un cercle.

4.2 Stabilité

Ondiragu’un filtre numérique est stable, si atoute entrée bornée z;,, correspond une sortie 1, bornée.
Pour toute suite ( z,, ) bornée:
IM Vn |z, <M = IM VN jy <M

4.2.1 1°¢ condition nécessaire et suffisante de stabilité

Une condition nécessaire et suffisante de stabilité s'écrit :

+o0
ool < A

n=—oo

C’ est une condition suffisante car :
—+o0
Yn= >, hpxn_p

k=—o00

400
> huxn g
k=—o0

+00
lzn| <M = Iyn|<MkZ |hil < MA
=—00

|yn| =

+o0o
< X |hel|@n—gl
k=—o00

C’est une condition nécessaire. Un contre exemple suffit a le montrer. Ainsi |’entrée bornée z,, égalea l s
h_, est positif et a-1s h_,, est négatif, génére une sortie 1, non bornée:

+o0 —+o00
Si x, = signe(h_y) dorsyg = > xz,h_, = Y. |hy| nonbornée

n=—oo n=—oo

4.2.2 2¢me condition nécessaire et suffisante de stabilité

Lorsgue lefiltre est causal et que safonction de transfert est rationnelle,
il existe une autre condition nécessaire et suffisante de stabilité:
il faut et il suffit que tous les pdles du H(z) soient al’intérieur du cercle unité.

Reéciproquement pour un filtre anticausal de fonction de transfert rationnelle,
une condition nécessaire et suffisante de stabilité est que
tous les pdles du H(z) soient al’ extérieur du cercle unité.

Démonstration dans le cas causal :
H(z) rationnelle peut se décomposer en K éléments simples correspondant a des pdles simples ou multiples.
Laréponse impulsionnelle h(n) est la somme de K termes 4;(n) égaux aux transfomées en z inverses des
éléments de la décomposition pour les poles z;.

Pour un pble simple z;, en notant 17;‘%_1 I'élément correspondant de la décomposition de H(z) en ééments
simples, on a:
A, n—1
hi(n) = lim (z — zi)izz = Az}

z2—2; 1—zz71
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Et la somme des valeurs absolues de h;(n) est bornée si et seulement si || < 1.

T TF I'élément correspondant de la décompo-

De méme pour un pdle z; multiple d’ ordre k, en notant
sition de H(z) en éléments simples, on a:

1 ok—1 (Ai(z)zn—i—k—l)

hin) = G 92+

Ou B;(z1) est un pblynome de degré n+k-1 au maximum.
Et la somme des valeurs absolues de h;(n) est bornée si et seulement si || < 1.

423 StabilitédesFIR

On remarquera que les filtres FIR ont comme seul pdle z=0 et que ce pble est al’intérieur du cercle unité.
Lesfiltres FIR sont donc toujours stables. C'est une des raisons pour lesguelles ils sont trés utilisés en filtrage
adaptatif. En effet, les coefficients d’ un filtre adaptatif varient a chaque nouvel échantillon, il faut donc vérifier
la stabilité du filtre & chaque nouvel échantillon. Mais pour un filtre RIF, cette vérification est inutile.

5 Etudedesfiltresnumériques élémentaires

5.1 Introduction

Cette section présente | es caractéristiques des cellules élémentaires defiltrage FIR et 1IR d’ ordre un et deux.
La connaissance du comportement de ces filtres est importante car trés souvent, les filtres d’ ordre élevé sont
réalisés par |’ association en cascade ou en paralléle de ces cellules élémentaires.

Pour cette section, dans les tracés de fonction de transfert, I’axe des fréguences sera limité ala plage
[0, fe/2] et on normalisera f. /2 a1.

Avant d'étudier les cellules élémentaires de filtrage le chapitre commence par une analyse des zéros de
transmission.

5.2 Etude deszérosdetransmission

Lesfiltres FIR et lesfiltres | IR possédant un numérateur peuvent présenter des zéros de transmission, ¢’ est
adire que leur fonction de transfert fréquentielle peut s'annuler pour certaines valeurs de fréguence.

La fonction de transfert en fréquence correspondant aux valeurs prises par la fonction de transfert en z
lorsque z évolue sur le cercle unité, un zéro de transmission correspond aussi a un zéro de la fonction de
transfert H(z) et ce zéro, noté z;, est situé sur le cercle unité.

Son module vaut un et son argument 6; :

zi = 1%

Cet argument 6; correspond a un zéro de transmission pour une pulsation w et une fréguence f telles que
w=2nf et:

7 = e]u.)T8 — 6]27rfT8

0;
z = Zijfzﬁfe

521 Casdunecdluled ordrel

Danslecasd unecellule FIR d' ordre 1 ou d’ un numérateur d ordre 1 pour unfiltrelIR, le polyndme d’ ordre
unen 2! sécrit:
N(Z) =by + blz_l

Le zéro de N(2) vaut zp = —2—3, il est réel. Comme le module de z vaut 1, les seules solutions sont : z = 1 et
29 = —1. Les zéros de transmission ne peuvent avoir lieu qu'a lafréquence nulle ou alafréquence £/2.
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Les seuls polynémes d' ordre un présentant des zéros de transmissions sont de laforme:

NG = b1+
N(z) = bo(1—2z71)

C'est adire que by €t b sont égaux ou OppOSEs.

Les figures suivantes représentent :

— Les zé&os de H(z) dans le plan z, pour les deux types de fonctions a zéro de transmission a I’ ordre un.
Les zéros sont matérialisés par des cercles sur cette figure.

— Les deux fonctions de transfert possibles (en module) a I’ ordre un, possédant un zéro de transmission
soiten f = 0 soiten f = f./2.

Module de H(f)

0.9}
0.8}
0.7}
o Zéoenfe/2
0.5} |
0.4]
0.3}
0.2 Zéroenf=0
0.1}
240
0 . . . .
210 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
positions possibles des zéros de H(z) Fréquences normalisées

5.2.2 Casd'uneceluled ordredeux

Dansle casd' une cellule FIR d' ordre deux ou d’' un numérateur d’ ordre deux pour unfiltrelIR, le polyndme
d’ordre deux en 2! sécrit:

N(Z) = bo + blzil + b2272

Les coefficients de N(z) sont réels, les zéros sont donc imaginaires conjugueés et sécrivent :

z1 = el
2o = zZ1 = eIt
Et
N(z) = bo(l—z2z D1 -7z
N(z) = bo(l—2cosbiz"t +272)

Les coefficients by et b, sont donc égaux.

La figure suivante représente le cas de 2 zéros d'arguments ¢, = % et f; = =T, ce qui correspond a un
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zéro de transmission en f, /6.

9% Module de H(f)

2.50
150

180

15}

210

0.50

270 0

0 02 0.4 06 0.8 1
positions possibles des zéros de H(z) fréquences

5.3 CdluleFIRd ordreun
531 Généralités
Lacellule causale FIR d ordre un a pour fonction de transfert en z, le polynéme H(z) suivant :
H(z) =by+biz}

Lafonction H(z) n’apas de pole al’ extérieur du cercle unité, elle est donc stable.

Comme pour tous les FIR, la réponse impulsionnelle est facile a calculer par identification avec la définition :
n=P

H(z) = Y hpz™™ = by + b1z~ ! on déduit que Vn h,, = b, et en particulier ici:
n=0

ho = bo
hi = b
h, = 0 sné¢]|0,1]
Lafonction de transfert en fréquence est obtenue a partir de H(z) par larelation:
H(e?mfTe) = [H (2)/z = e?7f Te} . Cette fonction sera notée un peu abusivement H(f) par la suite.

H(f) = by + bje 72T
Son module, sa phase et son temps de propagation de groupe 7(f) valent:
[H(N)IP = b+ b7 + 2boby cos(2n Tz,
L by sin(2m fTe) >
®(f) = —acg (bo + by cos(2m fT)
1 92(f) by + bg cos(2m fTe)

T2 Of b2+ b2 + 2bgby cos(2mfTL)

T(f) =

Le module est une fonction monotone sur la demi période [0, f./2] et les valeurs extrémes sont :

[H(0)] = |bo+b| avec (0)=0

‘H(%) = |bo—bi| avec ®(%)=0

Si les deux coefficients sont de mémes signes, le filtre est un passe bas. Et réciproquement, si les deux coeffi-
cients sont de signes opposeés, le filtre est un passe haut. En effet ce changement de signe revient a changer z en
-z,Cestadirefenfs — f.

L'étude de lafonction ¢( f) montre que ¢(f) < 7.
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53.2 Exemple

L es courbes suivantes illustrent une cellule d’ ordre un de coefficientsfy = 0.6 et b; = 0.4.

module de H(f) phase de H(f) temps de groupe
1 0 0.5
0.9 7 1 0.1 [
0.8 7 L
0.7 1 02
06 I . -03 1 1
057 7 -04 [ i
0.4 7 7 05 r .
0371 7 L i
02| 067 |
01 r . -0.7
0o 05 1 0.8 05 1 29 05 1
fréquence fréguence fréquence

L es courbes suivantes illustrent une cellule d’ ordre un de coefficients § = 0.6 et by = —0.4.

module de H(f) phase de H(f) temps de groupe
0.8 5

) 05 1 ) 0.5 1 2.5 05 1
fréguence fréquence fréguence

5.3.3 Cedllules spéciales

Deux cellules d'ordre un sont particuliérement intéressantes parce qu’ elles possedent des zéros de trans-
mission:
H(z) = bo(1+2~1) qui s annule pour lafréquence £./2 et H(z) = by(1—2~1) qui s annule pour lafréquence
0.

D’autre part si by = —b; laphase sécrit:

™

(I)(f):§—7TfTe

et le temps de propagation de groupe est constant. |1 vaut 7; /2.

Si by = by laphase sécrit :
(I)(f) = _WfTe
Cette phase est linéaire et |e temps de propagation de groupe est constant. Il vaut 7. /2.
54 CeéluleFIRd ordre?2
54.1 Généralités
Lacellule causale FIR d ordre deux a pour fonction de transfert en z, le polynéme H(z) suivant :
H(z) =by+brz ! 4+ byz?

Lafonction H(z) n’apas de pole al’ extérieur du cercle unité elle est donc stable.
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Comme pour tous les FIR, la réponse impulsionnelle est facile a calculer par identification avec la définition :
n=p

H(z) =Y hpz™" =by+ b1z~ ! + byz~2 on déduit queVn  h,, = b, et en particulier ici:
n=0

hg = by
hi = b
hay = by

hy = 0 s n¢l0,1,2

Lafonction de transfert en fréquence est obtenue a partir de H(z) par larelation :
H(el?mfTe) = [H(z)/z = ejQWfTe}. Cette fonction sera notée un peu abusivement H(f) par lasuite:

H(f) = bo + bre 27T pedtnsTe

Le polyndme H(z) en 2! posséde deux zéros. Si les deux zéros sont réels, le filtre peut étre considéré comme
formé de deux cellules d’ ordre un en cascade. Nous nous intéressons, dans ce chapitre seulement au cas d' une
"vraie" cellule d'ordre deux possédant deux zéros complexes. Comme les coefficients § sont réels, ces zéros
sont complexes conjugués. Appelons z; et zo ces zéros. On peut les écrire en coordonnées polaires sous la
forme:

2 = reh
Zog = Z1 = 7“167]'91
H(z) = bo(1—z12 (1 =227

Enidentifiant les deux écritures de H(z), on déduit lesrelations liant les coefficients § aux coordonnées polaires
des zéros.

by, = b0(21 + 21) = —2bgr COS(@l)

by = bozlglzbor%

Le module, la phase et |le temps de propagation de groupe de la fonction de transfert en fréguence peuvent
s exprimer en fonction des coordonnées polaires des zéros. lIsvalent :

: 2 . 2
‘H(f)’2 = b% ‘1 — zle_ﬂ”fTe ‘1 — gle—J%fTe
H()]? = b3 ‘1 _ pyei@nfT—0)|? ‘1 i@t T’
H(f)? = v (1 + ¥ — 2 cos(2n fT, — 01)) (1 + 12 — 2y cos(2n fT, + 91))

B(f) = arctg( rysin(2n fT, — 61) )) —i—arctg( rysin(2mfT, + 61) )

1 —rycos(2nfT, — 04 1 —rycos(2nfT. + 61)

B 1 0%9(f)
T(f) = _ﬁa—f
) = —2m (14 73) [cos(61) cos(2m fT.) — 1] — 71 [cos(4m fT,) + cos(261) — 2ry cos(0y) cos(2m fT.)]

1472 —2rycos(2m fT. — 601)] [1 + 1] — 27y cos(2m f T, + 64)]

Pour une cellule d ordre 2, lafonction ¢( f) est en valeur absolue inférieure a .

5.4.2 Etudedesextrémadu module delafonction detransfert en fréquence

Pour étudier lesextrémasde |H ()|, il faut étudier sadérivée par rapport af. Lorsgue cette dérivée s’ annule,
lafonction |H (f)| passe par un extrémum. Pour trouver les valeurs de f OUBI;—J(J) = 0, on dérive || H(f)]||? et

on étudie pour quelle valeur def, cette dérivée s annule sans que H( f) s annule.

9|H(f)|
of

O1H(f)”

o =2IH(D)

= b24nT.ry sin(27 fT.) [(1 + %) cos(61) — 21 cos(27rfTe)}
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Dans|’intervalle [0, f. /2], cette dérivée s annule lorsque:
— Soitsin(27 fTe) sannule, c'est adirepour f =0 et f = f./2.
— Soit (1 4 7%) cos(6;) — 2ry cos(2n fT..) S annule, ¢ est adire pour une fréquence fx telle que:

(L+r7)cos(61)  (bo+b2)by

2rfrle) = =
COS( ﬂ-fR 6) 2r1 4be0

1+r1 cos(61)
1

(bo+b2)b1

Cedernier casn’'est possible que si : ‘ b

<1.

<1 ou, cequi revient au méme:

Ces zéros sont des zéros de 8H(f) et nonde || H(f)||, sauf danslecastrivia our, = 1etf; = 0.

D’autre part la dérivée de |H (f)| par rapport & f est négative pour f < fz puis positive pour f > fr. La
fréquence fr, quand elle existe, correspond donc forcément aun minimum de |H (f)|. Une cellule FIR d’ ordre
deux peut donc présenter une antir ésonance.

Si r; est proche de 1, lafréquence fr est proche de 2. 11 y aégalité s r = 1.
Lavaleur de |H(f)| pour f = fr vaut:

[H(fR)| = [bo(1 = r1)” sin 6y

Comme on I'avu précédemment si r; = 1, lacellule posséde un zéro de transmission qui correspond au mini-
mum de |H(f)].

Soit Br, lalargeur de bande a mi-hauteur de cette antirésonance.

Br=|fy — f-|

ou f_ et f, sont les fréguences pour lesquelles |H(f)|2= 2 |H(fR)|2, lorsgue ces fruences existent. On peut
écrire | H (f)|? sous laforme d'un polyndme d' ordre 2 en cos(2r fT,) :

|H(f)]* = 4r2cos(2n fT,)% — 4r1(1 + r2)cos(601)cos(2m fT,) + 2r12cos(201) + (1 + 12)?

Pour |H(f)|* = (1 — r?)2sin(0;)? le discrimant du polynéme est nul et on retrouve la solution correspondant

alafréquence de résonnance cos (27 frT,. = w

Pour |H(f)|* = 2|H(fr)|* = 2(1 — r2)2sin(0;)?, le polyndme sécrit :
dr2cos(2m fT.)% — 4r1 (1 + 12)cos(01)cos(2m fT,) 4 cos(201) + (1 + ) +2r2 =0
le discriminant s'écrit :
A = 16r%(1 + 7%)%cos(61)* — 1613 (cos(291) +(r{+1)+ 21“%) = 16r7(1 — r%)%sin(0;)*
Le discriminant est positif, on en déduit 2 expressions pour les racines potentielles:

(1 —7r?)sin 6y

cos(2rnfiT.) = cos(2mfrTe) — 5
1
1—7r%)sinf
cos(2rnf_T,) = cos(27rfRTe)—|—(r21¢
1
Ces2racines n'existent que si :
1—r})sind
cos(2m fpT) — L= rDsmO oy
27“1
1—r})sind
27‘1
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Toutes | es situations sont possibles: les 2 racines existent, une seule racine existe, ou bien aucune des 2 n’ existe.
Dans le cas ou les 2 conditions sont vérifiées, c'est a dire ou les 2 racines existent, on peut calculer une ap-
proximation de lalargeur de bande de |’ antirésonance. A partir des valeurs de cos(2n f. T, ) €t de cos(2m f_ T,

on déduit que, pour r; ~ 1:
1 —r7)si
cos(2m f To) —cos(2n foTy) = —2sin(2n(fr+B/2)T.)sin(nBT.) ~ —2sin(6:)7 BT, ~ —QM
r1

D’'ou:
(1-7)

™

BR’;-U

fe

5.4.3 inversion du module des zéros, polyndmer éciproque de H(z)

Lescellules FIR d’ ordre 2 définies par lesfonctions de transfert H(z) et H,(z) = 2 2H (2~ ') possédent des
pbles de mémes arguments ¢; et —0; mais de modules inverses r; et 1/r;. Elles présentent (si les conditions
d’ antirésonance sont vérifiées) une antirésonance pour la méme fréguence f;. Ces deux fonctions de transfert
ont le méme module mais:

®.(f) = —AnfT.—2(f)
() = 2Tc—7(f)

Les filtres numériques dont les zéros sont al’intérieur du cercle unité sont dits a phase minimale.

54.4 Exemple

Lesfigures suivantes représentent lafonction de transfert H(f) en module, en phase, en temps de propagation
de groupe ainsi que la position des zéros de H(z), pour lesvaleurs: n = 0.95 6; = /3, ce qui correspond a
H(z) =1-0.952"1 +0.902522.
Lafréquence d antirésonance fr est telle que:

27 fRT. = 1.0464, ce que |’ on peut comparer afy = § = 1.0472.

3 module de H(f) 2 phase de H(f)
2 1
1 0
0 1
0 0.5 1 0 0.5 1
fréquence fréquence
temps de groupe 90
10 120 60
150
30
0
180 0
-10
210 330
-20 240
0 05 1 579 300
fréquence

position des zéros

5.4.5 Changement du signe du coefficient b;, changement dez en -z

Si I'on change le signe de &;, ou ce qui revient au méme z en -z, le filtre change de type, les valeurs de
H(0) et de H(f./2) sont inversées. Dans I’ exemple ci-dessus, le filtre est plutdt un passe haut (dans le sens
que H(f = 0) < H(f = f./2). Si onremplace by = —0.95 par b; = 0.95, le filtre résultant est un passe
bas. Changer le signe de b, revient aremplacer 6; par m — 6;. Si les angles des zéros (en valeur absolue) sont
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inférieurs a /2 lefiltre est un passe haut. Si les angles des zéros (en valeur absolue) sont supérieursa /2 le
filtre est un passe bas.

En fait changer z en -z, revient amultiplier z par ¢™. Dansle domaine fréquentiel, multiplier 27/7 par ¢/, re-
vient aremplacer e/27fTe par ¢i27(f+fe/2)Te Remplacer z par -z est donc équivalent aune trandation de — . /2
dans le domaine fréquentiel, et ceci quelque soit H(z). Un passe-bas devient un passe-haut et réciproguement.

55 CdlulelIRd ordrel
55.1 Généralités

Lacellule causale IR d’ ordre 1 a pour fonction de transfert en z, le polynéme H(z) suivant :

1
ag + a1zt

H(z) =
Par la suite, on normalise le terme constant du dénominateur deH(z) al, @ = 1.

Pour que lafonction H(z) soit stable et causale, il faut qu’ elle n’ait pas de pble al’ extérieur du cercle unité. Or
le pble de cette cellule vaut —a;. Une condition nécessaire et suffisante de stabilité de cette cellule causale est
quela;| < 1.

Laréponse impulsionnelle peut se calculer par laformule d'inversion de la transformée en z, & savoir:

hy, = H(z)2" 'dz

1
2jm -
cercle unité
ou par identification de H(z) avec lasomme d’ une série géométrique deraison g = —a 2z~ !:
o0 o0 [e.e]
H(z)= Z hpz™" = Z = Z(—al)"z*"
n=0 n=0 n=0

D’ou I'on déduit que:

Lafigure suivante visualise |’ allure de h,, pour a, positif et a; négatif.

réponse impulsionnelle
;

0.8 8

0.6 al<o ]
0.4} 1
0.2} 1

0 4
AT |
-0.4- a1>0 R

-0.6- 8

-0.8

0 5 10 15 20
indice n

Lafonction de transfert en fréquence est obtenue a partir de H(z) par larelation :

H(e1e) = [H(z) /2 = 7T
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. Cette fonction sera notée un peu abusivement H(f) par la suite.

1
T 1+ ape 2T

H(f)

Pour le calcul de ses caractéristiques principales, il suffit de reprendre les résultats obtenus pour la cellule FIR.
Son module, sa phase et son temps de propagation de groupe 7(f) valent:

s 1
[H(f)] 1+ af 4 2a; cos(2n fT.)
B ay sin(2m fT,)
o(f) = arctg (1 +ay COS(27TfTe))
_ 1 8@(]‘) . a1 + COS(2p'L.fTe)
W)= T Ta T T T o 2w cos(if T

Le module est une fonction monotone sur la demi période [0, f./2] et les valeurs extrémes sont :

H(0) = Hjm|w& B(0) = 0
fe| 1 Je\
‘H(E) = Tza avec & <3) =0

Si les deux coefficients sont de mémes signes, lefiltre est un passe-haut. Et réciproquement, si les deux coeffi-
cients sont de signes opposés, le filtre est un passe-bas.
On remarque que pour une cellule d'ordre 1, le déphasage introduit par lacellule est inférieur ou égal a /2.

55.2 Exemple

L es courbes suivantes illustrent une cellule d’ ordre un de coefficientsqy = 0.6 et a; = 0.4 :

module de H(f) phase de H(f) temps de groupe
2

©coo0o00000
OFRPNWKMOOION OO

o

O FLr NW S~ OTLO

o 05 1 05 1 05 05 1
fréquences fréquences fréquences

L es courbes suivantes illustrent une cellule d’ ordre un de coefficients ¢y = 0.6 et a; = —0.4:

module de H(f) phase de H(f) temps de groupe
2.5

2
15
1
0.5
0

0 05 1 . 05 o5 1
fréquences fréquences fréquences

O P N W A~ OO




5. Etude des filtres numériques élémentaires Page 117

5.6 CdlulelIRd ordre2
56.1 Généralités

Lacellule causale IR d' ordre deux a pour fonction de transfert en z, le polynéme H(z) suivant :

1

14 aiz 4 agz?
On a, comme pour lacellule d ordre 1, normalisé ay a 1.
Lafonction H(z)causale est stable si et seulement si ses pdles sont al’intérieur du cercle unité, c’est adire sont
de module inférieur a 1.

La fonction H(z) possede deux poles. Si les deux poles sont réels, le filtre peut étre considéré comme
formé de deux cellules d’ ordre un en cascade. Nous nous intéressons, dans ce chapitre seulement au cas d' une
«vraie» cellule d ordre deux possédant deux pbles complexes. Comme les coefficients ¢ sont réels ces poles

sont complexes conjugués. Appelons z; et zo ces pdles. On peut les écrire en coordonnées polaires sous la
forme:

H(z)

21 = reh
2 = zZ =re I
1
(1—2z1271)(1 = 29271)
Enidentifiant les deux écritures de H(z), on déduit lesrelations liant les coefficients ai aux coordonnées polaires
des pbles.

H(z)=

a; = (Zl + 21) = —-2r 008(91)
ay = 2121 = ’I“%

Laréponse impulsionnelle peut se calculer par laformule d'inversion de latransformé e en z, ou par identifica-
tion de H(z) avec des sommes de séries géométriques.

1 . 1 Pl
h, = / H(z2)z" ldz = — / .
2jm ) 2jm (=227 H (A = 227
cercle unité cercle unité
hy = > résidus(H (2)2" )
pbles de H(2)

in>0 h - <z?+1 . ot >:<r?sin[(n+1)91])

21— 21 21— 21 sin 64
Yn<0 h, = 0

Lafigure suivante représente les réponses impulsionnelles pour n = 0.95 et ; = 7/3 (ce qui correspond aun
coefficient a; < 0) ainsi que pour r; = 0.95 et §; = 27/3 (ce qui correspond a un coefficient a; > 0).

réponse impulsionnelle 1 réponse impulsionnelle

0.8] 7 0.8 i
0.6] 0.6] 7
0.4 0.4/ al>0 |
0.2 0.2]]

0 0
-0.2 -0.2
-04 -0.4
-0.6 -0.6 7
-0.8 -0.8] il

1o 50 100 1o 50 100

indice n indice n
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Lafonction de transfert en fréquence est obtenue a partir de H(z) par larelation:
H(e?ITe) = [H(2) /2 = /7]

Comme précédemment cette fonction sera notée un peu abusivement H(f).

1
- 1+ aleijWfTe + alzefjéme8

H(f)

Le module, la phase et |le temps de propagation de groupe de la fonction de transfert en fréguence peuvent
s exprimer en fonction des coordonnées polaires des pbles, il suffit de reprendre et de modifier correctement
les résultats obtenus pour lacellule FIR. llsvalent :

1

H())? =
‘ (f)’ ‘1_ZIe_jQFfTe‘Q‘l_zle—jQﬂ'fTeP
1
H(f)? =
[H(f)] |1 _ Tle—j(27rfT8701)|2 |1 _ Tlefj(27rfTe+91)|2
1
HOP = G ;
r% —2rycos(2m fT, — 601)) (1 + 1 — 2ry cos(2m fT. + 61))
o r1sin(2r fT. — 6;) > B ( r1sin(27 fT. + 6;) )
®(f) = —acdg (1 —rycos(2nfT, — 61) arctg 1 — 7y cos(2m fTe + 61)
_ 1 0%(f)
) = o (D) cos(@) cosnfT,) = ra) =y [cos(4TfT) + c0s(201) — 211 cos(6) cos(2m/ T.)

(1472 — 2rq cos(2m fT. — 61)] [1 + 7] — 271 cos(2n fTe + 61)]

5.6.2 Etudedesextrémadu module delafonction detransfert en fréquence

Lescalculs qui ont déja &é faits pour lacellule FIR dans |e paragraphe précédent peuvent érereprisici. La
dérivée de |H (f)| par rapport af sécrit:

OIH(f)’
of

Dans|’intervalle [0, f.], cette dérivée s'annule lorsque:

oy QHU _ _ dnTer sin(nfTe) [0+ ) cos(6h) — 2 cos(2n /T,
of (147} —2r cos(2n fT. — 91))2 (147} —2ry cos(2n fT. + 01))2

— Soitsin(27 fTe) sannule, c'est adirepour f =0 et f = f./2.
— Soit 2(1 + 7%) cos(61) — 2ry cos(27 fT,) S annule, ¢’ est adire pour une fréquence f telle que:

1+7%)cos(d by + bo)b
cos(2m frT.) = ( 1211 (61) _ _( 04b2bz) 1

Cedernier casn’'est possible que si :

(1+ r%) cos(61)
27"1

ou, ce qui revient au méme:
‘ (bo + bg)bl
4bsbg

D’ autre part, inversement au cas des FIR la dérivée de | H ()| par rapport af est positive pour f < fz puis né-

gative pour f > fr. Lafréquence fr, quand elle existe, correspond donc forcément & un maximum de | H (f)].
Une cdlule IR d' ordre deux ne peut donc présenter qu’ une r ésonance, alors qu’ une cellule FIR d' ordre deux
ne peut présenter qu’ une antirésonance. Lafréquence fr est appel ée fréquence de résonnance.
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Si r1 est proche de 1, lafréquence fr est proche de 47¢. 11y aégalité s = 1.

Lavaleur de |H(f)| pour f = fr vaut:

1
|(1 —71)?sin 6|

|H(fr)| =

Si r1 = 1, lacellule est un résonateur pur ou oscillateur, alalimite de stabilité (cette stabilité &ant définie par
lefait gu'a une entrée bornée correspond une sortie bornée).

Soit By lalargeur de bande a mi-hauteur de cette antirésonance :
Br=|f+— f-]
ol f_ et f sont les fréquences pour lesquelles |H (f)f = |H(fr)|? /2.

(1 —7r?)sin 6,

cos(2mfyT.) = cos(2nfrT.) — 5
1

1 —r%)sind

cos(2rf_T,) = cos(2wfRTe)+(7;¢
1

D’ou I’on déduit (comme pour les FIR d'ordre 2) que, pour r; =~ 1:

(1—r)

™

BR%

Je

5.6.3 Inversion du module des zéros, polyndmer éciproque de H(z2)

Lacellule IR d ordre deux ayant des p6les de méme argument et de module 1/n présentera une résonance
pour laméme fréquence fr. En fait cette cellule a une fonction de transfert H,.(z) en z~! qui est le polynéme
réciprogue de H(z2).

1

Hr(2) = as +ajz 1422 TH(ET)

H(f)et H.(f) ontle méme module mais:

®,.(f) = —AnfT.—2(f)
() = 2Tc—7(f)

56.4 Exemple

Lesfigures suivantes représentent lafonction de transfert H(f) en module, en phase, en temps de propagation
de groupe ainsi que la position des zéros de H(z), pour lesvaleurs: 1 = 0.95 0, = /3, ce qui correspond a:

1

H =
(2) = = 005:-T 1 0.9025:2




Page 120 Chapitre V. Introduction au filtrage numérique

Lafréquence de résonance fr est telle que:

27 fRT. = 1.0464, ce que |’ on peut comparer aby = § = 1.0472

module de H(f) phase de H(f)

15

10 0
5 -1
% 0.5 1 % 0.5 1
fréquence fréquence

temps de groupe

20 129 60
10 150 30
180 0
0
210 330
i 300
105 G 1 240 270
fréquence position des poles

5.6.5 Changement du signe du coefficient a;, changement dez en -z

Si I’on change le signe de a4, le filtre change de type, les valeurs de H(0) et de H(f./2) sont inversées.
Dans I’ exemple ci-dessus, le filtre est plutét un passe-bas (danslesensque H(f = 0) > H(f = £/2)). Si
on remplace a; = —0.95 par a; = 0.95, lefiltre résultant est un passe-haut. Changer le signe de ¢ revient &
remplacer 0, par = — ;. Si les angles des zéros (en valeur absolue) sont inférieurs a /2 lefiltre est un passe
bas. Si les angles des zéros (en valeur absolue) sont supérieurs a /2 lefiltre est un passe haut.

Changer le signe de a1, revient a remplacer z par -z. Et comme on I'a vu précédemment pour la cellule FIR
d ordre 2, celarevient a effectuer une trandation de — . /2 dans le domaine fréquentiel.

6 Structuresdesfiltresnumériques

Il n"est pas dans I’ objectif de ce document de présenter de fagon trés approfondie les structures possibles
d’implantation de filtres numériques. On se limite aux approches les plus classiques.

6.1 Structuresdirectes

Les structures directes correspondent a des implantations dans lesquelles les valeurs des coefficients de
I'équation de récurrence interviennent explicitement. Pour des raisons de simplicité, on selimiteici al’ ordre 2,
mais les concepts présentés s'étendent sans difficulté aun ordre quelconque. Soit I'équation de récurrence d’'un
filtre numérique IR d’ordre 2:

2 2
Yn = bkTn—k — Y OGkYn—k
k=0 k=1

Pour implanter ce filtre, il suffit que le systéme de traitement soit capable d’ effectuer des multiplications, des
additions et des retards ou mise en mémoire. Les retards dans le cas d' un systéme temps réel peuvent étre mis
en oeuvre par I’intermédiaire de registres a décalage cadencés ala fréquence d'échantillonnage des signaux.

6.2 Structuresdirectes non canoniques

Lastructure directe laplus simple consiste amémoriser 4 échantillons: les 2 derniers échantillons des suites
d’entrée et de sortie (z,_1, Tn—2, Yn—1, Yn_2) €t , pour chaque échantillon z,, de la suite d’ entrée effectuer les
opérations suivantes, pour calculer I'échantillon correspondant de la suite de sortie y, :

— effectuer les produits des 3 valeurs z,,, z,,_1, T2 par les coefficients du numérateur de H(z) &, b1, bo,
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— effectuer les produits des 2 valeurs i, 1, i, 2 par les coefficients du dénominateur de H(z) a1, ao,

— puis cumuler les 5 produits, avec un signe positif pour les coefficients 4 et un signe négatif pour les
coefficients q;

— enfin mettre ajour lesmémoires x,, 1, n—2, Yn—1, Yn—2 POUr préparer le calcul delasortie suivante y, 1

Lafigure suivante représente cette structure directe:

Xn

Yn

6.3 structuresdirectes canoniques DN et ND

La structure directe présentée précédemment n'est pas canonique, dans le sens ou elle n’ utilise pas un
nombre minimum de mémoaires.
Il est possible de réaliser le méme filtre d’ ordre 2 avec seulement 2 cases mémoire. Les structures canoniques
DN et ND sont des structures directes utilisant explicitement les coefficients g, b; €t ne nécessitant que 2 cases
mémoire pour 1 filtre d’ ordre 2.
Structure canonique DN
La structure canonique DN réalise le filtre en calculant d’ abord la sortie du filtre de fonction de transfertﬁ
puis la sortie du filtre de fonction de transfert N (z). D’ ou le nom destructure DN.
On peut écrire:

Soit :

Cesrelations peuvent se résumer par le schéma suivant :

W
Xo — % UD(Z) — N@ —— Y
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La structure canonique DN correspond finalement al’implantation suivante:
bo

Xn

Yn

Structure canonique ND

Lastructure canonique ND est lastructure duale (au sens de lathéorie des graphes) de lastructure DN. Elle doit
son nom au fait que les coefficients du numérateur b interviennent en amont des coeffcients du dénominateur
a;.

Les équations qui caractérisent cette structure sont :

Uy = bixy —ai1yn
Vp = boxy — asyn
Yn = bOxn + Up—1 +Vn—2

La structure canonique ND correspond finalement al’implantation suivante:

bo
Xn )\ VAR » Yn
Vv 3
Z-l
by a
1
by a

Cette structure est la plus fréquemment utilisée dans les circuits intégrés spécifiques pour | e filtrage numérique.

6.4 Structures décomposées

L es structures décomposées n’ utilisent pas explicitement les coefficients g, b; dans |’ implantation du filtre.
elles se caractérisent par une décomposition de lafonction de transfert H(z) de degré N, en éléments de degré
plusfaible, 1 ou 2 en général.

Ces structures peuvent permettre d’ obtenir de meilleures performances pour une implantation en précision finie,
en terme de sensibilité ala quantification des coefficients ou en terme de bruit de calcul.

6.4.1 Structures cascade

La structure cascade se caractérise par une décomposition de H(z) en un produit de termes H(z) d ordre
1 ou 2, selon que les pbles sont réels ou complexes. La fonction globale de filtrage H(z) est réalisée par une
cascade de cellules de filtrage H;(z) d’odre 1 ou 2.

K
H(z) = HHZ(Z) avec
=0

bio + bz‘,lzfl + bz‘,ngz
14 ai,lz*1 + ai,gz*Z
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Lescellules H;(z) est implantée sous une forme canonique DN ou ND. Lafigure suivante représente I'implan-
tation cascade d' un filtre d’ ordre 5, dont le dénominateur posséde 1 pdle réel et 2 pdles complexes conjugués.

Xn —— Hi() Ho(?) —|Hs@  H—— Y

Pour une fonction H(z) donnée, il existe plusieurs implantations cascade possibles, selon la facon dont on
groupe les poles et les zéros pour former les cellules H;(z) et selon lafagon dont on ordonne ces cellules. Ainsi
pour lafonction H(z) d' ordre 5 du schéma précédent, existe-t-il 12 réalisations cascade différentes (s onimpose
de grouper le zéro rédl avec le pdle réel). Ces réalisations ne sont pas équivalentes en terme de performances
pour une implantation en précision finie.

6.4.2 Structuresparalléles

La structure paralléle se caractérise par une décomposition de H(z) en un une somme d'éléments simples
Hy(z) dordre 1 ou 2, selon que les pdles sont réels ou complexes. La fonction globale de filtrage H(z) est
réalisée par une somme de sortie de cellules defiltrage Hi.(z) d’odre 1 ou 2, attaquées par la méme entrée z,.

L
H(z) = ZHk(Z) avec
k=0

bio + bz !
1+ akvlz—l + akvgz_Q

Lescellules Hi(z) est implantée sous une forme canonique DN ou ND. Lafigure suivante représente I'implan-
tation cascade d’ un filtre d’ ordre 5, dont le dénominateur posséde 1 p6le réel et 2 pdles complexes conjugués.

______________________________________________

Xn Hi(2) :@ » Yn

Les structures cascade et paralléles ont des perfomances assez proches pour une implantation en pécision finie.
Toutefois, on peut remarquer que la structure paralléle ne permet pas aussi facilement que la structure cascade
conserver les zéros de transmission aprés quantification des coefficients des cellules H(z).

La structure cascade se préte bien a une implantation séquentielle. La structure paralléle permet une implanta-
tion paralléle des opérateurs de calcul conduisant a une plus grande vitesse d’ exécution.

Ils existent de nombreuses autres structures décomposées, comme la structure treillis, ou les filtres d’ ondes.
Ces structures ne seront pas développées ici. La théorie de la représentation d’état permet de comprendre le
passage d’ une structure & une autre et de comparer ces structures.
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EXERCICES ET PROBLEMES

Exercice 1: On considére un systéme linéaire discret stationnaire de réponse impulsionnelle:

1 .
o = pour 0<n<3 eth(n=0ailleurs
n+1

a) Donnez I'équation aux différences permettant de calculer la sortie y(n) pour une entrée quelcongue x(n).
b) Calculez la sortie du filtre pour z(n) = a*, pour &=0.5, 0 < n < 3 et x(n)=0 ailleurs.
c) Calculez la sortie stationnaire correspondant al’entrée z:(n) = cos(2mn/4)..

Exercice 2 : Soit les systémes de fonction de transfert :

1
H =

1(2) 1—1162-1 109222
Hy(z) = 1-1162"'40.92272

Donnez les équations aux différences correspondantes, et calculez les réponses impulsionnelles associées.

Exercice 3: On considére le systéme d'équation aux différences:
y(n) = (n) + y(n — 1) — 0.5y(n - 2)
a) Calculez latransformée en z Y (z) monolatérale de y(n), et démontrez larelation:
Y(z) = H(2)X(z) + P(2)

ou P(z) dépend des conditions initiales. On posera y(-1)=a et y(-2)=b.

b) Calculez les poles et les zéros de H(z). Décomposez H(z) en une somme de deux fractions rationnelles du
premier ordre. Déduisez en laréponse impulsionnelle du systéme (vous supposerez que celui-ci est causal). Le
systéme est-il stable?

c) Donnez la sortie y(n) du systéme soumis al’entrée x:(n) = exp(j27 fynT.), pourn > 0 et 0si n < 0. Vous
commencerez par calculer laTZ X(z) de x(n), puis vous rechercherez la transformée inverse de H(2)X(z) (on
supposera les conditions initiales nulles).

d) Donnez le module de la réponse en fréquence H(f). Calculez la valeur de la fréquence de résonnance et
tracez I’ allure de la réponse en fréguence.

€) Donnez une structure d’ implantation de ce filtre.

Exercice 4 : Donnez I'équation aux différences réalisée par la structure suivante. Vous utiliserez pour celala
variable intermédiaire w(n).

bo

Xn

Yn
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Problemel :
Question 1: On considére I'équation aux différences

y(n)=z(n—-1)+z(n) + z(n+1).

1-a Mettre cette équation aux différences sous laforme d’ une convolution discrete, donnez la réponse impul-
sionnelle h(n) dufiltre d’ entrée z:(n) et de sortie y(n).

1-b Donnez lafonction de transfert H(z) de cefiltre.
1-c Donnez laréponse en fréquence H (). Vous pourrez chercher afaire apparaitre un cosinus.

1-d Déduisez enlemodulede H( f) et saphase ¢( f). Représentez | H(f)|, en précisant clairement le domaine
devariation de f.

Question 2: Si I'entrée est
x(n) = Acos (27 fon + ¢), avec fo = 1/3,

guelle est la sortie du filtre?
Question 3: L' entrée est maintenant un bruit blanc atemps discret, centré, d’ autocorrélation

Rxx(k)=Pp s k=0,
Rxx (k) =0 sinon.

3-a Quelle est lamoyenne statistique my de lasortie y(n) du filtre?
3-b Calculez I'autocorrélation de la sortie Ryy (k).

Question 4: Lasortie du filtre y(n) est maintenant bruitée par un bruit additif b(n), centré et d autocorréation
Rpp(k), indépendant de z(n), et par conséquent de y(n)

z(n) = y(n) + b(n).

On dispose par ailleursd' un signal deréférence (sortie d’ un capteur) w(n), centré, corrélé ab(n) et indépendant
de y(n). On peut donc interpréter b(n) comme la sortie d’ un filtre iy (n) d entrée w(n) :

b(n) = (hy xw)(n).

4-a Donnez larelation qui relie Iintercorrélation Rpyy (k), I autocorrélation Ry (k) et la réponse impul-
sionnelle hy (k) (cours.

4-b Calculez I'intercorrélation Ry, et montrez que si w(n) est blanc centré de variance 1, on en déduit
aorslaréponse impulsionnelle iy (n).

4-c Expliquez alors aquoi sert le dispositif

b(n)

(1) Wi Z(1) rimn)
him . Yy

W)
hZ(n)

et donnez I’ expression de r(n).
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4-d On a considéré ci-dessus que w(n) était un bruit blanc. Si tel n’est pas le cas, et S sa densité spectrale
de puissance Sy (f) est connue, montrez que le signal «/(n) obtenu comme la sortie d’ un filtre de

fonction de transfert en fréquence G(f) = 1/\/Sww (f) (on notera g(n) saréponse impulsionnelle) est
un bruit blanc de variance unité. Comment faut-il alors modifier |e dispositif précédent?
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