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� ������ ���
�
����� � ����� �(�� 	� �����
��� 1 �� �	�� )�� �� �	�
�
	 �����
(��
	 ��
���
L��� ���
�� $����
	 I5J ����� ������� �������� �� �����
���
	 �� ������� I�6J�

!	;	� <4������ ��'���

��� �� ��� (�����H ����	���
	 ��� 	 ��(���H �����/1/�
�� )�� ��������� �������
� ��	�	)�� )��� ���� ��� ����	���
	 !�� �����
������ �
������ ���� 	� ����
����
����
�
	�#�

M� ��	���
	 ��(��� �� ��	��
� )��� ����
���� ����
�
	� �������
��� �	� �����
�� 1
��	�������� ��� �
)�� ������� �������� $���	���
	 �	�����	���� ��� �
�� ��(����

$�� ������ 
������
�
��� �	�����	�����H �
��� ������ 
���3���H � �	� ��� ���
����H
��
� 	 �	�
���� )������� 	� ��� I�
����������J ���
���� �� ������
���� �� �	( �� ����

����	���
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$����
(��
	 ���� ������ �� �	��
� ��� �� ���
	 �	�
�� ���	�
�� 1 �� �����H )�
 1
��	����
	 ���� ��	���
	 ��(��� ��� �� ����� 
���3��H ���� ��� �,���
�� ��
�)�� �������
���� ��� ��������� ���
���� 	

��3 �	������� ��� ��� ������
�
���

M� ������
�
�� ��� �� �	�
�
	 �	(
)��� <��� ��� �	
� ���
�H �	
� ������� <��� ���� L���

���
�� �� ��
��� �
������� 	� �� ��
��� ���3	�
)�� !�)���
	 �	(
)��#� M� ������
�
��

"� 4�	� ��

��� ������� �
�������� �	� ���� �� ��� ��� ������� ����
������ �� ������� ��
 	�� �����
�������� ��
��� ���@����
 	�� ����	
 ! 	�� ��
��� ����
������� =�	#�	
� �� �S�� �
���2�� �� ����� ����
��
�� �� ����� �$��
���

����������	



��* 8������	� ��� �	� ���	��� ���� +?

���� L��� �� 
�	����
	 �"���� !�����# 	� 
���� !���
�3�� ������� ��� �"�����#�

����
� �
� �����
� �
= ������� ���� 	.	���	� �	�� ���	�� �	����� 	��	 �	�� �������� :������� & �����	 L

��< 	� :������� & �����	 L ��<� =	 �������� ��� �	 %���� :������ ����	 L���< ��� ���	 �
����	 �	 ������	�	��


��� ���� O +�
��� �����
	 � ��
��� �� <���

.	�� 	��� �� ������
�
�� �	�P	��� ���
�H 	 ��
�
�� �� 	���
	I1J�

!	�	� 9��� ����� �� ���� %�����%��

7 ���� ����
 ��
�
��� ��� 	���
	� 	 3		����� �� ��	� �	��� �� ��	� ���������
$� 	���
	 ↑ ∗ 
�
)�� )�� �� ������
�
�� ���� ���
� )���� ���(���� ������ �� �� ���
�3�� a
!��	� �	���@ �����(� �� �� ������ 6 1 �� ������ �#� ����� 	���
	 ��� (������ �� ������
)��
1 �	��� ��	�	�
�
	 �	(
)��H )��
� ���(
��� ���� ���
�3�� �������
�� 	� ���� �	�3
�
�	
�� ����
���� ���
�3��� 3		������ �� �L��H �� 	���
	 ↓ ∗ 
�
)�� )�� �� ������
�
�� ����
���
� )���� ���(���� ������ �� �� ���
�3�� a !��	� ��������@ �����(� �� �� ������ � 1
�� ������ 6#�
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� � ���� �������
�
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!	�	� ������4�� ������� %� ����

�� �� �L�� ��
��� )�� �	�� ��� ���
	�H 	 ���� ������ � �	���� �� ����� ��� ��
������
�
�� 1 ���
�� �� ��	�������� 	����
�� I��X"X��J� $� ���
�3�� I"J ���� L��� �� ���
�3��
������ ���� ����� 	� �� ���
�3�� ������� �� ��������
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�
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��� ���+ O ��������
��� �� 	�����
��� ��
��

$���
�
���
	 �� ���� �	����� �� �� ���� �� ������
�
�� ��� �� ����	�
���
	 �� ���
�3��
������� ���� � ����� �� �(�� 1 T��	� $������ ����	�
��� �	
� ������ ���
�� ����� � �����
�����
��� 	� �(�� 1 �� �	�� )�� �� ������
�
�� ��
��� L��� ���
��

����
� �
� �����
� �
= ������� ���� 	.	���	� � ���	� �	���� 	��	 �	�� �������� :������� & �����	L��< 	�

:������� & �����	L��<� (�������� 	�� & �����	� �	 �������� ��� �	 %���� :������ ����	L���<
��� ���	 � ����	 �	 ������	�	�� (�������� 	�� & �����	� �� ���� ���	��	 47 �	���	��


��� ���% O ,#���	� �� ��
��� 
��� �������
���

!	�	� ������ 0�������� %=�� ���%���

$� 	���
	 IbacJ �
(
&� )�� �� ������ 3		���� �� ����
��� �	��
��� �� ���
�3�� ��
������
�
��� 5
�
H �	��)�� ��������
	 a ��� ���
&��H �� ����
��� ���� �H ��� �� ��� �	���
��H

� ���� 6� $������
�)�� �	
� L��� �������� ��� ��������
	 )�� ��	 ���� �������


��� ���* O ,#���	� �� �
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��� ������
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�� �	� �	������� ����	��� �	�� �������� �� ����
 �	�� �� �	����
	 ���
;������ @

O �� ���		(����� 1 ��������� �� ����� �"����H

O �� ��3���� ����	���
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O �� (����� ��� �
����
	� ������
3����

$� ���		(����� ������ ��
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��P1 �	���� ��
�
�� �	�� ����#�
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����
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��6 &��������� ����������
���

!	�	� +������� %� ��������

M� ������
	 �� ��)���� �	�����	� 1 � ��	
" ����	���
	 ���� ����
���� ��)�����
1 ����
� ���� 	� ����
���� ������� ����� ������
	 �� ��)���� ��
�
�� ��� �
���(���� �
I7MJ �
� '� ���� 3
� ��
���� �� ������� �� �� ��(�� ���������� �����X����
�
	 �	�� �� ��
�����
	 �� �� ���� �� ;�������

�
�����
 �� (� ���	���� �	 ����	�	 	�� �������	 ���� 	.	���	� � ������	 �	 �	������	�
, �	�� ��	��	 ����	 	�	���	 � ������	 �	 �	��  ���� �	���� �	��� ���	� �	��	��� 	�
��� ���	��	� ��� �����	�� , �������	 ��	 �����	  ��� ����	 )Si* ���� �	��	 )Ri* �� ���	
��� �������� ��� ������	�� )↑ m*� (	 ��	��	�  ��� ��� � �� �	� :���	���	����< ���� ���
������	�	� 	 	.	���	� � �	�����	� (	 ����	 	�� ����� �	�����


��� ���6 O ,#���	� �� �
�
�� �� ���������

!	�	� ������� %� �������� � ��� %=������ 

��� ���" ��� �	�����	��� �	�� ��� ���" 1 ��� ��� ����
���
��� �� ����
�
���
	 �� ��
������
	 �� ��)���� !�
���(��� � I7MJ#� $�� ����
��� �� ��)���� �	� ��� �
(�
���(�� )�

��������� �� �������� ����
���� �	
� �� �L�� ��)���� ��� )���� �	�
�
	 �	�� ����
��� �����
��

$� ���� ������� ��� � �
(�
���(� )�
 ������ �	
� �� ����	��
� �� ��)���� �	������ �	
�
�� ������ �� 	� ����
���� ������ �� �� ��)���� �	��)��H ��� �"�����H ��� ���
	� ���	�
���
1 ��� ������ ���
��� 
��
����

�)� R� ��	� ��������� 	������
 ��� ����
������ �� WRIX �� ��� ����
������ �� W7=X ��	
 ����� ��������� ��
���	������� H��
 ���$������

����������	



��? ��������	� �������	����	� %�


��� ���� O ,#���	� �� ������� �� ��$����� 
��� ���� O ,#���	� �� �
� �� ��$�����

!	�	� ����������� � �����4���

$����������
	 ������ ��� ���
���
	� �������
��� �� ����
���� ������ ��
� ��� ������
��/
�
	� �
�������� �� ��� ������ ��� �� �����
������ ���� ����
�
	�

����
� �
� �����
�  
, �����	 �������	� ����� ������ ���� �	� � ���	� 	�	�%�	� 8����	 ����� ��� ���� 	

��� �� 0�	 �	 ����P��	 	�� ���	��� ��� �	 �	����	 �������	������	 )�*�

40

50

60

c

c

c

70
1

Evacuation


��� ���� O ,#���	� ��
�����	
���

40

50

60

70

e

e

e
Evacuation
cartons ØvacuØs

a


��� ���� O ,#���	� �� ���������

$� ��������� � ������	
�H )��� 1 ����H ������ ��� ���
���
	� �
�������� �� ����
����
������ ��� �� �����
������ ���� ����
�
	 ��
� �� ������
���
	 �������
��� �� ��� �������

����
� �
� �����
� �
, �	��	� �	� ����� ������ ������	�� 	� � �����	 �	� � ���	� ����	��� 	�	� & �����	

���  ��� ����	 & ���������� ��� %���� )	* ��� � ������	���

$���� :���� ;��
��
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���7 ��� ������ �� ����
�
	� �	����� 	� ��
��

$�� ����	� �����	� �	� ��� ������ 

�
���� ��� ���)������ �� ������� � ������� ���� �
�	��
	���� ����
)�� 	� ��� ������ �
����� �	����� 1 �����
���
	 ��� � (������ �
����/
��
)����� �����
����

$�� ����	� ����� �	� ��� ������ )�
 �� �	
� ���
����H � ������ L��� ������
���� )��
��� � (������ �
������
)����� �����
��� !	���� �� �	�E�(�# 	� ��� �� �
�� �	�� ���(
�
�� ��������

� �

� �

�

� �

� �

�

�

,

�

" +  


��� ���+ O ,#���	� ���
��� ������� � ���
�� ���

M� �������� �����	 ��� �� ����
�
	 )�
 � �	����� ����� ����� ��	�� .�� �	��/
�
	H �� ����
�
	 �	���� ��� �	�P	��� ���
��� �� ��� �����
� ��� )�� �� ������
�
�� ��� ���
��
$�� ����
�
	 �	����� �	�����	��� 1 ��� ������ ��	�	)��� �����
���
	 ���� ����� ��
������� 1 � �	��� )����	)�� �� �	��
	�����

$�� ��������� ����� �	� ��� ����
�
	� )�
 ������
��� �� ��)���� ��� �	��)����
��� �� ��
�� �� �	��
	���� �� ��������

� �

�

"

� �

-

"

� �
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� � �
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��� ���% O ,#���	� �� �
������ ������ � �� �
������ ���

���� ��� ����	#������

5& �� ����� �� ������� ��� (������ ���� �
����H � ����3�� �
)�� �������� �� ��
����
�
	� ���� L��� �������� ��� �� ����	/����� )�
 ���� ����
���� ��� �� ��
���

$��"���
	 ���� ����	/����� =a ��� �� ����
� �� (������ ��
� ���� ����� �������
<a �� ���� ����� �� �	��
� 0a� $������ ������� <a ���
�� ���
�� �	��)�� ���� ��� ����
�
	�
��	� �� �� ����	/����� ��� �����
�� $� 	� ��� ����
�
	� ���� �� �� ����	/����� � �	�
���
���� )�� �	��)�� ������� �� �	��
� 0a ��� ���
���

����������	



���� (	� ����������	� %+


��� ���* O ,#���	� �� �
�����
�� 
��� ��� �#�
�����

M� ����	/����� ��� �
�� ���
�� �	��)�� ���� �� �	
� �� ��� ������ ��� ���
��H ���� ���
�	��)������ �
�� 
���
�� �	��)�� ����� �� ��� ������ ���� ���
��� $����� ���
� 	� 
���
�
���� ����	/����� ���� L��� ��������� �������
����� ��� ��� ������� �	(
)��� I�J 	� I6J
���� ���
�3�� V=a !��� �"����� V=�]�# ������� ���
�3�� �� �� ����	/������

�	
��
 �� #��	�� �����	�� ����������	
= �����	�� B �	Q��� �	� �������� � 	� ; ������%�	�	� ����� ��� �	 %�����	 8 	�

�	� %����	��	� ����%�	� ��	�	� �	 ��� �	 ��� � ������ (�����������	 ������ ����	�����
�	��	� �	 ������	� � �����	 ��������� �	� ����� ���������


��� ���- O  ����
 ��������� �� ���"��

(������ ��� �	 %���� :#����� 8���	< ��� ���	 ���������	� �	 �	���	 �	� �������� 	�
����	��	 �	� %����	��	� �	 �� $�Q� ��� ��	


1 �����	 �� ������� � I������� �	���	 :�< �	 �� %�����	� ���� �����	 �� ������� ; I�������
�	���	 :%< ��� � �	 ��  ����	 �	 �� %�����	 8 ��� �	 �����	��N

1 ��	��	 �	 �	�� %����	��	��

(	 ����	 �	 �	���	 ��� �� ������� �� �����	�� 	� �� �� ��	�	� ��� �� %��� ��� �	���
�2� �� ������� �� �����	�� ���� ����	�	 �	��� ��  ����	�

$���� :���� ;��
��
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��� ���? O ���������� �� ���"�� �
� �� ��
��� 
��� ��� �
�����
���
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$�� �������� ���	���
��� 
�����
��� 	� � �	��
	���� �� ���� �	���� �"��L��/
��� �����
�
� �� � �
���� (������ �� ������ (��������� �� ����
�� �� �	��
	����
	����� =�������������H 
� ���
�� ���)������ �	�� � ������� 
�����
�� ���� )��� ���/
��
 	�3�� ���������� 	3�
(�� 1 ����	
� � �	��	������ �	�� �� ������� �	�������
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,����
���� �� ����
�� 	���� !(�����
���# @

a0 · s (t) + a1 · ds (t)
dt

= b0 · e (t) + b1 · de (t)
dt

!%�-#

O �)���
	 �
,����
���� �� ���"
��� 	���� !(�����
���# @

a0 · s (t) + a1 · ds (t)
dt

+ a2 · d
2s (t)
dt2

= b0 · e (t) + b1 · de (t)
dt

+ b2 · d
2e (t)
dt2

!%�?#

�	
��
 �) (	 ���	�� & ������ ����� )�����	�� �	 ��$��	�	*
, ������	��	 & � ���	�� & ������ ����� 	� � ��	���	 & ���	���	� �	� ��������

��.��	��	��	� ������������ �	 ������	� , ��	 L� ���������	 �	 ������� 	� R �� ��������	
�	 ������� �� ���	��� J �	 ���	� ���	���	 ����� �� ���	���

R

M

L
i

U(t)
J

e(t)

Cr


��� %��+ O ����	��
��� ���� ����� - ����
� ������

!� � ����� ���	� ���������� 


1 �	� �������� ��	�����������	� )���	� ����� �	 �������	* 

E�	� )$���	 ����	 ��	����������	* ���������	��	 & ω 


e(t) = Ke · ω(t) � 	� Ke ������	 ��	������	

8����	 ���������	� & i(t) 


Cm(t) = Kc · i(t) � 	� Kc ������	 �	 �����	

����������	



%�+ (� ����$����	 �	 (�����	 ?+

1 �	� �������� ��	������	� 


U(t) = R · i(t) + L · di(t)
dt

+ e(t)

1 �	� �������� �������	� 

, �������	 �	 5�����	 E����	��� �	 �� #������	 	 ���I	���� ��� �� ����	 ��
���	�� 


Cm(t) − Cf (t) − Cr(t) = J
dω(t)
dt

� 	� Cf(t) �	� $����	�	��  ����	�� 


Cf (t) = Kd · ω(t) � 	� Kd ������	 �	 �����	 �	 $����	�	��  ����	��

	� Cr(t) �	 �����	 ���	��	�� ��	� 	�� ����	 �	 �	����%�����

A	�� �	�	� ��� ���"����� �������� !3
� )�� ���� �
���� �# )�� �� �����(� ��� �������
���)���
	� 1 �� �)���
	 �
,����
���� �
���� ���� ��� ��
�
��� ������� ����H 
� ���� ���
��
���	���� ����� �)���
	 �
,����
���� (������H ��� �� ��� ���� �)���
	 �
,����
���� ��
���	� 	����H 	�� ���	� )�� �� �	���
	 �� ���)���
	 (������ ��� �� �	��� �� �� �	���
	
�� ���)���
	 ��� ���	� ���3�� �� ���� �	���
	 ����
���
����

Equation différentielle 
avec second membre

Equation différentielle 
sans second membre

s1(t) 
solution de l’EDSSM

régime transitoire

s2(t) : 
solution particulière
régime permanent

s(t)=s1(t)+s2(t)


��� %��% O �������� �� ����	���� �	
���$�� ����� �$�
��� ���������		�

��� ����	��� �	� ���� �	���� �	(��� �� ��3	�
�����H � ���	���
)��H 	�� ��
�
���	�
�� ����� ����	�� ���� ���
�� 3���� ��� ����
�
���
	 ��� 	���� 	��
� ��������
)�� ������
+���$����	 �	 (�����	� $�
��� �� 3��� ��� �� �����	���� 	� �)���
	� �
,����
����� �
�	��2���H �� ���	����H ��
� �� ��
�� �� �����	����
	 
����� �	�� ����
� �� �	��
�
����	����

2�� �� �����	���� �� �������

A	�� ��
�
���	� �� ����$����	 �	 (�����	 � �	��� � 	��
�H 	�� � �	���� ��� �1
�	�� ���	���� ��� ��	��
���� �� ����� �����	����
	� A	�� ��
�
���	� ��� ��3��� �� ����/
�	����
	H ��� �����	����� �������� &
�	� ��� L��� �	��� G

C� 1��������
0� *�
�	�� ��

� &���� �� +������ ��80"��,(8�� ���
������ ������������� �� ��'������ �
��T����

$���� :���� ;��
��
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Solution s(t)
Décomposition 

en éléments simples
Equation polynomiale

Equation différentielle 
avec second membre

Transformée de Laplace

Transformée de Laplace
inverse


��� %��* O �������� �� ����	���� �
� 	
 �
�������� �� *
�	
�� ����� �$�
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$� ��&
�
	 �� ��� ��	��
���� )�
 ��
��� �"
���� �	�� �����
�� �	�
�
	� )�
 �	�
���
&��� �	�� ��� �	��
	� �	������ )�� �	�� ��
�
����T !��	��T �	
 ��� ���	�� G#�

����� �����	���� ��������
)�� 	�� ��������� 	 �������� �� ���	���� �� ��
���
�
���� �� ���(��� � ��� �)���
	� �
,����
�����H ��
� ���� 	�� ��������� ����
 ��
��	��
��
�� �	��
	 ������� I�	��
	 �� ��������J 	� I�����
����J� ;�N�� 1 ����� �	��
	H 	��
�	���	� ������
�� ��� ��������
��
)��� ��� ������� ������
 ��� ��	
� 3��	
 �� ���	����
���)���
	 �
,����
���� �� ��������
����

;	(	� "�#�����

0	
� �� �	��
	 f(t) ����� )�� f(t) = 0 �	�� �	�� t < 0�

$� �����	���� �� $������ �� ����� �	��
	 f(t) ��� ��&
� ��� @

f(t) L�−→ L (f(t)) = F (p) =
∫ ∞

0
e−pt · f(t) · dt

	� p ��� �� ���
�3�� �	����"� )����	)�� !p ∈ C#�

;	(	� )��������

A	�� ���	� �	��� ��� ����� ����
� � �����
 	�3�� �� ��	��
���� ��� �����	�����
�� $������� �
� �����H 	�� � ��������	� ��� 1 ���	���� ��� ��	��
����H ��� ��	��������

-� �� ���� ��� �������������� �	� �� ������� �� ����� �����	
�	������ ��� ��	#�	
� �
�� E

����������	
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�� ��������
)��� ��� ����(��	� 3
� ����T �2����

.�	��
���� 8���	��� $������

��	������ f(t) L (f(t)) = F (p)

$
���
�� [a · f (t) + b · g (t)] · u (t) a · F (p) + b ·G (p)

���
�� ����
���
df(t)
dt

· u (t) pF (p) − f(0+)

���
�� ���	��
d2f(t)
dt2

· u (t) p
(
pF (p)−f(0+)

)−f ′(0+)

'��(���
	 g(t) =
∫ t

0
f(x) · dx · u (t)

F (p)
p

+
g(0+)
p

8��	���� �� ������ f (t− τ) e−pτ · F (p)

C������ ��������� f(at) · u (t)
1
a
· F

(p
a

)

.�	��
���� 8���	��� $������

��	������ f(t) L (f(t)) = F (p)

5�	��
������ e−at · f(t) F (p+ a)

8��	���� �� �� ������ 

�
��� lim
t→0

f(t) = lim
p→∞p · F (p)

8��	���� �� �� ������ &��� lim
t→∞ f(t) = lim

p→0
p · F (p)

�
�����
 �) (� ����$����	 �	 (�����	 ��� ������� �	�� ��� �	 ������� �	� ����$���
��	� �	 (�����	� � 	.	�� � �	�� ����� �	 ������� �	 �� ������ ��� 


f(t) ∗ g(t) =
∫ t

0
f(u) · g(t− u)du

(� ����$����	 �	 (�����	 �� ������� �	 �� ������ 	�� �	 ������� �	� ����$����	 �	
(�����	�

L (f(t) ∗ g(t)) = F (p) ·G(p)

$���� :���� ;��
��
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;	(	� 5�0�� %� ����������

A	�� ��	����	� �
/����	�� ��� �����	����� ��� �	��
	� ���������

f(t) · u(t) F (p) f(t) · u(t) F (p)

�
��� δ(t) � D����	 K · u(t) K

p

����� Kt · u(t)
K

p2
e−at · u(t) 1

p+ a

sinωt · u(t)
ω

p2 + ω2 cosωt · u(t) p

p2 + ω2

sinhωt · u(t)
ω

p2 − ω2 coshωt · u(t) p

p2 − ω2

e−at · sinωt · u(t)
ω

(p+ a)2 + ω2 e−at · cosωt · u(t) p+ a

(p+ a)2 + ω2

tn · u(t)
n!
pn+1

tn · e−at

n!
· u(t)

1
(p+ a)n+1

(
1 − e−

t
τ

)
· u(t)

1
p (1 + τp)

1
τ
e−

t
τ · u(t) 1

(1 + τp)(
t− τ + τe−

t
τ

)
· u(t)

1
p2 (1 + τp)

t

τ2
e−

t
τ · u(t) 1

(1 + τp)2

����������	



%�% E������ �	 ����$	�� �� ����������	 ??

<� ��
����H ������ )�
 �	� � ��� �	
� �����������

f(t) · u(t) F (p)

(
t− 2τ + (t+ 2τ) e−

t
τ

)
· u(t) 1

p2 (1 + τp)2

(
1 − t+ τ

τ
e−

t
τ

)
· u(t) 1

p (1 + τp)2

1
τ − ν

(
e−

t
τ − e−

t
ν

)
· u(t) 1

(1 + τp) (1 + νp)

[
1 +

1
τ − ν

(
τe−

t
τ − νe−

t
ν

)]
· u(t) 1

p (1 + τp) (1 + νp)

[
t− (τ + ν) +

1
τ − ν

(
τ2e−

t
τ − ν2e−

t
ν

)]
· u(t) 1

p2 (1 + τp) (1 + νp)

[
ω0√
1 − ξ2

e−ξω0t sin
(
ω0

√
1 − ξ2t

)]
· u(t)

1

1 + 2ξ p
ω0

+
(

p
ω0

)2 �� ξ < 1

[
1 − 1√

1 − ξ2
e−ξω0t sin

(
ω0

√
1 − ξ2t+ ψ

)]
· u(t)

1

p

(
1 + 2ξ p

ω0
+

(
p
ω0

)2
) ξ = cosψ
ξ < 1

2�2 /	��
	� �� �������� 	� �����
�����

.���
)�����H �	�� ��� �������� )�� 	�� ����
��	� ���	��	� 1 � ������� ���)��/
�
	� �
,����
����� 1 �	�S�
��� �	����� �� ���� @

a0 · s (t) + a1 · ds (t)
dt

+ · · · + an · d
ns (t)
dtn

= b0 · e (t) + b1 · de (t)
dt

+ · · · + bm · d
me (t)
dtm

!%��6#

��� �� ������ 	\ ��	 ��
������� ��" ��	��
���� �� ���3
�
�� ��� ��������H ��� �	�
/
�
	� 

�
���� 	�� 
��	���� ���� < (�����H 	 ���� ��� ���� ���3�� �� 	 ��(���� ��
�����
	 1 � ��
������ 5��� ��� �	�
�
	� 

�
���� �
��� �� ����
�
�� !�	�
�
	� 

�
����
����� @ ���(���� �� ���
�3�� �
 ������
��#H ���)���
	 	3���� ��
�� 1 ������
���
	 �� ��
�����	���� �� $������ ��� @

[a0 + a1p+ . . . + anp
n] · S(p) = [b0 + b1p+ . . .+ bmp

nm] ·E(p) !%���#

$���� :���� ;��
��
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S(p) =
b0 + b1p+ . . .+ bmp

m

a0 + a1p+ . . .+ anpn
· E(p) =

m∑
i=0

bip
i

n∑
j=0

ajp
j

·E(p) = H(p) · E(p) !%���#

H(p) ��� ������� �	��
	 �� �������� 	� �����
����� �� �������H ���� ��� 	3����
�	�� ��� �	�
�
	� 

�
���� ����� �� ����� )�� @

H(p) =
S(p)
E(p)

=
b0 + b1p+ . . . + bmp

m

a0 + a1p+ . . . + anpn
=
N(p)
D(p)

!%���#

�
�����
 ��

• (� $����� �	 ����$	�� ����������	 �	 ������	 ����	����	� �	 ��	���	 ��������	 	�
�	� �������� ������	�� ���	 	�� �����	 �� ������	�

• (	� 0���� �� ������	 ��� �	�  ��	��� �	 p ��� ���	� N(p)�
• (	� �6�	� �� ������	 ��� �	�  ��	��� �	 p ��� ���	� D(p)�
• (� $����� �	 ����$	�� ����	���� & �� ����$����	 �	 (�����	 �	 �� �����	 ���������

	��	�

;	;	� ��������� %=������� %�@���������

$� ��
�
�� ��� �	� �
����H �� �	
� )�� ��	 � H(p)H �	��)�� ��	 ��������� �� ���	��
��� ������� 1 �� ����� �	�� e(t)H 	 ������� �� �����	���� �� $������ �� e(t) @ E(p)�
7 ��	��� �
����� S(p) = H(p) · E(p)� '� � ����� ���� )��1 ���������� �� �����	����

����� �� S(p) �� 	 � s(t)� �

Solution s(t)
Calcul de E(p)
puis de S(p)

Equation polynomiale
en p

Equation différentielle 
avec second membre

Transformée de Laplace

Transformée de Laplace
inverse

Fraction rationnelle
en p : H(p)=...

Décomposition
 en éléments simples
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�� ��� ��� �� �
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	!�#
��
� ��� �� �	�������
	 �� ��	3���� �� �� �	���
���
	 )��	 � ��
�� 7 � ���� P���
�
�����H � ���	���
)�� �� � ������ ��������	
��H 1 ��� �	�
������ ����
)��� ���� �	
���� @
�	�� �������T ��� ��� �)���
	� )�� �	�� �	�
���T �� )�
 �	� ������ ��� ���	����
����
)��� �� 3���� < ����
�� �
��H 
� ���� 
���
&�� �� (������ )�� ��	 �	���
�� ��(���� 	�
������
�� �����/�
 ���� ��� �	�	���H �� ���� �	����H ���� �� (������ �	����� I����
)��J
�� ��	������� '� ��� ���
�� ������
�� �� ����
��� �� ������ 3�	� �� ��	������ ����
�� B	��
���T �	���
� )�� �� ������ 3�	� ��� �� ����������
	 �� ������� ����
� @ 
� �����
� �
�	����H ������ 1 �� ���	�
� �� 1 ��� ���	������ !���	���� �
��
���H ������#� ���)��
3�	� �	����� �� ����� E(p) �� �� �	��
� S(p)� 5 ��
���
��� �� ����� ��� 3�	�� 	 ����H
3
� �����H ������ ��� �� �	��
	 �� �������� H(p) ����� )�� @ S(p) = H(p) ·E(p)�

S(p) = H(p) ·E(p)
H(p)

E(p) S(p)
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��� ����� �	�
��� 1 3
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&�� ���
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	�# �� ��� (������� �� �	��
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Processus
physique

Sortie

Perturbation

Entrée 1

Entrée 2

Sortie

Perturbation

Entrée 1

Entrée 2

+ -
+

+

7 ��������� �	�� ���3	�� �� ������ �	��
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��	������ ����
)��� 7 ��	���� ���3	�� (�	3�������
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������3��
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���� �	�
���� �	��� �� ������3��
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Actionneur
Entrée ProcessCommande

$�� ���
	���� �	� ��� �"����� ��� �	����� ����/
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)��� !����� � ���
	H �	��
� � �
����� �� �	���
	
�� �	����# 	� �������
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� ��� ������� ��� �� 3	
�� ��� ��)����� ��
��	����� �� �	��
	 �� �������� H(p)� A	�� ��	� �� ����������� )��� ������� ������
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	 �� �������� � 3	���� 	������ !C8�7#H
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	 �� �������� � 3	���� ������ !C8�C#�

;	B	� "���������� %� �� 9523

A	�� ���	� �� ������� �	�� �� �	��� ��	
)�� !
��� %���H �� �6�# �� 	�� �� �	�
/
���	� � 3	���� 	������H ����� 1 �
�� )�� 	�� 	���	� �� 3	���� �� ����	���
	 ����� ��
�����
����� G(p)�

7 	3�
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X(p) = E(p) �� R(p) = H(p) ·G(p) ·X(p)

A	�� �	��	� �	� ���
�� )�� �� C8�7 �� ������� ����
� ���� �����
�� @

FTBO(p) =
R(p)
X(p)

= H(p) ·G(p) = FTCD(p) · FTCR(p) !%���#

7 	�� @
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	 �� �������� �� �� ��� � �
�����H
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	 �� �� FTBO� < �,��H 	 � @

Y (p) = H(p) · E(p) = H(p) · (X(p) −R(p)) �� R(p) = G(p) · Y (p)

< ��(�	���� ��� �	��
�� Y (p)H 	 	3�
�� @

Y (p) · (1 +G(p) ·H(p)) = H(p) ·X(p)
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s(t) = K · e(t) ⇔ S(p) = K · E(p) ⇒ H(p) = K

O ��� �������� 
��(�������H ���� )�� �

ds(t)
dt

= K · e(t) ⇔ p · S(p) = K ·E(p) ⇒ H(p) =
K

p
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�� 	����H
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�� �� �����	 s(t)  ����	 �	 ������� ��.��	��	��	 �� ��	��	� ����	 & ��	?��	�� ������� 


τ · ds(t)
dt

+ s(t) = K · e(t) !*��#
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K =
s(t)
e(t)

�
 ṡ(t) = 0
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τ · p · S(p) + S(p) = K · E(p)
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�� 	����@

H(p) =
S(p)
E(p)

=
K

1 + τ · p !*��#
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0	
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(� �����	 e(t) = u(t) �H <��� �����
� ��� �� �	��
� �� $������ E(p) = 1
p �

A	�� �	��	� ��	�� ���
�� �� ������ �� �� �	��
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� �� $������ @

S(p) =
K

1 + τ · p · 1
p

=
K

p
− K · τ

1 + τ · p
< ��
�
��� �� �����	���� �� $������ 
�����H 	 ��	��� ��	�� �� ���	�� ����	����� 1
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s(t) = K ·
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1 − e−

t
τ

)
· u(t)
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H(p) =
2

1 + 3 · p
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s(0+) = s(τ) = s(3τ) =

.��� 1 ��	�
(
�
ds(t)
dt

= ⇒ lim
t→0+

ds(t)
dt

=

8���� �� ���	�� 1 +d t5% =

<����� ����
)��
ε(∞) = lim

t→∞ (e(t) − s(t)) =
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��(
�� ��������

�
�����
 �� (	 ��� �������	 K ����������	 �	 �������	�	� �� ������	 	 �����	 ����
%��� (� ������	 �	 �	��� τ ����������	 �	 �������	�	� �������	 �� ������	�
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K

1 + τ · p =
K
τ

1
τ + p
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� �� $������ E(p) = a

p2 H 	 � ����
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S(p) =
K

1 + τp
· a
p2

< ��
�
��� �� �����	���� �� $������ 
�����H 	�� 	3��	� �� ���	�� ����	����� 1 ��
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�� 	���� @

s(t) = a ·K ·
(
t− τ + τ · e− t

τ

)
· u(t)

A	�� �	��	� ������ �� ���	�� s(t) 1 �� ����� e(t) = 2 · t ·u(t) ��" ���" �������� ��
����
�� 	���� �
/����	�� @

H1(p) =
1

1 + 3 · p H2(p) =
2

1 + 3 · p
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�
ds(t)
dt

= ⇒ lim
t→0+

ds(t)
dt
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�	 ������� ��.��	��	��	 �� �	�����	 ����	 


τ2 · d
2s(t)
dt2

+ 2ξ · τ · ds(t)
dt

+ s(t) = K · e(t) !*��#

$� ����� K ��� ������ �� ��� �������	 �� �������H τ H �� ������	 �	 �	��� �� ξ ��
��	?��	� ����������	�	� ���� ξ > 0�

0
 	 �	�� ω0 = 1
τ H�� �������� �����	 �� ������	 � ������ )	 rad · s−1*H ���)���
	

���� �(������ �� ������ �	�� �� �	��� ��
���� @

1
ω2

0

· d
2s(t)
dt2

+ 2
ξ

ω0
· ds(t)
dt

+ s(t) = K · e(t) !*�+#
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 �� (�����	 �������	 �	� ������	� �������	� )���������� �� 5�����	 E��
���	��� �	 �� #������	 �� ��� +������	 �	�������	* �%����� ��� 	� & �	� ��������

�	 �	 ���	� (� ���� �	 �	���	 d2s(t)
dt2 ����	������ & � �	��	 ������	 & �	 ������������

�� ���� �	 ��	����	 ds(t)
dt & � �	��	 ������	 & �	  ��	��	 	� ��  ����%�	 s(t) & �	 �������

)�� �	 ���	�������� �� s(t) 	�� � ���	*�

�	�	� "���������� %� �� ������� %� �������

5��� ��� �	�
�
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�
���� �
��� �� ����
�
�� !�����H ����� 1 �
�� s(0) = ds(t)
dt = 0
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�� ���)���
	 �� ������� ��� ��
�	��
� �� $������ �	�� �� �	��� ��
���� @

τ2 · p2 · S(p) + 2 · τ · ξ · p · S(p) + S(p) = K ·E(p) !*�%#

7 � ����
� �� �	��
	 �� �������� ��� ������� �� ���	� 	���� @

H(p) =
S(p)
E(p)

=
K

τ2 · p2 + 2 · τ · ξ · p+ 1
=

Kω2
0

p2 + 2 · ω0 · ξ · p+ ω2
0

!*�*#
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0	
� �� �	�
(� �����	 e(t) = e0 · u(t)H �	� E(p) = e0
p �

A	�� �	��	� ��	�� ���
�� S(p)@

S(p) =
e0
p

· Kω2
0

p2 + 2 · ω0 · ξ · p+ ω2
0

A	�� �
�
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��� s(0+) =

8��	���� �� �� ������ &��� s(+∞) =

8�(��� 1 ��	�
(
�
ds(0+)
dt

=
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�
������$��� �� 	
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S(p) =
Kω2

0(
p2 + 2 · ω0 · ξ · p+ ω2

0

) · p !*�-#

�
�����
 ��

• (	 �����	 ���%�� 	 ���	� ��	 �	 K� �� 	 ���	� ��� �� ��	?��	� ����������	�	� 	�
�	 �� �������� �����	�

• (� ���	�	 & �������	 	�� ����0����	� �	 ��� ��.��	 ��� ������	 �� ��	��	� ����	�

5& �� ������
�� �� ���	�� ����	����� 1 � �����	 �	�� �� ������� �� ���	� 	����H

� ���� �	�� ���3	�� �"��
��� �� �	��
	 S(p) �	�� �� �	��� �� �����
	� ���
	����� �
������
=�
� ����� ���	��	�
�
	 ����� �� �� ������ ��� �2��� �� �������H ����� 1 �
�� ��� ���
��
�� ���)���
	 �
/����	�� @

p2 + 2 · ω0 · ξ · p+ ω2
0 = 0 !*�?#

0	 �
���
�
�� ���� @

Δ = 4 · ω2
0 ·

(
ξ2 − 1

)
!*��6#

�� 0
 ξ > 1H � ������ �� �
� �����
 � � ���
� �� �'��
��
��H ���)���
	
!��� *�?H �� ���# �	����� � ���
�� ������� �
��
���� !p1 �� p2#�

p1 = ω0 ·
(
−ξ +

√
ξ2 − 1

)
p2 = ω0 ·

(
−ξ −

√
ξ2 − 1

)
$� �	��
� S(p) �� ���	��	�� ��	�� � ��	
� �����
	 �
����� @

S(p) =
K · ω2

0

(p− p1) · (p− p2) · p =
A

p
+

B

(p− p1)
+

C

(p− p2)

5���� ������H 	 ��	��� @⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

A = K

B =
K · ω2

0

(p1 − p2) · p1
=

K · ω2
0

2 · ω0 ·
√
ξ2 − 1 · p1

C =
K · ω2

0

(p2 − p1) · p2
= − K · ω2

0

2 · ω0 ·
√
ξ2 − 1 · p2
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< �	��� τ1 = − 1
p1

�� τ2 = − 1
p2

�� � ��
�
��� �� �����	���� 
����� �� $������H 	
��	��� @

s(t) = K

[
1 − 1

τ1 − τ2
·
(
τ1 · e−

t
τ1 − τ2 · e−

t
τ2

)]
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 � (�����	 ��� 	�� ��	� & ��	���	� � ������	 �� ��	��	� �� �	���
����	� �	��	 ����%	)�����	 ��� �	��� ����	 & � ���	��* 	�� ��� 	� ��$���	 � 	�
�	��	 ��� ��	��	� ����	� (� :��������	< ��.��	�	 	��	 �	� �	�� 	�� �� ���	�	 &
�������	�

�� 0
 ξ = 1H �������
����� �� �
� 	�
�
�� � � ���
� �� �'��
��
��H ���)��/
�
	 !��� *�?H �� ���# �	����� �� ���
� �	�3�� !p = −ω0#�
$� �	��
� �����
� ��	�� @

S(p) =
K · ω2

0

(p+ ω0)
2 · p = − K · ω0

(p+ ω0)
2 − K

(p+ ω0)
+
K

p

< ��
�
��� �� �����	���� �� $������ 
�����H 	 ��	��� �� ���	�� ����	����� 1 �
�����	 ��� �� ��� ��� ������� �� ���	� 	���� ���� ��	��
������ ��
�
)�� @

s(t) = K
[
1 − (1 + ω0 · t) · e−ω0·t] !*���#

�
�����
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pi = ω0 ·
(
−ξ ± j ·

√
1 − ξ2

)
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� S(p) �	�� �� �	��� �� �����
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S(p) =
A

p
+

B · p+ C

p2 + 2ξω0p+ ω2
0
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	 ��� ��	
� �	������ �� � �����	��	���H 	 ��	��� @

S(p) =
K

p
− K · p+ 2Kξω0

p2 + 2ξω0p+ ω2
0

=
K

p
− K · p+ 2Kξω0

(p+ ξω0)
2 +

(
ω0

√
1 − ξ2

)2

'� ���� ���
�� ��
�� ������ ��� ���"�����
	 ��� �����	����� �� $������ ��� �
�� ��
�	�
�� ��	��
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S(p) = K

⎡
⎢⎣1
p
− p+ ξω0

(p+ ξω0)
2 +

(
ω0

√
1 − ξ2

)2 − ξ√
1 − ξ2

ω0

√
1 − ξ2

(p+ ξω0)
2 +

(
ω0

√
1 − ξ2

)2

⎤
⎥⎦
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!����� %�+��H �� ?-#H �� � �	��� @

cosψ = ξ sinψ =
√

1 − ξ2
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s(t) = K

[
1 − e−ξω0t√

1 − ξ2
·
(
cos

(
ω0

√
1 − ξ2 · t

)
· sinψ + sin

(
ω0

√
1 − ξ2 · t

)
cosψ

)]

< ��
�
��� �� �����
	 �
���� �� ��
(		����
� �H 	 ���
�� �& 1 ���"�����
	 �� ��
���	�� ����	����� s(t) ��� ������� �� ���	� 	���� � ��(
�� �����	/���
	�
)�� @

s(t) = K

[
1 − 1√

1 − ξ2
· e−ξω0t · sin

(
ω0

√
1 − ξ2 · t+ ψ

)]
!*���#
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T =
2π

ω0 ·
√

1 − ξ2

0�� ��	��
������ !ξ = 0#H 	 � T = 2·π
ω0

H ��	\ �� 	� �� ������
	 ��	��� 	 ��	��

�	�� ω0�
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ωn =
2 · π
T

= ω0 ·
√

1 − ξ2
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���
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ds(t)
dt

=
K · ω0√
1 − ξ2

· e−ξω0·t · sin
(
ω0

√
1 − ξ2 · t

)
!*���#
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ds(t)
dt

= 0
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�� ����
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��� �	� �	�� �	�� ��� 
���� tk ���� )�� @

ds(tk)
dt

= 0
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tk = k · π

ω0 ·
√

1 − ξ2
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Drk%
=

∣∣∣∣s(∞) − s(tk)
s(∞)
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∣∣∣∣∣ e
−ξω0tk√
1 − ξ2

· sin
(
ω0

√
1 − ξ2 · tk + ψ

)∣∣∣∣∣ = e
− ξkπ√

1−ξ2
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f(t) · u(t) F (p) f(t) · u(t) F (p)

�
��� δ(t) � D����	 K · u(t) K

p

����� Kt · u(t)
K

p2
e−at · u(t) 1

p+ a

sinωt · u(t)
ω

p2 + ω2 cosωt · u(t) p

p2 + ω2

sinhωt · u(t)
ω

p2 − ω2 coshωt · u(t) p

p2 − ω2

e−at · sinωt · u(t)
ω

(p+ a)2 + ω2 e−at · cosωt · u(t) p+ a

(p+ a)2 + ω2

tn · u(t)
n!
pn+1

tn · e−at
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· u(t)
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(
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t
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· u(t)

1
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